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 ЗАСЕДАНИЕ I – УПРАВЛЕНИЕ ДВИЖЕНИЕМ 

От первого полета человека в космос до 
постоянной пилотируемой орбитальной 

станции  
М.Ю. Беляев  

ПАО «РКК «Энергия» им. С.П.Королева» 
Королев, РФ 

mikhail.belyaev@rsce.ru 

Г.П. Аншаков 
РКЦ «Прогресс»,  
г. Самара, Россия

Аннотация—В докладе приводится краткая история 
подготовки и выполнения первого в мире пилотируемого 
полета на космическом корабле «Восток». Рассматривают-
ся основные задачи и проблемы, решение которых позво-
лило осуществить это историческое событие. Приводятся 
последующие достижения отечественной пилотируемой 
космонавтики, позволившие, в том числе, 50 лет назад, 19 
апреля 1971 года создать и вывести на орбиту первую в 
мире орбитальную станцию «Салют». Анализируется роль 
человека при выполнении космического полета. Приво-
дятся задачи на космической орбите, решение которых с 
участием экипажа повышает надежность и эффективность 
космического полета. Даются иллюстрирующие это поло-
жение примеры работы космонавтов в полетах орбиталь-
ных станций «Салют», орбитального комплекса «Мир», 
Международной космической станции. Указывается необ-
ходимость и приводятся примеры положительных резуль-
татов участия космонавтов в выполнении исследований и 
экспериментов на орбитальных станциях. 

Ключевые слова—космический полет, ракета-носитель, 
орбитальная станция 

I. ВВЕДЕНИЕ

Успехи отечественной космонавтики в большой сте-
пени были обусловлены созданием знаменитой боевой 
ракеты Р-7 [1]. Создание этой ракеты позволило вывести 
на орбиту первый искусственный спутник Земли, осуще-
ствить первый полет человека в космическое простран-
ство, впервые сфотографировать обратную сторону Лу-
ны и обеспечить многие другие достижения [1, 2]. 

Р-7 – боевая двухступенчатая ракета. Основная ее за-
дача была доставить ядерный заряд в любую точку тер-
ритории вероятного противника. Предварительные тео-
ретические работы по созданию такой ракеты начались в 
1950 г. В 1953 г. в ОКБ-1 (ныне РКК «Энергия») в соот-

ветствии с постановлением от 13 февраля 1953 г. были 
развернуты работы по проекту двухступенчатой балли-
стической ракеты дальнего действия массой до 170 тонн 
с отделяющейся головной частью массой 3000 кг и даль-
ностью 8000 км. В октябре 1953 г. изменяется проектное 
задание: масса боевого заряда увеличивается до 3000 кг, 
при этом масса головной части ракеты – до 5500 кг, а 
дальность полета сохраняется. Это новое требование 
практически оказалось завышенным, однако оно послу-
жило основой для развития отечественной пилотируе-
мой космонавтики. 

В феврале 1954 г. были согласованы основные этапы 
отработки ракеты, и 20 мая 1954 г. принято постановле-
ние по разработке двухступенчатой баллистической ра-
кеты Р-7 (8К71). Постановлением определены: головной 
разработчик – ОКБ-1 НИИ-88 и соисполнители – ОКБ-
456 (двигатели), НИИ-885 (система управления), ГСКБ 
«Спецмаш» (наземное оборудование), НИИ-10 (гиро-
приборы), КБ-11 (специальный заряд) и НИИ-4 МО (по-
лигонные испытания). 

II. СОЗДАНИЕ РАКЕТЫ Р-7.
ЗАПУСК ПЕРВОГО В МИРЕ СПУТНИКА ЗЕМЛИ 

Опыта создания двухступенчатых ракет в это время 
практически не было ни в нашей стране, ни за рубежом. 
Ракета Р-7 представляет собой яркий пример творческо-
го подхода к решению сложнейших задач, которые ранее 
не возникали в технике. 

Эскизный проект по ракетному комплексу Р-7 был го-
тов в июле 1954 г. Конструкция ракеты Р-7 принципи-
ально отличалась от всех ранее разработанных ракет сво-
ей компоновочной и силовой схемами, размерами и мас-
сой, мощностью, количеством систем и т.д. Она состояла 
из четырех одинаковых боковых ракетных блоков, кото-
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рые крепились к центральному блоку. По внутренней 
компоновке как боковые, так и центральный блоки были 
аналогичны одноступенчатым ракетам с передним распо-
ложением бака окислителя. Топливные баки всех блоков 
являлись несущими. Двигатели всех пяти блоков начина-
ли работать с Земли. При разделении ступеней боковые 
двигатели отключались, а центральная часть продолжала 
полет. На каждом блоке устанавливался унифицирован-
ный четырехкамерный ЖРД с тягой 80-90 тс. 

Для рассмотрения эскизного проекта создали экс-
пертную комиссию во главе с академиком М.В. Келды-
шем, в которую входили видные ученые и специалисты. 
Решение комиссии было положительным, и 20.11.1954 
эскизный проект ракеты Р-7 (8К71) был одобрен Сове-
том Министров СССР. 

Теоретический чертеж ракеты Р-7 С.П. Королев 
утвердил 11 марта 1955 г. 

Первая ракета Р-7 прибыла на техническую позицию 
полигона для проведения летных испытаний уже в марте 
1957 г. 

Первый пуск состоялся 15 мая 1957 г. в 19 ч 01 мин 
по московскому времени. Полет ракеты протекал нор-
мально до 60-й секунды, затем в хвостовом отсеке стали 
заметны изменения в пламени истекающих из двигате-
лей газов и на 98-й секунде полета отвалился боковой 
блок Д, после чего ракета потеряла устойчивость. При-
чиной аварии явилась негерметичность топливной маги-
страли горючего.  

Второй пуск, назначенный на 11 июня 1957 г., не 
удался, несмотря на три попытки, и ракета была снята с 
пускового устройства и возвращена на техническую по-
зицию. 

Третий пуск состоялся 12 июля 1957 г. в 15 ч 33 мин 
На 33-й секунде полета ракета потеряла устойчивость из-
за замыкания на корпус цепей управляющего сигнала. 

Четвертый пуск ракеты Р-7 №Ml-8 21 августа 1957 г. в 
15 ч 25 мин был успешным, и ракета впервые достигла 
района цели на Камчатке. 

Параллельно с работой над ракетой Р-7 С.П. Королев 
постоянно возвращался к идее практического освоения 
космоса. Его мечта о практическом и научном освоении 
космоса стала возможной благодаря ракете Р-7. 

16 марта 1954 г. состоялось совещание у академика 
М.В. Келдыша, где были определены научные задачи, 
решаемые с помощью искусственных спутников Земли. 

27 мая 1954 г. С.П. Королев обратился к Д.Ф. Усти-
нову с предложением о разработке ИСЗ и направил ему 
докладную записку «Об искусственном спутнике Зем-
ли», подготовленную М.К. Тихонравовым. 

В августе 1954 г. Совет Министров СССР утвердил 
предложения по проработке вопросов, связанных с кос-
мическим полетом. Постановление о работах над ИСЗ 
было принято 30 января 1956 г. Это постановление 
предусматривало создание в 1957–1958 гг. и выведение 
ракетой типа Р-7 неориентированного искусственного 
спутника Земли (ИСЗ) массой 1000-1400 кг с аппарату-
рой для научных исследований массой 200-300 кг (объ-
ект Д). 

Этим же постановлением общее научное руководство 
и обеспечение аппаратурой для исследований возлага-
лось на Академию наук СССР; создание ИСЗ как носи-
теля аппаратуры для научных исследований – на Мини-
стерство оборонной промышленности. Головным испол-
нителем по созданию ИСЗ было определено ОКБ-1, и к 
июлю 1956 г. эскизный проект в ОКБ-1 был уже готов. 
Соответствующие проекты были разработаны и смеж-
ными организациями, отвечающими за систему управле-
ния, наземной пусковой комплекс и т.д. 

С помощью научной аппаратуры создаваемого спут-
ника Д предусматривалось измерение плотности и ион-
ного состава атмосферы, корпускулярного излучения 
Солнца, магнитных полей, изучение космических лучей 
и т.д. 

К концу 1956 г. выяснилось, что в намеченные сроки 
спутник и научная аппаратура не будут готовы. В связи с 
этим ОКБ-1 внесло предложение о запуске простейшего 
спутника массой до 100 кг в апреле–мае 1957 г. 15 фев-
раля 1957 г. было принято постановление, предусматри-
вающее выведение простейшего неориентированного 
спутника Земли (объект ПС) на орбиту, проверку воз-
можности наблюдения за ПС на орбите и прием сигна-
лов, передаваемых со спутника. 

Пуск ракеты-носителя 8К71ПС №М1-ПС с первым 
ИСЗ состоялся 4 октября 1957 г. в 22 ч 20 мин по мос-
ковскому времени (это был пятый пуск ракеты Р-7). 
Спутник, отправленный на орбиту, показан на рис. 1. 
Вторая ступень ракеты со спутником вышла на орбиту с 
перигеем 228 км, апогеем 947 км и периодом обращения 
96,2 мин. 

Спутник находился на орбите до 4 января 1958 г., со-
вершив 1440 оборотов, центральный блок ракеты совер-
шил 882 оборота вокруг Земли и вошел в плотные слои 
атмосферы 2 декабря 1957 г. 

Запуск 1-го ИСЗ оказался неожиданным для зарубеж-
ных стран. Вся мировая пресса писала об этом событии. 

 
Рис. 1. Подготовка первого спутника Земли к старту 

Пуск ракеты 8К71ПС №М1-2ПС со вторым ИСЗ был 
произведен 3 ноября 1957 г. в 7 ч 22 мин по московскому 
времени. Спутник совершил 2570 оборотов вокруг Земли 
и прекратил существование 14 апреля 1958 г. По орбите 
ИСЗ впервые совершило полет живое существо – собака 
Лайка. 

15 мая 1958 г. состоялся успешный пуск модифици-
рованной ракеты РН8А91 № Б1-2, и третий ИСЗ массой 
1327 кг вышел на орбиту и просуществовал до 6 апреля 
1960 г., т.е. в течение 692 суток. 
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Следующим шагом были полеты к Луне: ИС «Луна-1», 
«Луна-2», «Луна-3». «Луна-2» 14 сентября 1959 г. доста-
вила вымпел СССР на поверхность Луны, с помощью 
«Луны-3» в октябре 1960 г. впервые были получены фо-
тографии обратной стороны Луны. 

Это были большие успехи С.П. Королева и возглав-
ляемого им предприятия. 

Далее были созданы спутники «Зенит-2» для фото-
графирования земной поверхности, спутник «Электрон» 
для изучения околоземного космического пространства. 

Впереди был полет человека. 

III. КОРАБЛЬ «ВОСТОК» И ПЕРВЫЕ ПИЛОТИРУЕМЫЕ ПОЛЕТЫ 
НА ОРБИТУ 

Работы по созданию пилотируемого корабля в ОКБ-1 
были начаты весной 1957 г. в специально созданном 
проектном отделе 9 под руководством М.К. Тихонраво-
ва. Проектируемый корабль базировался на использова-
нии ракеты Р-7. С сентября 1957 г. по январь 1958 г. в 
ОКБ-1 проводились исследования по созданию пилоти-
руемого КА. 

В результате проработок были получены следующие 
основные выводы [1]: 

 на орбиту ИСЗ с помощью доработанной трех-
ступенчатой ракеты можно вывести КА массой 
4,5-5,5 т; 

 на КА массой 4,5-5,5 т можно разместить челове-
ка, необходимое служебное и научное оборудо-
вание; 

 для первых полетов человека целесообразно ис-
пользовать баллистическую схему спуска с орбиты; 

 при спуске КА с орбиты температура его поверх-
ности достигает 2500-3500°С, а максимальные 
осевые перегрузки – 8-9 единиц, что допустимо 
при действии в направлении «грудь–спина»; 

 воздействие высоких температур требует тепловой 
защиты, масса которой составит 1300-1500 кг; 

 для первых полетов целесообразно выбрать кру-
говую орбиту с минимально допустимой высотой 
250 км; 

 тормозной импульс должен составить 65000-
85000 кгс.с; 

 в качестве формы СА можно рекомендовать сферу; 

 на КА для первых полетов в космос человек во 
время полета может находиться в СА; 

 надежное приземление пилота обеспечивается 
программным катапультированием его на высоте 
8-10 км; 

 КА должен иметь систему управления и ориен-
тации, при этом в качестве исполнительных ор-
ганов можно использовать вращающиеся массы 
и реактивные силы (рабочее тело – сжатый газ); 

 необходимы системы контроля орбиты и выдачи 
команд с наземных пунктов управления, а также 
двусторонняя радиотелефонная связь; 

 оборудование для орбитального полета и тор-
мозную двигательную установку целесообразно 
разместить в отдельном отсеке; 

 для обеспечения надежности необходимо прове-
сти экспериментальную отработку систем кос-
мического аппарата в стендовых условиях, си-
стем катапультирования и приземления при 
бросковых испытаниях с самолетов и при пусках 
ракет Р-2 или Р-5. 

Осенью 1958 г. началась разработка конструкторской 
документации, а также выдача технических заданий на 
разработку бортовых систем корабля. 

22 мая 1959 г. вышло постановление правительства, в 
соответствии с которым ставилась задача по разработке 
экспериментального варианта корабля-спутника. На ос-
нове корабля-спутника планировалось создать спутник-
разведчик и корабль для полета человека. Головным ис-
полнителем по кораблю было определено ОКБ-1. 

Ряд последующих постановлений правительства 
уточнял задачи и сроки создания первого пилотируемого 
корабля. 

Постановлением правительства от 11 октября 1960 г. 
было предписано осуществить запуск космического ко-
рабля «Восток» с человеком на борту в декабре 1960 г. 

Космический корабль «Восток» состоял из спускае-
мого аппарата (СА) массой 2,4 т и приборного отсека 
массой 2,3 т, в котором располагалась тормозная двига-
тельная установка (ТДУ) с двигателем тягой 1600 кгс. 
По завершении орбитального полета СА возвращался на 
Землю. Космонавт в СА находился в скафандре, который 
в случае разгерметизации кабины мог обеспечить жиз-
недеятельность космонавта в течение 4 часов. Скафандр 
обеспечивал также защиту космонавта при катапульти-
ровании из гермокабины на высоте 10 км. 

Стартовая масса КК «Восток» была распределена 
следующим образом: конструкция – 20%, теплозащита – 
17,7%, бортовые системы – 21,5%, бортовая кабельная 
сеть – 8,6%, система электропитания – 12,5%, ТДУ – 
8,4%, средства приземления – 3,2%, кресло с космонав-
том – 7,1%, заправка газами – 1%. 

Важная проблема была связана с надежным построе-
нием ориентации КК перед выдачей тормозного импуль-
са, так как в случае ошибки в ориентации корабля спуск 
будет невозможен. Система управления КК «Восток» 
разрабатывалась под руководством заместителя главного 
конструктора Б.Е. Чертока в отделе 27, начальником 
которого был Б.В. Раушенбах. Система ориентации име-
ла два независимых режима ориентации: автоматиче-
ский и ручной. В качестве исполнительных органов ис-
пользовались два идентичных комплекта микродвигате-
лей (по 8 двигателей в каждом), работающих на сжатом 
азоте, запас которого составлял 10 кг. В состав автома-
тической системы ориентации входили датчики положе-
ния Солнца, датчики угловой скорости и счетно-
решающий блок. Датчики угловой скорости представля-
ли собой двухстепенные поплавковые гироскопы с ме-
ханической обратной связью. В состав ручного управле-
ния входили оптический прибор для визуальных наблю-
дений, датчики угловой скорости, ручка ориентации, 
блок логики и формирования управляющих сигналов. 
Непосредственное наблюдение подстилающей поверх-
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ности через центр экрана оптического прибора (ориента-
тор «Взор») давало возможность контролировать 
направление полета. 

28 июля 1960 г. пуск корабля с подопытными живот-
ными был неудачным из-за аварии ракеты-носителя. 
Запуск подопытных животных с успешным их возвра-
щением был проведен 19 августа 1960 г. Собаки Белка и 
Стрелка 20 августа были возвращены на Землю. При 
запуске 4-го корабля 1 декабря 1960 г. произошел отказ в 
системе управления работой ТДУ и спуск в нерасчетном 
районе. СА, на борту которого находились собаки Пчелка 
и Мушка, пришлось подорвать. При проведении очеред-
ного запуска корабля 22 декабря 1960 г. произошла ава-
рия ракеты-носителя. СА аварийно отделился и нормаль-
но приземлился, совершив суборбитальный полет. При 
спуске СА катапульта отказала, и это спасло жизнь соба-
кам Комете и Шутке, которые в сильный мороз остались 
в СА, приземлившемся аварийно в нерасчетном месте. 

В конце 1960 – начале 1961 гг. была изготовлена се-
рия кораблей ЗКА для летной отработки в беспилотном 
варианте. Дублирование ТДУ, единственной системы, не 
имеющей дублирования на борту, обеспечивалось есте-
ственным торможением корабля в атмосфере. За счет 
выбора высоты перигея время существования корабля 
составляло от 2 до 10 суток. 

Первый пуск корабля ЗКА №1 был проведен 9 марта 
1961 г. Корабль был укомплектован всеми бортовыми 
системами. На нем находились также собака Чернушка и 
манекен человека. Программа полета была выполнена, 
аппаратура работала безотказно, СА с собакой нормаль-
но приземлился, а манекен штатно катапультировался. 
Второй пуск корабля ЗКА №2 с собакой Звездочкой 
также завершился успешно. 

Экспериментальная отработка пилотируемого кораб-
ля «Восток» в летных условиях была завершена. Подводя 
итоги летной отработки, следует отметить, что к данному 
этапу было произведено 46 пусков ракеты-носителя Р-7 (I 
и II ступени ракеты 8К71) и 16 запусков блока Е (III сту-
пень) ракеты-носителя 8К72. Из 16 блоков Е шесть бло-
ков не сработали из-за аварии РН и два блока – из-за ава-
рии самого блока. Из семи кораблей «Восток» два кораб-
ля (1К и ЗКА) не вышли на орбиту из-за аварий ракеты-
носителя на активном участке траектории и два корабля 
не полностью выполнили задачи полета. 

Летные испытания показали также, что полеты собак 
на кораблях «Восток» проходили с некоторыми сдвига-
ми в их физиологическом состоянии. Причем симптомы 
проявлялись после 4-го витка полета. Это заставило пла-
нировать первый полет продолжительностью 1 виток 
вокруг Земли, а также максимально автоматизировать 
управление кораблем. 

Программа пилотируемых космических полетов на 
кораблях «Восток», принятая государственной комисси-
ей, предусматривала запуск 6 кораблей, из которых пла-
нировалось два групповых полета по два корабля. К по-
лету готовилась также первая женщина-космонавт. 

Космический корабль «Восток» с первым космонавтом 
Ю.А. Гагариным стартовал 12 апреля 1961 г. в 9 ч 06 мин 
59,7 с. (рис. 2). Корабль массой 4725 кг был выведен ра-
кетой-носителем 8К72 со стартовой массой 287 т на ор-
биту с перигеем 181 км и апогеем 327 км. Позднее раке-

та-носитель 8К72 также получила название «Восток». 
Пуском КК «Восток» руководили С.П. Королев, А.С. 
Кириллов, Л.А. Воскресенский. Полет первого космо-
навта продолжался 108 мин. Приземлился Ю.А. Гагарин 
в Саратовской области у берега Волги. Успешный полет 
первого космонавта был выдающимся достижением. Так 
началась эра полетов человека в космос, и теперь 12 ап-
реля ежегодно отмечается как день космонавтики. 

 
Рис. 2. Старт космического корабля «Восток» с Ю.А. Гагариным 

Как известно, из-за нештатного отключения двигате-
лей второй ступени ракеты-носителя корабль «Восток» 
после выведения вышел на орбиту с апогеем, превыша-
ющем более чем на 110 км расчетное значение [3]. Это 
было серьезной нештатной ситуацией, поскольку воз-
можный отказ тормозной установки ТДУ дублировался 
высотой орбиты выведения корабля. При штатном выве-
дении корабля время его существования на орбите со-
ставляло 5-10 сут., что соответствовало возможности 
нахождения в нем космонавта до приземления. Время 
существования корабля «Восток» на фактической орбите 
выведения составляло 22 сут., что означало невозмож-
ность спасения Ю.А. Гагарина при отказе ТДУ [3]. 

После выхода корабля «Восток» из тени Земли и по-
строения требуемой ориентации была включена тормоз-
ная двигательная установка корабля. Как известно, тор-
мозной импульс был выполнен с некоторой недоработкой, 
что определило фактическое место посадки Ю.А. Гагари-
на у деревни Смеловка Саратовской области в 5 км от 
левого берега р. Волга. Как показывают расчеты [3], если 
бы величина тормозного импульса оказалась на 0,43 м/с 
больше, то Ю.А. Гагарин приводнился на середину Вол-
ги, имеющей в этом районе протяженность около 7 км 
без учета весеннего половодья, что сильно усложнило 
бы его спасение [3]. 

6 августа 1961 г. был запущен корабль «Восток-2» с 
летчиком-космонавтом Г.С. Титовым. Полет продол-
жался 25 часов и был успешно завершен. На КК «Во-
сток-2» была установлена профессиональная кинокаме-
ра «Конвас», доработанная для бортовых съемок. С по-
мощью этой камеры через иллюминатор была выполне-
на съемка Земли. 
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Через год был осуществлен одновременный полет 
двух пилотируемых КК. 11 августа 1962 г. был запущен 
корабль «Восток-3» с А.Г. Николаевым, а на следующий 
день – корабль «Восток-4» с П.Р. Поповичем. Орбиталь-
ный полет КК «Восток-3» длился 94 ч, КК «Восток-4» – 
71 ч.  

Следующий групповой полет был осуществлен в 
июне 1963 г. 14 июня стартовал КК «Восток-5» с В.Ф. 
Быковским, а 16 июля – КК «Восток-6» с первой жен-
щиной космонавтом В.В. Терешковой. Полет В.Ф. Бы-
ковского продолжился 120 ч, а В.В. Терешковой – 72 ч.  

Полеты пилотируемых кораблей потребовали созда-
ния службы обнаружения, технического обслуживания и 
эвакуации кораблей и их частей, а также космонавтов с 
места приземления. 

Полученный при создании КК «Восток» опыт был 
использован при разработке трехместного корабля «Вос-
ход» (ЗКВ) и двухместного корабля «Восход-2» (ЗКД). 
На кораблях «Восход» были введены усовершенствова-
ния. Экипаж корабля размещался в СА без скафандров. 
Вместо катапультирования для посадки экипажа внутри 
СА был создан новый комплекс средств приземления.  

12 октября 1964 г. был запущен трехместный пило-
тируемый корабль ЗКВ, получивший в печати название 
«Восход». Полет КК «Восход» с космонавтами В.М. Ко-
маровым, К.П. Феоктистовым, Б.Б. Егоровым (врач) 
продолжился 24 ч и закончился благополучно. В этом 
полете впервые был испытан многоместный КК.  

Следующий шаг – выход человека в открытый кос-
мос на КК «Восход-2». При разработке конструкции КК 
«Восход-2» были сделаны доработки для обеспечения 
выхода космонавта в открытый космос: введена система 
шлюзования, исключено третье кресло, а два других до-
работаны для размещения в них космонавтов в скафанд-
рах. Шлюз для выхода в космос был надувным. Он уста-
навливался на одном из люков СА. В крышке люка был 
сделан лаз диаметром 700 мм. Шлюз имел наружный 
диаметр 1200 мм, внутренний диаметр 1000 мм, высоту в 
развернутом состоянии 2500 мм и 770 мм в сложенном. 
Масса шлюза составляла 250 кг. 

Корабль «Восход-2» с П.И. Беляевым и А.А. Леоно-
вым стартовал 18 марта 1965 г. Во время этого полета 
А.А. Леонов впервые в мире вышел в открытый космос и 
находился там 12 мин. Полет КК «Восход-2» продолжался 

26 часов. При спуске про-
изошел отказ автоматиче-
ской системы ориентации, 
поэтому экипаж вручную 
строил необходимую для 
спуска ориентацию и запус-
кал ТДУ. Посадка произо-
шла в нерасчетном месте: в 
лесу Пермской области, по-
этому экипаж с места посад-
ки эвакуировали только на 
третьи сутки. 

Успехи страны в освое-
нии космического простран-
ства были связаны с С.П. 
Королевым (рис. 3). 14 янва-
ря 1966 г. наша страна и 

ОКБ-1 потеряли главного конструктора: С.П. Королев 
умер во время сложной операции. 

IV. КОРАБЛЬ «СОЮЗ» И ПИЛОТИРУЕМЫЕ ОРБИТАЛЬНЫЕ 
СТАНЦИИ 

6 марта 1966 г. приказом министра общего машино-
строения ОКБ-1 переименовывается в Центральное кон-
структорское бюро экспериментального машиностроения 
(ЦКБЭМ), а опытный завод 88 – в Завод эксперимен-
тального машиностроения (ЗЭМ). ЦКБЭМ возглавил 
В.П. Мишин, назначенный главным конструктором. 

ЦКБЭМ продолжало работы, начатые при С.П. Коро-
леве. Наиболее интересные работы были связаны с со-
зданием транспортного корабля «Союз» и долговремен-
ной орбитальной станции «Салют». 

В отличие от кораблей «Восток» пилотируемые ко-
рабли «Союз» создавались для решения целевых задач.  
В частности, на начальном этапе разработке это была 
задача облета и исследования Луны. В 1960 г. в ОКБ-1 в 
отделе 9 М.К. Тихонравова параллельно с подготовкой 
КК «Восток» рассматривались другие варианты пилоти-
руемых КК, в частности для облета Луны. Для выполне-
ния полета к Луне была необходима сборка на орбите. 
Поэтому решались проблемы создания средств сближе-
ния и стыковки КА. Проблемой сближения КА на орбите 
занимался отдел 27, руководимый Б.В. Раушенбахом. 
Процесс сближения разделялся на два участка – дальний 
и ближний. При дальнем сближении использовался метод 
свободных траекторий, при котором на основе прогноза 
движения выбираются наиболее экономичные по расходу 
топлива траектории. Поскольку в те годы не существова-
ли необходимые бортовые вычислители, реализовать 
метод свободных траекторий на участке ближнего сбли-
жения было невозможно. Для решения проблемы был 
разработан метод параллельного сближения, при котором 
линия визирования (линия наблюдения пассивного КК с 
активного) осуществляет параллельно-поступательное 
движение. Для сближения на ближнем участке требова-
лось также измерение параметров относительного дви-
жения. Рассматривалось несколько вариантов решения 
этой проблемы. Предпочтение отдали радиотехнической 
системе «Игла», ТЗ на создание которой ОКБ-1 выдало в 
1963 г. Для управления процессом сближения отдел 27 
предложил и разработал логический командный прибор – 
блок управления сближением. 

Выполненные в ОКБ-1 исследования по методам и 
средствам сближения КК позволили обеспечить экспе-
риментальные стыковки кораблей «Союз» (7К-ОК), а 
также заложили фундаментальные основы для решения 
задач сближения на многие годы вперед. Научно-
технические и проектные исследования по поиску и вы-
бору основных технических решений корабля «Союз» 
проводились в 1960–1963 гг.  

В результате выполненных исследований определи-
лись следующие особенности КК «Союз» (7К) [1]: 

 размещение экипажа из двух человек и обеспе-
чение ему комфортных условий полета за счет 
введения в состав комплекса 7К бытового отсека; 

 введение в состав корабля средств автоматиче-
ского сближения и стыковки, а также средств 
ручного сближения; 

Рис. 3. Сергей Павлович 
Королев на Байконуре 
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 совершенствование бортовых систем корабля в 
соответствии с целями и задачами полета; 

 обеспечение возможностей ручного управления; 

 возможность входа в атмосферу с первой и со 
второй космическими скоростями и обеспечение 
управляемого спуска с пониженными перегруз-
ками за счет аэродинамического качества; 

 обеспечение посадки СА с космонавтами с по-
мощью парашютно-реактивной системы, имею-
щей в качестве резерва запасную парашютную 
систему; 

 возможность увода СА от аварийной РН с помо-
щью твердотопливных двигателей. 

В 1963 г. в период работы над «Восходами» С.П. Ко-
ролев поручил проработать для орбитальных полетов и 
трехместный корабль 7К. 

По сравнению с КК «Восток» и КК «Восход» для ко-
рабля «Союз» создавались новые бортовые системы. 
При этом большое внимание уделялось надежности и 
безопасности полета. Использовался подход, согласно 
которому единичный отказ любой системы не должен 
приводить к опасным последствиям. Применялось дуб-
лирование и резервирование. 

Система ориентации и управления движением 
(СОУД) обеспечивала: 

 ориентацию корабля в инерциальной и орби-
тальной системах координат; 

 выполнение орбитальных маневров; 

 сближение и причаливание кораблей; 

 ориентацию солнечных батарей на Солнце. 

В качестве датчиков СОУД использовались: трехсте-
пенные гироскопы; датчики угловых скоростей; акселе-
рометры; инфракрасный датчик вертикали Земли; звезд-
ный датчик; солнечный датчик; ионный датчик. Пара-
метры относительного движения кораблей измеряла ра-
диотехническая система «Игла». 

Проектная разработка КК «Союз» была полностью 
завершена в 1965 г. 

В соответствии с завершенным проектом КК 7К-ОК 
предназначался для полета экипажа из трех человек. Ко-
рабль выполнялся в «активном» и «пассивном» вариан-
тах, что обеспечивало стыковку двух пилотируемых ко-
раблей. Была предусмотрена возможность перехода эки-
пажа из корабля в корабль через открытый космос. Для 
этого корабль «Союз» оснащался средствами шлюзова-
ния и выхода, включая скафандры для выхода в откры-
тый космос. Полетные скафандры для защиты экипажа от 
разгерметизации жилых отсеков не предусматривались.  

Корабль 7К-ОК имел следующие характеристики [1]: 

 стартовая масса – 6460÷6560 кг; 

 масса спускаемого аппарата – ~2800 кг; 

 количество членов экипажа – 1-3; 

 длина корабля – 7,6 м; 

 диаметр жилых отсеков – 2,2 м; 

 максимальный диаметр – 2,72 м; 

 время активного существования на орбите – 
3÷10 сут.  

 свободный объем жилых отсеков – 6,5 м3. 

Поскольку считалось, что нельзя допустить большого 
разрыва в реализации пилотируемых полетов после 
успешной серии запусков КК «Восток» и КК «Восход», 
производство первых «Союзов» и их подготовка к наме-
ченному в 1966 г. пуску шли ускоренными темпами.  

Пилотируемый пуск «Союза-1» с космонавтом  
В.М. Комаровым на борту был осуществлен перед 
праздником 1 Мая – 23 апреля 1967 г. После выведения 
КК на орбиту проявились неисправности: не раскрылась 
одна из двух панелей СБ, практически не работал датчик 
солнечно-звездной ориентации и ориентация СБ на 
Солнце выполнялась вручную. В это время на Байконуре 
готовился к старту 2-й корабль с экипажем из трех чело-
век. Планировалась стыковка двух КК на орбите. В связи 
с серьезными замечаниями на «Союзе-1» пуск второго 
корабля был отменен и спуск «Союза-1» осуществлен 
досрочно. 

В день посадки «Союза-1» 24 апреля 1967 г. внезапно 
прервалась связь с поисково-спасательной службой 
ВВС. Через несколько часов руководство объявило, что 
произошла катастрофа и В.М. Комаров погиб при при-
землении. 

После анализа аварии комиссия установила, что тра-
гедия произошла из-за невыхода из контейнера основно-
го парашюта. Тормозной парашют, связанный с основ-
ным, не смог вытянуть его из контейнера. Причиной 
невыхода основного парашюта из контейнера был недо-
статочный запас усилия тормозного парашюта. Этому 
способствовало зажатие блока с основным парашютом 
стенками контейнера под действием перепада давления: 
одна атмосфера внутри КК и пониженное давление в 
контейнере на высоте ввода системы (в предыдущем 
полете из-за прогара и разгерметизации СА этот перепад 
отсутствовал!). 

После длительного перерыва пилотируемых полетов 
Г.Т. Береговой стартовал на КК «Союз-3» 26 октября 
1968 г. Планировалась стыковка с беспилотным КК 
«Союз- 2», однако причаливание при ручном управлении 
кораблем с расстояния 200 м выполнить не удалось. 

Стыковка «Союзов» была осуществлена в полете КК 
«Союз-4» (В.А. Шаталов) и КК «Союз-5» (Б.В. Волынов, 
А.С. Елисеев, Е.В. Хрунов) 14–18 января 1969 г.  

Главным направлением работ РКК «Энергия» с 1970 г. 
стала разработка пилотируемых орбитальных станций. 
Благодаря развитию этого направления в освоении кос-
мического пространства наша страна добилась наиболь-
ших успехов, признаваемых во всем мире. Полученный 
опыт в создании и длительной эксплуатации орбиталь-
ных станций послужил основанием для сотрудничества с 
нашей страной многих ведущих в космической области 
стран, в том числе и США. 

В шестидесятые годы РКК «Энергия» (в то время 
ЦКБЭМ) была в стране монополистом пилотируемых 
программ. Одновременно в Центральном конструктор-
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ском бюро машиностроения (ЦКБМ), возглавляемом 
В.Н. Челомеем, создавался пилотируемый орбитальный 
комплекс «Алмаз», а в США активно велись работы по 
созданию орбитальной станции «Скайлэб» [1]. Посколь-
ку в ЦКБМ не было опыта создания пилотируемых кос-
мических кораблей (КК), аналогичных КК «Союз» и 
«Восток», руководством страны было поручено создать 
долговременную орбитальную станцию (ДОС) ЦКБЭМ. 
Соответствующее постановление по разработке ком-
плекса ДОС-7К вышло 9 февраля 1970 г. Это позволило 
в короткие сроки создать первую в мире пилотируемую 
ДОС и обеспечить приоритет в этом направлении освое-
ния космического пространства [1, 4]. 

Станция ДОС №1, получившая название «Салют», бы-
ла выведена на орбиту ракетой-носителем УР-500К «Про-
тон» 19 апреля 1971 г. [1, 4]. Первая экспедиция к станции 
на корабле «Союз-10» в составе экипажа В.А. Шаталова, 
А.С. Елисеева, Н.Н. Рукавишникова стартовала с космо-
дрома «Байконур» 23 апреля 1971 г. Из-за неполадок в 
стыковочном механизме стыковка корабля со станцией 
не состоялась. Вторая экспедиция в составе Г.Т. Добро-
вольского, В.Н. Волкова и В.И. Пацаева на корабле 
«Союз-11» была выведена на орбиту 6 июня 1971 г.,  
и с 7 июня после успешной стыковки ДОС «Салют» ста-
ла функционировать как первая пилотируемая научная 
станция. Экипаж работал на орбите около 23 сут., что 
было тогда рекордом для работы человека в условиях 
космического полета. Программой полета было преду-
смотрено выполнение научных, технических и медицин-
ских экспериментов, связанных с картографированием 
звездного неба с помощью ультрафиолетового телескопа 
«Орион», исследованием Мирового океана в интересах 
рыбного хозяйства, проведением медицинских исследо-
ваний и др. 30 июня КК «Союз-11» был отстыкован от 
станции и совершил посадку, которая закончилась тра-
гически: космонавты погибли [1, 4]. Вследствие этой 
катастрофы станция работала до 11.10.1971 в автомати-
ческом режиме. 

Первая станция «Салют» проработала на орбите около 
полугода, хотя ее полет планировался всего на 3 месяца. 
Следующая станция этой серии стартовала 29 июля  
1972 г., но из-за аварии РН «Протон» на орбиту не вышла. 

Одновременно с работами по станции «Салют» в 
ЦКБЭМ проводилось ее совершенствование, и уже в 
1970 г. был выпущен проект орбитальной станции вто-
рого поколения. Для станции второго поколения преду-
сматривалось введение трех солнечных батарей (вместо 
двух), каждая из которых имела возможность поворачи-
ваться вокруг своей продольной оси. Гарантированный 
ресурс работы станции на орбите был увеличен вдвое и 
составил 180 сут. 

Первая станция из серии ДОС второго поколения – 
станция ДОС №3 («Космос-557») была выведена на ор-
биту 11 мая 1973 г., однако из-за нештатной работы ион-
ного датчика системы управления движением на участке 
полета вне зоны радиовидимости произошла полная вы-
работка топлива. Станция стала неуправляемой по ори-
ентации, что исключило ее нормальное функционирова-
ние на орбите. Коррекция на подъем орбиты станции не 
могла быть выполнена, и она прекратила существование 
в мае 1973 г. 

Одновременно с полетами станции ДОС в интересах 
министерства обороны в ЦКБМ реализовывалась про-
грамма станций «Алмаз». В печати станции «Алмаз» 
также назывались «Салютами» под номерами 2, 3 и 5.  

ДОС «Салют-4», разработанная в ЦКБЭМ, была вы-
ведена на орбиту 26 декабря 1974 г. По своей конструк-
ции она была аналогична станции ДОС №3. Первая экс-
педиция на станцию «Салют-4» в составе космонавтов 
А.А. Губарева и Г.М. Гречко работала на орбите с 11 ян-
варя по 9 февраля 1975 г. Вторая экспедиция (П.И. Кли-
мук и В.И. Севастьянов) работала на станции в течение 
63 сут. с 24 мая по 26 июля 1975 г. Этот рекордный по 
продолжительности полет совпал с первым советско-
американским полетом «Союз-Аполлон». 

С учетом опыта полета ДОС «Салют-4» в ЦКБЭМ 
были созданы станции третьего поколения «Салют-6» и 
«Салют-7». Главные особенности этих станций заключа-
лись в обеспечении возможности нахождения в составе 
станции одновременно двух кораблей «Союз» или ко-
рабля «Союз» и грузового корабля «Прогресс». Наличие 
двух стыковочных узлов позволяло не оставлять стан-
цию в автоматическом режиме при смене экипажей. Ко-
рабли «Прогресс» позволили не только доставлять на 
станцию расходуемые материалы, новое оборудование и 
топливо, но и наращивать во время полета возможности 
станции по проведению научных экспериментов путем 
доставки новой исследовательской аппаратуры [1]. 

Управление полетами станций третьего поколения 
«Салют-6» и «Салют-7» было решено передать в ЦУП-М, 
созданный для выполнения программы «Союз-Аполлон» 
в г. Королеве. ДОС №5 «Салют-6» – первая станция тре-
тьего поколения – была выведена на орбиту 29 сентября 
1977 г. С 29 сентября 1977 г. по 29 июля 1982 г. на стан-
ции проработали 5 основных экспедиций и 11 экспеди-
ций посещения. 29 июля 1982 г. ОС «Салют-6» была 
спущена в плотные слои атмосферы. 

До окончания работ со станцией «Салют-6» на орби-
ту была выведена следующая станция этого поколения – 
ДОС №5-2 («Салют-7»). Пуск станции «Салют-7» осу-
ществлен 19 апреля 1982 г. В большой степени станция 
«Салют-7» была повторением станции «Салют-6». Вме-
сте с тем, конечно, не обошлось и без определенных 
усовершенствований. Одна из серьезных проблем на 
станции «Салют-6» была связана с дефицитом электро-
энергии – ее постоянно не хватало для выполнения энер-
гоемких операций. На ОС «Салют-7», например, была 
предусмотрена возможность монтирования в полете до-
полнительных солнечных батарей.  

На станции «Салют-7» с 19 апреля 1982 г. по 25 июня 
1986 г. работали четыре основные экспедиции и пять 
экспедиций посещения. 

Полученный опыт был учтен при разработке станции 
четвертого поколения ДОС №7 («Мир»). 

Системы станции «Мир» были модернизированы: 

 для ориентации станции использовались инерци-
онные исполнительные органы – гиродины; 

 система управления на базе БЦВМ значительно 
расширяла возможности станции и позволяла пе-
репрограммирование с Земли; 
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 новая система сближения «Курс» не требовала 
разворотов станции при сближении; 

 мощность СЭП была увеличена; 

 для снабжения кислородом установили систему 
электролиза воды «Электрон» и регенерируемую 
систему поглощения углекислого газа «Воздух»; 

 ввели радиосистему «Антарес» с остронаправ-
ленной антенной ОНА для связи через спутники-
ретрансляторы (СР). 

Весной 1984 г. руководством страны было принято 
решение запустить станцию «Мир» к XXVII съезду КПСС. 

Было много проблем с подготовкой станции к пуску, 
но они были решены. Базовый блок станции «Мир» при-
был на полигон 6 мая 1985 г. Одновременно на полигоне 
шла подготовка корабля «Буран», что существенно 
усложняло работы по станции. 

Первый модуль станции «Мир» был запущен 20 фев-
раля 1986 г. 

На орбитальном комплексе (ОК) в течение времени 
его полета работали 28 основных экспедиций. Полет ОК 
«Мир» был выдающимся достижением отечественной 
космонавтики. В период пятнадцатилетнего полета вы-
полнено большое количество экспериментов, в том чис-
ле и по международным программам исследований. 
Фактически наш отечественный ОК «Мир» уже тогда 
был международной космической станцией. Успешному 
выполнению длительного полета ОК «Мир» и выполне-
нию уникальных исследований и экспериментов способ-
ствовала качественная работа на орбите космонавтов [5]. 
23 марта 2001 г. завершен полет ОК «Мир». 

20 ноября 1998 г. произведен запуск на орбиту Функ-
ционального грузового блока «Заря» – первого элемента 
МКС. Запуск и стыковка с МКС служебного модуля (СМ) 
«Звезда» были осуществлены 12–26 июля 2000 г. 

Первый экипаж МКС (Ю.П. Гидзенко, С.К. Крика-
лев, У. Шеперд) работали на орбите с 31 октября по  
19 марта 2001 г. В апреле 2021 г. на МКС начинает рабо-
тать 65-я экспедиция. 

V. ЧЕЛОВЕК В КОСМИЧЕСКОМ ПОЛЕТЕ 
Значение первого в мире пилотируемого полета, про-

ложившего дорогу следующим полетам в космос, и по-
лученные за 60 лет результаты пилотируемых космиче-
ских миссий будут еще долго исследоваться человече-
ством. Все последующие запуски первых людей в кос-
мос годы велись дискуссии о соотношении для освоения 
космического пространства пилотируемых миссий и 
полетов автоматических аппаратов. В этой связи целесо-
образно на основе полученного опыта проанализировать 
роль человека в выполнении космического полета и по-
пытаться сформулировать некоторые рекомендации по 
этому важному вопросу. 

Прежде всего заметим, что стремление человека в 
космос является некой объективной реальностью, зало-
женной в природу человека. Люди всегда стремились 
достигать новых вершин, открывать новые континенты. 
Стимулом для осуществления этого всегда была и кон-
куренция, соперничество между отдельными людьми и 
странами. Соперничество между СССР и США в те годы 

было хорошим стимулом для развития космонавтики, 
запуска первого спутника и первого человека в космос. 
Победа в «космической гонке» тех лет досталась нашей 
стране, осуществившей первый пилотируемый космиче-
ский полет и создавшей постоянные пилотируемые ор-
битальные станции. 

Вопрос теперь заключается не в том, нужны или нет 
пилотируемые полеты, а в том, как нашей стране пра-
вильно распорядиться нашими достижениями тех лет. То 
есть требуется определить соотношение в развитии пи-
лотируемой космонавтики и автоматических КА. 

В настоящее время считается, что максимальная эф-
фективность выполнения космических программ может 
быть достигнута при оптимальном сочетании возможно-
стей автоматической техники и оператора-космонавта. 
Вопрос, следовательно, заключается в том, какие функ-
ции целесообразно возложить на космонавта. 

Выполнение космических программ в процессе пило-
тируемых полетов КК «Восток», «Союз» и орбитальных 
станций «Салют», «Мир», МКС позволяет сделать неко-
торые выводы по данной проблеме. 

Функции космонавтов на борту космического аппа-
рата заключаются в обслуживании КА и управлении его 
функционированием, а также в реализации программ 
научных исследований и экспериментов [6]. 

Управление космическими кораблями и орбитальны-
ми станциями в штатном режиме полета осуществляется 
автоматически. Участие космонавтов предусматривается 
в дублирующих режимах управления. Например, ориен-
тация кораблей «Восток» перед выдачей тормозного 
импульса для спуска выполнялась автоматически. Одна-
ко уже с первого полета корабля «Восток» с целью по-
вышения надежности была предусмотрена возможность 
построения ориентации корабля перед спуском космо-
навтом и с помощью оптического прибора [1]. На ОС 
«Салют» для построения точной ориентации станции в 
инерциальной системе координат использовался астро-
ориентатор АО-1, в который вставлялась специальная 
«маска» с нарезанными отверстиями («звездами»), соот-
ветствующими выбранному участку звездного неба. 
Космонавт в ручном режиме управления совмещал от-
верстия в маске АО-1 со звездами. При этом обеспечива-
лась точность ориентации станции ~10 угл. мин. 

Для повышения надежности стыковки ТГК «Про-
гресс» с ОС дополнительно реализован режим теле-
управления ТОРУ, при котором оператор, находящийся 
на станции, управляет движением ТГК «Прогресс» в 
процессе сближения и стыковки с ОС. Использование 
режима ТОРУ позволило многократно парировать не-
штатные ситуации при стыковках ТГК «Прогресс» с ор-
битальными станциями [7]. 

Задачи обслуживания космонавтами орбитальной 
станции заключаются в выполнении штатных регла-
ментных работ по эксплуатации и проведению ремонт-
ных работ при отказе оборудования и возникновении 
нештатных ситуаций или аварийных событий. 

Участие космонавта в выполнении ремонтных работ 
на станции трудно переоценить. Во многих случаях 
именно участие космонавта позволяло отремонтировать 
вышедшее из строя оборудование либо иногда даже спа-
сти всю космическую программу. Например, при экспе-
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рименте со сваркой в вакууме во время полета корабля 
«Союз-6» на установке «Вулкан», управляемой из СА, 
электронный луч разрезал обшивку и установку вместо 
сварки – из-за расфокусировки не было учтено магнитное 
поле Земли. Опасаясь разгерметизации БО, В.Н. Кубасов 
все же вошел в отсек при пониженном давлении и забрал 
образцы эксперимента для возвращения их на Землю. 

При проведении экспериментов с первым космиче-
ским радиотелескопом КРТ-10 на станции «Салют-6» 
десятиметровая антенна телескопа зацепилась за элемен-
ты корпуса станции. Для ее отделения и отвода понадо-
бился внеплановый выход космонавтов в открытый кос-
мос. Работа такой сложности в открытом космосе впер-
вые была выполнена космонавтами В.В. Рюминым и 
В.А. Ляховым в августе 1979 г. 

Ярким примером незаменимого участия человека в 
работах на космической орбите является восстановление 
работоспособности станции «Салют-7» и фактически ее 
спасение в 1985 г. (рис. 4). 

 
Рис. 4. Космонавты В.А. Джанибеков и В.П. Савиных на станции 
«Салют-7» 

11 февраля 1985 г. из-за выхода из строя системы ко-
мандного управления и ошибки оператора ЦУП была 
потеряна связь со станцией. Это был беспилотный уча-
сток полета, и было невозможно вмешаться в работу 
автоматики. Нарушился режим подзаряда буферных ба-
тарей, система обесточилась и станция полностью вы-
шла из строя. Возникла очень серьезная ситуация – по-
теря станции стала реальной. Начались проработки воз-
можности выхода из этой НШС. Главный вопрос – мож-
но ли стыковаться с полностью неуправляемой станци-
ей? Очень важно было определить, с какой угловой ско-
ростью вращается станция. На станциях «Салют» были 
установлены датчики телеметрического контроля ориен-
тации – магнитометр и солнечный датчик. Перед поте-
рей управления станция «Салют-7» находилась в неори-
ентированном режиме полета. Это позволило с помощью 
телеметрических измерений и математической модели 
движения станции относительно центра масс дать про-
гноз движения на длительный интервал времени. Заме-
тим, что для выполнения ряда экспериментов на станци-
ях «Салют-6» «Салют-7» активно использовался режим 
гравитационной ориентации [8], практической реализа-
ции которой способствовала вытянутая форма конструк-
ции этих станций. Оказалось, что станция и в этом слу-
чае за счет действия гравитационных моментов и вытя-
нутой формы конструкции должна перейти в режим од-
ноосной гравитационной ориентации [9]. 

6 июля 1985 г. к станции «Салют-7» на КК «Союз Т-13» 
была направлена специальная экспедиция – В.А. Джани-
беков и В.П. Савиных. «Союз Т-13» с помощью целеука-
заний с Земли и ручного управления с использованием 
лазерного дальномера и БЦВМ сблизился со станцией и 
состыковался с ней. При подлете к станции осуществля-
лось ее фотографирование ручной камерой и передава-
лось изображение с помощью телевидения. Последую-
щая обработка телевизионных изображений и фотогра-
фий подтвердила правильность прогноза движения стан-
ции вокруг центра масс как с точки зрения направления 
продольной оси станции (какой узел направлен «вниз», а 
какой «вверх» – это было важно для стыковки), так и по 
максимальным значениям угловых отклонений продоль-
ной оси станции от местной вертикали [9]. 

После успешной стыковки космонавты провели ре-
монтно-восстановительные работы РВР. Это было не-
просто, порой даже драматично. Например, на станции в 
числе других систем не работала система терморегули-
рования СТР. Запасы воды на станции превратились в 
лед. На «Союзе» космонавты привезли только ограни-
ченное количество воды. И до самого последнего мо-
мента было неизвестно, успеют ли космонавты отогреть 
станцию, чтобы воспользоваться ее запасами воды, или 
им из-за отсутствия питьевой воды придется вернуться 
на Землю, не закончив работу по восстановлению рабо-
тоспособности станции. 

Работа В.А. Джанибекова и В.П. Савиных на станции 
оказалась успешной, и функционирование станции «Са-
лют-7» было продолжено. 

Выход космонавтов на ОК «Мир» позволил устра-
нить нештатную ситуацию при стыковке с модулем 
«Квант» (рис. 5), в результате чего был устранен посто-
ронний предмет из стыковочного узла, мешающий вы-
полнению стыковки. Модуль «Квант» был весьма важ-
ным для ОК, так как в его составе была новая система 
управления ориентацией на гиродинах и уникальная 
научная лаборатория с рентгеновскими телескопами. 
После выполнения стыковки и введения в контур управ-
ления гиродинов ОК «Мир» впервые для отечественных 
орбитальных станций стал постоянно ориентированным. 
Это позволило непрерывно наводить научную аппарату-
ру на изучаемые объекты. Так, с помощью комплекса 
рентгеновских телескопов на ОК «Мир» были получены 
уникальные научные результаты [5]. Для обеспечения 
возможности управления ОК «Мир» был разработан 
специальный комплекс математических моделей, кото-
рый непрерывно использовался в течение всего полета 
[10, 11] и позволил выполнить беспрецедентную про-
грамму экспериментов и исследований после устранения 
космонавтами нештатной ситуации и стыковки модуля 
«Квант» с орбитальным комплексом [5]. 

 
Рис. 5. ОК «Мир» в 1987 г. (базовый блок, модуль «Квант» и корабль 
«Союз-ТМ») 
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В настоящее время функции космонавта при реали-
зации научной программы на борту космического аппа-
рата сводятся к следующему: 

 монтажу и обслуживанию научной аппаратуры в 
полете; 

 выполнению эксперимента в соответствии с ме-
тодикой КЭ и бортовой инструкцией; 

 участию в выборе объектов исследования; 

 коррекции программы эксперимента; 

 проведению ремонтных и профилактических работ.  

Участие в выборе объектов исследования и коррек-
тировке программы экспериментов требует специальной 
подготовки космонавта. В связи с этим отметим также 
весьма распространенное мнение о целесообразности 
участия в космических полетах ученых, специализиру-
ющихся в конкретных областях науки: астрономов, гео-
физиков, биологов и т.д. [6]. 

Проведение ремонтных и профилактических работ на 
КА может сильно повлиять на эффективность (а в неко-
торых случаях и на возможность) выполнения научной 
программы. В то же время заметим, что ремонтные и 
профилактические работы могут осуществляться космо-
навтами не непрерывно, а во время периодических по-
сещений КА [6].  

Рассмотрим некоторые примеры деятельности кос-
монавтов в период выполненных программ исследова-
ний и экспериментов. 

Естественным направлением исследований на орби-
тальных станциях стало проведение медицинских экспе-
риментов. В этом направлении нашими учеными полу-
чены выдающиеся результаты, благодаря которым стало 
возможным осуществлять длительные полеты человека 
на космической орбите [1, 5]. Проведение биологических 
экспериментов, а также исследований, связанных с экс-
понированием на внешней поверхности станции различ-
ных образцов, также основывается на участии в этих 
работах космонавтов. В настоящее время только космо-
навт может разместить на внешней поверхности станции 
специальные образцы для исследований, а затем и воз-
вратить их на Землю. Результаты подобных эксперимен-
тов оказываются весьма ценными [1, 5]. 

Важным направлением деятельности космонавтов 
всегда было наблюдение и изучение нашей планеты. 
Такие исследования проводились практически во всех 
пилотируемых полетах [12–14]. Они были продолжены 
также на МКС. Этому способствовало отсутствие воз-
можности наведения научной аппаратуры (НА) на ис-
следуемые объекты с помощью разворотов станции, т.к. 
используемые для ориентации МКС гиродины амери-
канского сегмента обладают недостаточным для этого 
кинетическим моментом и способны только поддержи-
вать орбитальную ориентацию МКС. Для изучения зем-
ной поверхности в космическом эксперименте (КЭ) 
«Ураган» на РС МКС использовались ручные приборы, 
которые космонавты наводили на исследуемые объекты 
через иллюминаторы РС МКС [12, 13]. 

В этом году в рамках КЭ «Ураган» изготовлен также 
новый прибор «Гиперспектрометр», в выполнении ис-

следований с которым важную роль будут играть космо-
навты на борту станции [14]. 

Возможности орбитальной станции позволяют пери-
одически доставлять к ней новую НА и выполнять ее 
установку на внешней поверхности. Например, аппара-
тура «Икарус», созданная по соглашению Роскосмоса и 
DLR и используемая в КЭ «Ураган», была успешно 
смонтирована космонавтами на РС МКС и уже начала 
функционировать [15, 16]. 

Аппаратура «Икарус» была доставлена  на МКС дву-
мя транспортными грузовыми кораблями «Прогресс». 
Сначала в составе грузов ТГК «Прогресс МС-07» на 
МКС было доставлено оборудование «Икарус», предна-
значенное для монтажа внутри гермоотсека станции 
(бортовой компьютер OBC-I, кабели для подключения и 
кронштейны). Космонавты А.Н. Шкаплеров и О.Г. Ар-
темьев собрали электрическую схему для подключения 
OBC-I к бортовым системам СМ и установили крон-
штейны, предназначенные для крепления компьютера на 
рабочее место. В результате этой работы космонавтами 
было проложено девять кабелей, длина которых варьи-
ровалась от пяти до семи метров, подстыкованы два-
дцать семь соединителей. Правильность проведения 
монтажа кабелей и штатное функционирование компью-
тера OBC-I была подтверждена тремя проверочными 
тестами. 

С помощью ТГК «Прогресс МС-08» на МКС был до-
ставлен антенный блок «Икарус», а также специально 
разработанное в РКК «Энергия» оборудование для его 
монтажа: мачта, устройство «Якорь-Икарус», кабельные 
жгуты длиной по пятнадцать метров и др. Шлюзовой 
отсек (модуль СО1), из которого космонавты в скафанд-
рах «Орлан-М» выходят в открытый космос, имеет вы-
ходной диаметр 1000 мм, позволяющий выносить круп-
ногабаритные грузы. Антенна в транспортном положе-
нии после перемещения ее в СО1 дооснащается и приоб-
ретает конфигурацию для работы в открытом космосе. С 
установленным оборудованием дооснащения антенный 
блок «Икарус» может перемещаться только через этот 
выходной люк. 

Выход в открытый космос – сложнейшая задача, ко-
торая выполняется космонавтами под руководством спе-
циалистов на Земле. Перед выходом космонавты забла-
говременно начинают тщательную подготовку скафанд-
ров, средств шлюзования и шлюзовых отсеков, служеб-
ных систем, оборудования и инструментов, необходи-
мых при работе в космосе. Подготовка научной аппара-
туры «Икарус» заключалась в переводе антенного блока 
из транспортного положения в рабочее, подготовке мач-
ты и устройства «Якорь-Икарус», а также намотке ка-
бельных жгутов на устройство дооснащения универ-
сальной кабельной платформы (УКП). Во время назем-
ной подготовки к внекорабельной деятельности специа-
листы РКК «Энергия» промоделировали трассу прокла-
дывания кабельных высокочастотных жгутов. Специ-
ально для монтажа НА «Икарус» универсальная кабель-
ная платформа была доработана устройством дооснаще-
ния, позволяющим крепить УКП к поручням во время 
ВКД. Правильная намотка, укладка и фиксация соедини-
телей в УКП – необходимое условие для успешного 
монтажа кабелей на  поверхности станции. 
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В ходе подготовке к выходу в открытый космос кос-
монавты провели большое количество подготовительных 
работ с аппаратурой внутри станции. Сначала к месту 
монтажа оборудования были вынесены мачта и устрой-
ство «Якорь-Икарус», созданное для удобства работы 
космонавта при выполнении монтажных работ. После 
монтажа мачты были проложены кабели, а устройство 
«Якорь-Икарус» установлено на поручни корпуса стан-
ции с помощью специальных замков. После этого космо-
навтами был вынесен, установлен, раскрыт и подключен 
антенный блок аппаратуры «Икарус» (рис. 6, 7) [16]. 
Успешному выполнению этой уникальной работы спо-
собствовали тщательная подготовка к выполнению каж-
дой операции и тренировки космонавтов.  

Использование крупногабаритной антенны, развер-
нутой и установленной космонавтами, позволяет с уче-
том высоты орбиты МКС применять для установки на 
животных миниатюрные теги [15], что является яркой 
демонстрацией больших возможностей пилотируемой 
станции для проведения уникальных исследований и 
экспериментов. Заметим, что именно отечественные 
технологии подготовки космонавтов и обеспечения их 
деятельности в открытом космосе позволили успешно 
выполнить эту уникальную работу по монтажу и развер-
тыванию на орбите крупногабаритной антенны. В насто-
ящее время ученые получают с помощью аппаратуры 
«Икарус» уникальную научную информацию. 

 
Рис. 6. О.Г. Артемьев и С.В. Прокопьев во время установки аппарата 
«Икарус» 

 
Рис. 7. Антенный блок «Икарус», установленный на внешней 
поверхности РС МКС 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Анализируя сегодняшнее состояние отечественной и 

мировой космонавтики, можно сделать вывод, что в 
направлении пилотируемых полетов наша страна про-
должает сохранять одно из лидирующих положений в 
мире. Вместе с тем необходимо отметить, что наиболее 
значительные научные и прикладные успехи космонав-
тики (изучение планет солнечной системы, дистанцион-
ное зондирование Земли, спутниковая навигация, связь и 
др.) достигнуты в последние десятилетия с помощью 
автоматических аппаратов. 

Окончание соперничества нашей страны с Соединен-
ными Штатами Америки и крупные успехи космических 
проектов, основанных на использовании автоматических 
аппаратов, делают необходимой выработку стратегии 
развития отечественной космонавтики в современных 
условиях [12]. При выработке такой стратегии следует 
прежде всего учитывать передовые достижения нашей 
страны, связанные с пилотируемой космонавтикой и 
полученные благодаря С.П. Королеву и привлеченным 
им к этим работам талантливым ученым и специалистам 
[1], а также иметь в виду, что отставание нашей страны 
по направлениям автоматических аппаратов, например 
дистанционного зондирования Земли (ДЗЗ), является 
бóльшим, чем, например, отставание в автомобилестро-
ении. Крупнейшим космическим проектом современно-
сти является проект Международной космической стан-
ции (МКС). Значение России в этом проекте весьма ве-
лико: наша страна обладает в настоящее время надеж-
ным средством доставки экипажа на станцию и возвра-
щения его на Землю. Главная задача для России в проек-
те МКС сегодня – повышение эффективности целевого 
использования этой станции, получение пользы от уча-
стия в этом проекте. Эффективность и результативность 
проекта МКС позволит сохранить нашей стране лиди-
рующие позиции в этом направлении космонавтики и 
применить определенный опыт и технологии проекта 
МКС для автоматических аппаратов. При решении этой 
важнейшей для отечественной космонавтики и страны 
задачи необходимо использовать опыт организации и 
выполнения крупнейших космических проектов по со-
зданию ракеты-носителя Р-7, запуску первого в мире 
спутника, полетам первых космонавтов, созданию пер-
вой в мире орбитальной станции и т.д. Сроки выполне-
ния некоторых грандиозных проектов тех лет составляли 
месяцы, причем в те годы не было современной вычис-
лительной техники, связи, а все работы велись в строго 
секретном режиме, что в определенной степени затруд-
няло работу исполнителей. 

Результативность выполнения научных и приклад-
ных программ экспериментов на пилотируемой станции 
определяется многоцелевым характером проводимых 
работ и наличием экипажа. Выполнение исследований в 
различных направлениях позволяет многоцелевой стан-
ции непрерывно «работать на целевой результат» [6]. На 
МКС возможности выполнения многоцелевых программ 
практически не используются. 

При выполнении на пилотируемой станции исследо-
ваний любого направления сохраняются возможности 
беспилотных КА и появляются дополнительные пре-
имущества из-за наличия экипажа, связанные с возмож-
ностью переоснащения приборного состава, ремонта, 
интеллектуального выбора объектов исследований и т.д. 

19



Например, при наблюдении и изучении с борта ОС на 
земной поверхности необычных, в том числе катастро-
фических, явлений появляются дополнительные воз-
можности по выбору и регистрации изучаемых объектов. 
Отечественные орбитальные станции давали хорошую 
возможность решить важнейшую для страны задачу 
наблюдения земной поверхности для различных потре-
бителей. При этом бóльшая часть работ: создание аппа-
ратуры наблюдения, системы сбора и передачи данных, 
наземный сегмент, технологии использования получае-
мых данных – могла бы быть затем использована и в 
системах, построенных на беспилотных КА. Экспери-
менты в данном направлении выполняются в настоящее 
время на пилотируемой станции МКС [12–16]. 

Целесообразны также выполнение на пилотируемой 
станции исследований по углубленному изучению дея-
тельности космонавтов в длительных полетах, организа-
ция образовательных программ для широких слоев насе-
ления и проведение других важных экспериментов с 
участием космонавтов [12–15]. 

Следует также отметить, что к настоящему времени 
благодаря проектам станций «Мир» и МКС пилотируе-
мая космонавтика стала развиваться во многих странах. 
Будущие пилотируемые программы США и Китая наце-
лены главным образом на полеты космонавтов к Луне. 
Принять участие в этих полетах представителям всех 
стран, развивающих пилотируемую космонавтику, вряд 
ли удастся. Поэтому отечественная пилотируемая стан-
ция, в случае ее создания и функционирования на около-
земной орбите, может оказаться полезной и для органи-
зации международного сотрудничества при выполнении 
на ней полетов космонавтов разных стран. 
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Аннотация—В статье рассматривается возможность 

выполнения миссии к малым телам Солнечной системы 
неправильной формы, таким как астероиды. Авторы статьи 
предлагают использовать для исследования астероида кос-
мический аппарат с двигателями малой тяги. Целью данной 
работы является определение необходимых затрат рабочего 
тела на все этапы полета, включая достижение астероида, 
формирование и поддержание заданной орбиты относитель-
но него. При моделировании управляемого движения кос-
мического аппарата авторы учитывали притяжение Земли, 
Солнца и астероида. В статье описан этап движения косми-
ческого аппарата относительно астероида. Авторы описы-
вают его гравитационное поле как суперпозицию гравита-
ционных полей двух вращающихся массивных точек.  

Ключевые слова—астероид, математическая модель, 
управление движением, траектория, неправильная форма.  

I. ВВЕДЕНИЕ  
Проблема исследования астероидов давно привлекает 

внимание ученых и общества [1–8]. В то же время значи-
тельно возрос интерес к долгосрочным исследовательским 
миссиям, направленным на изучение физических свойств 
астероидов, комет и малых планет-спутников [4–8]. 
Например, в работе [6] приводится краткое описание 
современных и перспективных космических аппаратов, 
созданных «НПО им. С.А. Лавочкина» для фундамен-
тальных исследований Луны, планет и малых тел Сол-
нечной системы, обеспечивающих маневры в окрестно-
стях астероидов, включая сближение, посадку и возвра-
щение грунта на Землю. 

Известно, что для длительных полетов наиболее эф-
фективными с точки зрения расхода рабочего тела явля-
ются двигательные установки на базе электроракетных 
двигателей [10, 5–15]. Существенными характерными 
особенностями таких двигательных установок являются 
малая тяга, создающая ускорение, сравнимое с гравита-
ционными ускорениями от малых тел Солнечной систе-
мы, и длительное время работы (иногда до десяти лет). 
Поэтому при проектировании полетов с электрическими 
двигательными установками необходимо учитывать да-
же малые гравитационные возмущения, что особенно 
сложно для рассматриваемого класса баллистических 
задач, где уровни ускорения от тяги двигателя сопоста-
вимы с гравитационными возмущениями. 

Гораздо менее изучен вопрос управления движением 
космического аппарата в непосредственной близости от 
небольшого небесного тела неправильной формы. Пове-
дение космического аппарата в таком поле существенно 
отличается от движения вблизи сфероидальных и эллип-
соидальных тел, форму которых можно считать пра-

вильной в некотором приближении. Законы движения 
Кеплера и вытекающие из них управляющие программы 
здесь не могут быть использованы. Отсутствие методо-
логии формирования программы управления может при-
вести к существенным неопределенностям в определении 
запаса рабочего тела, необходимого для проведения мис-
сии заданной продолжительности со всеми запланиро-
ванными исследованиями. Даже поддержание постоян-
ной орбиты для тела с нерегулярным гравитационным 
полем требует контроля и затрат рабочего тела [5, 16–18]. 

Теоретическую основу исследования составляют ра-
боты, описывающие гравитационные поля малых тел 
Солнечной системы неправильной формы, а также рабо-
ты по возможному поведению космических аппаратов 
таких объектов [7, 16, 17, 19–22]. В этих исследованиях 
рассматривалась проблема поиска предельно точного 
способа формализации гравитационного поля астероидов 
в применении к планируемым или уже реализованным 
исследовательским миссиям, таким как NEAR 
Shoemaker, Hayabusa 1 и 2, Galileo, Cassini, Rosetta, Deep 
Space и другие. 

В качестве предложенных методов формализации гра-
витационного поля исследователи предлагают следующие 
модели гравитационного потенциала: разложение потен-
циала на функциональный ряд (по сферическим, эллипти-
ческим, эллипсоидальным функциям), модель простран-
ственного многогранника и другие методы, основанные на 
оценке величины и направления гравитационного ускоре-
ния, действующего на космический аппарат. 

Существенным недостатком этих моделей является их 
оторванность от задач баллистического проектирования и 
поиска оптимальных схем управления космическим ап-
паратом. Эти модели по большей части требуют значи-
тельных вычислительных ресурсов и полного набора ис-
ходной информации о физической природе объекта ис-
следования. На наш взгляд, последнее обстоятельство 
является существенным препятствием при предваритель-
ном проектировании полета, особенно при определении 
программ управления космическими аппаратами с элек-
трическими ракетными двигателями. Разработчики ре-
альных миссий к астероидам и кометам [23–25] озадаче-
ны необходимостью при использовании этих моделей 
заранее знать физические свойства объекта исследования, 
которые были еще неизвестны до полета, его геометрию 
и распределение масс, в том числе и внутренних. В стать-
ях [23–25] описываются значительные трудности в опре-
делении программного управления реальными миссиями 
«Рассвет» и «Розетта». Неточности в определении про-
грамм управления при проектировании и баллистическом 
анализе миссий привели к значительному увеличению 
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стоимости рабочего органа для маневрирования, что со-
кратило продолжительность самой ценной части миссии – 
собственно исследования небесного тела. 

Традиционный подход к проектированию полета и 
конструктивного облика космического аппарата с элек-
трической двигательной установкой заключается в ми-
нимизации массы рабочего тела, необходимой для поле-
та при заданных граничных условиях, определяемых 
задачами исследования [7, 11, 26]. Именно такой подход 
к проектированию миссии предлагается использовать в 
данной работе. Для описания гравитационного поля ис-
следуемого астероида предлагается использовать подход, 
описанный в работе [18], который позволит сформиро-
вать оптимальное программное управление серией дина-
мических маневров и провести расчетно-баллистический 
анализ миссии в целом. 

II. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
В статье рассматривается целесообразность исследо-

вательской миссии Земля – астероид Апофис, выполняе-
мой космическим аппаратом с электрической ракетной 
двигательной установкой. 

В данной работе авторы предлагают разделить мис-
сию на два этапа для предварительного баллистического 
проектирования. Первый оптимальный гелиоцентриче-
ский полет Земли – астероид Апофис с выравниванием 
скорости космического аппарата и астероида. Второй – 
это движение в непосредственной близости от астероида, 
которое включает в себя оптимальный маневр для фор-
мирования рабочей орбиты и поддержания рабочей ор-
биты в течение заданного времени. 

На первом этапе программа управления была получе-
на с использованием принципа максимума Понтрягина, 
учитывающего гравитацию Солнца, Земли и астероида 
(как материальной точки) в гелиоцентрической инерци-
альной системе координат. Уравнения движения в век-
торной форме имеют вид [26]: 
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Здесь m SU N , mE , mAST , mSC  – массы Солнца, Земли, 
астероида и текущая масса космического аппарата соот-
ветственно; 1r , 3r , 4r  – радиус-векторы астероида, кос-

мического аппарата и Земли относительно Солнца; 1-3r  – 
расстояние между космическим аппаратом и астероидом, 
1-4r , 3 4r   – расстояние от Земли до астероида и космиче-
ского аппарата соответственно; a  – ускорение от тяги 
космического аппарата относительно Солнца;  1, 0   – 
функция включения-выключения двигателя (1 – двига-

тель включен, 0 – двигатель выключен); e  – единичный 
вектор направления тяги; f  – возмущающие ускорения, 
действующие на космический аппарат. 

В работах [27, 28] была проанализирована динамика 
орбитального движения космического аппарата относи-
тельно астероида Эрос с учетом возмущающих факто-
ров, в частности было указано, что световое давление 
оказывает существенное влияние на космический аппа-
рат. В данной работе предпринята попытка рассчитать в 
первом приближении необходимый запас рабочего тела 
для электроракетной двигательной установки и оценить 
возможность длительного полета, поэтому возмущаю-
щие факторы не были учтены. 

Граничные условия первого этапа предусматривают 
гелиоцентрический полет космического аппарата от Зем-
ли к астероиду с выравниванием скорости: 
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где 1st  – время начала полета (соответствует дате и вре-
мени начала), 1 ft  – время окончания гелиоцентрическо-
го полета. Оптимальное управление характеристиками, 
как показано в работах [11,15, 26, 29], обеспечивается 
работой электроракетной двигательной установки в те-
чение всего движения ( 0  ) и добавлением ускорения, 
которое обеспечивает максимальный гамильтониан 
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r

Ψe
Ψ



 (

3rΨ   вектор сопряженных факторов, соответ-

ствующий вектору скорости космического аппарата 3r ). 
Для численного решения краевой задачи (1)–(5) исполь-
зовался метод, описанный в [16] и реализованный в про-
граммном комплексе [20]. 

На втором этапе движения, в соответствии с методикой 
[27], гравитационное поле астероида Апофис представлено 
в виде суперпозиции полей двух материальных точек мас-
сой 

1

1 01, 539 10A STm    кг, 
2

101,161 10ASTm    кг, вра-
щающихся с угловой скоростью собственного вращения 
астероида ( 55, 74 10AST    1/с) на расстоянии 248d   м 
(рис. 1). В работе [17] было показано, что при использо-
вании такой модели погрешность определения гравита-
ционного ускорения астероида не превышает 10% вплоть 
до поверхности астероида. Помимо астероида учитыва-
лась гравитация Солнца и Земли. 
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Рис. 1. Для моделирования второго участка трафика  
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Движение центра масс астероида и Земли все равно 
будет описываться уравнениями (1) и (3), а уравнение 
движения космического аппарата примет вид: 

   
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3 1 2

3 3 1,1 3 1,22 3 3 3
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где 1,1r , 1,2r  – радиусы вектора массивной точки астерои-

да относительно Солнца; 1,1-3r  и 1,2-3r  – расстояния между 
космическим аппаратом и массивными точками. 

III. МОДЕЛРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ КОСМИЧЕСКОГО АППАРАТА  
Авторы использовали два различных метода для 

определения контроля на втором этапе движения. В дан-
ной работе авторы использовали метод нахождения оп-
тимального управления скоростью, описанный в работе 
[31], а для длительного поддержания заданной орбиты 
использовался локально-оптимальный закон управления, 
поддерживающий постоянным большую полуось орбиты 
[18]. Эти методики полностью автоматизированы и реа-
лизованы в программном комплексе [32]. 

Результаты расчетов для участков движения пред-
ставлены в табл. 1 и на рис. 2 (первый участок движе-
ния), 3 (формирование рабочей орбиты). 
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Рис. 2. Траектория космического аппарата и астероида на 
гелиоцентрическом участке движения  

На рис. 2 траектория космического аппарата выделе-
на красным цветом, а астероид – синим. На рис. 3 пока-
зана оптимальная траектория формирования околокруго-
вой орбиты радиусом 100 км относительно барицентра 
астероида. Астероид на рис. 4 показан схематично. 
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Рис. 3. Траектория формирования заданной орбиты радиусом 100 км. 

На рис. 4, а показано поведение космического аппа-
рата относительно астероида Апофис без использования 
постоянного корректирующего ускорения с начальными 
условиями, соответствующими невозмущенной круговой 
орбите, а на рис. 4, б – результат применения локально-
оптимального управления, направленного на поддержа-
ние постоянного эксцентриситета орбиты. 
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a)                                                     b) 

Рис. 4. Изменение траектории космического аппарата: 
а – пассивное движение, b – под действием стабилизирующего орбиту 
управления 

ТАБЛИЦА 1. БАЛЛИСТИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ УЧАСТКОВ ДВИЖЕНИЯ 

Маневр Длительность, сут. Расход рабочего тела, кг 

Гелиоцентриче-
ский перелет 141,3 1,281 

Формирование 
рабочей орбиты 4,38 33,97 10  

Поддержание 
рабочей орбиты 
в течение суток 

– 30,903 10  

 
Как оказалось, при длительных полетах значитель-

ная часть рабочего тела расходуется на поддержание 
рабочей орбиты. Поэтому при предварительном плани-
ровании полета можно учитывать массу рабочего тела, 
необходимую для гелиоцентрического полета и под-
держания рабочей орбиты. Например, если предполо-
жить, что исследование астероида в этой миссии долж-
но длиться 10 лет, то на полет к астероиду будет по-
трачено 1,281 кг, на формирование рабочей орбиты – 

33,97 10 кг, а на поддержание рабочей орбиты – 
30,903 10  кг рабочего тела. 

ВЫВОД 
Авторы статьи анализируют проблему управляемого 

движения космических аппаратов вблизи объектов с не-
регулярными гравитационными полями и рассматривают 
специфические баллистические характеристики полета к 
астероиду Апофис. Было проведено моделирование дви-
жения, разделенное на два этапа – гелиоцентрическое 
движение и движение относительно астероида. Авторы 
описали методы определения управления в зонах движе-
ния и представили результаты моделирования без учета 
возмущений, действующих на космический аппарат, и 
затрат на исправление навигационных ошибок. Также в 
статье показано, что с учетом этих предположений кос-
мический аппарат массой 9,8 кг может выполнить задан-
ную миссию десятилетнего исследования астероида 
Апофис с использованием 4,6 кг рабочего тела. 
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Аннотация—В статье исследуется возможность реали-

зации низкоорбитального радиоинтерферометра, состоя-
щего из двух наноспутников формата CubeSat (НС1, НС2), 
совершающих движение по околокруговым компланар-
ным орбитам с высотами в диапазоне 500-600 км. НС1 и 
НС2 образуют низкоорбитальный интерферометр и дви-
жутся по модифицированному эллипсу Хилла, который в 
работе называется инспекционным, в центре которого 
находится базовый космический аппарат (НСБ), обеспечи-
вающий сбор и передачу целевой информации на Землю. 
Движение рассматривается в орбитальной системе коор-
динат, связанной с центром масс НСБ в предположении 
центрального поля притяжения и с учетом торможения 
атмосферой. Проведен анализ возмущенного движения 
наноспутников и сформированы рекомендации к выбору 
параметров номинальной орбитальной структуры, обеспе-
чивающей работу радиоинтерферометра (допустимые воз-
мущения траекторий НС1 и НС2 при пассивном движе-
нии). С помощью SDRE-метода получен закон управления 
для коррекции движения НС с целью восстановления ор-
битальной структуры радиоинтерферометра c учетом воз-
можности двигательных установок малой тяги вырабаты-
вать корректирующие воздействия только по одной оси в 
орбитальной системе координат.  

Ключевые слова—относительное движение, радиоин-
терферометр, уравнение Риккати с переменными коэффи-
циентами, электрореактивная двигательная установка, 
баллистический коэффициент, инспекционное движение, 
закон управления. 

В настоящее время наноспутники (НС) формата 
CubeSat активно применяются в космических миссиях. 
Достоинством НС является относительная дешевизна и 
короткий срок создания, что позволяет создавать НС в 
университетах и оперативно отрабатывать новые техно-
логии в условиях космических миссий. К недостаткам 
НС относятся небольшие энергетические возможности и 
малый объем пространства для размещения полезной 
нагрузки. Для увеличения эффективности и проведения 
пространственных измерений НС объединяют в группи-
ровки [1, 2]. Под действием возмущающих сил геомет-
рическая формация группировки изменяется, что может 
привести к невыполнению целевой задачи [3]. Для под-
держания орбитальной структуры группировки требует-
ся проводить корректирующие маневры для ее восста-
новления [4]. Двигательные установки для НС, в силу 
жестких массовых и габаритных ограничений имеют 
малые значения тяги и запасы топлива, а также ограни-
ченные возможности по ориентации управляющего воз-
действия [5]. Поэтому в большинстве миссий НС имеют 
одну двигательную установку и один-два научных при-

бора. Традиционно задача синтеза закона управления 
решается на базе принципа оптимальности Беллмана и 
построения линейного аналога нелинейной модели воз-
мущенного относительного движения, приводящего к 
построению линейно-квадратичного регулятора. Однако 
более перспективным является применение SDRE-
метода, основывающегося на представлении нелиней-
ной модели относительного движения в виде квазили-
нейной возмущенной модели, в которой коэффициенты 
уравнений являются функциями от отклонений фазовых 
переменных от номинальных значений [6]. Отличитель-
ной особенностью SDRE-технологии является зависи-
мость коэффициентов матричного уравнения Риккати от 
отклонений фазовых переменных, что приводит к зави-
симости коэффициента усиления регулятора, от теку-
щих возмущений фазовых переменных, что усложняет 
решение задачи синтеза оптимального регулятора. 

В данной работе рассматривается возможность по-
держания орбитальной структуры радиоинтерферомет-
ра, состоящего из двух наноспутников (НС1, НС2), име-
ющих на борту двигательные установки и совершаю-
щих движение по модифицированному эллипсу Хилла 
[7] (в дальнейшем называется инспекционным эллип-
сом), который является устойчивым в центральном поле 
притяжения. Для обеспечения связи с центром управле-
ния полетом и передачи целевой информации использу-
ется базовый НС (НСБ), который располагается в центре 
эллипса Хилла. В качестве основного возмущающего 
фактора рассматривается влияние атмосферы на низких 
орбитах. Проводится выбор высоты орбиты НСБ и раз-
мера инспекционного эллипса для определения пассив-
ного интервала движения НС1 и НС2. Рассмотрены воз-
можности использования электрореактивных двига-
тельных установок для поддержания инспекционного 
движения в окрестности номинальной траектории. 

I. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
НС1 и НС2 движутся по модифицированному ин-

спекционному эллипсу Хилла (далее инспекционный 
эллипс), в центре которого располагается НСБ. Начальное 
положение наноспутников выбирается на малой оси ин-
спекционного эллипса и определяет начальное значение 
радиоинтерферометрической базы (рис. 1). При этом при 
отсутствии возмущений расстояние между наноспутни-
ками может увеличиваться не более чем вдвое. Движение 
всех наноспутников происходит в орбитальной плоско-
сти НСБ и описывается в орбитальной системе координат 
(ОСК), связанной с центром масс НСБ, ось OY направле-
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на по радиус-вектору, ось OX направлена в сторону ор-
битального движения НСБ (рис. 1). Предполагается, что 
НС1 и НС2 идентичны и совершают стабилизированное 
движение, при котором двигательные установки обес-
печивают формирование управляющего воздействия 
вдоль оси ОХ, в то время как НСБ движется пассивно. 
Далее в статье рассматривается управляемое движение 
только одного из двух НС, формирующих радиоинтер-
ферометр, который обозначается за НСА. 

 
Рис. 1  

Принимается, что орбита НСБ круговая, поле при-
тяжения центральное, размеры инспекционного эллипса 
малы по сравнению с высотой орбиты. В качестве воз-
мущающего фактора рассматривается влияние атмосфе-
ры, которое в основном обусловлено разностью балли-
стических коэффициентов наноспутников. Движение 
НСА в ОСК описывается системой уравнений: 
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где ,Бr   – соответственно модуль радиуса-вектора и 
угловая орбитальная скорость НСБ, xP  – возмущающее 
разностное аэродинамическое ускорение, xU  – управ-
ляющее ускорение. Номинальный инспекционный эл-
липс, являющийся устойчивым в центральном поле 
притяжения, формируется при специально подобранных 
начальных параметров движения НСА, удовлетворяю-
щих условию равенства орбитальных энергий НСА и 
НСБ [7]: 
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Большая полуось инспекционного эллипса примерно 
в два раза больше малой полуоси 2a b . При действии 
возмущающих ускорений НСА будет совершать движе-
ние по циклоиде (рис. 2).  

 
Рис. 2 

Для оценки деградации инспекционного эллипса ис-
пользуется параметр  , который характеризует относи-
тельное смещение траектории по оси OX. При наруше-
нии следующего условия  

2 maxa


    (3) 

необходимо провести коррекцию траектории и восста-
новить движение наноспутника по инспекционному 
эллипсу (восстановить работоспособность радиоинтер-
ферометрической системы). Для этого должен быть 
сформирован закон управления, который при наруше-
нии условия (3) будет приводить НСА к номинальной 
траектории. В работе [8] было показано, что двухосный 
закон управления, полученный с помощью SDRE-
технологии, более выгоден по критерию энергетических 
затрат на коррекцию по сравнению с классическим 
LQR-методом, но более трудоемок. Реализация на прак-
тике такого сложного закона управления затруднитель-
на ввиду жестких ограничений со стороны космических 
аппаратов нанокласса.  

В данной работе ставится и решается задача синтеза 
более простого одноосного непрерывного закона управ-
ления на базе SDRE-технологии с учетом ограничения 
на максимальную величину управляющего воздействия 
для борьбы с аэродинамическими возмущениями.  

II. ВЫБОР ПАРАМЕТРОВ ОРБИТАЛЬНОЙ СТРУКТУРЫ 
ИНТЕРФЕРОМЕТРА 

Для штатной работы орбитального радиоинтерферо-
метра допускается пассивное движение по инспекцион-
ному эллипсу со смещением вдоль оси ОХ на величину, 
не превышающую  

/ 2max   , (4) 

где λ – длина волны, принимаемая интерферометром. 
Существующие проекты наноспутников по созданию 
орбитальных радиоинтерферометров используют два 
диапазона электромагнитных волн: 0,3–30 МГц и 1–100 
МГц [1]. Принимая во внимание, что для формирования 
непрерывного закона управления используются элек-
трореактивные двигательные установки малой тяги, 
можно принять, что предельное смещение траектории 
по оси ОХ не должно превышать 5%max   от величины 
большой оси инспекционного эллипса. Тогда с учетом 
условий (3) и (4) можно получить диапазон возможных 
больших осей номинального инспекционного эллипса в 
зависимости от длины волны, принимаемой интерферо-
метром (рис. 3, 4). 
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Рис. 3 

 
Рис. 4 

Из рис. 3 и 4 видно, что при увеличении частоты 
принимаемого сигнала уменьшается расстояние между 
НС, образующими радиоинтерферометр. Это приводит 
к усложнению миссии из-за возрастающих требований к 
относительной навигации. Далее в работе будет рас-
сматриваться инспекционной эллипс с 5a   км. 

Интервал времени пассивного движения будет зави-
сеть от разности баллистических коэффициентов   
наноспутников, высоты орбиты 0H , размеров выбран-
ного инспекционного эллипса. Рассмотрим случай, ко-
гда НСА является наноспутник формата Cubesat 3U с 
массой 4,5 кг, а НСБ имеет формат Cubesat 6U и массу 
10 кг. В зависимости от взаимной ориентации НС раз-
ница баллистических коэффициентов будет находиться 

в диапазоне значений 4 3 2...2, 4 10 4, 2 10 м /кг.       
Обычно НС доставляются в качестве попутной полез-
ной нагрузки на низкие околоземные орбиты с высотой 
500-600 км. На рис. 5 показано время пассивного дви-
жения (в витках орбитального движения НСБ) с учетом 
условия (3) и при 5a   км.  

 
Рис. 5  

Из рис. 5 следует, что разница баллистических ко-
эффициентов и высота орбиты НСБ существенно влияют 
на интервал времени пассивного движения. Для даль-
нейших расчетов в работе будет рассматриваться 
наибольшая разница 0, 0042   м2/кг, приводящая к 
быстрой деградации инспекционного эллипса. 

III. СИНТЕЗ ЗАКОНА УПРАВЛЕНИЯ НА БАЗЕ  
SDRE-ТЕХНОЛОГИИ 

При нарушении условия (3) начинается активный 
участок движения, на котором включается двигательная 
установка. Для учета нелинейности системы (1) SDRE-
метод приводит ее к квазилинейному виду, с матрица-
ми, содержащими коэффициенты, зависящие от состоя-
ния системы (State-Dependant Coefficient – SDC). Мате-
матическая модель возмущенного движения в отклоне-
ниях в векторной форме для системы (1) запишется в 
виде 

( ) оптX A X X B u     
    , (5) 

где X


 – вектор отклонений траектории в момент рас-
чета управляющего воздействия (текущая траектория) от 
номинального инспекционного эллипса: 
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X 


 – вектор отклонений возмущенной траектории от 
номинальной при отсутствии управления на всем интер-
вале активного участка. Матрица А (SDC-матрица) запи-
сывается в виде 
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(10) 

Критерий качества закона управления, обеспечива-
ющий минимизацию отклонений в конечный момент 
времени активного участка и восстанавливающий дви-
жение по инспекционному эллипсу, имеет вид квадра-
тичного функционала:  
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нt  – начальное время формирования закона управления; 

kt  – конечное время; F, R  – заданные квадратные весо-
вые матрицы, 0F   – неотрицательно определенная 
матрица; 0R   – положительно определенная матрица; 

1 2,K K  – коэффициенты значимости слагаемых квадра-
тичного критерия качества. 

Закон оптимального управления будет иметь вид: 

   * 1 *,опт
Tu X X R B k X X       

    . (6) 
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Матрица  *k X


 решения матричного дифференци-

ального уравнения типа Риккати: 
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Матрицы, входящие в уравнение Риккати, имеют вид: 
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f  – весовой коэффициент отклонений компонент век-
тора скорости возмущенного движения. 

В силу того что сформированное управление должно 
периодически пересчитываться, а за время дискретности 
оно становится неоптимальным в силу действующих на 
этом интервале времени возмущений и изменения зна-
чений матрицы А в модели (10) вследствие возникнове-
ния новых отклонений в траектории движения, необхо-
димо периодически повторять решение уравнения Рик-
кати для обновления закона управления. Алгоритм син-
теза закона управления представлен на рис. 6. 

 
Рис. 6 

Для оценки практической реализуемости управляе-
мого движения были рассмотрены следующие двига-
тельные установки, применение которых возможно на 
наноспутниках [5] (табл. 1). 

ТАБЛИЦА 1. ПАРАМЕТРЫ ДВИГАТЕЛЬНЫХ УСТАНОВОК 

Марка 
двигателя  

Параметры двигателя 
Тяга, Н Ускорение, м/с2 

BIT-3 31,15 10  42,5 10  
RIT 10 EVO 35 10  41,1 10  
CHT 31 10  42, 2 10  
HT 21 10  32, 2 10  
BET-1mN 47 10  41,5 10  

 
Активный участок движения был разбит на 10 ин-

тервалов, на каждом из которых пересчитывались урав-
нения Риккати. Затраты характеристической скорости 
на проведение одного цикла коррекции представлены в 
табл. 2.  

ТАБЛИЦА 2. РАСХОД ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЙ СКОРОСТИ 

Название дви-
гателя 

Суммарный расход характеристической 
скорости , м/сxV  

Интервал управляемого движения 
1 виток  1,5 витка 2 витка 

BIT-3 0,32 0,34 0,48 
RIT 10 EVO 0,47 0,4 0,64 
CHT 0,31 0,33 0,46 
HT 0,48 0,4 0,47 
BET-1mN 0,27 0,29 0,4 

 
Из табл. 2 видно, что для каждой двигательной уста-

новки существует свой наилучший интервал управляе-
мого движения, на котором расход характеристической 
скорости минимален. В качестве примера на рис. 7 при-
веден закон управления для двигателя BET-1mN. 

 
Рис. 7 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В работе сформулирована и решена задача подержа-

ния орбитальной структуры радиоинтерферометра на 
базе наноспутников, совершающих движение по ин-
спекционному эллипсу на низких орбитах. С помощью 
SDRE-метода получен одноосный закон управления, 
который с учетом особенностей наноспутников (малые 
энергетические возможности и маломощные двигатель-
ные установки) позволяет эффективно поддерживать 
движение наноспутников в окрестности инспекционно-
го эллипса. 

28



БЛАГОДАРНОСТЬ 
Работа выполнена в рамках проекта 0777-2020-0018, 

финансируемого из средств государственного задания 
победителям конкурса научных лабораторий образова-
тельных организаций высшего образования, подведом-
ственных Минобрнауки России. 

ЛИТЕРАТУРА 
[1] Bandyopadhyay S., Chung S., Foust R., Fred Y. Hadaegh, Review of 

Formation Flying and Constellation Missions Using Nanosatellites, 
Journal of Spacecraft and Rockets, March 2016. 

[2] Guoa J., Lib Y., Moka S.H., Krijnena B., Hoogeboomb P., Lopez-
Dekkerb P., Buckc C., AltiCube: A Ka-band Altimeter CubeSat Con-
stellation for Ocean Monitoring, 71th International Astronautical 
Congress, October 2020. 

[3] Belokonov I.V., Shcherbakov M.S., Choosing the Motion Initial 
Conditions, Ensuring the Technical Sustainability of Spacecraft For-

mation Flight, 27th Saint Petersburg International Conference on In-
tegrated Navigation Systems, Proceedings, October 2020. 

[4] Yasudaa T., Bandob M., Hokamotoc S., Formation Control Using 
Differential Atmospheric Drag Considering Attitude Constraints, 71th 
International Astronautical Congress, October 2020. 

[5] Akshay R. Tummala, Dutta A., An Overview of Cube-Satellite Pro-
pulsion Technologies and Trends, Aerospace, December 2017. 

[6] Danik Y.E., Dmitriev M.G., The robustness of the stabilizing regula-
tor for quasi-linear discrete systems with state dependent coefficients, 
International Siberian Conference on Control and Communications, 
May 2016. 

[7] Shcherbakov M.S., Uskova E.A., Сhoosing the motion initial condi-
tions and sustainability research of two spacecraft formation flight, 
Samara University Bulletin of Young Scientists and Specialists, 2020. 

[8] Shcherbakov M.S., Ananev A.V., Avariaskin D.P., Investigation and 
selection of a functional in the problem of synthesis of an optimal 
control law providing inspection motion, IOP Conference Series: Ma-
terials Science and Engineering, 2020. 

 

29



Вероятностный анализ импульсной коррекции 
траектории наноспутника-гиростата  
с электротермической двигательной 

установкой 
 

Л.И. Синицын 
Самарский университет 

Самара, Россия 
sinicyn.li@ssau.ru 

И.В. Белоконов 
Самарский университет 

Самара, Россия 
belokonov.iv@ssau.ru 

 
Аннотация—В работе рассматривается задача обеспе-

чения одноосной стабилизации наноспутника-гиростата с 
электротермической двигательной установкой во время 
выдачи корректирующего импульса. Предложена методи-
ка определения требований к величине кинетического 
момента маховика для поддержания пространственной 
ориентации вектора тяги с заданной точностью. Методика 
определения требований к величине кинетического мо-
мента маховика базируется на вероятностном анализе 
движения наноспутника с электротермической двигатель-
ной установкой в процессе маневрирования. 

Ключевые слова—наноспутник, маховик, кинетический 
момент, гиростатический момент, коррекция орбиты, 
электротермическая двигательная установка, метод 
Монте-Карло. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Актуальным направлением в области освоения кос-

моса являются наноспутники с двигательными установ-
ками [1–7]. Двигательные установки позволяют решать 
ряд задач, таких как ликвидация ошибок выведения 
наноспутников на орбиту, поддержание орбитальных 
параметров, построение орбитальных группировок, ин-
спектирование других орбитальных объектов и т.д. При 
этом большое значение имеет точность выполняемых 
маневров. Ошибки при маневрировании наноспутника 
являются следствием производственных отклонений изго-
товления двигательной установки и ее монтажа на плат-
форму: в процессе выдачи импульса тяги наноспутник 
приобретает угловые ускорения, и направление вектора 
импульса тяги изменяется, что приводит к снижению эф-
фективности коррекции траектории наноспутника [8]. 

Одним из возможных вариантов поддержания 
направления вектора импульса тяги, формируемого дви-
гательной установкой наноспутника, является использо-
вание маховика, создающего гиростатический момент 
вдоль продольной оси наноспутника [9, 10]. Этот момент 
должен быть достаточным для достижения стабилизации 
углового движения наноспутника, обеспечивая требуе-
мую точность ориентации с гарантированной вероятно-
стью. Определение достаточного гиростатического мо-
мента маховика с последующим вероятностным анали-
зом движения для проверки принятых технических ре-
шений является важной задачей при проектировании 
наноспутников с одноосной стабилизацией. 

Целью исследования является разработка методики, 
позволяющей определять достаточный гиростатический 
момент маховика для одноосной стабилизации нано-

спутника с последующим проведением вероятностного 
анализа импульсной коррекции траектории наноспутни-
ка-гиростата. На примере наноспутника с электротерми-
ческой двигательной установкой SamSat-M, разрабаты-
ваемого в Самарском университете, рассмотрено приме-
нение предложенной методики. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Особенностью решаемой задачи является учет произ-

водственных отклонений изготовления наноспутника, 
которые оказывают влияние на характер его углового 
движения во время выдачи корректирующего импульса. 
Условно источники ошибок маневрирования можно раз-
делить на два типа. Источники ошибок маневрирования 
первого типа – это погрешности изготовления, которые 
приводят к несоосности линии приложения силы тяги и 
продольной оси наноспутника, проходящей через его 
центр масс. Следствием этой несоосности, формирую-
щей плечо действия силы тяги, является возникновение 
значительного по величине возмущающего момента. К 
источникам ошибок маневрирования другого типа можно 
отнести такие факторы, которые влияют на режим рабо-
ты двигательной установки. Как было показано в [8], 
главными причинами ошибок маневрирования являются 
угловые отклонения сопла от продольной оси, погреш-
ность радиуса критического сечения сопла, длительность 
импульса тяги, температура нагрева рабочего тела.  

Учитывая влияние на динамику движения наноспут-
ника вышеописанных погрешностей, необходимо опре-
делить величину гиростатического момента маховика 
для поддержания ориентации наноспутника во время 
выдачи корректирующего импульса. Ввиду существую-
щих энергетических ограничений величина гиростатиче-
ского момента маховика должна быть минимальной и в 
то же время достаточной для обеспечения требуемой 
точности совершения маневра. 

Выполнение требований к точности ориентации 
наноспутника проверяется с помощью математического 
моделирования. Модель движения относительно центра 
масс наноспутника-гиростата имеет вид [11]: 

G G G GI I I I      0ω ω ω ω ω ω M  , (1) 

где I  – тензор инерции наноспутника-гиростата; ω  – 
угловая скорость наноспутника-гиростата; GI  – тензор 
инерции маховика; Gω  – угловая скорость маховика 

Работа выполнена в рамках проекта 0777-2020-0018, финансируе-
мого из средств государственного задания победителям конкурса 
научных лабораторий образовательных организаций высшего образо-
вания, подведомственных Минобрнауки России. 30



относительно связанной с наноспутником системы коор-
динат; 0M  – момент внешних сил, действующих на 
наноспутник. 

При этом предполагается, что гиростатический мо-
мент G совпадает с продольной осью наноспутника, как 
это показано на рис. 1. 

 

Рис. 1. Взаимное расположение векторов гиростатического момента G 
и кинетического момента наноспутника K 

На рис. 1 показаны продольная ось наноспутника-
гиростата Xl, направленный вдоль этой оси гиростатиче-
ский момент маховика G и кинетический момент всей 
системы K, возникающий при приобретении наноспут-
ником угловой скорости вследствие действия моментов 
внешних сил, главным образом момента силы тяги. Ли-
ния приложения силы тяги FT не совпадает с продольной 
осью наноспутника Xl, что отражено на рис. 1. 

Ускорение маховика Gω , которое фигурирует в (1), 
принимается постоянным на интервале времени раскру-
чивания маховика: 

 
 

, 0, 0 , ,

0, 0, 0 , ,

T
G

G T
G

T

T

    
 

ω  (2) 

где   – угловое ускорение маховика, равное отношению 
максимальной скорости вращения маховика ко времени 
раскручивания маховика;   – текущий момент времени; 

GT  – время раскручивания маховика. 

Время раскручивания маховика можно определить, 
зная кинетическую энергию вращательного движения 
маховика: 

,
2G
x xG

T
P


  (3) 

где x  – частота вращения маховика; xG  – проекция 
гиростатического момента на продольную ось наноспут-
ника; P  – мощность, подводимая к маховику. 

Для определения величины достаточного гиростати-
ческого момента G можно получить аналитическое вы-
ражение, полагая, что  , 0, 0 .T

xGG  С целью выпол-
нения требований к точности ориентации величина ги-
ростатического момента выбирается таким образом, что-
бы результирующий вектор R, полученный сложением 
векторов кинетического момента K, приобретенного 
наноспутником, и гиростатического момента маховика 
G, образовывал с продольной осью наноспутника угол, 
не превышающий некоторое фиксированное значение. 

III. МЕТОДИКА ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
ГИРОСТАТИЧЕСКОГО МОМЕНТА 

Для отыскания требуемого гиростатического момен-
та составляется алгебраическое уравнение второй степе-
ни относительно неизвестной проекции гиростатическо-
го момента маховика. При составлении уравнения пред-
полагается, что векторы кинетического момента нано-
спутника K, гиростатического момента G и результиру-
ющего кинетического момента R расположены относи-
тельно друг друга так, как показано на рис. 2. 

 

Рис. 2. Взаимное расположение результирующего вектора кинетического 
момента R и продольной оси наноспутника Xl 

Показанный на рис. 2 угол ,  образующийся между 
продольной осью наноспутника и результирующим век-
тором кинетического момента, определяется требуемой 
точностью ориентации наноспутника во время проведе-
ния маневра коррекции. 

Скалярное произведение векторов R и G можно за-
писать как 

cos ,x x y y z zR G R G R G   R G  (4) 

где R  – модуль результирующего вектора кинетиче-

ского момента, G  – модуль вектора гиростатического 
момента. 

Так как  , 0, 0 ,T
xGG  то .xGG  Проекции век-

тора R  можно записать следующим образом: 

; ; .x x x y y y z z zR K G R K G R K G       (5) 

Подставляя (5) в (4), получим 

   2 2 2 cos .x x x x x y z xK G G K G K K G       (6) 

Выражение (6) может быть приведено к виду 

 2 2 2 2 22 ctg 0.x x x x y zG K G K K K       (7) 

Полученное алгебраическое уравнение второй степе-
ни (7) решается относительно неизвестной :xG   

2 2 ctg .x x y zG K K K      (8) 

Соотношение (8) можно интерпретировать с физиче-
ской точки зрения: чем больше значение проекции кине-
тического момента вдоль продольной оси, приобретен-
ного наноспутником, тем меньше требуется гиростати-
ческий момент. При значениях гиростатического момен-
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та, полученных с помощью (8), будет наблюдаться пре-
цессия с углом раствора 2  вокруг некоторой фиксиро-
ванной в абсолютном пространстве оси, коллинеарной с 
вектором продольной оси наноспутника в абсолютной 
системе координат во время включения маховика. 

Задавая величину ,  можно изменять величину допу-
стимой прецессии наноспутника во время выдачи им-
пульса тяги, то есть управлять точностью маневрирования 
посредством создаваемого гиростатического момента. 

Проекции вектора K определяются из результатов 
статистического моделирования движения наноспутника 
с зафиксированным в неподвижном положении махови-
ком. Для определения значений каждой проекции векто-
ра K используются их функции распределения, получае-
мые по результаты статистического моделирования. Вид 
функции распределения модуля кинетического момента 
наноспутника с невращающимся маховиком показан на 
рис. 3, где М* – значение модуля кинетического момен-
та, которое может быть приобретено наноспутником с 
доверительной вероятностью 0,99. 

 

Рис. 3. График функции распределения модуля кинетического момента 
наноспутника с невращающимся маховиком 

Функции распределения, имеющие вид, подобный 
приведенному на рис. 3, строятся для каждой из трех 
проекций вектора K. Из этих функций определяются 
максимальные значения проекций вектора K, которые 
могут наблюдаться с требуемой вероятностью. 

После вычисления потребного гиростатического 
момента определяется время раскручивания маховика. 
Далее проводится численное моделирования движения 
с использованием (1) для проверки правильности при-
нятого решения. 

IV. ПРОВЕРКА МЕТОДИКИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
ГИРОСТАТИЧЕСКОГО МОМЕНТА НА ПРИМЕРЕ ЧИСЛЕННОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ ДВИЖЕНИЯ НАНОСПУТНИКА SAMSAT-M 

Модель движения наноспутника описывает движение 
как центра масс, так и относительно центра масс. В мо-
дели учитывается влияние внешних сил и моментов, 
действующих на наноспутник. При этом наноспутник 
представляет собой абсолютно твердое тело переменной 
массы, так как во время работы двигательной установки 
расходуется рабочее тело. Расчетные параметры двига-
тельной установки, используемые в модели, соответ-
ствуют электротермической двигательной установке, 
разработанной на межвузовской кафедре космических 
исследований Самарского университета для наноспут-
ника SamSat-M [12]. 

Для обеспечения одноосной стабилизации движения 
во время выдачи импульса тяги используется маховик, ось 

вращения которого жестко связана с несущим каркасом 
наноспутника и сонаправлена с продольной осью нано-
спутника. После того как маховик выйдет на рабочую 
частоту вращения, включается двигательная установка. 

При расчете вектора силы тяги, массоцентровочных 
параметров наноспутника и его инерционных свойств 
учитываются производственные отклонения, возникаю-
щие при изготовлении в пределах допусков [8].  

В начальный момент интегрирования уравнений 
движения включается маховик, который выходит на ра-
бочую частоту за время .GT  В течение этого времени 
маховик двигается с угловым ускорением ,  что приво-
дит к закрутке всего наноспутника в противоположном 
направлении.  

На рис. 4 приведена гистограмма значений угла рыс-
канья наноспутника SamSat-M в момент завершения вы-
дачи импульса тяги при отсутствии гиростатического 
момента. При этом величина модуля кинетического мо-
мента наноспутника с невращающимся маховиком 
М*=2,05 мНмс. 

 
Рис. 4. Гистограмма значений угла рысканья наноспутника SamSat-M 
на момент окончания выдачи импульса тяги при отсутствии гироста-
тического момента 

Распределение значений угла ориентации по рыска-
нью, как видно из рис. 4, имеет вид, близкий к нормаль-
ному. Аналогичным образом выглядит распределение 
значений угла ориентации по тангажу. Из рис. 4 нетруд-
но заметить, что в случае отсутствия гиростатического 
момента при выдаче импульса тяги наноспутник может 
начать совершать неконтролируемое движение относи-
тельно центра масс. Это приводит к изменению про-
странственной ориентации вектора тяги и влечет за со-
бой неэффективную выдачу корректирующего импульса. 

В случае если маховиком формируется гиростатиче-
ский момент величины, определенной с помощью (8), 
разбросы значений углов ориентации к окончанию выда-
чи импульса тяги уменьшатся, как это показано на рис. 5. 
При расчете принималось, что допустимый угол раство-
ра конуса прецессии 1 .    

 
Рис. 5. Гистограмма значений угла рысканья наноспутника SamSat-M на 
момент окончания выдачи импульса тяги с учётом гиростатического 
момента 
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В табл. 1 приведены разбросы параметров углового 
движения наноспутика SamSat-M на момент окончания 
выдачи импульса тяги для двух случаев: с выключенным 
и включенным маховиком. 

ТАБЛИЦА I. РАЗБРОСЫ ПАРАМЕТРОВ ДВИЖЕНИЯ 
НАНОСПУТНИКА SAMSAT-M 

Параметр 
Среднеквадратическое отклонение 

Маховик выключен Маховик включен 
Угол крена; скорость 
изменения угла крена 

  3,21°; 2,97°/с a0,06°; 0,00°/с 

Угол рысканья; ско-
рость изменения угла 
рысканья 

16,38°; 6,79°/с 0,67°; 0,20°/с 

Угол тангажа; ско-
рость изменения угла 
тангажа 

17,50°; 8,15°/с 0,67°; 0,20°/с 

a. Математическое ожидание величины угла крена 0,93° и скорости изменения угла крена 
0,27°/с обусловлено сообщению наноспутнику угловой скорости при раскрутке маховика 

 
Одна из реализаций фазовых траекторий углов ори-

ентации гироскопически стабилизированного наноспут-
ника SamSat-M в процессе выдачи импульса тяги приве-
дена на рис. 6 (движение начинается с нулевых значений 
фазовых переменных). 

 

Рис. 6. Фазовые траектории углов ориентации гироскопически стабили-
зированного наноспутника SamSat-M во время выдачи импульса тяги 

На рис. 6 наблюдается стабилизированное по тангажу 
и рысканью движение, которое обусловлено гиростати-
ческим моментом маховика. При этом резкое возраста-
ние по модулю скорости изменения угла крена происхо-
дит на этапе разгона маховика до рабочей частоты вра-
щения (время раскрутки маховика 1 сек). 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Рассмотрена задача обеспечения одноосной стабили-

зации наноспутника-гиростата с двигательной установ-
кой во время выдачи корректирующего импульса. Пред-
ложена методика определения требований к величине 
кинетического момента маховика для поддержания ори-

ентации с заданной точностью. Методика определения 
требований к величине кинетического момента маховика 
базируется на вероятностном анализе движения нано-
спутника с электротермической двигательной установ-
кой в процессе маневрирования и позволяет определять 
гиростатический момент с учетом производственных 
отклонений изготовления наноспутника и требований к 
прецессии наноспутника. 

На примере наноспутника с электротермической дви-
гательной установкой SamSat-M, разрабатываемого в 
Самарском университете, было рассмотрено применение 
предложенной методики. Показано, что изготовление 
маховика с рассчитанными по методике параметрами 
позволяет стабилизировать ориентацию во время выдачи 
импульса тяги с заданной точностью. 

Предложенная методика может использоваться при 
проектировании наноспутников с двигательными уста-
новками, для которых важна точность выполнения ма-
невров. 
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Аннотация—В работе рассматривается оптимизация 
межпланетного перелета к Марсу в импульсной постанов-
ке. Сравниваются схемы перелета с пертурбационным 
маневром у Луны и без него. Траектории представляют 
собой совокупности задач Ламберта и оптимизируются 
градиентными методами. При учете одного притягиваю-
щего центра на каждом участке траектории схема с ма-
невром у Луны позволяет получить выигрыш по характе-
ристической скорости порядка 150 м/с. 

Ключевые слова—оптимизация межпланетных траек-
торий, полет к Марсу, задача Ламберта, пертурбационный 
манёвр у Луны. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
На повестке дня России и других стран находится 

вопрос освоения дальнего космоса [1]. Известно, что при 
межпланетных перелетах пертурбационные маневры 
могут обеспечивать существенный выигрыш по достав-
ляемой к планете-цели массе. В данной работе оценива-
ется возможный выигрыш характеристической скорости 
от совершения пертурбационного маневра у Луны на 
траектории перелета к естественному спутнику Марса 
Фобосу. Интерес к Фобосу возник давно [2], успешная 
миссия к данному небесному телу была реализована 
СССР еще в 1980-х годах. Ученые предполагают, что на 
Фобосе может быть ближайшее к Земле реликтовое ве-
щество, осуществить миссию по доставке к Земле кото-
рого в 2020-х годах планируют независимо Российская 
Федерация и Япония. Также недавно был представлен 
проект по созданию обитаемой космической базы на 
Фобосе с целью освоения Марса [3]. Работа посвящена 
математическим вопросам оптимизации траекторной 
части миссии. 

II. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Рассматриваемая задача оптимизации перелета кос-

мического аппарата (КА) к Фобосу с пертурбационным 
маневром у Луны разбивается на четыре отдельных за-
дачи Ламберта. При этом итоговая траектория получает-
ся склейкой четырех кусков: 1) перелет КА с орбиты 
искусственного спутника Земли до Луны; 2) затем пере-
лет от Луны до сферы действия Земли; 3) после этого 
гелиоцентрический перелет от сферы действия Луны к 
сфере действия Марса; 4) наконец, перелет от сферы 
действия Марса к Фобосу. На каждом участке учитыва-
ется притяжение только одного притягивающего центра, 
вносящего основное возмущение в движение космиче-

ского аппарата. Времена старта, финиша и пролета всех 
промежуточных стыковочных точек, а также положение 
этих точек оптимизируется. Схема экспедиции приведе-
на на рис. 1 

Похожая схема экспедиции рассматривается в рабо-
тах Р.В. Ельникова [4, 5]. В них рассматривается задача 
оптимизации перелета к Марсу с пертурбационным ма-
невром у Луны. Учитываются эфемериды, рассматрива-
ется малая тяга с постоянной скоростью истечения реак-
тивной струи. Однако на разных участках полета рас-
сматриваются различные функционалы, в конечный мо-
мент времени КА попадает в Марс, подробно ареоцен-
трический участок не рассматривается. 

 

Рис. 1. Схема перелета КА к Фобосу с пертурбационным маневром у Лу-
ны. Здесь 1 – точка старта КА; 5 – финиша; 2, 3, 4 – точки склейки различ-
ных кусков траектории; 1v  – вектор гиперболического избытка скорости 

при входе в сферу действия Луны; 3v  – вектор гиперболического избытка 

скорости при выходе из сферы действия Луны; 2v  – вектор скорости КА в 

перицентре пертурбационного маневра; 1  – импульс в перицентре пер-
турбационного маневра 

В настоящей работе космический аппарат управля-
ется импульсными воздействиями в момент старта, фи-
ниша, а также в стыковочных точках. Минимизируется 
сумма величин всех пяти импульсов перелета 

0..4
i

i
  в 

точках 1–5 рис. 1. 
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Пертурбационный маневр рассчитывается по мето-
дике точечных сфер действия с использованием инте-
грала энергии, при этом проверяется выполнение усло-
вия на минимально возможный радиус перицентра. Вре-
мя старта выбирается с 2020 по 2030 год. Положения 
Земли, Марса и Луны соответствует эфемеридам DE424, 
Фобоса – MAR097, промежуточная гелиоцентрическая 
система координат считается инерциальной. Полагается, 
что КА стартует с космодрома Байконур, высота началь-
ной орбиты искусственного спутника Земли (ИСЗ) со-
ставляет 200 км, ее наклонение задано. В работе Фобос и 
космический аппарат представляют собой непритягива-
ющие материальные точки. 

При расчете траектории в каждый момент времени 
учитывается притяжение только одного тела – Солнца, 
Земли или Марса. Их гравитационные поля считаются 
центральными ньютоновскими. Уравнения r v,  

3v r/ | r |   описывают изменение вектора r  коорди-
нат КА и вектора скорости v,  где   – гравитационный 
параметр притягивающего центра на текущем участке 
траектории. 

III. МЕТОД РЕШЕНИЯ 
Всего на траектории с маневром у Луны получилось 

11 параметров оптимизации: время старта 0 ,t  моменты 
склейки частей траектории миссии, представляющих 
собой куски конических сечений, 1,t 2 ,t 3 ,t  момент фи-
ниша 4 ,t  угол 0 ,  задающий положение КА на исход-
ной орбите, угол 0  – долгота ее восходящего узла, уг-
лы 1, 1,  задающие точку пересечения КА сферы дей-
ствия Земли в геоцентрической системе координат, углы 

2 ,  2 ,  задающие точку пересечения КА сферы дей-
ствия Марса в ареоцентрической системе координат. 

Задача решается численно градиентным методом, оп-
тимизирующим перечисленные параметры. Метод стар-
тует из различных узлов сетки в 11-мерном пространстве 
возможных значений данных параметров. Каждый фик-
сированный набор параметров оптимизации формирует 
4 задачи Ламберта, которые решаются численно моди-
фицированным методом Ньютона на основе универсаль-
ного уравнения Кеплера [6]. Задачи Ламберта имеют 
решения для любого корректного набора параметров. 
Отметим, что часть траекторий в миссии является кус-
ками гипербол, а гелиоцентрический участок представ-
ляет собой кусок эллипса. Для решения задачи авторами 
был реализован программный комплекс на ЭВМ с ис-
пользованием пакета НАСА SPICE для учета эфемерид, 
работа с ним описана в [7]. 

Импульсы 0  и 4  в точках 1, 5 рис. 1 находились 
как разницы векторов скоростей КА при движении по 
начальной геоцентрической орбите искусственного 
спутника Земли и скорости Фобоса относительно Марса 
в конечный момент времени с соответствующими векто-
рами из решения задач Ламберта при перелетах из точки 
1 в точку 2 и из точки 4 в точку 5. 

Импульсы 2  и 3 в точках 3, 4 рис. 1 находились 
как разницы векторов скоростей КА в конце 2 и 3 участ-
ка траектории с векторами скоростей КА в начале 3 и 4 
участков соответственно, полученными также из реше-

ния задач Ламберта при перелетах из точки 2 в точку 3, 
из 3 в 4 и из 4 в 5. 

IV. МАНЕВР У ЛУНЫ 
Для нахождения импульса в точке 2 рис. 1 сначала 

запишем интегралы энергии в сфере действия Луны. Для 
подлета к Луне 

2 2
2 1

1

v v
2 2

M M

P MR
 


   , (1) 

где 1v  – вектор скорости, с которым КА подлетает к 
Луне, 2v  – вектор скорости КА в перицентре пертурба-
ционного маневра, M  – гравитационный параметр Лу-
ны, PR  – радиус перицентра при пролете около Луны, 

1M  – радиус сферы действия Луны. 

И для отлёта: 

 2 2
2 1 3

1

v v
2 2

M M

P MR
 


 

   , (2) 

где 1  – вектор импульса в перицентре маневра, совпа-
дающий по направлению с направлением скорости КА, 

3v  – итоговый вектор скорости, с которым КА отлетает 
от Луны на ее сфере действия. 

Тогда из (1) можно заключить, что 

2
2 1

1

1 1v v 2 M
P MR




 
   

 
. (3) 

Из (2), в свою очередь, следует: 

2
2 1 3

1

1 1v v 2 M
P MR




 
     

 
. (4) 

Тогда из (3), (4) можно выразить величину импульса: 

2 2
1 3 1

1 1

1 1 1 1v 2 v 2M M
P M P MR R

 
 

   
         

   
. (5) 

Теперь, зная из решения задач Ламберта векторы 
1 3v , v , можно по изменению направления движения КА 

при облете Луны определить высоту перицентра манев-
ра. Действительно, по 1v , 3v , , используя уравнение 

1 3 1 3(v , v ) v v cos ,   можно найти угол поворота   
вектора гиперболического избытка скорости на сфере 
действия Луны. И далее из соотношения 

2 2
1 3

arcsin arcsin
v v

M M

P P

M M

P P

R R

R R

 


 

 
 

 (6) 
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можно отыскать радиус перицентра .PR  Несмотря на не-
линейность (6) относительно ,PR  левая часть этого урав-
нения является константой для текущего перелета, а пра-
вая часть монотонно убывает с ростом ,PR  так что его 
решение не представляет вычислительных трудностей. 

Тем самым найдена формула (6), позволяющая про-
верить достаточность высоты пролета над поверхностью 
Луны, при расчетах на ЭВМ проверялось выполнение 
неравенства 50P MR R   км, где MR  – средний радиус 
Луны. А также получена формула (5) для нахождения по 

PR  величины импульса 1 , возникающего при склейке 
первых двух кусков траектории, который в итоге может 
быть вычислен лишь по найденным численно при реше-
нии задач Ламберта векторам 1v  и 3v . 

V. РЕЗУЛЬТАТЫ 
В результате численного моделирования удалось по-

строить траектории перелета к Фобосу с пертурбацион-
ным маневром у Луны. На лучшей найденной траекто-
рии КА стартует к Марсу в 2026 году, все промежуточ-
ные импульсы в точках 2, 3, 4 склейки участков равны 
нулю, в том числе около Луны 1 0  . Величина старто-
вого импульса у Земли 0  составила 3,45 км/с, конечно-
го у Марса – 4 1.95   км/с. Выигрыш по сравнению со 
схемой перелета напрямую от Земли к Фобосу без ма-
невра у Луны составил 148 м/с, что позволяет оценить 
целесообразность совершения такого маневра на траек-
тории к Марсу. 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В работе рассмотрена трехмерная задача оптимиза-

ции межпланетного перелета космического аппарата к 
Фобосу с учетом эфемерид. Миссия моделируется на 
основе комбинации задач Ламберта, оптимизация произ-
водится градиентным методом. Посчитан выигрыш от 
маневра у Луны, что позволяет оценить его целесообраз-
ность в экспедиции к Марсу. В качестве развития задачи 
предполагается рассмотрение на основе описанной ме-
тодики перелетов на другие орбиты искусственных 
спутников Марса, к Венере, главному поясу астероидов, 
Юпитеру. 

Так как решение задач Ламберта не представляет ни-
каких вычислительных трудностей, в данной постановке 
можно легко получить различные оценки. Полученные 
траектории могут использоваться в качестве хорошего 
начального приближения для исследования перелета на 
основе принципа Лагранжа в более точной модели еди-
ной задачи нескольких тел, с учетом различных возму-
щающих факторов, а также в задаче с кусочно-
непрерывной тягой. 
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Аннотация—Анализируются современное состояние и 

планы разработки и построения в России тяжелых 
экранопланов нового поколения. Формулируются задачи 
навигации и управления полетом экранопланов, требую-
щие решения. Производится сравнение возможных затрат 
на построение экранопланов весом 600 т и 54 т, оценивает-
ся эффективность их возможного применения. 

Ключевые слова—большой экраноплан, мореходность, 
навигационное обеспечение, управление полетом, датчики 
высоты, стоимость постройки, проблемы разработки. 

I. ВВЕДЕНИЕ. 
WIG-craft, или экраноплан в русскоязычном вариан-

те, уже много лет рассматривается как перспективный 
высокоскоростной амфибийный крыльевой транспорт-
ный аппарат, аэродинамическое качество которого мо-
жет существенно возрастать при полете вблизи опорной 
поверхности на высоте не более 1/5 от хорды крыла. Од-
нако обеспечить такой режим движения над морем не-
просто и возможно только для крупных экранопланов c 
хордой крыла порядка 30 м и габаритными линейными 
размерами порядка 100 м. При полете на высоте 6 м по 
отношению к среднему уровню моря морские волны 
высотой в 6 м (т.е. с амплитудой 3 м) не будут мешать 
крейсерскому движению, хотя в режиме взлета потре-
буют дополнительной тяги двигателей. Кроме того, вол-
новые возмущения создадут соответствующую помеху 
для позиционных датчиков высоты. Главный конструк-
тор советских экранопланов Р.Е. Алексеев, понимая ука-
занные сложности внедрения экранопланов, обеспечил 
большие размеры и соответствующий взлетный вес уже 
первых своих проектов, в частности 540-тонного «КМ» и 
340-тонного «Лунь» [1–4].  

В период прекращения бюджетного финансирования 
идеологи российского капитализма призывали искать 
корпоративных заказчиков для дешевых, т.е. малых, 
экранопланов, но это противоречило физике экранопла-
ностроения и до сих пор не обеспечило заметного про-
гресса в построении экранопланов. Наконец, вице-
премьер Ю.И. Борисов анонсировал в 2018 году созда-
ние нового российского экспериментального экранопла-
на «Орлан» с массой 600-800 тонн. Был обозначен срок 
начала его испытаний – 2027 год. Однако сейчас заявле-
но, что первым экранопланом нового поколения будет 
экраноплан А-050 со взлетной массой всего 54 т, что 
позволяет отнести его скорее к средним, а не к большим 
экранопланам. 

Если пандемия не помешает реализации этого плана, 
то пора начинать решение многих проблем, накопив-
шихся в экранопланостроении со времени строительства 

«Луня». Проблемы относятся и к аэрогидродинамике, и 
к конструкционным материалам, и к двигателям, и к ме-
сту строительства (если ЦКБ по СПК – разработчик, то 
кто строитель?). В предлагаемом докладе обсуждаются 
только проблемы навигации и управления движением. 

II. СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ МОРЕХОДНОСТИ ДВУХ 
ЭКРАНОПЛАНОВ РАЗНОГО ВЕСА 

A. Сравнительный анализ мореходности двух 
экранопланов разного веса 
Сначала обсудим возможный ущерб для мореходно-

сти от уменьшения массы проектируемого экраноплана, 
опираясь на пропорции наиболее крупного из построен-
ных экранопланов КМ и заявленного Ю.И. Борисовым 
«Орлана» [12, 13]. Приняв длину «Орлана» в 80 м и хор-
ду его крыла в 80/4 = 20 м, для экраноплана А-050 с мас-
сой 54 т, т.е. в 600/54 = 11 раз меньшей массы «Орлана», 
линейные размеры А-050 определим в 111/3 = 2,4 раза 
меньшими, чем могли бы быть у «Орлана». Соответ-
ственно, хорду крыла «А-050» можно оценить как  
20/2,4 = 8,33 м. Принимая нормированную высоту полета 
для действия экранного эффекта как 1/7 от хорды крыла, 
получим для «Орлана» 20,0/7 = 2,86 м и для «А-050» 
8,33/7 = 1,18 м. Амплитуда морской волны не должна 
превышать высоту полета. Более того, необходим неко-
торый запас по высоте, чтобы исключить касание греб-
ней волн из-за ошибок системы стабилизации высоты 
полета. Делаем вывод о необходимости полета на высоте 
порядка 4,6 м для «Орлана» и 2,1 м для «А-050». Допу-
стимая погрешность стабилизации высоты полета 
экраноплана может быть ±0,2 м, из них 5 см – суммарная 
погрешность системы измерения высоты, зависящая от 
широкополосной погрешности позиционного высотоме-
ра и низкочастотной погрешности (ухода) вертикального 
канала ИНС.  

Заметим, что в гидрографии под высотой волны h3% 
понимается расстояние от подножия волны до ее гребня c 
обеспеченностью 3%, т.е. удвоенная амплитуда гармони-
ческой волны. Для «Орлана» при полете на высоте 4,6 м 
амплитуда волны может достигать 4 м, когда h3% = 8 м. 
Это соответствует семибалльному морскому волнению и 
обеспечивает возможность практически всесезонного 
использования этого большого экраноплана.  

Для экраноплана «А-050» при полете на высоте 2,1 м 
амплитуда волны может достигать 1,8 м, когда h3% = 3.5 м. 
Это соответствует пятибалльному морскому волнению и 
обеспечивает возможность уверенного использования 
этого экраноплана в океане лишь примерно в половине 
дней года с плохой погодой. Полученное ограничение 
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мореходности очень существенно и, конечно, снижает 
интерес МО и МЧС к экраноплану «А-050». Можно по-
пытаться сделать все возможное для повышения море-
ходности экраноплана дешевыми средствами автомати-
ческого управления, но эта задача ранее не ставилась, и 
ее решение требует глубоких исследований.  

B. Оценка стоимости постройки больших 
экранопланов 
Для принятия решения о целесообразности разработ-

ки одного из двух описанных выше экранопланов оце-
ним стоимостные показатели каждого из них. В работе 
[5] для экраноплана «Орлан» со взлетной массой 800 т 
стоимость разработки оценена в $470 М. Если вернуться 
к более востребованной массе 600 т, то только по массо-
вому признаку можно грубо оценить стоимость «облег-
ченного «Орлана» как 470 × 600/800 = $353 М или при-
мерно 28 миллиардов рублей. 

Для оценки стоимости экраноплана «А-050» восполь-
зуемся выведенной в [5] формулой  

 СK1 K2P, 

где K1 = 2,1 тыс. долл./т, К2 = 2,3 тыс. долл./л.с., M – мас-
са летательного аппарата в тоннах, P – суммарная мощ-
ность энергетических установок на борту в лошадиных 
силах., С – стоимость аппарата в тысячах долларов 
США.   

Принимая во внимание, что на «А-050» имеются два 
стартовых турбореактивных двигателя Р-195 с тягой 5000 
л.с. и два маршевых турбовинтовых двигателя ТВ7-117С 
мощностью 2500 л.с., определим общую тяговооружен-
ность как 5000 2 + 2500 2 = 15000 л.с. Это в 16,6 раза 
меньше тяговооруженности «Орлана» Подставляя в (1) 
численные значения параметров, получим стоимость по-
строения «А-050»: С = 2,1 × 600 + 2,3 × 15000 = 35760 тыс. 
долл., или почти 2,7 миллиарда рублей. Это примерно в 
10 раз дешевле «Орлана». 

Принятие решения о строительстве «А-050» вместо 
«Орлана» позволяет сэкономить примерно 19,5 миллиарда 
рублей. Однако сделанные при этом затраты в 6,8 милли-
арда рублей не позволят испытать современный экрано-
план в штормовую погоду и при выполнении значитель-
ной части из его планируемых миссий. 

III. ПРОБЛЕМЫ НАВИГАЦИИ И УПРАВЛЕНИЯ ПОЛЕТОМ 
ЭКРАНОПЛАНОВ 

Наиболее важным навигационным решением для лю-
бого экраноплана является высокоточное измерение вы-
соты центра тяжести над средним уровнем моря, а также 
отслеживание профиля морских волн. Для этого абсо-
лютно необходимы два разнотипных датчика: позицион-
ный высотомер, измеряющий геометрическую высоту 
точки его установки, и вертикальный канал инерциаль-
ной системы, хорошо контролирующий резкие измене-
ния вертикального ускорения аппарата и в итоге двойно-
го интегрирования оценивающий абсолютную высоту 
полета без учета волновых возмущений. Разница оценок 
абсолютной и геометрической высот дает оценку профи-
ля волн [14]. 

Установка на борту не одного, а нескольких локаци-
онных высотомеров в разных точках (например, в носу и 
на концах крыла) позволяет не только повысить надеж-
ность системы, но и контролировать углы крена и танга-
жа по разностям их показаний. Это дает возможность 
также строить трехмерную модель неровностей под ле-
тящим аппаратом. 

При учете необходимости контролировать также соб-
ственные колебания нежестких корпуса и крыла экрано-
плана интегрированная система должна быть также рас-
пределенной, т.е. датчики будут различаться не только 
типом, но и местом установки на борту. Практически все 
известные инерциальные, локационные, позиционные, 
скоростные датчики, датчики воздушных сигналов и 
другие должны рассматриваться и анализироваться на 
предмет их полезности на борту экраноплана. Для каж-
дого бортового датчика должны быть понятны его точ-
ностные, спектральные, динамические и другие характе-
ристики. Методика оптимизации структуры и парамет-
ров измерительной системы хорошо отработана [5–7]. 

Все датчики на борту экраноплана следует разделить 
на три группы. Первая группа датчиков не имеет ника-
ких особенностей работы на борту экраноплана, и их 
достаточно полные характеристики хорошо известны. 
Вторая группа датчиков имеет некоторую специфику 
функционирования на борту экраноплана, которую надо 
анализировать, но сам датчик разрабатывать как новый 
нет необходимости. Например, датчики воздушных сиг-
налов (статического и динамического давления) должны 
быть размещены в точках, наименее подверженных слу-
чайным аэродинамическим возмущениям. Радиолокатор 
обзора передней полусферы желательно поднять как 
можно выше с целью расширения зоны своевременного 
обнаружения подвижных и неподвижных конфликтую-
щих объектов. Наконец, датчики третьей группы долж-
ны специально разрабатываться для использования на 
экранопланах и других неводоизмещающих скоростных 
объектах [4] ввиду существенной специфики их функци-
онирования в этих условиях.  

Прежде всего к этой третьей группе необходимо от-
нести высокоточные высотомеры. В докладе проанали-
зированы фазовые радиовысотомеры (пока они пред-
ставляются наиболее привлекательными), лазерные вы-
сотомеры, использование PMD-технологии, использова-
ние стереоскопической системы цифровых камер. 

Можно поставить задачу разработки принципов оп-
тимизации 3D-траектории полета экраноплана над силь-
но взволнованным морем, а также над ледяными тороса-
ми в Арктике с учетом опыта разработки в ЦНИИ 
«Электроприбор» системы стабилизации и демпфирова-
ния «Смена-3» экраноплана «Лунь» (главный конструк-
тор – В.Б. Диомидов). 

Аэродинамические расчеты должны обеспечить вы-
сокое аэродинамическое качество при активном исполь-
зовании современных средств автоматизации проекти-
рования. В частности, в ГУАП хорошо освоена методика 
расчетов на основе Comsol Multyphysics [6, 7]. Фактор 
накопления опыта важен для удешевления проекта и 
обеспечения его высокого качества. 

Наиболее важным навигационным решением для лю-
бого экраноплана является высокая точность и устойчи-
вость управления движением в продольной плоскости. 
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Одним из ключевых вопросов проектирования явля-
ется разработка информационно-управляющего ком-
плекса. Навигационную часть можно взять авиацион-
ную, специфики в ней особой нет за исключением кана-
ла высоты, погрешность измерения в котором не должна 
превышать 10 см в диапазоне высот 0–10 м. Варианты 
построения канала измерения высоты описаны в [2–7]. 

Однако система управления не имеет близкого про-
тотипа и требует весьма большого исследования и спе-
циальной разработки с учетом имеющегося опыта. 

Систему автоматического демпфирования и стабили-
зации «Смена-3» для экраноплана «Лунь» создавал 
ЦНИИ «Электроприбор», главный конструктор – д.т.н. 
В.Б. Диомидов. Эта система подробно описана в его кни-
ге [3], а также в вышедшей двумя годами ранее книге [2], 
посвященной общим вопросам управления полетом 
вблизи поверхности. 

Других систем автоматики для экранопланов за по-
следние 30 лет «в металле» не создавалось. Больших 
экранопланов не строили, а на малых дешевых экрано-
планах проще было использовать только ручное управ-
ление. Сейчас ситуация изменилась в связи с анонсиро-
ванием проекта «Орлан» [5] и неоднократными авария-
ми малых экранопланов из-за ошибок пилотирования. 

Система управления должна быть интеллектуальной 
и успешно решать следующие задачи: 

 демпфировать каналы управления существенно 
нелинейным объектом, повышать запас их устой-
чивости; 

 обеспечивать отказобезопасность, реконфигури-
ровать системы при обнаружении отказов их эле-
ментов; 

 блокировать ошибочные команды пилотирования 
для исключения аварийных ситуаций при дости-
жении опасной совокупности значений парамет-
ров полета; 

 обеспечивать оптимальную балансировку откло-
нений руля высоты и закрылков с целью удержи-
вания угла атаки, при котором аэродинамическое 
качество максимально; 

 автоматизацию режима взлета с морской поверх-
ности по критерию минимизации требуемой тяги 
двигателей; 

 автоматизацию выполнения маневра «горка» с 
изменением высоты при облете препятствия; 

 обеспечивать автоматическое или полуавтомати-
ческое выполнение быстрого маневра по преду-
преждению столкновения с препятствиями; 

 проводить оптимизацию 3D-траектории движения 
с частичным отслеживанием длиннопериодиче-
ских неровностей подстилающей поверхности. 

Последняя позиция в списке наиболее сложна для ис-
следования и позволяет доказать целесообразность ча-
стичного отслеживания траекторией полета экраноплана 
длиннопериодических спектральных составляющих не-
ровностей для снижения средней геометрической высо-

ты экраноплана и повышения аэродинамического каче-
ства его крыла. Такие колебания могут иметь малую ам-
плитуду и частоту и не приводят к большим колебатель-
ным ускорениям, дискомфортным для экипажа и пасса-
жиров. Но снижение средней геометрической высоты 
даже на несколько процентов благоприятно сказывается 
на экономии использованного в полете топлива.  

Как следует из публикаций в прессе, разработка си-
стемы управления полетом нового экраноплана прово-
дится сейчас в АО «НИИАО», г. Жуковский. Институт 
имеет опыт разработки пилотажного комплекса для гид-
росамолета Be-200. Насколько применим такой опыт для 
экранопланов, покажет время. Какого-либо обмена опы-
том между НИИАО и «Электроприбором» сейчас не 
происходит. 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Рассмотрено современное состояние и возможные 

перспективы создания в России тяжелых экранопланов 
нового поколения. Перечислены задачи навигации и 
управления полетом экранопланов, требующие решения. 
Проведено сравнение ожидаемой мореходности экрано-
планов весом 600 т и 54 т, а также стоимости их по-
стройки.  
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Аннотация—В докладе рассматриваются задачи, свя-
занные с разработкой микропроцессорной цифровой си-
стемы измерения высоты полета беспилотного летатель-
ного аппарата (БПЛА), соответствующей современным 
тенденциям и требованиям развития мирового авиацион-
ного приборостроения. Для малого БПЛА можно успешно 
выполнять интеграцию двух каналов измерения высоты: 
спутниковой системы навигации и инерциальной системы 
на базе акселерометра. Такой алгоритм обработки данных, 
несмотря на простоту, является весьма эффективным. 
Кроме того, реализация бортовой приборной системы ин-
тегрирующей данные каналы представляет собой пре-
красную учебную задачу как для разработки компьютер-
ных моделей в среде MatLab и Labview, так и для изготов-
ления действующего прототипа с использованием недоро-
гих доступных радиокомпонент. Указанные задачи реша-
лись преимущественно в учебно-исследовательских и об-
разовательных целях в Санкт-Петербургском государ-
ственном университете аэрокосмического приборострое-
ния с широким привлечением студентов, включая ино-
странных. Так, в 2016 году в ГУАП проходил стажировку 
студент из Германии Мухаммед Кхалаф, имеющий воз-
можность тестирования прототипов разрабатываемого 
оборудования в ходе испытательных полетов на разных 
рабочих высотах, выполняемых на личном легкомоторном 
самолете Физлер-156. Пробные полеты подтвердили полу-
ченную методом компьютерного моделирования заданную 
точность измерения высоты полета. 

Ключевые слова—сенсоры, БПЛА, бортовая система 
измерения параметров полета, алгоритм обработки ин-
формации, нелинейный информационный фильтр, мульти-
сенсорная система. 

I. ВВЕДЕНИЕ  
Актуальность рассматриваемой задачи связана с по-

вышением точности навигации, для обеспечения безава-
рийного и экономичного полета беспилотных летатель-
ных аппаратов в диапазонах особо малых высот, харак-
теризуемых значениями единиц метров. При этом высо-
та полета уточняется и выбирается для минимизации 
вероятности столкновения БПЛА с препятствиями с уче-
том характера подстилающей поверхности [1, 2, 3]. Эта-
пы взлета и посадки также должны характеризоваться 
завешенными требованиями к точности измерения ма-
лых высот и характеристик неровностей поверхности [4]. 
Традиционным способом минимизации погрешности 
измерений бортовой интегрированной навигационной 
системы является комбинация МЭМС-акселерометров с 

навигационной спутниковой системой (GPS) для разра-
ботки системы автоматического управления горизон-
тальным полетом БПЛА [5]. О распространенности тако-
го подхода свидетельствует его применение даже в каче-
стве приложений для бытовых смартфонов в задачах 
пешеходной навигации [6]. 

Однако воздействие шумов акселерометра, таких как 
погрешность начальной установки и интеграционные 
ошибки, неограниченно возрастают с течением времени 
и делают показания акселерометра бесполезным в тече-
ние долгого времени [7]. Также показания датчика спут-
никовой навигационной системы зависит от шумов, та-
ких как ошибка синхронизации, тропосфер-
ной/ионосферной задержки и многолучевой ошибки, но 
в отличие от акселерометров эти ошибки ограничены и 
стабильны [8]. Известны подходы на основе результатов 
статистического анализа погрешностей оценивания 
навигационных параметров для разных периодов отклю-
чений сигнала GPS [9]. Однако такие данные необходи-
мо оценивать для каждого отдельного приемника спут-
никовой навигационной системы. Ошибки в спутнико-
вой навигационной системе в основном носят высокоча-
стотный характер и могут быть аппроксимированы в 
виде белого шума, для того чтобы подавлять их, из пока-
заний спутниковой навигационной системы принимают-
ся только низкочастотные компоненты. И наоборот 
ошибки акселерометров обычно появляются в низкоча-
стотной части выходного сигнала датчика [10]. Для того 
чтобы подавлять их, из показаний акселерометров при-
нимаются только высокочастотные компоненты.  

II. АРХИТЕКТУРА ИНТЕГРАЦИИ GPS/АКСЕЛЕРОМЕТРА 
Обобщенная конфигурация интегрированной изме-

рительной системы может быть представлена блок-
схемой на рис. 1, где Si для i = 1, 2 – доступные бортовые 
первичные датчики (GPS и акселерометр), выходные 
сигналы которых состоят из полезного компонента xi(t), 
соответствующего истинному значению измеряемого 
параметра (высота) + различные значения шума vi(t). 

Wsi(s) – передаточные функции датчиков, он для GPS 
Ws1(s) равен единице, а для акселерометра Ws2(s) равным 
s2, Hci(s) – передаточные функции компьютера, где сиг-
налы датчиков должны фильтроваться перед их сумми-
рованием.  

Цель – найти передаточные функции фильтров Hc1(s) 
и Hc2(s). 
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Рис. 1. Блок-схема интегрированной измерительной системы 

Фильтр представляет собой математический алго-
ритм, обеспечивающий оптимизированный выход для 
зашумленного входного сигнала с помощью прогнозной 
модели. Он оценивает, каким должен быть ответ без 
шума или ошибок, создаваемых реальным датчиком. 
Путем усреднения выходного значения реальной систе-
мы управления и системы управления с прогнозировани-
ем можно получить оптимальный сигнал. 

Дополнительный фильтр показан на рис. 2, где vGPS и 
vac – измерения высоты с зашумлением, а ℎ෠ – оценка h, 
произведенная фильтром. 

 
Рис. 2. Конфигурация дополнительного фильтра 

Шум в GPS в основном высокочастотный, а шум в 
акселерометре в основном низкочастотный. Поэтому 
H1(s) можно сделать фильтром нижних частот для филь-
трации высокочастотного шума в GPS. Если H1(s) низко-
частотный, то [1-H1(s)] является его дополнением, то 
есть фильтром верхних частот, который отфильтровыва-
ет низкочастотный шум в акселерометре. 

III. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ ФИЛЬТРОВ 
Основная задача при синтезе интегрированной изме-

рительной системы состоит в выборе передаточных 
функций Hi(s), i = 1, 2, фильтров и передаточных функ-
ций каналов измерения внутри системы. 

Порядок требуемых передаточных функций должен 
быть не меньше степени ограниченной производной по-
грешности используемых датчиков, так как акселеро-
метр измеряет вторую производную вместо самого сиг-
нала, порядок n также должен быть не меньше двух. 

Чтобы количество конструктивных параметров филь-
тра оставалось небольшим, мы выбрали простую переда-
точную функцию второго порядка: 

(ݏ)ܹ = ௄మ(ଵାఛ௦)
௦మ

.                            (1) 

Она зависит только от двух параметров: K2 – коэф-
фициент усиления и τ – постоянная времени. 

Чтобы получить инвариантную систему, результи-
рующая передаточная функция должна быть равна еди-
нице: H1(s) + H2(s) = 1. 

Отсюда следует, что передаточными функциями всей 
системы с учетом обратных связей будут: 

(ݏ)௖ଵܪ =
௄మ(ଵାఛ௦)

௄మା௄మఛ௦ା௦మ
,                           (2) 

(ݏ)௖ଶܪ =
ଵ
௦మ
⨯ ௦మ

௄మା௄మఛ௦ା௦మ
= ଵ

௄మା௄మఛ௦ା௦మ
. 

Исследуемая функция зависит от двух параметров K2 
и τ, которые нам необходимо оптимизировать. 

Выбранный критерий оптимальности будет основан 
на минимизации верхней границы суммарной погрешно-
сти измерений. 

IV. МИНИМИЗАЦИЯ ВЕРХНЕЙ ГРАНИЦЫ СУММАРНОЙ 
ПОГРЕШНОСТИ ИЗМЕРЕНИЙ 

Полезный сигнал h(t) и шумы vi(t) являются цен-
тральными составляющими входного сигнала системы, 
результирующая ошибка представляется как сумма двух 
составляющих e = eG + eA, где eG – ошибка GPS, а eA – 
ошибка акселерометра. 

Дисперсия результирующей ошибки равна дисперсии 
ошибки от GPS, добавленной к дисперсии ошибки от 
акселерометра [11]: De = DeG+DeA. 

Дисперсия связана со спектральной плотностью ин-
тегральными соотношениями [12]: 

௘ீܦ =
ଵ
గ
∫ ଵ(݆ω)|ଶܵீ(ω)ܪ|
ஶ
଴ ݀ω,                 (3) 

௘஺ܦ =
ଵ
గ
∫ ଶ(݆ω)|ଶܪ| ஺ܵ(ω)
ஶ
଴ ݀ω. 

SG(ω) – это спектральная плотность шума в GPS бу-
дем считать константой (белый шум) SG(ω) = SG. Тогда 
дисперсия ошибки GPS равна DeG = SG Δfeq [13]: 
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    (4) 

௘തതതܦ = ௘஺ܦ ௘ீܦ	+ = ௘஺ܦ +	ܵீ ቀ
ଵା௄మఛమ

ଶఛ
ቁ. 

Поскольку SA(ω) неизвестна (известна только диспер-
сия 2-й производной ошибок, но ее спектр неизвестен), 
оценка погрешности акселерометра становится более 
сложной, поскольку дисперсию DeA невозможно рассчи-
тать напрямую. Однако можно оценить ее верхнюю гра-
ницу ܦ௘஺௠௔௫തതതതതതതതത , она основана на приближении функции 
 :ଶ(݆߱)|ଶ полиномом [14]ܪ|
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Решение этого уравнения дает нам требуемый поли-
номиальный коэффициент C2: 

ଶܥ =
ଵ

௄మయఛమ൬ଵି
಼మ	ഓమ
ర ൰

		.                         (5) 

После определения аппроксимирующего полиноми-
ального коэффициента из условия С2=max|H2 (j߱) |2 / ߱4: 

ഥ݁஺ܦ =
ଵ
గ
∫ ଶ(݆߱)ଶܪ ஺ܵ(߱)
ஶ
଴ ݀߱ ≤

																									ଵ
గ
∫ ܿଶ߱ସ

஺ܵ(߱)݀߱ = ଶܦଶܥ
ାஶ
଴ ,                      (6) 

где D2=1/π∫߱4SA(߱)d߱ – дисперсия второй производной 
от ошибки акселерометра: 

ഥ݁஺ܦ = ଶܦଶܥ → ഥ݁஺ܦ =
ୈమ

୏మయதమ൬ଵି
ేమಜమ
ర ൰.              (7) 

V. ОЦЕНКА ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ ТОЧНОСТИ И ВЫЧИСЛЕНИЕ 
СРЕДНЕКВАДРАТИЧЕСКОЙ ОШИБКИ ИЗМЕРЕНИЯ  

ВЫСОТЫ ПОЛЕТА 
Целевая функция оптимизации зависит от конкрет-

ных параметров, оптимальные значения которых необ-
ходимо найти [11]: 

,ଶܭ)ഥ௘஺ܦ ߬) =
ଶܦ

ଶଷ߬ଶܭ ቀ1 −
௄మఛమ

ସ
ቁ
+ ܵ௩ଵ

1 + ଶ߬ଶܭ

2߬ → min. 

Исследование этой функции на экстремуме дает оп-
тимальное значение для коэффициента усиления K2o и 
постоянной времени τo, а также минимальную верхнюю 
границу общей ошибки в виде [14]: 

ଶ଴ܭ = 1.77ቀ஽మ
ௌೡభ
ቁ
ଶ/ହ

,

߬଴ = 0.92 ቀௌೡభ
஽మ
ቁ
ଵ/ହ

,
                           (8) 

ഥ݁஺௠௜௡ܦ = ,ଶ଴ܭ)ഥ݁ܦ ߬଴) =  .ଶଵ/ହܵ௩ସ/ହܦ	1,70

Вычисляем среднеквадратичную ошибку системы. 
Идея использования теоретического анализа заключа-

лась в определении характеристик входного воздействия. 

Желаемая точность должна лежать в диапазоне 3-5 м, 
если учесть эти качества микромеханического-
акселерометра и GPS: 

D2=1м2/сек4 
Sv1=10м2/сек 

После оптимизации системы (используя оптималь-
ные значения K2 и τ) мы получим верхнюю границу 
ошибки: 

௠௜௡	ഥ௘ܦ = 1,70	(1)ଵ/ହ ⨯ (10)ସ/ହ=10,71 м2, 

௘ߪ 	௠௜௡ = ඥܦഥ௘	௠௜௡ 	= 3,27 м. 

Такое условие точности должно быть получено в ре-
зультате оптимизации передаточных функций W(s) и 
использования двух датчиков со следующими характе-
ристиками: 

D2=1м2/сек4, 
Sv1=10м2/сек. 

VI. ТЕСТИРОВАНИЕ ИНТЕГРИРОВАННОЙ СИСТЕМЫ 
Чтобы проверить свойство инвариантности системы, 

были использованы два различных изменения входных 
сигналов (гармоническая и ступенчатая).  

После того как разработанный навигационный 
фильтр был признан при моделировании высокоэффек-
тивным, были проведены испытания и летные испыта-
ния для проверки разработанного алгоритма в экспери-
менте. В центре внимания анализа находится достижи-
мая точность, потому что это важно для рассматривае-
мого приложения.  

В качестве действующего макета использовалась си-
стема измерения на микропроцессорной платформе Ar-
duino UNO c возможностью исполнения в более ком-
пактном варианте на Arduino Nano. В качестве спутни-
ковой навигационной системы был выбран один из 
наиболее популярных модулей GPS – NEO6MV2, к до-
стоинству которого относится наличие встроенной бата-
реи, позволяющей сохранять координаты спутников, что 
положительно сказывается на динамических характери-
стиках комплексной системы измерения высоты. В каче-
стве измерителя вертикального ускорения полета был 
выбран акселерометр с гироскопом GY-521 на базе мик-
росхемы MPU-6050. 

Данный модуль является весьма распространенным и 
подходящий для решения поставленных в проекте задач. 
К основным плюсам данного модуля можно отнести 
ручную установку задержки сбора показаний, что облег-
чает настройки по его согласованию с другими каналами 
интегрированной системы. 

В процессе анализа серийных БПЛА для реализации 
проекта был выбран квадрокоптер DJI Phantom 3, кото-
рый идеально отвечает требованиям эксплуатационных 
характеристик установленных в задании: 

 диапазон измеряемой высоты – от –100 до 3000 м; 

 максимальная вертикальная скорость – 30 м/сек; 

 температура окружающей среды – от –30 до +50 °С. 

В настоящее время были проведены летные испыта-
ния разработанной системы измерения высоты полета на 
легкомоторном самолете Fi-156 возле аэродрома Лин-
нич-Бослар (Германия), что упростило контроль ее рабо-
ты непосредственно в полете на подключенном компью-
тере Notebook (см. рис. 3). 

 
Рис. 3. Тестирование системы на легкомоторном самолете  
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Тестовые полеты показали у действующего рабочего 
прототипа разработанной интегрированной системы 
шумы измерения значительно меньше, чем у штатного 
измерителя высоты (см. рис. 4).  

 
Рис. 4. Измерения высоты полета интегрированной системой (синий 
график) и штатным измерителем (фиолетовый график) 

VII. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Для решения поставленной задачи были определены 

состав и структура бортового оборудования цифровой 
системы измерения высоты, разработаны принципиаль-
ные электрические схемы бортового прибора и специ-
альное программное обеспечение для обработки алго-
ритмов комплексной обработки измеряемой высоты на 
основании применения методов цифровой фильтрации 
данных. 

Результаты компьютерного моделирования показали, 
что в выбранном для исследования диапазоне высот (до 
100 м) разработанная бортовая система полностью удо-
влетворяет требованиям точности к управлению гори-
зонтальным полетом БПЛА. Кроме того, тестовые поле-
ты на легкомоторном самолете Fi-156 показали у дей-
ствующего рабочего прототипа разработанной ком-
плексной системы шумы измерения значительно мень-
ше, чем у штатного измерителя высоты. Дальнейшим 
направлением развития описываемого устройства явля-
ется включение в комплексную обработку показаний 
барометрического датчика высоты. Также перспектив-
ным направлением является использование разработан-
ной интегрированной системы для улучшения условий 
функционирования бортового оборудования БПЛА, 
например радиолокационного оборудования [15]. 

Результаты моделирования и экспериментальная 
проверка разработанных алгоритмов подтверждают эф-

фективность предложенного метода для получения хо-
рошей оценки высоты БПЛА даже при увеличении шума 
датчиков. Чтобы получить полную навигацию, исполь-
зование INS может быть расширено за счет включения 
всех осей (а не только вертикального канала). 
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Аннотация—В данной работе рассматривается движе-

ние относительно центра масс аэродинамически стабили-
зированного наноспутника формата CubeSat. Анализиру-
ется возможность возникновения резонансных режимов 
движения, обусловленных присущим им форм-фактором 
прямоугольного параллелепипеда и наличием малой 
инерционно-массовой асимметрии – смещением центра 
масс от продольной оси, малой динамической несиммет-
ричностью и центробежными моментами инерции. Рас-
смотрена взаимосвязь между компонентами асимметрии и 
резонансными соотношениями частот. Получены выраже-
ния для определения критического значения продольной 
угловой скорости наноспутника, при котором выполняют-
ся условия возникновения резонансов. Даны рекоменда-
ции по предотвращению возможности появления резо-
нансных режимов движения.  

Ключевые слова—наноспутник формата CubeSat, 
аэродинамический момент, угол атаки, угол собственого 
вращения, резонансный режим движения, малая 
асимметрия. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В связи с постепенным усложнением задач, решае-

мых наноспутниками, вопросы изучения их движения 
относительно центра масс становятся все более актуаль-
ными. Важной особенностью наноспутников является 
то, что угловое ускорение, обусловленное аэродинами-
ческим моментом, значительно выше, чем у спутника с 
большими размерами и массой (при одинаковых значе-
ниях относительного запаса статической устойчивости и 
объемной плотности) [1]. В связи с этим распространено 
использование пассивной стабилизации наноспутника по 
вектору скорости движения центра масс с помощью 
аэродинамического момента [1–5]. 

При изучении движения аэродинамически стабили-
зированного наноспутника относительно центра масс 
важно учитывать возможность возникновения резонанс-
ных режимов движения, которые проявляются в резком 
изменении амплитуды колебаний по пространственному 
углу атаки, когда линейная целочисленная комбинация 
частоты колебаний пространственного угла атаки и 
средней частоты собственного вращения оказывается 
близкой к нулю. Рассмотрение возможности возникно-
вения резонансных режимов движения, а также меры по 

их предотвращению повышают надежность системы 
ориентации наноспутника.   

Изучению резонансных режимов движения осесим-
метричных космических аппаратов с малой инерционно-
массовой и геометрической асимметрии, посвящено 
большое количество работ отечественных и зарубежных 
авторов [6–8].  

В связи с тем что наноспутники формата CubeSat 
имеют форму прямоугольного параллелепипеда, аэроди-
намический момент зависит не только от пространствен-
ного угла атаки, но и от угла собственного вращения.  
В этом случае возникновение резонанса возможно толь-
ко за счет формы аппарата даже без малой асимметрии 
[1]. Как было показано в работе [9] при появлении малой 
асимметрии, а именно смещении центра масс наноспут-
ника от продольной оси, количество резонансных соот-
ношений частот увеличивается. 

Следует отметить, что, кроме смещения центра масс 
от продольной оси, наноспутник может также иметь ма-
лую динамическую несимметричность и несовпадение 
главных осей инерции со строительными осями. Полно-
стью устранить инерционно-массовую асимметрию при 
создании малоразмерных космических аппаратов не 
представляется возможным. В работе [10] проведен об-
зор существующих средств измерения положения центра 
масс и моментов инерции, предназначенных для малых 
объектов, с указанием погрешности измерений.  

Настоящая работа посвящена исследованию вопроса 
возможности возникновения дополнительных резонанс-
ных соотношений частот по сравнению с полученными 
ранее в работах [1, 9] при наличии малой динамической 
несимметричности и центробежных моментов.   

II. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
Рассмотрим модель движения относительно центра 

масс аэродинамически стабилизированного наноспут-
ника формата CubeSat с малой инерционно-массовой 
асимметрией. Для описания движения масс введены две 
системы координат (СК): траекторная OXYZ (совпада-
ющая с орбитальной в случае круговой орбиты) и свя-
занная Oxyz СК (центральная система координат, оси 
которой параллельны строительным осям наноспутни-
ка). Связь между траекторной и связанной СК определя-
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ется с помощью углов Эйлера, где α – пространствен-
ный угол атаки, ψ – угол прецессии, φ – угол собствен-
ного вращения. 

Тензор инерции наноспутника в связанной СК: 

 
x xy xz

xy y yz

xz yz z

I I I
I I I I

I I I

  
    
   

, (1) 

где xyI , xzI , yzI  – центробежные моменты инерции, ко-
торые являются малыми, xI , yI , zI  – осевые моменты 
инерции, причем отличие yI  и zI  мало.  

Принято полагать, что на рассматриваемых высотах 
обтекание наноспутника является свободномолекуляр-
ным и удар молекул газа абсолютно неупругий, тогда 
аэродинамическое угловое ускорение наноспутников 
формата CubeSat определяется выражением [9] 

 
 

1( , , ) ( ) | cos | sin (| sin | | cos |)

sin ( sin cos )cos ,
sM H m H k

x y z
          

      
 

(2) 

где 1 0( ) ( ) / nm H c Sq H I  ; sk  – отношение площади 
одной из боковых поверхностей к характерной площади; 

x  – смещение центра масс относительно 
геометрического центра (центра давления) вдоль продоль-
ной оси; ,y z   – смещение центра масс от продольной 
оси ( ,y x z x      ); 0c  = 2,2 – коэффициент 
лобового сопротивления; S   характерная площадь 
наноспутника;  2( ) ( ) ( ) / 2q H H V H    скоростной 

напор; ( ) / ( )EV H R H    скорость полета; Н  
высота полета, ( )H   плотность атмосферы; 

( ) / 2n y zI I I    поперечный момент инерции 
наноспутника;   – гравитационный параметр Земли; ER  – 
радиус Земли.  

Полагая | sin | | cos | 1 ( 2 1) sin 2        (ошибка 
аппроксимации не превышает 1,5% [1]), можно предста-
вить выражение (2) в виде двух слагаемых, одному из 
которых в силу его малости припишем малый параметр 
 : 

( , , ) ( , ) ( , , ) ,M H M H H           (3) 

где   0( , ) ( )(| cos | sin )sin ,sM H m H k        

0 1( ) ( ) ,m H m H x   
(4) 

 

2
0

1

( , , ) ( ) ( 2 1) sin 2 sin

( ) | cos | sin (| sin | | cos |)
( sin cos )cos .

s

s

H m H k

m H k
y z

       

       

     

 (5) 

Для проведения приближенного анализа параметров 
движения зависимость (4) допустимо аппроксимировать 
синусоидальной зависимостью по углу атаки: 

0( , ) ( ) sin ,nkM H m H m     (6) 

где 
4 8

3
S

nk
k

m





 – первый член разложения в ряд Фурье 

по синусам.  

Учитывая представление аэродинамического углового 
ускорения наноспутников формата CubeSat в виде (3), 
угловое движение наноспутника на низких круговых ор-
битах относительно траекторной системы координат, 
если пренебречь гравитационным моментом и орбиталь-
ной угловой скоростью, можно описать уравнениями в 
форме аналогичной [6, 11], а изменение высоты полета 
наноспутника – уравнением в соответствии с [12]: 

( , ) ( , , ) ( , , , , ),IF H H H R G              
2/ ( cos )cos / sin ( , ) ,xR I G R H          
2( cos ) / sin ,G R     

( , , ),RR H                                 (7) 

( , , , ),GG H R     
2 ( , ) ( ) ( ) / ( , , ) ,x HH q H V H g H          

3( , ) ( cos )( cos ) / sin ( , )F H G R R G M H        , 

 

2 2 2

0

( , , , , ) ( sin cos )( sin )

( cos sin ) sin

2(1 ) ( sin sin 2 cos 2 )

( ) | cos | sin (| sin | | cos |)

sin ( cos 2 sin 2 )

1 ( sin cos 2 sin 2 ).
2

I
xy xz

xy xz

yz
x

s

i yz

i

H R G I I R

I I

RI
I

m H k

I

R

         

     

      

       

     

      



 

 

 

 

Здесь 0( , ) (| cos | sin (| sin | cos )) /x sс k S m           – 
баллистический коэффициент; m – масса наноспутника; 

,x xR I  cos ( sin cos )siny zG R         – отне-
сенные к поперечному моменту инерции nI  проекции 
вектора кинетического момента на продольную ось 
наноспутника и на направление скорости центра масс; 

/x x nI I I ; /xy xy nI I I ; /xz xz nI I I ; /yz yz nI I I ; 
( ) /i z y nI I I   ; величины xyI , xzI , yzI , i  полагаются 

малыми порядка  ; , ,x y z    – проекции вектора 
угловой скорости на оси связанной системы координат; 

 2/ ( )E E Eg g R R H  ; Eg – ускорение свободного па-
дения на поверхности Земли; ( , , , )G H R   – медленно 
меняющаяся функция, которая равна нулю при нулевых 
значениях центробежных моментов инерции и динами-
ческой симметричности ( i =0); ( , , )R H   – медлен-
но меняющаяся функция, которая равна нулю при от-
сутствии асимметрии. 

В зависимости от соотношения величин R и G реали-
зуются различные типы прецессионного движения. При 
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выполнении условия R G  реализуется «обратная» 
прецессия, при G R  – «прямая» прецессия [13]. 

III. РЕЗОНАНСНЫЕ РЕЖИМЫ ДВИЖЕНИЯ 
Для анализа резонансных режимов колебательной 

системы в соответствии с процедурой, предложенной в 
[14], система (7) была приведена к форме, в которой 
содержатся медленно изменяющиеся и быстрые пере-
менные типа быстро вращающихся фаз. Вместо первого 
уравнения системы (7) используются два уравнения 
первого порядка для амплитуды max  и фазы 

0( )y t t  . Причем множитель   выбирается таким, 
чтобы общее решение системы (7) при невозмущенном 
движении ( 0  ) было 2 -периодической функцией 
y . В результате была получена система с двумя враща-

ющимися фазами 0( )y t t    и  : 

maxmax max( , , , )y z     ,           

max max( , ) ( , , , )y z Y y z       , 

max max( , ) ( , , )z L y z       ,             

max( , , , )zz y z    , 

 

(8)  

где ( , , )z H R G ; 

max max max( , , ) ( , , ) ( , )L y z y z z       ;  

max max
max

max

( , , , ) ( ) ( )
( , )

( , ) ( , ) ,

I

z

y z sign
F z

W z W z
z z

  

         

           

 
 

max

max

max

max

max

1( , , , ) 2 ( )

1 ,

z
dY y z sign

z T

d
T










                  
              










 

max max( , ) 2 / ( , )z T z      – частота собственных коле-

баний системы (7) при 0  ; 
max

min

max( , ) 2 dT z





 

 
 – пе-

риод колебаний; max , min  – максимальный и мини-

мальный углы атаки; max2[ ( , ) ( , )]W z W z      ; 

( , ) ( , )W z F z d    ; 
2

max max
0

1( , ) ( , , )
2

z y z dy


    
   – 

средняя частота собственного вращения.  

В случае невозмущенного движения ( 0, z const   ), 
когда аэродинамическое угловое ускорение является 
синусоидальной функцией угла атаки (6), решение для 
пространственного угла атаки имеет вид [15]: 

2 ( )cos ( ), ,yK kAcn K k k x      
 (9)  

где ( )cn u  – эллиптический косинус, maxcosx   , 
/ ,K   2 ,A x x   ( )K k  – полный эллиптический 

интеграл первого рода, / 2 ,k A   0 ,nkm m     
2

2 mincos ( ) / (1 ) ,x a bx x       
2 2 21 2( ) / (1 ) [( ) / (1 )] ,ax b x a bx x         

2 2
0( ) / ( 4 )nka R G m m   , 0/ (( 2 ))nkb RG m m  . 

Для малых значений модуля эллиптических функций 
k решение (9) упрощается [7]:  

1 1cos cos ,a b y    (10)  

где 1 2 1 2( ) / 2 , ( ) / 2 .a x x b x x      

Резонансные соотношения частот колебаний по уг-
лам атаки и собственного вращения в соответствии с 
[16] получим, приравнивая собственную частоту по углу 
атаки   к частотам каждого из слагаемых внешних ма-
лых возмущений: 

,n p    (11)  

где n, p – целые взаимно простые числа. 

В табл. 1 приведены соотношения частот для случая 
«прямой» прецессии и указаны виды инерционно-
массовой асимметрии, вносящие вклад в данное соот-
ношение. Итого для случая «прямой» прецессии полу-
чено 19 соотношений частот, соответствующих резо-
нансу. Можно сделать вывод, что наличие центробеж-
ных моментов инерции и малой динамической несим-
метричности добавило 3 новых соотношения частот и 
внесло вклад в соотношения, полученные ранее. Так 
называемый «лунный» резонанс, когда средняя угловая 
скорость собственного вращения близка к нулю ( 0  ) 
и наноспутник обращен одним боковым ребром к набе-
гающему потоку, обусловлен всеми рассмотренными 
факторами – как формой, так и инерционно-массовой 
асимметрией. Тогда как, например, главный вращатель-
ный резонанс (   ) может проявиться только при 
наличии асимметрии. 

Для случая «обратной» прецессии резонансных со-

отношений частот меньше, а именно: 3
5

  , 2
3

  , 

3
4

  ,   , 3
2

  , 2  , 3  . Каждое из соот-

ношений обуславливается соответствующими фактора-
ми, приведенными в табл. 1 для случая «прямой» пре-
цессии.  

Для определения условий возникновения резонанса 
воспользуемся выражением для средней частоты соб-
ственного вращения [7] 

2
2(1/ 1/ 2) ( ) ,

4x a
RR I sign R G        (12)  

где 0 .a nkm m    
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Частота колебаний по пространственному углу атаки 
определяется соотношением 

2
22 .

4a
R

     (13)  

Из (12), (13) получены выражения определения кри-
тического значения продольной угловой скорости нано-
спутника, при котором выполняются условия возникно-
вения резонансного движения: 

 

2

2 2
,

11 1
4

a
xkr

x x

d
I d I


 

  
 (14)  

где 2 1 0resd k    в случае «прямой» прецессии; 
2 1 0resd k    случае «обратной» прецессии; resk  – 

коэффициент, стоящий в резонансных соотношениях 
частот перед   в  табл. 1. 

ТАБЛИЦА 1. РЕЗОНАНСНЫЕ СООТНОШЕНИЯ ЧАСТОТЫ КОЛЕБАНИЙ 
ПРОСТРАНСТВЕННОГО УГЛА АТАКИ И СРЕДНЕЙ ЧАСТОТЫ СОБСТВЕННОГО 

ВРАЩЕНИЯ 

Соотношение частот 

resk    Обуславливающий фактор 

0   
форма,  

xyI , 
xzI , 

yzI , i , ,y z   

1
6

    
yzI , 

i  

1
5

    ,y z   

1
4

    форма 

1
3

    
yzI , 

i , ,y z   

2
5

    ,y z   

1
2

   форма, yzI , i ,  

3
5

   ,y z   

2
3

   ,y z   

3
4

   форма 

   xyI , xzI , yzI , i , ,y z   

3
2

   yzI , i  

2   xyI , xzI , ,y z   

3   xyI , 
xzI , ,y z   

IV. РИМЕРЫ РЕЗОНАНСНЫХ РЕЖИМОВ ДВИЖЕНИЯ 
С использованием полученных в работе выражений 

были вычислены критические значения продольной уг-
ловой скорости наноспутника CubeSat 3U и проведено 
численное моделирование с использованием полной 
модели движения, в которой учитывается влияние гра-
витационного момента и наличие орбитальной угловой 
скорости. 

Для примера, на рис. 1 показано резонансное измене-
ние пространственного угла атаки наноспутника Cu-
beSat 3U с параметрами: xI  = 0,005 кг.м2, yI  = 0,023 кг.м2, 

zI  = 0,027 кг.м2 ( i =0,16), 0xy xz yzI I I   , x  = 0,05 м, 
y z   = 0, при следующих начальных условиях движе-

ния: высота полета 0H  = 309 км, угол атаки 0  = 20°, 
угол собственного вращения 0  = 0, угол прецессии  

0  = 0, продольная угловая скорость 0x   0,3°/с,  

0y   0,066°/с, 0z   0,17°/с. В данном примере начальное 
движение соответствует «прямой» прецессии G R  и 
имеет место резонансное соотношение частот / 3   . 

Для сравнения на рис. 2 приведено нерезонансное 
поведение пространственного угла атаки наноспутника 
CubeSat 3U при тех же параметрах и начальных услови-
ях для случая его динамической симметричности 

yI  = zI  = 0,025 кг.м2 ( i  = 0).  

 
Рис. 1. Резонансное изменение пространственного угла атаки в случае 
«прямой» прецессии (соотношение частот / 3  ) 

 

Рис. 2. Нерезонансное изменение пространственного угла атаки  

Для предотвращения резонансных режимов движе-
ния, обусловленных инерционно-массовой асимметри-
ей, рекомендуется максимально уменьшать данную 
асимметрию. Однако полностью убрать инерционно-
массовую асимметрию наноспутника ввиду неточности 
ее определения не представляется возможным, кроме 
того, часть резонансных соотношений обусловлена 
только формой аппарата. Поэтому предлагается зада-
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вать ограничения на величину продольной угловой 
скорости при отделении от пускового устройства, а 
также заблаговременно включать систему стабилизации 
с целью достижения рассогласования резонансного 
соотношения частот.  

Таким образом, в данной работе получены выраже-
ния для определения критических значений продольной 
угловой скорости наноспутника, при которых 
выполняются условия возникновения резонанса. Пока-
зана взаимосвязь компонентов асимметрии с различны-
ми резонансными соотношениями частот. Проведение 
поверочных расчетов по пространственной модели 
движения наноспутника относительно центра масс 
подтвердило правильность полученных результатов.  
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Аннотация—Рассматривается задача управления полетом 
БПЛА по заданному пути. Кинематическая модель БПЛА при-
водится к линейной форме из трех интеграторов с виртуальным 
управлением. Для линейной модели, с использованием мето-
да векторных полей, синтезируется управление. Полученные 
виртуальные сигналы управления преобразуются в реальные, 
через нелинейное преобразование.
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I. ВВЕДЕНИЕ

Одной из важных задач, которые должны решать БПЛА в 
процессе полета, является задача движения по заданному пу-
ти в пространстве. В отличие от классических задач слеже-
ния за заданной траекторией, здесь нет фиксированной 
привязки координат в пространстве ко времени. Для решения 
подобных задач используют метод векторных полей [1–3]. 
Данные работы описывают только случаи движения робота в 
плоскости и по простейшим путям в виде прямых линий или 
отрезков окружности. В работе [4] был получен алго-ритм 
управления движением по пространственной кривой, 
получаемой пересечением двух поверхностей, задаваемых 
как неявные функции. Недостатком этого алгоритма является 
то, что кривая, задающая путь, обязательно должна быть 
замкнута. В работе [5] предложен алгоритм позволяющий 
двигаться не только по замкнутым кривым, полученным 
пересечением двух поверхностей, но и по разомкнутым и 
неограниченным. Применение алгоритмов направляющих 
векторных полей для управления полетом БПЛА по 
заданному пути сделано в работах [1–3] и [5, 6]. Во всех 
случаях была использована простейшая кинематическая 
модель БПЛА. В настоящей работе рассмотрена более 
сложная кинематическая модель БПЛА и получено 
преобразование сигналов управления, позволяющее 
применить к этой модели алгоритмы из работы [5].

Работа выполнена в организации БГТУ «ВОЕНМЕХ» при финансовой 
поддержке Министерства науки и высшего образования Российской Феде-
рации (доп. соглашение от 09.06.2020 № 075-03-2020-045/2 на выполнение 
базовой части государственного задания «Разработка фундаментальных ос-
нов создания и управления группировками высокоскоростных беспилотных 
аппаратов космического и воздушного базирования и группами робототех-
нических комплексов наземного базирования»).

II. НАПРАВЛЯЮЩИЕ ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ

Пусть требуемый путь P задается двумя функциями fi :
R3 → R, i = 1, 2, которые непрерывны и дважды дифферен-
цируемы:

P :=
{
ξ ∈ R3 : f1(ξ) = 0, f2(ξ) = 0

}
.

Путь P не пустой, связанный и одноразмерный.
В работе [5] предложено следующее векторное поле
χ ∈ C1 : R3 → R3 в 3D:

χ(ξ) = n1(ξ)× n2(ξ)− k1e1(ξ)n1(ξ)− k2e2(ξ)n2(ξ), (1)

где ni(ξ) = ∇fi(ξ) градиент fi, ki > 0 коэффициенты уси-
ления и функция ошибки ei = fi(ξ), которую можно тракто-
вать, как "дистанцию"до поверхностей

{
ξ ∈ R3 : fi(ξ) = 0

}
для i = 1, 2.

Доказано [5], что следующая система нелинейных диффе-
ренциальных уравнений:

d

dt
ξ(t) = χ(ξ(t)), t ≥ 0. (2)

Обеспечивает выполнение условия:

dist(ξ,P) = inf{∥ξ − p∥ : p ∈ P} → 0.

Из уравнений (2) следует, если объект управления представ-
ляет из себя три интегратора, управление, взятое в виде (1)
обеспечивает устойчивое движение по заданному пути P .

III. АЛГОРИТМ УПРАВЛЕНИЯ БПЛА

Рассмотрим кинематическую модель БПЛА 6 порядка, с
согласованным поворотом, из работы [2]:

ẋ = V cos (γ) cos (ψ) ,

ẏ = V cos (γ) sin (ψ) ,

ż = V sin (γ) ,

ψ̇ =
g tan (ϕ)

V
,

V̇ = ω1,

γ̇ = ω2,

(3)

где x, y, z пространственные координаты, V скорость, γ угол
наклона траектории, ψ угол курса, ϕ угол крена. Управление
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в этой модели реализуется изменением скорости, угла на-
клона траектории и угла крена. Сигналы управления ϕ, ω1

and ω2. Пусть для системы (3) заданным является движение
по траектории, которая определяется координатами x, y, z.
Сделаем следующие допущения:

ẋ = V cos (γ) cos (ψ) =: ux (x, t) ,

ẏ = V cos (γ) sin (ψ) =: uy (y, t) ,

ż = V sin (γ) =: uz (z, t) ,

(4)

где ux, uy, uz виртуальные управления, такие, что система:

ẋ = ux (x, t) ,

ẏ = uy (y, t) ,

ż = uz (z, t) ,

(5)

экспоненциально устойчивая. Выразим переменные V , γ и
ψ через виртуальные управления ux, uy, uz:

V =
√
ux2 + uy2 + uz2,

γ = asin

(
uz√

ux2 + uy2 + uz2

)
,

ψ = atan2

(
uy
ux

)
.

(6)

Полученные выражения (6) являются ’идеальными’ значе-
ниями, при которых выполняются соотношения для правых
частей (4). Реальные значения V , γ, ψ будут отличатся
от идеальных. Обозначим идеальные значения следующим
образом: V̄ , γ̄, ψ̄.

Главный результат. Добиться стремления истинных зна-
чений к идеальным можно выбором следующих законов
управления для ϕ, ω1 и ω2:

ϕ = atan

(
V

g

(
˙̄ψ − kψ

(
ψ − ψ̄

)))
,

ω1 = ˙̄V − kV
(
V − V̄

)
,

ω2 = ˙̄γ − kγ (γ − γ̄) ,

(7)

где коэффициенты kψ > 0, kV > 0, kγ > 0 подбираются
исходя из качества переходных процессов. Необходимые
производные:

˙̄ψ =
u̇y ux − u̇x uy
ux2 + uy2

,

˙̄V =
u̇x ux + u̇y uy + u̇z uz√

ux2 + uy2 + uz2
,

˙̄γ =
u̇z
(
ux

2 + uy
2
)
− uz (u̇x ux + u̇y uy)√

ux2 + uy2 (ux2 + uy2 + uz2)
.

(8)

Допустимая область, в фазовом пространстве уравнений
БПЛА, в которой определены полученные выражения для
законов управления, задается неравенствами:

ux
2 + uy

2 + uz
2 ≠ 0,

ux
2 + uy

2 ≠ 0.

Учитывая физические ограничения, они эквивалентны усло-
виям V > 0 и |γ| < π/2.
Таким образом, получена возможность использовать метод
направляющих векторных полей для модели БПЛА (3). Для
этого достаточно использовать управление (1), как виртуаль-
ное управление в системе (5).

IV. МОДЕЛИРОВАНИЕ

Полученные алгоритмы управления были промоделиро-
ваны в системе Matlab/Simulink для различных вариантов
задания требуемого пути БПЛА.

A. Ограниченный путь в 3D

Пересечение двух цилиндрических поверхностей:

f1(ξ) = x2 + (z − 1.5)2 − 1,

f2(ξ) = y2 + z2 − 4.

Виртуальные управления (5), полученные из (1), имеют вид:

ux = −2 y (2 z − 3)− 2 k1 x
(
(z − 1.5)

2
+ x2 − 1

)
,

uy = −4x z − 2 k2 y
(
y2 + z2 − 4

)
,

uz = 4x y − 2 k2 z
(
y2 + z2 − 4

)
− ...

...− k1 (2 z − 3)
(
(z − 1.5)

2
+ x2 − 1

)
.

Реальные сигналы управления вычисляются по выражениям 
(6),(7),(8). Все коэффициенты усиления алгоритмов 
выбирались равными 10.

Траектория движения БПЛА показана на рис. 1, а на рис. 2 
показаны функции ошибок.

Рис. 1. Движение БПЛА по заданному ограниченному пути в 3D.
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Рис. 2. Функции ошибок, при движении по заданному ограниченному пути.

B. Не ограниченный путь в 3D

Пересечение двух поверхностей:

f1(ξ) = z − cos(x),

f2(ξ) = y − sin(x).

Виртуальные управления (5), полученные из (1), имеют вид:

ux = k2 cos (x) (y − sin (x))− k1 sin (x) (z − cos (x))− 1,

uy = − cos (x)− k2 (y − sin (x)) ,

uz = sin (x)− k1 (z − cos (x)) .

Реальные сигналы управления вычисляются по выражениям 
(6),(7),(8). Все коэффициенты усиления алгоритмов 
выбирались равными 10.

Траектория движения БПЛА показана на рис. 3, а на рис. 4 
показаны функции ошибок.

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Получены алгоритмы управления, позволяющие реализо-
вать движение БПЛА 6 порядка по заданному пути с помо-
щью направляющих векторных полей. Результаты модели-
рования показали хорошую работоспособность выбранного 
подхода и алгоритмов управления.
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Аннотация—Рассматриваются методы наведения и 

управления космическим роботом при дополнительном 
выведении и сближении с геостационарным информаци-
онным спутником в условиях неопределенности. 

Ключевые слова—геостационарный спутник, космиче-
ский робот, выведение, сближение, наведение, управление.  

I. ВВЕДЕНИЕ 
Первые попытки создания низкоорбитальных спут-

никовых систем связи (Teledesic, Iridium, Globalstar) 
потерпели крах в начале 2000-х гг. в основном из-за 
экономических факторов. В настоящее время эта идея 
настойчиво навязывается в связи с возросшими требо-
ваниями к глобальности, скорости и объемам информа-
ционного обмена. В различных странах уже приступили 
к реализации таких систем, состоящих из сотен и даже 
тысяч мини-спутников связи на низких орбитах высотой 
от 500 до 1600 км, именно систем OneWeb (Великобри-
тания), LeoSal, Boeing NGSO, StarLink (США), Telesat 
LEO (Канада), LinkSure Swarm (Китай) и др. Достойный 
ответ космической связи на основе геостационарных 
платформ противостоит этим вызовам. Такие платфор-
мы собираются на геостационарной орбите (ГСО) кос-
мическими роботами-манипуляторами (КРМ) из смен-
ных и пополняемых компонентов, а затем регулярно 
обслуживаются КРМ в течение нескольких десятилетий. 

В наших статьях [1–4] представлены основы страте-
гии выведения КРМ на ГСО по комбинированной схеме 
при его дополнительном выведении («довыведении») и 
многоэтапном сближении с геостационарным спутни-
ком с помощью плазменной электрореактивной двига-
тельной установки (ЭДУ) и силового гироскопического 
кластера (СГК) на основе двухстепенных силовых гиро-
скопов – гиродинов (ГД) по схеме 2-SPE, когда измере-
ние координат пространственного движения КРМ вы-
полняется бесплатформенной инерциальной навигаци-
онной системой (БИНС) с коррекцией сигналами от 
спутников GPS/ГЛОНАСС и звездных датчиков.  

В данной статье этот подход развивается и исследу-
ется модель движения КРМ как твердого тела, управля-
емого ЭДУ и СГК. Особенность управления движением 
КРМ состоит в малом ускорении, создаваемом ЭДУ, 
которое действует на длительных интервалах времени. 

II. МОДЕЛИ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Для описания пространственного движения КРМ 

применяются геоцентрическая инерциальная система 
координат (ИСК) III ZYXO , обозначения ),(col}{   

),(line][  ],[,)( t  ,  и ~,  для векторов, матриц и 
кватернионов,  sinS   cosC  .1,..2,1 mmi   

Используются орбитальные системы координат 
(ОСК) КРМ ooo

rO zyx  с полюсом rO  и цели o
t

o
t

o
ttO zyx  с 

полюсом .Ot  Предполагается, что вектор тяги eP  плаз-
менной ЭДУ направлен вдоль оси yrO  связанной с 
КРМ системы координат (ССК) xyzrO . Если считать 
КРМ твердым телом с массой m  и тензором инерции J , 
то при векторах расположения rr  и скорости rv  КРМ 
модель его движения в проекции на оси ССК имеет вид:  

           
.;2/

;)(;
deg

de**

MMMGJ

FPvvvrr










rrrrr m
        (1) 

Здесь кватернион   представляет ориентацию КРМ в 
ИСК, вектор HJG   , где H  – вектор кинетического 

момента (КМ) СГК; векторы eP , eM  и *g HM   
представляют тягу ЭДУ, моменты ЭДУ и СГК; dF  и dT  – 
векторы внешних возмущающих сил и моментов, и 
используется символ *)(  локальной производной. 

Задача состоит в синтезе законов наведения и управ-
ления КРМ при его довыведении на ГСО и сближении с 
геостационарным спутником до дальности 500 м. 

III. ПРОСТРАНСТВЕННОЕ НАВЕДЕНИЕ РОБОТА 
Пусть в начальный момент времени it  в ИСК из-

вестны векторы расположения и скорости поступатель-
ного движения КРМ )( itrr , )( itrv  и цели )( ittr , ).( ittv  
При введении опорной круговой орбиты радиуса 

const)( i trr  в плоскости земного экватора удобно ис-
пользовать цилиндрическую систему координат (ЦСК) 
[5]. Здесь координатами являются значения радиали r  и 
угла u  ее отклонения от произвольного направления в 
плоскости опорной орбиты, а также боковое смещение 
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z  по нормали к этой плоскости. Поступательное движе-
ние КРМ в ИСК  определяется соотношениями 

}.,,{};,,{ zuCrSruSrCrzSrCr uuuuruur   vr  

Пусть tr ww ,  и zw  представляют радиальную, транс-
версальную и боковую компоненты вектора управляю-
щего ускорения при движении КРМ, а   – гравитацион-
ный параметр Земли. Движение КРМ при его сближении 
с целью в центральном гравитационном поле Земли на 
интервале времени ],[ fi ttt  описывается уравнениями 

ztr wrzzwururwrurr  322 /;2;/   

при краевых условиях по орбитальным переменным:  

 r
r

r ttv iii ),()( ev ,  r
t

r ttv fff ),()( ev ; 
 t

r
t ttv iii ),()( ev ,  t

t
t ttv fff ),()( ev ; 

 z
r

z ttv iii ),()( ev ,  t
t

z ttv fff ),()( ev ; 
),arccos()(,)( fiifii  rrtutu ee , 

где орты e  с различными индексами вычисляются по 
соотношениям:  

)(/)( iii trt rr
r re  ; )(/)( fff trt tt

r re  ; 
)(/)( ii

v
i tvt rrve  ; )(/)( ff

v
f tvt ttve  ; v

iii eee  rz , 
v
fff eee  rz ; rzt

iii eee  , rzt
fff eee  .  

Здесь на основе известных аналитических соотношений 
[5] выполняется прогноз расположения )(tp

tr  и скоро-

сти )(tp
tv  цели на интервале ],[ fi ttt  заданной дли-

тельности ifm ttT   и расчет векторов )( fttr , )( fttv .  

Закон позиционного наведения КРМ определяется 
векторами )(tp

rr , )(tp
rv  и ускорения )(tp

rw  в ИСК. 
Процессы довыведения КРМ на ГСО и сближения с це-
лью описываются разностью между расположениями 
цели и КРМ ),()()( ttt rt rrr   а также разностью меж-
ду их скоростями )()()( ttt rt vv v  . 

Закон углового наведения КРМ в ИСК определяется 
значениями кватерниона ,p  векторов угловой скоро-
сти }{ p

i
p   и углового ускорения }{ p

i
p   робота.  

IV. ДИСКРЕТНЫЕ АЛГОРИТМЫ УПРАВЛЕНИЯ 
При довыведении КРМ на ГСО и сближении с гео-

стационарным спутником до дальности 500 м применя-
ются простейшие дискретные алгоритмы включе-
ния/выключения плазменной ЭДУ в моменты времени, 
которые формируются на борту КРМ по законам пози-
ционного наведения с применением измерений БИНС. 

Погрешность фактической ориентации КРМ опреде-
ляется кватернионом  pe ~),( 0  eΕ  с вектором 

}{ iee  и вектором параметров Эйлера },{ 0 eeE , ко-
торым соответствуют матрица t

e3
e ][2 QeIC  , где 

][03e  eIQ e , вектор модифицированных параметров 
Родрига /4)(tg)1(/}{ e

0
ee  ee ei  с ортом ee  

оси Эйлера и углом   собственного поворота, а также 
вектор угловой погрешности  e

ii .  

В дискретном алгоритме цифрового управления ори-
ентацией КРМ с периодом uT  сначала определяются 
векторы рассогласования kk   , ,...)2,1,0[N0 k  и 
угловой скорости k  для вычисления вектора потреб-
ного управляющего момента СГК g

kM  в виде 

        
),~][(

);(~;
eeg

gggg
1

kk
p
κk

p
κkkkk

kpkukkckbk kkkk

mCCJGM

gmgg








         (2) 

где вектор kkk HJG   . Далее вектор g
kM  распреде-

ляется между четырьмя ГД по аналитическим соотно-
шениям [6, 7] с формированием вектора цифрового 
управления )()(g ttk u  при его фиксации ),[ 1 kk ttt .  

V. ДОВЫВЕДЕНИЕ КРМ НА ГЕОСТАЦИОНАРНУЮ ОРБИТУ 
Довыведение КРМ массой 3200 кг от геопереходной 

орбиты (ГПО) с перицентром  17371r  км (высота 
11000 км) на ГСО с радиусом 42164gr  км (высота 
35786 км) выполняется с помощью плазменной ЭДУ с 
тягой 0.58Pe   Н и СГК как многошаговый переход 
КРМ на орбиту, близкую к ГСО. 

 
Рис. 1. Схема стратегии довыведения КРМ на ГСО 

 
Рис. 2. Траектория до-выведения КРМ на ГСО 
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Рис. 3. Изменение радиуса орбиты КРМ в процессе довыведения на 
геостационарную орбиту 

Схема применяемой стратегии довыведения КРМ на 
ГСО представлена на рис. 1, где достигнутая ГПО с дол-
готой восходящего узла 6.59  град, аргументом пе-
ригея 270  град, наклонением 08333.0i  град, 

7371r  км, grr   (эксцентриситетом 0.416445)e  
отмечена синим цветом, а ГСО – красным цветом.  

Положение КРМ на текущей орбите определяется 
вектором )(tr  с модулем ))(cos1/()( teptr  , где p  
представляет фокальный параметр орбиты, и углом ис-
тинной аномалии )(t , см. рис. 1. Положения ортов ра-
диали и трансверсали отмечены голубым цветом.  

Виток орбиты с номером 0n  выполняется при 
),,[ 1101 ttt  где f

1111
f
0101 , tttt  , моменты времени f

2
f
1 , nn tt  

определяются условиями 2/)( f
1 nt , 2/3)( f

2 nt  и 
f f
1 2( ) ( )n nr t r t p  . Далее аналитически определяются 

моменты времени f
0202 tt  , 03t , 04t  и последующие мо-

менты ,041,  nit ni  см. рис. 1.  

Разработанная стратегия довыведения КРМ на ГСО 
основана на следующих положениях: 

(i) вектор тяги eP  плазменной ЭДУ всегда направ-
лен вдоль текущего орта трансверсали o  в 
окрестности апоцентра   и противоположен 
этому орту вблизи перицентра  , рис. 1; 

(ii) на каждом n -м витке орбиты ЭДУ включается 
при ускорении поступательного движения КРМ 
(зеленая дуга) либо при его торможении (крас-
ная дуга), 0Nn ; 

(iii) для прогноза движения КРМ на n -м витке орби-
ты определяются моменты времени nn tt 21 ,  с ис-
пользованием измеряемых параметров )1( n -го 
витка орбиты, а моменты времени nn tt 43 ,  вычис-
ляются аналитически с обеспечением условия 

gn rr   для апогея орбиты; 

(iv) довыведение заканчивается при завершения *n -
го витка орбиты, когда 1)+( *n -й виток орбиты 
прогнозируется с разницей его большой полуоси 
относительно радиуса gr , не превышающей за-
данного значения. 

На рис. 2 приведена траектория перелета КРМ в про-
екции на плоскость II YOX   ИСК от достигнутой эллип-
тической ГПО (синий цвет) до геостационарной орбиты 

(красный цвет). Здесь зеленым цветом отмечены участки 
витков орбиты с ускорением КРМ для увеличения перигея 
его орбиты, красным цветом – участки с его замедлением 
для сохранения значения gr  апогея орбиты, а тонкими си-
ними линиями показаны участки перемещения КРМ с вы-
ключенной плазменной ЭДУ. Изменение радиуса )(tr  
орбиты при таком довыведении КРМ на ГСО представлено 
на рис. 3. 

Космический робот должен быть размещен не просто 
на «идеальной» ГСО, а в окрестности номинальной точки 
расположения (стояния) информационного спутника на 
его конкретной прогнозируемой орбите, близкой к ГСО. 
Поэтому на последних 6-7 витках довыведения КРМ 
потребные направления векторов тяги плазменной ЭДУ 
и длительностей ее включения формируются с учетом 
как близости наклонений орбит КРМ и цели, так и 
расположения КРМ, удобного для его последующего 
сближения с геостационарным спутником – вслед за 
целью вдоль ее орбиты.  

Если принять, что довыведение КРМ в окрестность 
номинальной точки стояния цели на ее прогнозируемой 
орбите завершается с точностью 55  км, то при 
указанных данных получается продолжительность 
довыведения 92.62 суток (см. рис. 3) с числом витков 
орбиты 123* n  и расходом топлива 197.32 кг.  

VI. СБЛИЖЕНИЕ КРМ С ГЕОСТАЦИОНАРНЫМ СПУТНИКОМ 
При синтезе закона наведения КРМ для его длитель-

ного перелета с малой электрической тягой необходимо 
тщательно учитывать влияние гравитационных полей 
Земли, Луны и Солнца.  

В модифицированной стратегии сближения КРМ с 
целью на ГСО мы впервые применяем прогноз влияния 
возмущений от указанных гравитационных полей. Такой 
прогноз должен выполняться в бортовом компьютере 
КРМ, его результаты используются в синтезе закона 
наведения, который обеспечивает малые ошибки в 
реализации назначаемых краевых условий при заверше-
нии перелета КРМ с дальностью 500 м. Последующее 
сближение КРМ с целью на расстояние 50 м выполняет-
ся с помощью термокаталитической ЭДУ и СГК [2]. 

Мы исследовали перелет КРМ с массой 3018m  кг 
и тензором инерции )3640,2348,3248(diagJ 2мкг  при 
сближении с целью в точке стояния 76 град восточной 
долготы ГСО от дальности 53.7 км на расстояние 500 м. 
При этих данных синтез закона наведения КРМ был вы-
полнен с минимизацией затрат топлива плазменной ЭДУ 
при двух включениях ее тяги 0.58Pe   Н. 

 
Рис. 4. Изменение расположения и скорости цели относительно КРМ в 
процессе его сближения с геостационарным спутником 

54



 

 
Рис. 5. Вектор угловой скорости КРМ при поворотном маневре 

Компьютерный анализ динамики сближения КРМ с 
геостационарным спутником выполнялся для модели (1) 
при цифровом законе управления ориентацией (2) с пе-
риодом 5.0uT  с, когда КМ гиродина 30hg   Нмс. 
Изменения векторов расположения цели и разностей 
скоростей в ССК при сближении до дальности 50 м на 
полном интервале времени )39732,0[t  с имитацией 
представлены рис. 4. Здесь время отсчитывается от 
условного значения 00  tt , цветом выделены коорди-
наты по рысканию (синий цвет, ось x ), крену (зеленый, 
ось y ) и тангажу (красный цвет, ось z ), модули векто-
ров отмечены черным цветом, а сближение на заданное 
расстояние 500 м завершается при 35732*  tt  с.  

Будем считать, что )154,0[t  с КРМ стабилизиру-
ется в ОСК и на его борту выполняются обработка из-
мерений БИНС, прогноз движения цели и синтез закона 
наведения КРМ для достижения дальности 500 м с 
удобным расположением. Далее следуют такие этапы 
сближения (см. рис. 4):  

(i) первый поворотный маневр (ПМ-1) робота дли-
тельностью 240  с, )394,154[t  с на угол 
53.72 град;  

(ii) разгонный импульс тяги ЭДУ длительностью 
2191 с, )2585,394[t  с при постоянной ориен-
тации КРМ; 

(iii) свободный полет робота длительностью 28672 с, 
)31257,2585[t  с при регулярном наведении 

панелей солнечных батарей на Солнце; 

(iv) второй поворотный маневр (ПМ-2) робота дли-
тельностью 240  с, )31497,31257[t  с на угол 
133.6 град, см. изменение вектора угловой скоро-
сти КРМ на рис. 5; 

(v) тормозной импульс тяги ЭДУ длительностью 
3985 с, )35482,31497[t  с при постоянной 
ориентации КРМ; 

(vi) третий поворотный маневр (ПМ-3) робота дли-
тельностью 240  с, )35722,35482[t  с на угол 
55.45 град; 

(vii) угловая стабилизация робота в ИСК длительно-
стью 10  с, )35732,35722[t  с, что завершает 
подготовку КРМ для  сближения с целью на рас-
стояние 50 м. 

Здесь этапы (i), (vi) и (vii) являются вспомогатель-
ными, собственно орбитальный перелет КРМ длитель-
ностью 35088 с (9.75 час), )35482,394[t  с соверша-
ется на этапах (ii)–(v) с ошибками 50.97Δr   м и 

0.03 Δv   м/с выполнения заданных краевых условий 
при 35482t  с. 

VII. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Кратко представлены методы наведения и управле-

ния движением космического робота при его дополни-
тельном выведении и сближении с геостационарным 
спутником, а также численные результаты по эффек-
тивности разработанных алгоритмов. 
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Аннотация—Рассматривается задача поиска оптималь-
ных по расходу топлива циклограмм включений двигателей 
для управления ориентацией крупногабаритных космиче-
ских аппаратов при выполнении пространственных разво-
ротов на большие углы. Для формирования последователь-
ности включений двигателей в работе предлагается приме-
нить псевдоспектральный мультиинтервальный метод Ра-
дау. Этот метод позволяет привести постановку задачи оп-
тимального управления к задаче нелинейного математиче-
ского программирования, которая может быть решена чис-
ленно. Результаты моделирования показали значительную 
экономию топлива. 

Ключевые слова—оптимальное управление, псевдоспек-
тральный метод, управление угловым движением. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В работе представлены результаты разработки алго-

ритмов поиска оптимальных по расходу топлива цикло-
грамм включений двигателей для выполнения разворотов 
крупногабаритных космических аппаратов (КА), таких 
как орбитальные пилотируемые станции (ОПС) [1, 2]. 
Любой пространственный разворот такой габаритной 
конструкции, какой является ОПС, невозможен без ин-
тенсивной работы реактивных двигателей ориентации и, 
как следствие, значительного расхода топлива. Эконо-
мия дорогостоящего топлива определяет актуальность 
решения задачи поиска оптимальных циклограмм вклю-
чений двигателей переориентаций КА. В настоящей ра-
боте предлагается использовать мультиинтервальный 
псеводспектральный метод Радау для решения задачи 
оптимального управления. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ЦЕЛЬ РАБОТЫ 
Целью является поиск оптимальных циклограмм раз-

воротов КА в орбитальной системе координат на боль-
шие углы. Так как на КА при движении по околоземной 
орбите действует момент гравитационных сил, предлага-
ется использовать его для набора и гашения угловых 
скоростей вращения. При решении данной задачи будем 
рассматривать КА как твердое тело с постоянной матри-
цей тензора инерции. 

Требуется найти управление и траекторию, миними-
зирующие функционал Φ, при следующих дифференци-
альных ограничениях, которыми являются кинематиче-
ское и динамическое уравнения, и начальных и конеч-
ных условиях: 
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где q  – кватернион ориентации КА относительно орби-
тальной системы координат; ω

  – вектор угловой скоро-
сти КА в связанной системе координат; orbω  – вектор 
угловой скорости вращения орбитальной системы коор-
динат вокруг Земли; J  – матрица тензора инерции КА; 

thT  – матрица моментов сил размерности 6×3, создава-
емых реактивными двигателями; dτ  – гравитационный 
момент сил; u  – 6-вектор управления реактивными дви-
гателями; iq  и iω


 – начальные кватернион и угловая 

скорость; fq  и fω


 – конечные кватернион и угловая 
скорость; 0t  и ft  – времена начала и окончания маневра. 

Матрица моментов сил и вектор управления задаются 
следующим образом: 
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Столбцы матрицы thT  являются векторами моментов сил, 
создаваемых двигателями, по следующим каналам управ-
ления соответственно: +крен, +рысканье, +тангаж, –крен, –
рысканье, –тангаж. А вектор u  задает тягу двигателей. 
Несмотря на релейную выходную характеристику двига-
телей ориентации, в рассмотренной постановке задачи 
примем допущение, что компоненты вектора управления – 
гладкие функции и ограничены значениями  0,1 . Грави-
тационный момент задается по следующей формуле: 
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23 ,d
orb    τ j Jj

   

где j


 – вектор местной вертикали. 

В предыдущей работе [2] рассматривалась задача с 
квадратичным функционалом, подынтегральной функ-
цией которого был квадрат вектора управления. В этой 
работе будет использоваться линейный функционал. 
Физический смысл такого функционала заключается в 
том, что если его помножить на мгновенный массовый 
расход топлива, то получим расход топлива за весь раз-
ворот. 

III. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ НЕЛИНЕЙНОГО 
МАТЕМАТИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

Задача оптимального управления в таком виде не 
имеет известного аналитического решения. Оптимиза-
ционная задача может быть решена численно с исполь-
зованием псевдоспектральных [3] методов, которые дис-
кретизируют функционал и дифференциальные ограни-
чения в конечном наборе узловых точек. Таким образом, 
задача оптимального управления будет приведена к за-
даче нелинейного математического программирования 
(НЛП), которая может быть решена при помощи реша-
телей подобных задач, например методом последова-
тельного квадратичного программирования. В работе 
предлагается использовать псевдоспектральный метод 
Радау [4], при помощи которого задача НЛП была сфор-
мулирована следующим образом: 

 

  

1 60

1 1
1

0 1
1

1

0 1

1 0, 1 1 0, 1

min ,
2

2 1 ,
2

2 ,

, ,

Nf
ic i

i c
N

orb
ki i k k k k

f i
N

d th
ki i k k k k

f i

N f N f

t t
u w

t t

t t



 









 


 

  


     


   

 





D q q ω ω q

D ω J ω Jω τ T u

q q q q ω ω ω ω

 
 

    

  

 

где iw  – весовые коэффициенты; kiD  – матрица диффе-
ренцирования Радау размерности 1N N  ; N  – коли-
чество точек коллокации; 1,...,k N . 

Если разбить исходный временной отрезок на не-
сколько таким образом, чтобы каждый следующий отре-
зок начинался с крайней правой точки предыдущего, то 
особенность метода Радау позволяет в каждом из отрез-
ков задать необходимое количество точек коллокации 
[3] для получения более точного решения, например во 
времена включений двигателей ориентации. 

Исходный временной отрезок 0 , fs t t     разделим 

на M отрезков разбиения  1, , 1,...,m ms s m M  . Точки 
разбиения обозначим как 0 0 1 ... m ft s s s t     . 

Пусть для каждого из отрезков  1,m ms s  выбрано mN  
точек коллокации, причем точка 1mN   соответствует 
точке ms . Матрицу дифференцирования Радау на каж-

дом из отрезков разбиения m обозначим mkiD , а весовые 
коэффициенты для численного интегрирования функци-
онала – miw . Индекс «mk» у параметров задачи будет 
обозначать k-ю точку на отрезке разбиения m. Тогда по-
становка задачи НЛП при использовании мульти-
интервального псевдоспектрального метода Радау будет 
записана так: 
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где m=1,…,M, k=1,…,Nm для каждого интервала m. 

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ РЕШЕНИЯ ОПТИМИЗАЦИОННОЙ 
ЗАДАЧИ 

Поставленная задача была решена известными реша-
телями задач нелинейного программирования, исполь-
зующими метод последовательного квадратичного про-
граммирования. На рис. 1 представлена траектория раз-
ворота по рысканью на 180º в углах Крылова в последо-
вательности рысканье–тангаж–крен. Длительность ма-
невра составляет 5390 с. На рис. 2 представлены графики 
компонент вектора управления для каждого из каналов 
управления, причем красными линиями представлены 
положительные направления включения двигателей, а 
синими линиями – отрицательные, взятые с отрицатель-
ным знаком для лучшего восприятия. При этом на 
остальных временных отрезках управление отсутствует. 

 
Рис. 1. График траектории разворота на 180º по рысканью 
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Рис. 2. Графики компонент вектора управления в течение разворота 

на 180º по рысканью 

Как видно из рисунков, для выполнения оптимального 
маневра для рассмотренного КА достаточно пяти участ-
ков активной работы двигателей. Путем интегрирования 
компонентов вектора управления на каждом из участков 
были получены длительности работы двигателей. С по-
мощью выбора времен включений двигателей была полу-
чена итоговая циклограмма включений двигателей. 

Результаты математического моделирования выполне-
ния оптимального разворота без учета влияния моментов 
аэродинамических сил показали сокращение расхода топ-
лива в ~10 раз по сравнению с разворотом вокруг оси эй-
лерова поворота. Ошибка между конечной и необходимой 
ориентацией составила менее 5 градусов, а ошибка в угло-
вой скорости лежит в пределах допустимых погрешностей. 

Дополнительно было проведено статистическое моде-
лирование при варьировании следующих параметров: 
начальной ориентации; начальной угловой скорости; ком-
понент матрицы тензора инерции; тяг двигателей ориен-
тации; коэффициентов аэродинамических моментов сил. 
Вариации задавались с равномерным распределением, 
при этом при варьировании одного параметра остальные 
задавались исходными значениями. Результаты статисти-
ческого моделирования представлены на рис. 3. Слева 
представлена ошибка по углу между текущей ориентаци-
ей в течение разворота и необходимой ориентацией, а 
справа представлено отношение ошибки угловой скоро-
сти в течение разворота к орбитальной угловой скорости. 
Красной линией представлены результаты моделирования 
для исходного разворота, а синей линией представлены 
результаты моделирования при вариациях параметров. 

Результаты статистического моделирования показали 
необходимость учета аэродинамических моментов сил 
[5] при синтезе циклограмм включений двигателей, а 
также необходимость точного задания начальных усло-
вий, а в особенности задание начальных ориентации и 
угловой скорости, для успешного выполнения опти-
мального разворота при управлении без обратной связи. 

 
Рис. 3. Результаты статистического моделирования 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
При помощи псевдоспектрального метода Радау за-

дача оптимального управления ориентацией космиче-
ского аппарата была сведена к задаче нелинейного мате-
матического программирования, которая успешно была 
решена при помощи известных решателей. Были полу-
чены циклограммы включений двигателей для проведе-
ния оптимальных маневров. Результаты математическо-
го моделирования показали значительную экономию 
топлива. Результаты статистического моделирования 
показали существенное влияние ошибок в задаваемых 
начальных параметрах на успешный исход выполнения 
разворота, а также влияние аэродинамики на динамику 
углового движения при управлении без обратной связи. 
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Аннотация—Представлены результаты разработки ал-

горитмов бескарданной аэрогравиметрии и их проверки 
на экспериментальных данных типового аэрогравиметри-
ческого полета, выполненного Датским техническим уни-
верситетом в 2019 г. с аэрогравиметром iMAR. Разрабо-
танные алгоритмы охватывают все этапы постобработки 
аэрогравиметрических данных: решение задач спутнико-
вой навигации, начальной и конечной выставок БИНС 
гравиметра, интеграции БИНС–СНС, оценивания силы 
тяжести. Последний этап рассмотрен в двух постановках – 
скалярной (оценивание вертикальной компоненты силы 
тяжести) и векторной (оценивание всех трех компонент). 
Решение скалярной задачи сведено к калмановской филь-
трации и сглаживанию. По результатам обработки точ-
ность оценивания вертикальной компоненты составила 
1.1 мГал при частоте среза фильтра 1/100 Гц (среднеквадра-
тическое значение невязок в точках пересечения галсов). 
Решение задачи векторной аэрогравиметрии сведено к 
фильтру Калмана в информационной форме. Точность оце-
нок горизонтальных компонент (характеризующих уклоне-
ние отвесной линии) оценена сравнением с данными EGM08 
и составила 2 мГал (СКО), что является обнадеживающим 
результатом для векторной аэрогравиметрии. 

Ключевые слова—бескарданная аэрогравиметрия, 
вектор силы тяжести, БИНС, фильтр Калмана. 

I. ВВЕДЕНИЕ 

Аэрогравиметрия на основе бескарданных инерци-
альных навигационных систем (БИНС) является в насто-
ящее время одним из основных трендов развития аэро-
гравиметрии [1]. Это объясняется рядом преимуществ 
бескарданных аэрогравиметров перед традиционными 
платформенными – компактным размером, малым энер-
гопотреблением, меньшей стоимостью, а также потенци-
альной возможностью измерять все три компоненты век-
тора силы тяжести (векторная аэрогравиметрия). В по-
следние годы в мире были сделаны определенные успехи 

как в развитии аппаратной части бескарданных аэрогра-
виметров (повышение точности инерциальных датчиков, 
использование систем термостатирования, как, например, 
было реализовано компанией iMAR, Германия), так и в 
построении алгоритмов постобработки [2–5]. Достигну-
тые в данных работах точности оценивания аномалий 
силы тяжести весьма оптимистичны и, как показано, 
например, в [3], близки к результатам платформенной 
аэрогравиметрии с гравиметром Ла Коста и Ромберга 
(результаты более ранних аналогичных исследований 
представлены, например, в [6]).  

Разработкой и совершенствованием алгоритмов бес-
карданной (как скалярной, так и векторной) и платфор-
менной аэрогравиметрии в настоящее время занимаются 
несколько научных групп в мире. К ним относятся зару-
бежные научные коллективы Технического университе-
та Дармштадта, Датского технического университета, 
компании Sander Geophysics Ltd. (Канада), Главного 
управления картографии Турции, Национального уни-
верситета оборонных технологий (Китай) и другие, а 
также российские научные коллективы АО «Концерн 
«ЦНИИ «Электроприбор» и Лаборатории управления и 
навигации МГУ им. М.В. Ломоносова. Последняя разра-
ботала программное обеспечение для гравиметров 
GT1A/GT2A компании «Гравиметрические технологии» 
[7–9], а в 2010 г. приняла участие в испытаниях прототипа 
бескарданного аэрогравиметра GTX [10] разработки этой 
же компании. В 2020 г. Лаборатория провела постобра-
ботку экспериментальных данных бескарданного аэрогра-
виметра iMAR (основанного на БИНС навигационного 
класса точности), которые были любезно предоставлены 
ей Датским техническим университетом (профессором 
Рене Форсбергом). Настоящий доклад посвящен результа-
там выполненной постобработки данных iMAR. 

При рассмотрении задачи бескарданной аэрограви-
метрии, заключающейся в определении компонент векто-
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ра силы тяжести (одной вертикальной в скалярном случае 
или всех трех в векторном случае), нами выделяются сле-
дующие основные составляющие: математические модели 
спутниковой навигации, начальной и конечной выставок, 
интеграции БИНС и спутниковых навигационных систем 
(СНС), модели поля силы тяжести. Предложенные в дан-
ной работе алгоритмы учитывают все указанные состав-
ляющие и охватывают, таким образом, все этапы посто-
бработки измерений бескарданной аэрогравиметрии. Осо-
бенностью предложенных алгоритмов, отличающей их от 
известных в литературе [2–5], является декомпозирован-
ная схема интеграции данных БИНС и СНС (отдельно 
рассматриваются горизонтальные и вертикальный кана-
лы). Другой особенностью является форма уравнений 
ошибок БИНС, основанная на использовании вместо об-
щепринятых (полных) ошибок координат и скоростей их 
представление в виде суммы так называемых кинематиче-
ской и динамической ошибок [11]. 

В гравиметрической части (последний этап посто-
бработки) нами рассматриваются отдельно задачи ска-
лярной и векторной аэрогравиметрии при условии ре-
шенной задачи интеграции БИНС–СНС для горизон-
тальных каналов. Предложенный алгоритм решения за-
дачи скалярной бескарданной аэрогравиметрии основан 
на традиционном представлении вертикальной компо-
ненты вектора силы тяжести во времени (в виде стацио-
нарного случайного процесса) и сведении задачи к кал-
мановской фильтрации и сглаживанию. Решение задачи 
векторной аэрогравиметрии основано на представлении 
поля силы тяжести в пространстве (локальная гармони-
ческая модель в районе аэрогравиметрического полета) и 
фильтре Калмана в информационной форме. Выбор про-
странственной модели поля (вместо моделей во времени) 
вызван сложностью решаемой задачи, состоящей в 
наблюдаемости горизонтальных компонент вектора си-
лы тяжести (уклонений отвесной линии) в комбинации с 
систематическими ошибками БИНС (угловыми ошибка-
ми, смещениями нулей датчиков и др.) [13]. Для отделе-
ния полезного сигнала от указанных ошибок в алгоритме 
используется априорная информация о пространствен-
ных свойствах поля (зависимость значений на соседних 
галсах полета, гармоничность во внешнем простран-
стве). Результаты теоретического анализа точности дан-
ного подхода и его проверки на модельных данных оп-
тимистичны и представлены в [12, 14]. 

Предложенные в работе алгоритмы были проверены 
на данных аэрогравиметрического полета, выполненного 
с гравиметром iMAR Датским техническим университе-
том в 2019 г. над акваторией Дании. Данные включали 
первичные спутниковые измерения бортового приемника 
и наземной базовой станции (кодовые, доплеровские, фа-
зовые), измерения инерциальных датчиков гравиметра и 
опорное значение силы тяжести на аэродроме. В докладе 
представлены характеристики точности БИНС гравиметра 
в полете и точности спутникового навигационного реше-
ния. Приведены результаты определения компонент век-
тора силы тяжести и оценки точности на основе анализа 
невязок в точках пересечения галсов и сравнения с дан-
ными глобальной модели гравитационного поля Земли. 

II. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ИНТЕГРАЦИИ БИНС-СНС 

В разделе рассматриваются математические модели 
каждого из этапов построенной методики постобработки 

данных бескарданной аэрогравиметрии и обсуждаются 
элементы разработанных алгоритмов.  

A. Модели спутниковой навигации 

В данной работе решение задачи спутниковой нави-
гации включает в себя вычисление координат и скоро-
стей антенны бортового приемника СНС на основе ком-
плексной обработки первичных измерений (многоча-
стотных кодовых, доплеровских, фазовых) бортового 
приемника и наземных базовых станций (см. раздел 2.2 в 
[1]). Особенность разработанных алгоритмов заключает-
ся в их предназначении специально для задачи аэрогра-
виметрии за счет, во-первых, доступности режима по-
стобработки, во-вторых, тщательного контроля сбоев 
первичных спутниковых измерений и, в-третьих, сде-
ланного акцента на получении прежде всего высокоточ-
ных скоростных решений [15]. Опыт работы над про-
граммно-математическим обеспечением постобработки 
гравиметров GT1A/GT2A показал, что указанные осо-
бенности алгоритмов являются для задачи аэрограви-
метрии принципиальными, что не всегда обеспечивается 
часто используемыми универсальными коммерческими 
программами (например, компании NovAtel Waypoint). 

B. Начальная и конечная выставки БИНС гравиметра 

На начальной выставке определяется начальная ори-
ентация приборного трехгранника БИНС по измерениям 
инерциальных датчиков на стоянке летательного аппара-
та (самолета) на аэродроме. Здесь следует отметить, что 
задача решается в условиях ветровых воздействий на 
корпус самолета, воздействий от запуска и работы дви-
гателей, возмущений, вызванных регламентными рабо-
тами экипажа на борту самолета и т. п. Знание начальной 
ориентации БИНС гравиметра и применение отдельного 
алгоритма сглаживания показаний акселерометров при 
выставке [16] позволяет также определить постоянное 
смещение нулевого сигнала вертикального акселеромет-
ра гравиметра при условии известного наземного значе-
ния силы тяжести на аэродроме. После приземления са-
молета реализуется этап конечной выставки БИНС с 
целью определения и компенсации линейного дрейфа 
вертикального акселерометра за время полета. 

C. Модели интеграции БИНС и СНС 

Опорными моделями бескарданной аэрогравиметрии 
являются уравнения автономного инерциального счис-
ления БИНС, записанные в проекциях на оси географи-
ческого трехгранника Mx (где M – приведенный центр 
блока акселерометров) с той или иной ориентацией в 
азимуте (географическая координатная сетка, относи-
тельно либо абсолютно свободная ориентация в азимуте; 
последние не имеют особенностей при навигации в по-
лярных районах [11]); уравнения ошибок горизонтальных 
и вертикального каналов БИНС, а также модели инстру-
ментальных погрешностей инерциальных датчиков.  

Уравнения ошибок БИНС детально изложены в [11], 
а также, например, в [17]. Здесь лишь отметим, что по-
строение уравнений основано на введении вектора мало-
го поворота βx для описания взаимной ориентации мо-
дельного (вычисленного) географического трехгранника 
и так называемой виртуальной гироплатформы (квази-
приборного трехгранника), а также введении вектора 
динамических ошибок скорости – разности модельной 

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 19-01-00179).
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(полученной счислением) скорости и истинной, спроек-
тированной на оси виртуальной гироплатформы. 

Для описания инструментальных погрешностей аксе-
лерометров и гироскопов в приборном трехграннике Mz 
(∆fz и νz соответственно) в работе приняты модели: 

,      ,

0,                  0,

z f f z

f

 



    

 

f b q ν b q

b b   

где bf, bν – 3×1-векторы смещений нулевых сигналов аксе-
лерометров и гироскопов соответственно, qf, qν – центри-
рованные белые шумы с известными интенсивностями. 

Уравнения ошибок БИНС дополняются уравнениями 
корректирующих измерений, образуемых в виде разно-
сти модельных (полученных инерциальным счислением 
БИНС) координат и скоростей и позиционных и ско-
ростных решений СНС, и приводятся в [11, 17]. 

При интеграции БИНС–СНС мы рассматриваем 
только уравнения для горизонтальных каналов и в пра-
вых частях соответствующих уравнений ошибок игно-
рируем горизонтальные компоненты вектора возмуще-
ния силы тяжести. Таким образом, фазовый вектор урав-
нений ошибок БИНС имеет размерность 16 и включает 
следующие неизвестные: 

1 2, , , , , , ,x fv v     β b b  

где ∆λ, Δφ – погрешности географической долготы и 
широты соответственно, δv1, δv2 – динамические ошибки 
относительной скорости, βx – вектор кинематической 
ошибки БИНС (вектор малого поворота). Здесь для про-
стоты изложения пренебрегли параметрами смещения 
антенны бортового приемника СНС относительно 
БИНС, а также ошибками из-за возможной рассинхрони-
зации данных БИНС и СНС (см. по этому вопросу [18]). 

Ставя стандартную линейную задачу оптимального 
стохастического оценивания и решая ее при помощи 
фильтра Калмана и сглаживания, определим оценку век-
тора состояния (2) в каждый момент времени. Таким 
образом, конечным результатом данного этапа посто-
бработки являются оценки углов курса, крена и тангажа 
приборного трехгранника БИНС и смещений нулевых 
сигналов инерциальных датчиков. 

D. Оценивание аномалии силы тяжести 

В гравиметрической части (заключительном этапе 
постобработки) решается задача определения вертикаль-
ной компоненты вектора силы тяжести (аномалии) вдоль 
траектории полета летательного аппарата. По аналогии с 
платформенной [9] в бескарданной аэрогравиметрии мы 
рассматриваем только уравнение для вертикального ка-
нала, предполагая выполненными все предыдущие этапы 
постобработки.  

Выпишем опорное уравнение для вертикального канала: 

3 ,T
up etv up zv g g L      f  

где vup – истинная вертикальная скорость точки M, getv – 
поправка Этвеша, вычисляемая по СНС,   – вертикаль-

ная составляющая вектора нормальной силы тяжести (вы-
числяется по СНС), δgup – искомая аномалия силы тяже-
сти, fz – 3×1-вектор удельной внешней силы в проекциях 
на оси приборного трехгранника Mz (измеряется акселе-
рометрами БИНС), L3 – 3-й столбец матрицы перехода от 
географического трехгранника Mx к приборному Mz. 

Уравнения ошибок вертикального канала бескардан-
ной аэрогравиметрии строятся по аналогии с уравнения-
ми платформенной аэрогравиметрии, рассмотренными в 
[8–9]. В состав фазового вектора включаются следую-
щие переменные: 

 ошибка вертикальной скорости, определяемая как 
разность модельной вертикальной скорости (по-
лученной решением уравнения (3) с подстановкой 
в него измерений и без учета аномалии) и истин-
ной вертикальной скорости; 

 остаточные горизонтальные угловые ошибки, вы-
званные возможной неточностью определения 
ориентации приборного трехгранника на этапе 
интеграции БИНС–СНС, предполагаются инте-
гралами от белого шума; 

 3×1-вектор остаточных смещений нулей акселе-
рометров и поправка масштабного коэффициента 
вертикального акселерометра, полагаемые инте-
гралами от белого шума. 

Модель корректирующих измерений строится на ос-
нове разности модельной вертикальной скорости и вер-
тикальной скорости СНС и приведена в [9]. 

Для замыкания уравнений ошибок введем модель 
аномалии силы тяжести во времени – в виде двойного 
интеграла от белого шума заданной интенсивности: 

.up gg q   

Далее ставится задача оптимального стохастического 
оценивания (решение определяется фильтром Калмана и 
сглаживанием). 

III. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ВЕКТОРНОЙ АЭРОГРАВИМЕТРИИ 

В разделе рассматривается подход к определению всех 
трех компонент вектора силы тяжести на основе априор-
ной модели поля силы тяжести в пространстве. Отметим, 
что введение априорных моделей во времени (например, 
(4)) для каждой из компонент в данной задаче не позволя-
ет в достаточной степени отделить оценки горизонталь-
ных компонент вектора силы тяжести от систематических 
ошибок БИНС [12–14]. В данной работе вводится априор-
ная (локальная) модель поля силы тяжести в простран-
стве, которая учитывает информацию о пространственных 
свойствах поля в районе съемки (зависимость значений на 
соседних галсах, гармоничность возмущающего потенци-
ала во внешнем пространстве) [12]. 

Исходным является уравнение (3), в котором под ве-
личиной   в данном разделе понимается абсолютное зна-
чение вектора референцной модели силы тяжести, задава-
емой данными глобальной (спутниковой) модели грави-
тационного поля низкого разрешения (например, [19]). 
Привлечение глобальной модели позволяет учесть ин-
формацию о длинноволновых составляющих поля, необ-
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Рис. 2. Траектория аэрогра-
виметрического полета 

ходимую при его локальном определении (влияние 
«дальних зон») [20, 21]. 

Локальная модель поля основана на представлении 
(остаточного) возмущающего потенциала T в районе 
полета в виде линейной комбинации гармонических 
сферических скейлинг-функций Абеля–Пуассона Φj и 
подробно обсуждается в [12, 20]. Остаточная аномалия 
силы тяжести (разность вертикальных компонент реаль-
ной и референцной силы тяжести) выражается в виде 
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где ai – неизвестные коэффициенты параметризации по-
тенциала, N – число коэффициентов параметризации в 
районе полета летательного аппарата, Φj(r,yi) – скей-
линг-функция Абеля–Пуассона уровня детализации j с 
центром в точке yi (узел равномерной сетки на нижеле-
жащей референц-сфере) (рис. 1), r – длина радиус-
вектора r. Коэффициенты ai,…, aN предполагаются по-
стоянными в течение полета: 

0,   1,..., .ia i N   

Дополнив уравнения ошибок вертикального канала 
уравнениями (5)–(6) (вместо (4)) получим замкнутую 
систему, для которой может быть поставлена задача оп-
тимального стохастического оценивания. Решение зада-
чи определяется фильтром Калмана, при этом использу-
ется информационная форма фильтра [22] из-за плохой 
обусловленности задачи (область параметризации шире 
области, на которой доступны измерения, см. рис. 1) 
[12]. На последнем шаге рекурсии фильтра обращается 
информационная матрица и вычисляется оценка вектора 
состояния (оценки коэффициентов ai,…,aN). При обра-
щении информационной матрицы используется регуля-
ризация, так как матрица является вырожденной (по-
дробнее см. [12]). 

 
Рис. 1. Участок траектории полета на плоскости долгота-широта и 
центры скейлинг-функций в области параметризации потенциала 

По найденным оценкам коэффициентов параметри-
зации потенциала вычисляются оценки горизонтальных 

компонент вектора силы тяжести на основе стандартных 
формул (дифференцированием потенциала) [23]. 

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ ОБРАБОТКИ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ 

ДАННЫХ 

Ниже представлены ре-
зультаты обработки данных 
аэрогравиметрического поле-
та, выполненного Датским 
техническим университетом в 
2019 г. над акваторией Данни 
(южная часть пролива Катте-
гат) с бескарданным аэрогра-
виметром iMAR (модель 
iNAT-RQH-4001). Траектория 
полета самолета включала  
6 галсов север–юг на постоян-
ной высоте 1260 м над рефе-
ренц-эллипсоидом (WGS-84) и 
один секущий галс восток–запад (рис. 2). Расстояние между 
соседними параллельными галсами – 7.5 км, длина – от 90 
до 160 км. Средняя скорость самолета на галсах – 62 м/с. 
Общая продолжительность полета – 8 ч. Использовались 
два приемника СНС Javad – бортовой и наземный (базо-
вый), установленный на аэродроме Роскилле. Максималь-
ная длина базовой линии – 150 км. 

Данные, переданные Лаборатории управления и нави-
гации МГУ, включали первичные измерения СНС на ча-
стоте 1 Гц, измерения акселерометров и гироскопов 
БИНС гравиметра (синхронизованные с данными СНС) на 
частоте 300 Гц, параметры смещения антенны бортового 
приемника СНС относительно гравиметра, а также истин-
ное значение силы тяжести на аэродроме. Проведенная 
постобработка данных включала следующие этапы: 

1) определение координат и скоростей антенны 
бортового приемника СНС в фазово-
дифференциальном режиме; 

2) определение начальной и конечной ориентации 
БИНС гравиметра (начальная и конечная вы-
ставки); 

3) определение смещения нулевого сигнала верти-
кального акселерометра на пред- и послеполет-
ной стоянках самолета (начальная и конечная 
выставки БИНС). Компенсация линейного трен-
да в измерениях вертикального акселерометра; 

4) интеграция БИНС–СНС (для горизонтальных ка-
налов); 

5) вычисление модельной вертикальной скорости; 

6) оценивание аномалии на основе модели силы 
тяжести во времени (4); 

7) оценивание вектора силы тяжести на основе мо-
дели силы тяжести в пространстве (5). 

Ниже обсуждаются характеристики точности спут-
никового решения, автономного инерциального навига-
ционного решения, интегрированного решения БИНС–
СНС, результатов оценивания компонент вектора силы 
тяжести двумя алгоритмами – на основе модели во вре-
мени (4) и модели в пространстве (5). 
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A. Характеристики точности спутникового решения 

Спутниковое навигационное решение (координаты, 
скорости GPS) было рассчитано по первичным измере-
ниям приемников в фазово-дифференциальном режиме 
на частотах L1, L2 алгоритмами Лаборатории управле-
ния и навигации МГУ. Характеристики скоростного ре-
шения СНС на стоянках самолета приведены в табл. 1. 
Среднеквадратические отклонения (СКО) ошибок пози-
ционного решения (координат и высоты) на стоянках 
самолета равны 0.5 м для координат и 0.8 м для высоты. 
Количество спутников GPS в дифференциальном реше-
нии в течение полета составляло от 5 (на последнем гал-
се) до 11, среднее значение – 8. 

ТАБЛИЦА 1. ХАРАКТЕРИСТИКИ СКОРОСТНОГО РЕШЕНИЯ СНС 
НА НАЧАЛЬНОЙ СТОЯНКЕ САМОЛЕТА 

Компоненты 
скорости СНС 

Статистика 

Среднее [мм/с] СКО [мм/с] 

Восточная –0.1 1.0 

Северная –0.1 1.0 

Вертикальная 0.0 2.0 

 

B. Автономное инерциальное навигационное решение 

Подробный анализ погрешностей инерциальных дат-
чиков гравиметра представлен, например, в [3]. По изме-
рениям датчиков на начальной стоянке и известным ко-
ординатам опорной точки были вычислены начальные 
углы курса, крена и тангажа БИНС гравиметра. Исполь-
зовался алгоритм начальной выставки на качающемся 
основании [16] (запись датчиков выполнена при вклю-
ченных двигателях самолета). Далее рассчитаны коор-
динаты, скорости и углы ориентации гравиметра на ос-
нове автономного инерциального счисления БИНС. На 
рис. 3–4 представлены ошибки координат и скорости 
БИНС за время полета (в качестве эталона использова-
лись вычисленные координаты и скорости СНС). Ре-
зультаты свидетельствуют как о классе точности БИНС 
(одна миля в ошибках координат накапливается за два 
часа), так и о хорошей точности начальной выставки. 

 

Рис. 3. Ошибки координат автономного инерциального навигационного 
решения: широта (зеленая линия) и долгота (синяя линия), [м] 

 

Рис. 4. Ошибки скорости автономного инерциального навигационного 
решения: восточная (синяя линия) и северная компоненты (зеленая 
линия), [м/с] 

C. Интегрированное навигационное решение 

Интеграция данных БИНС и СНС выполнена для го-
ризонтальных каналов в режиме оценивания (разомкну-
тый вариант интеграции). Вариант интеграции с введени-
ем в инерциальное счисление обратных связей не требо-
вался благодаря хорошей точности автономного навига-
ционного решения. Результатом интеграции БИНС–СНС 
являются вычисленные оценки углов курса, крена и тан-
гажа БИНС и оценки смещений нулей инерциальных дат-
чиков. Настройки фильтра Калмана (начальная матрица 
ковариаций и СКО шумов в системе) приведены в табл. 2. 

На рис. 5 представлены оценки угловых ошибок по-
строения вертикали виртуальной гироплатформы (от-
считываемые в опорном географическом трехграннике) 
и азимутальной ошибки виртуальной гироплатформы, 
отсчитываемой относительно вычисленного географиче-
ского трехгранника. Величины оценок всех трех угловых 
ошибок не превосходят 3 угл. мин. на всем полете. 

 
Рис. 5. Оценки угловых ошибок (результат интеграции БИНС–СНС): 
горизонтальные ошибки построения вертикали виртуальной 
гироплатформы (синяя и зеленая линии) и азимутальная ошибка 
(красная линия), [угл. мин] 

D. Оценивание аномалии силы тяжести на основе 
априорной модели во времени 

Перед вычислением аномалии был оценен и ском-
пенсирован линейный тренд в показаниях вертикально-
го акселерометра. Тренд был рассчитан по оценкам 
смещений нуля вертикального акселерометра, опреде-
ленным алгоритмом начальной и конечной выставки по 
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измерениям на стоянках до и после полета, и составил 
+0.054 мГал/ч. Суммарный тренд за время полета соста-
вил +0.36 мГал. 

Далее была вычислена модельная вертикальная ско-
рость с использованием формулы Сомильяны (с поправ-
кой за высоту) для расчета нормальной силы тяжести 
[22]. Затем при помощи фильтра Калмана была оценена 
аномалия силы тяжести на траектории полета на основе 
модели во времени (4). Оценки аномалии на галсах для 
фильтра с частотой среза 1/100 Гц приведены на рис. 6. 

Статистика для невязок аномалии по пересечениям 
галсов приведена в табл. 3. Для фильтра с частотой среза 
1/100 Гц (половина длины волны аномалии – 3 км) сред-
неквадратическое значение невязок равно 1.1 мГал (зна-
чение, разделенное на √2, равно 0.8 мГал). Оценки ано-
малии фильтрами с разными частотами среза (1/100 Гц и 
1/160 Гц) приведены на рис. 7. 

 
Рис. 6. Оценки аномалии силы тяжести на галсах при частоте среза 
фильтра 1/100 Гц (половина длины волны – 3 км), [мГал] 

Результаты сравнения полученных оценок аномалии с 
данными глобальной модели EGM08 приведены в табл. 4, 
а также на рис. 7. В целом оценки хорошо согласуются с 
EGM08: СКО разности равно 1.5 мГал для фильтра с 
половиной длины волны 5 км. Среднее значение разно-
сти аномалии, вычисленной по измерениям гравиметра 
iMAR, и данных EGM08 равно –3 мГал, что говорит о 
смещении в одном из двух наборов данных. Отметим, 
что близкое значение для среднего получено также в [3] 
при сопоставлении других гравиметрических данных с 
моделью EGM08 в данном районе, что, по-видимому, 
свидетельствует о смещении в данных EGM08 в рас-
сматриваемом районе. 

E. Оценивание вектора силы тяжести на основе 
априорной модели в пространстве 

Оценивание компонент вектора силы тяжести было 
выполнено алгоритмом на основе локальной модели поля 
силы тяжести в пространстве (5). В качестве референц-
ной модели поля использовалась модель EGM08 в разло-
жении до степени 120 (эквивалентно диапазону длин 
волн от 330 км и длиннее, определяемых по спутниковым 
измерениям). Отметим, однако, что более точной моде-
лью в данном диапазоне длин волн является новая мо-
дель GOCO06s, которая учитывает, в отличие от EGM08, 
также данные спутниковой гравиградиентометрии [19]. 

На рис. 1 приведены центры скейлинг-функций в об-
ласти параметризации остаточного возмущающего по-
тенциала. Оценки коэффициентов параметризации полу-
чены при помощи фильтра Калмана в информационной 
форме. По ним были вычислены оценки компонент век-
тора силы тяжести (рис. 8–9), при этом каждой из ком-
понент была возвращена длинноволновая составляющая 
из EGM08. 

Для оценки точности результатов использовалась гло-
бальная модель EGM08 в разложении до степени 2159. 
Анализ невязок в точках пересечения галсов в данном 
случае неинформативен, так как оценка на основе локаль-
ной модели поля уже является уравненной по галсам. 

Статистика по сравнению оценки вектора силы тяже-
сти, вычисленной по измерениям гравиметра iMAR, с 
EGM08 представлена в табл. 5. СКО разности оценок го-
ризонтальных компонент и EGM08 равно 2 мГал (0.4 угл. 
сек). Среднее значение равно –0.6 мГал для ошибки оцен-
ки восточной компоненты и –1.6 мГал для ошибки оценки 
северной компоненты. Большее значение среднего для 
ошибки северной компоненты объясняется бо́льшими 
ошибками на секущем галсе и на краях галсов север–юг. 

ТАБЛИЦА 2. НАЧАЛЬНЫЕ СКО ЭЛЕМЕНТОВ ВЕКТОРА 
СОСТОЯНИЯ И СКО ШУМОВ В СИСТЕМЕ (ПРИ ИНТЕГРАЦИИ БИНС–СНС) 

Параметры вектора 
состояния 

Значения СКО 

Начальные  
значения 

Шум в системе 

Ошибки координат 
(широта, долгота) [м] 

5 0 

Динамические ошибки 
скорости δv1, δv2 [м/с] 0.1 5 – 10 м/с/√с * 

Угловые ошибки [угл. 
мин.] 

[1,1,10] 0.2 угл. с/√с ** 

Смещения нулей аксе-
лерометров [м/с2] 

0.01 0 

Смещения нулей ги-
роскопов [◦/ч] 

0.01 0 

 
*СКО шума акселерометров в комбинации с шумом гироскопов, 
умножаемым на скорость самолета. **СКО шума гироскопов [3]. 

 

Рис.7. Аномалия силы тяжести на галсах: оценки по измерениям гравиметра iMAR фильтром на основе модели во времени (4) с частотой среза 1/100 Гц 
(синяя линия) и 1/160 Гц (красная линия) и данные EGM08 (черная линия), [мГал]. Выделенные цветом области – интервалы разворотов самолета 
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Рис.8. Восточная компонента вектора силы тяжести: оценка по измерениям гравиметра iMAR на основе модели в пространстве (5) (красная линия) 
и данные EGM08 (синяя линия), [мГал]. Выделенные цветом области – интервалы разворотов самолета 

 

Рис.9. Северная компонента вектора силы тяжести: оценка по измерениям гравиметра iMAR на основе модели в пространстве (5) (красная линия) 
и данные EGM08 (синяя линия), [мГал]. Выделенные цветом области – интервалы разворотов самолета 

ТАБЛИЦА 3. СТАТИСТИКА ПО  НЕВЯЗКАМ ОЦЕНКИ АНОМАЛИИ 
НА ОСНОВЕ МОДЕЛИ (4) В ТОЧКАХ ПЕРЕСЕЧЕНИЯ ГАЛСОВ 

Параметр 

Значение при разных частотах среза фильтра 

1/100 Гц  
(3 км) 

1/160 Гц  
(5 км) 

Среднее [мГал] 0.6 0.5 

СКО [мГал] 1.0 1.0 

Ср.-кв. значение 
[мГал] 

1.1 1.0 

Ср.-кв. значение 
/ √2 [мГал] 

0.8 0.7 

*Рядом с частотой среза указана половина длины волны аномалии. 

ТАБЛИЦА 4. РЕЗУЛЬТАТЫ СРАВНЕНИЯ ОЦЕНКИ АНОМАЛИИ НА 
ОСНОВЕ МОДЕЛИ (4) С ДАННЫМИ EGM08 

Параметр 

Значение при разных частотах среза фильтра 

1/100 Гц  
(3 км) 

1/160 Гц  
(5 км) 

Среднее [мГал] –2.9 –3.1 

СКО [мГал] 1.7 1.5 
*Рядом с частотой среза указана половина длины волны аномалии. 

ТАБЛИЦА 5. РЕЗУЛЬТАТЫ СРАВНЕНИЯ ОЦЕНКИ ВЕКТОРА СИЛЫ 
ТЯЖЕСТИ  НА ОСНОВЕ МОДЕЛИ (5) С ДАННЫМИ EGM08 

Параметр 
Компоненты вектора силы тяжести 

Восточная Северная Вертикальная 
Среднее 
[мГал] 

–0.6 –1.6 –2.7 

СКО [мГал] 2.2 2.0 1.6 

 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Предложены алгоритмы бескарданной аэрогравимет-
рии, выполняющие все этапы постобработки данных: 
решение задач спутниковой навигации, начальной и ко-
нечной выставок, интеграции БИНС–СНС, оценивания 
компонент вектора силы тяжести. Особенностями алго-
ритмов являются разделение моделей интеграции 
БИНС–СНС на горизонтальные и вертикальный каналы 
и использование алгоритмов начальной и конечной вы-
ставок для определения линейного тренда вертикального 
акселерометра БИНС. Разработанные алгоритмы были 
успешно проверены на экспериментальных данных гра-
виметра iMAR, что подтверждается оценкой точности 
полученных результатов (оценок аномалии силы тяже-
сти) на уровне 1 мГал (среднеквадратическое значение 
невязок в точках пересечения галсов).  

Получены также оценки горизонтальных компонент 
вектора силы тяжести (характеризующих уклонение от-
весной линии) алгоритмом на основе априорной локаль-
ной модели поля силы тяжести в пространстве. Точность 
оценивания составила 2 мГал (СКО) на основе сопостав-
ления с моделью EGM08. Требованиями алгоритма яв-
ляется наличие нескольких параллельных галсов и ин-
формация о длинноволновых составляющих поля силы 
тяжести на галсах. Последнее требование обеспечивает-
ся глобальными (спутниковыми) моделями низкого раз-
решения. 
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I. ВВЕДЕНИЕ

В современной спутниковой навигации актуальным 
вопросом является задача точного и быстрого определе-
ния параметров движения и пространственного положе-
ния высокоманевренных подвижных объектов. В целом 
задача вычисления координат и скоростей может быть 
решена конечными или итеративными алгоритмами. 
Конечные алгоритмы дают точное решение задачи и не 
требуют априорной информации, но используют доста-
точно сложные алгоритмы расчета. В современной аппа-
ратуре спутниковой навигации используют итеративные 
алгоритмы, которые гораздо проще, но требуют априор-
ной информации о положении и скорости. 

По способу преобразования уравнений спутниковой 
навигации различают дальномерные, псевдодальномер-
ные, разностно-дальномерные способы вычисления ко-
ординат и радиально-скоростные, псевдорадиально-
скоростные, разностно-радиально-скоростные способы 
вычисления скоростей [2]. 

Цель работы заключается в построении конечных ал-
горитмов высокоточного определения пространственных 
координат и скоростей подвижного объекта по сигналам 
спутниковых навигационных систем с минимальными 
временными затратами. 

II. ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ

Для решения поставленной задачи получены анали-
тические выражения для вычисления координат (x, y, z) 
по псевдодальностям и координатам навигационных 
спутников, представленные в табл. 1. 

Таблица I.  АНАЛИТИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ 
КООРДИНАТ ПОДВИЖНОГО ОБЪЕКТА 

Метод опре-
деления ко-

ординат 
Аналитическое решение 

Дальномерный 
метод 1

1111
2

4
p

kpff
x


 , 

Метод опре-
деления ко-

ординат 
Аналитическое решение 

2

2222
2

4
p

kpff
y


 , 

3

3333
2

4
p

kpff
z


 , 

где f1, f2, f3, p1, p2, p3, k1, k2, k3 коэффициенты, 
вычисляемые по псевдодальностям и координа-
там первого, второго и третьего навигационных 
спутников соответственно. 

Псевдодально-
мерный метод 

1 1 1 1 1 1 2 1

1 1 2 1 1 1 1 1 2

1 1 1 2 1 1 1 2 1

1 1 2 1 1 1 1 1 2
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( ) ( )

( ) ( )

a f g n g u y y
s f z z p f g D Dx

f g n x x w g y y
t f z z m f g D D

  
   


   

   

1 2 2 2 1 2 2 1

2 2 2 1 2 1 1 1 2

2 2 2 1 2 2 2 2 1

2 1 2 1 2 2 2 1 2

( )
( ) ( ) ,

( ) ( )
( ) ( )
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где  iii zyx ,,  – координаты i-ого навигацион-
ного спутника; Di – измеренная дальность нави-
гационного спутника i до подвижного объекта; 
a1, f1, g1, n1, u1, s1, p1, w1, t1, m1, e2, p2, r2, u2, s2, q2, 
w2, t2, k2, h3, p3, f3, s3, u3, m3, n3, t3, w3 – коэффици-
енты, вычисляемые по псевдодальностям и ко-
ординатам первого, второго и третьего навига-
ционных спутников соответственно. 

Разностно-
дальномерный 
метод 
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где (x1,y1,z1), (x2,y2,z2), (x3,y3,z3) – координаты 
первого, второго и третьего навигационных 
спутников соответственно; h, g, l, e, j, f, t, m, r, n, 
s, u, v, p, w, i – коэффициенты, вычисляемые по 
псевдодальностям и координатам первого, вто-
рого и третьего навигационных спутников соот-
ветственно. 
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Аналитические выражения для определения проек-
ций скорости  zyx  ,,  подвижного объекта представле-
ны в табл. 2. 

Таблица II.  АНАЛИТИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ 
СКОРОСТИ ПОДВИЖНОГО ОБЪЕКТА 

Метод опре-
деления ско-

рости 
Аналитическое решение 
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где 321 ,, DDD , 321 ,, DDD   – псевдодальности и 
радиальные скорости; a,b,c,d,e,f,h,q,m,n,p,t,s,w,u – 
коэффициенты, вычисляемые по псевдодально-
стям, радиальным скоростям, координатам и 
скоростям первого, второго и третьего навигаци-
онных спутников соответственно. 

Псевдоради-
ально-
скоростной 
метод 
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где w, s1, t1, q, k, p, j, u, l, w, f, m, e, g, s2, t2, n, s3, t3 – 
коэффициенты, вычисляемые по псевдодально-
стям, радиальным скоростям, координатам и 
скоростям первого, второго и третьего навигаци-
онных спутников соответственно. 

Разностно-
радиально-
скоростной 
метод 
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где l, u, r, h, q, p, j1, u, m, p, f, r, g1, n, t, j2, g2, j3, g3 – 
коэффициенты, вычисляемые по псевдодально-
стям, радиальным скоростям, координатам и 
скоростям первого, второго и третьего навигаци-
онных спутников соответственно. 

Для оценки корректности и вычислительной эффек-
тивности предлагаемых аналитических формул выпол-
нено численное моделирование работы предлагаемых 
алгоритмов и проведены экспериментальные исследова-
ния с использованием приемной аппаратуры спутнико-
вой радионавигационной системы СН4701. Разработаны 
программное обеспечение и методики проведения экс-
периментальных исследований с целью анализа погреш-
ностей определения навигационных параметров предла-
гаемыми конечными методами и известными итератив-
ными методами. 

Анализ погрешностей и временных затрат при ис-
пользовании предлагаемых аналитических формул и из-
вестных итеративных методов выполнялся путем расчета 
координат и скоростей на основе данных приемной аппа-
ратуры, расположенной в точке с известными координа-
тами. При оценке скорости вычислений допустимая по-
грешность расчета координат и скоростей для всех мето-
дов принималась одинаковой: 0,001 м для координат и 
0,001 м/c для скорости. Временные затраты аналитиче-
ских методов определения координат и скорости по-
движного объекта определялись относительно времени, 
затраченного на расчет соответствующим итеративным 
методом. Результаты сравнения алгоритмов определения 
координат подвижного объекта приведены в табл. 3. 

Таблица III.  СРАВНИТЕЛЬНАЯ ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ И ВРЕМЕНИ 
ВЫЧИСЛЕНИЯ КООРДИНАТ ПОДВИЖНОГО ОБЪЕКТА АНАЛИТИЧЕСКИМ И 

ИТЕРАТИВНЫМ МЕТОДАМИ 

Метод опре-
деления ко-

ординат 

Погрешность расчета 

Итера-
тивный 
метод, 

м 

Анали-
тический 
метод, м 

Разность, 
м 

Временные 
затраты ана-
литического 

метода отно-
сительно ите-
ративного, % 

Дальномер
ный метод 

x 0,00020 0,00020 0,00000 
36 y -0,00080 –0,00080 0,00000 

z 0,00010 0,00010 0,00000 
Псевдо-
дальномерн
ый метод 

x -0,06410 –0,06460 0,00050 
10 y -0,02060 –0,02060 0,00000 

z -0,08410 –0,08490 0,00080 
Разностно-
дальномерн
ый метод 

x -0,06410 –0,06460 0,00050 
7 y -0,02060 –0,02060 0,00000 

z 0,00020 0,00020 0,00000 
 
Результаты экспериментальных исследований под-

твердили эффективность предложенных формул опреде-
ления координат, основанных на псевдодальномерном и 
разностно-дальномерном методах. При расчетах на ос-
нове псевдодальномерного метода затрачиваемое для 
расчета координат время уменьшилось на 90%, при рас-
чете на основе разностно-дальномерного метода – на 
93% по сравнению с известными итеративными метода-
ми. Время, необходимое для определения координат 
высокоманевренных подвижных объектов на основе 
дальномерного метода, сократилось всего на 64% отно-
сительно итеративного способа расчета. 

Для подтверждения правильности и эффективности 
полученных аналитических выражений для нахождения 
скорости подвижного объекта было проведено их срав-
нение с известными итеративными методами. Результа-
ты сравнения алгоритмов приведены в табл. 4. 

При определении скорости движения наиболее эф-
фективными оказались формулы на основе доплеровско-
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го и разностно-радиально-скоростного методов. Время 
расчета радиальной скорости по аналитическим форму-
лам на основе доплеровского метода сократилось на 20% 
и на 15% при применении разностно-радиально-
скоростного метода по сравнению с известным итера-
тивным способом. 

Практически одинаковое быстродействие при ис-
пользовании аналитических формул и итеративных ме-
тодов были получены в псевдорадиально-скоростном 
методе определения скорости (время расчета уменьши-
лось всего лишь на 3%), но даже такое небольшое со-
кращение времени определения скорости может обеспе-
чить более точное маневрирование подвижного объекта. 

Таблица IV.  СРАВНИТЕЛЬНАЯ ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ И ВРЕМЕНИ 
ВЫЧИСЛЕНИЯ СКОРОСТИ ПОДВИЖНОГО ОБЪЕКТА АНАЛИТИЧЕСКИМ И 

ИТЕРАТИВНЫМ МЕТОДАМИ 

Метод опре-
деления 

скоростей 

Погрешность расчета 

Итеративный 
метод,  

м/с ×10–16 

Анали-
тический 

метод, 
м/с ×10–16 

Разность, 
м/с ×10–21 

Временные 
затраты ана-
литического 

метода относи-
тельно итера-

тивного % 

Dop-
pler 
method 

x  4,42316 4,42316 0 
20 y  3,63688 3,63688 0 

z  –4,54240 –4,54240 0 
Pseudo-
radial 
velocity 
method 

x  4,80912 4,80912 0 
3 y  –10,5536 –10,5536 0 

z  –10,4831 –10,4831 0 

Метод опре-
деления 

скоростей 

Погрешность расчета 

Итеративный 
метод,  

м/с ×10–16 

Анали-
тический 

метод, 
м/с ×10–16 

Разность, 
м/с ×10–21 

Временные 
затраты ана-
литического 

метода относи-
тельно итера-

тивного % 
Differ-
ential-
radial-
velocity 
method 

x  4,809117 4,809134 1,742 

15 y  –10,5536 10,55296 6,207 

z  –10,4831 –10,48262 4,56 

III. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Таким образом можно сделать вывод, что примене-

ние предлагаемых аналитических способом решения 
навигационных задач позволяет минимизировать вре-
менные затраты определения навигационных парамет-
ров, тем самым осуществляя возможность реализации в 
микропроцессорных блоках, которые имеют ограничен-
ные вычислительные ресурсы. 
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Создана интегрированная инерциально-спутниковая 
навигационная система на основе акселерометрической 
бесплатформенной инерциальной навигационной систе-
мы (АБИНС). В состав интегрированной системы входит 
АБИНС, построенная на разнесенных акселерометрах 
серии АТ1105 (Россия), показания которой корректиру-
ются по сигналам приемной аппаратуры спутниковой 
радионавигационной системы (СРНС) BU-353 (Тайвань). 

Для оценки погрешности построенной интегриро-
ванной навигационной системы на разнесенных акселе-
рометрах были проведены экспериментальные исследо-
вания на стенде. Испытательный стенд включал в себя 
тележку, на верхнюю полку которой помещались крон-
штейн с разнесенными акселерометрами, плата сбора 
данных АЦП ЛА3USB (Россия), приемная аппаратура 
BU-353 и ноутбук, а на нижнюю полку тележки при про-
ведении испытаний помещался блок питания.  

Эксперимент проводился в несколько этапов. Перед 
проведением экспериментальных исследований проведе-
на калибровка акселерометров в составе АБИНС (опре-
делены коэффициенты передачи, нулевые сигналы и т.п.) 
на испытательном оборудовании, закуплено ТулГУ в 
рамках программы развития университета как опорного: 
центрифуга Acuitas AG GLC-4-3-100, одноосевой имита-
тор движения Acuitas AG TES-3V TM с установленной на 
нем термокамерой Acuitas TES-C_3-4_TM. 

На первом этапе проводилось измерение параметров 
ориентации и навигации на подвижном основании, со-
вершающем вращательные движения, но без линейных 
перемещений. При этом использовались методы опреде-
ления координат и параметров ориентации, как по цен-
тростремительному ускорению, так и по тангенциально-
му ускорению.  

Проведенные исследования показали, что предлагае-
мые алгоритмы определения параметров ориентации и 
навигации объекта при помощи АБИНС приводят к по-
ложительному результату и их вполне возможно исполь-
зовать для решения задач ориентации и навигации по-
движных объектов с малым временем работы, но проис-
ходит это с некоторой погрешностью.  

На втором этапе эксперимента испытательный стенд 
двигался по заданной прямоугольной траектории (рис. 1) 
в течении 120-125 с. 

 
Рис. 1. Траектория движения 

При этом с помощью АБИНС определялись парамет-
ры ориентации и координаты испытательного стенда, 
которые (для оценки погрешностей АБИНС) сравнива-
лись с известными координатами реперных точек траек-
тории. Координаты реперных точек были определены 
заранее геодезическими приборами с высокой точно-
стью. Серия проведенных экспериментальных исследо-
ваний показала, что погрешность АБИНС в определении 
координат достигает 450 (а иногда и более) метров, при 
этом скорость нарастания погрешности при определении 
параметров ориентации и координат высока. Однако 
качественно траектория, полученная по показаниям 
АБИНС, совпадает с реальной траекторией движения 
испытательного стенда, что говорит о возможности при-
менения АБИНС для определения параметров ориента-
ции и навигации подвижных объектов, но с определен-
ными погрешностями. Величина этих погрешностей за-
висит от многих параметров (неправильная установка 
акселерометров, влияние нулевого сигнала, метод инте-
грирования и пр.). Для уменьшения этой погрешности 
необходимо обеспечивать более точную калибровку и 
установку акселерометров и т.п., а также проводить кор-
рекцию показаний АБИНС по сигналам СРНС. 

Для поиска алгоритма увеличения точности опреде-
ления координат объекта были рассмотрены следующие 
типы коррекции от СРНС: коррекция по координатам; 
коррекция по координатам и скорости; коррекция по 
параметрам ориентации; коррекция по координатам, 
скорости и параметрам ориентации (табл. 1). Коррекция 
производилась каждые 5 с. Эксперимент показал, что 
усложнение типа коррекции приводит к увеличению 
точности определения координат объекта. Наибольшая 
точность (погрешность на уровне 30 метров) достигается 
при коррекции по координатам, скорости и параметрам 
ориентации.  
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ТАБЛИЦА 1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КООРДИНАТ ИСПЫТАТЕЛЬНОГО СТЕНДА 
ПОСЛЕ ПРОВЕДЕНИЯ КОРРЕКЦИИ ОТ СРНС 

Тип используемой 
коррекции 

Погрешность определения 
координат, метры 

с коррекцией по координатам 67 
с коррекцией по координатам, 
скорости  

45 

с коррекцией по углу курса 36 

с коррекцией по координатам, 
скорости и углу курса объекта 

27 

 
Таким образом, экспериментальные исследования по-

казали, что возможно построение интегрированной инер-
циально-спутниковой навигационной системы на основе 

акселерометрической бесплатформенной инерциальной 
навигационной системы для подвижных объектов. 
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Аннотация—На основе части базы данных RuDaCoP 
построена база имитированных траекторий пешехода с 
идеальными показаниями датчиков. В основе построен-
ных траекторий – навигационное решение для реальных 
данных, определенное в режиме сглаживания с последую-
щим исправлением имеющихся артефактов на основе 
внешней информации о движении. Добавление шумов к 
этим показаниям и изменение частоты дискретизации поз-
воляет моделировать различные реальные ситуации и 
проводить, в частности, анализ достижимой точности ме-
тодом статистических испытаний. С использованием по-
строенной базы данных проведено и обсуждается сравне-
ние различных вариантов алгоритма расширенного филь-
тра Калмана.  
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I. ВВЕДЕНИЕ 
Задача автономной навигации пешехода может быть 

востребована там, где нужно определение положение без 
предустановленной инфраструктуры и внешних сигна-
лов. В этих случаях можно применять технологию нави-
гации по измерениям блока инерциальных микроэлек-
тромеханических сенсоров (МЭМС). 

Современные БИНС на МЭМС имеют невысокую 
точность, выражающуюся, в первую очередь, уходом 
нуля датчиков угловых скоростей и шумами акселеро-
метров. Одним из путей повышения точности является 
привлечение информации о характере движения. Кор-
ректирующей информацией может являться информация 
о нулевой скорости (так называемая ZUPT-коррекция 
[1]) в точках остановки движения. Чтобы обеспечить 
остановку в фазе опоры, блок датчиков прикрепляется к 
стопе пешехода.  

В литературе описывается ряд алгоритмов навигации 
пешехода по показаниям БИНС, прикрепленных к сто-
пам [1, 2]: от простых эвристических, до сложных, 
вплоть до использования нейронных сетей. Имеется 
также несколько открытых баз данных записей ходьбы 
[3, 4], на которых можно сравнивать алгоритмы, в том 
числе в ходе соревнований. Одной из таких баз данных 
является RuDaCoP компании Huawei, собранная с уча-
стием МГУ им. Ломоносова. Данные, снятые с датчиков, 
имеют, однако, один недостаток: не позволяют анализи-
ровать зависимость точности навигации от частоты дис-
кретизации, параметров шума датчиков, иногда показа-
ния искажены трудно моделируемыми нелинейными эф-
фектами. 

Стандартный подход к тестированию и улучшению 
алгоритмов пешеходной навигации – проверка их рабо-
ты на реальных данных [1]. При этом теоретических ис-
следований в этой области не так много [5, 6]. Сложность 
получения теоретических результатов объясняется тем, 
что уравнения нестационарны, так что формулы ковариа-
ционного анализа не дают аналитических решений. 

В данной работе на основании части базы данных 
RuDaCoP построена база данных SRDC (Simulated 
RuDaCoP) имитированных траекторий пешехода с иде-
альными показаниями датчиков. В основе построенных 
траекторий навигационное решение для реальных дан-
ных, определенное в режиме сглаживания с последую-
щим исправлением имеющихся артефактов на основе 
внешней информации о движении. Добавление шумов к 
этим показаниям и изменение частоты дискретизации 
позволяет моделировать различные реальные ситуации, 
и проводить, в частности, анализ достижимой точности и 
состоятельности алгоритма методом статистических ис-
пытаний. 

Несостоятельность, или псевдонаблюдаемость рас-
ширенного фильтра Калмана (EKF) – хорошо известное 
явление, к примеру в теории одновременной навигации и 
картографирования (SLAM) [7] или в оценивании траек-
тории цели по угловым измерениям [8]. В [9] предлага-
ется конструкция EKF в SLAM, названная инвариант-
ным EKF, построенная на базе теории групп и алгебр Ли. 
В [8] в задаче оценивания траектории цели предлагается 
переход к так называемым модифицированным сфериче-
ским координатам. 

В [10] поставлен вопрос о состоятельности ZUPT-
коррекции в задаче навигации пешехода. Введено усло-
вие структурной состоятельности EKF и показано, что 
при записи уравнений ZUPT в навигационной системе 
координат условие не выполнено. Показано также, что 
условия выполнены, если записать уравнений ZUPT в 
приборной системе координат. Однако состоятельность 
EKF в статистическом смысле не исследована. Одной из 
целей данной работы является выяснение состоятельно-
сти EKF на основе SRDC. Для этого сначала приводятся 
некоторые результаты [10]. 

Заметим, что специалистам по инерциальной навига-
ции хорошо известно, что качество работы алгоритма 
зависит от того, в какой системе координат записаны 
уравнения ошибок и измерений [11, 12, 13], но с точки 
зрения состоятельности алгоритмов этот вопрос, воз-
можно, не рассматривался. 
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II. УРАВНЕНИЯ НАВИГАЦИИ ПЕШЕХОДА 
Рассмотрим БИНС, закрепленную на стопе. Чувстви-

тельную массу акселерометров обозначим M . 

Пусть 1 2 3On n n  – навигационная система координат 
(н.с.к.), связанная с Землей, 1 2 3Ms s s  – приборная систе-
ма координат (п.с.к.), связанная с корпусом прибора, 

1 2 3M s M s s s      – модель приборной с.к. (м.с.к.), реализо-
ванная в вычислителе, 1 2 3Mn Mn n n    – квазимодельная 
с.к. (к.с.к.) [12,13]. 

Пусть ,n np v  – соответственно координаты и скоро-
сти M  в н.с.к. Здесь и далее нижние индексы , ,...n s  обо-
значают принадлежность к соответствующей системе 
координат. Ориентация п.с.к. относительно н.с.к. опре-
деляется кватернионом nsq , ( )ns nsR R q  – матрица по-
ворота, соответствующая nsq : n ns sp R p .  

Ориентация м.с.к. относительно п.с.к. определяется 
вектором малого поворота s , а ориентация к.с.к. отно-
сительно н.с.к. – вектором малого поворота n . Связь 
с.к. показана на диаграмме  

n

s

ns ns

On On
q q

Os Os





 
 

 

. 

Пусть ng  – удельная сила тяжести, ,s sf   – удельная 
сила, действующая на чувствительную массу, и абсо-
лютная угловая скорость БИНС в проекциях на оси 
п.с.к., ,s s sf f r    s s s      – измерения акселеро-
метров и ДУС, sr , s  – ошибки измерения.  

Опорные и модельные уравнения в приближении 
плоской Земли имеют соответственно вид (1), (2) [1, 10]: 

,
,

1 ,2

n n

n ns s n

ns s ns

p v
v R f g

q q


 

  




 

(1) 
,

,
1 .2

n n

n ns s n

ns s ns

p v
v R f g

q q




 
  

   




 

 (2) 

Введем так называемые полные и динамические 
ошибки координат и скоростей (3), (4) [12, 10]: 

,
,

n n n

n n n

p p p
v v v

  
  

 (3) ,
,

n n n n

n n n n

p p p
v v v

    
    

 (4) 

Уравнения ошибок в ошибках (4) примут вид: 

,
,

.

n n n n

n n n n n n

n n

p v p
v g v r

    
      

  





 (5) 

В фазе опоры скорость стопы v  близка к нулю, что 
можно использовать как псевдоизмерение, называемое 
ZUPT. Его можно записать в н.с.к. (6) и в п.с.к. (7):  

0,n n nZ v     (6) 0s s sZ v    , (7) 

где ,n n s sv v     – ошибки нулевой скорости. В тер-
минах вектора ошибок условия (6), (7) имеют вид [3]: 

,
.

n n n n n n n n

s s s s s s s s

z v Z v v v
z v Z v v v 

        
        

 
(8) 

(9) 

Спроектируем уравнение (9) в н.с.к. 

Утверждение 1. При записи условия ZUPT в н.с.к. 
уравнения ZUPT имеют вид (11), называемый ниже 
формой F, а в п.с.к. – вид (10), называемый формой D: 

форма D : ,
форма F : .

n n

n n n n

z v
z v v
   

     
 

(10) 

(11) 

III. ПОСТРОЕНИЕ БАЗЫ ДАННЫХ SRDC 
Для построения базы имитированных данных SRDC 

использовалась часть базы данных RuDaCoP компании 
Huawei, собранная в МГУ. Всего на частоте 125 герц 
записано около 100 треков для 15 испытуемых как в по-
мещении, так и на улице для двух БИНС, установленных 
на левой и правой стопе. Для этих данных решена задача 
сглаживания EKF с использованием как измерений 
ZUPT, так и дополнительных корректирующих измере-
ний, в том числе расстояния между стопами. Режим 
сглаживания, в отличие от режима фильтрации, позво-
лил исключить скачки оценок скоростей в моменты 
начала фаз опоры. Далее данные корректировались, что-
бы ограничить флуктуации скоростей в фазе опоры. По-
строены два варианта с разными ограничениями на эту 
скорость. Наконец, данные слегка сглаживались и ин-
терполировались на выбранную частоту записи – 125, 
250 и 500 Гц, и генерировались идеальные показания 
датчиков. В базу записаны как показания датчиков, так и 
сама траектория.  

IV. НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ СОСТОЯТЕЛЬНОСТИ EKF 
Рассмотрим общую задачу оценивания в нелинейной 

системе с вектором состояния ( )X t , где измерения kZ  
поступают в дискретные моменты времени kt : 

1 ( , ), ( ),
( ) , 0,1,2,... ,

k k k k k

k k k

X f X w X X t
Z h X r k
  
  

 (12) 

где kw  – возмущения, kr  – погрешности измерений, 
причем kw , kr  – некоррелированные случайные вели-
чины с нулевыми математическими ожиданиями. 

Алгоритм EKF включает этап прогноза 
1| |( ,0)k k k kX f X   и этап коррекции в моменты по из-

мерениям kZ : | | 1k k k kX X  . При прогнозе и коррек-
ции используются линеаризованные уравнения в ошиб-
ках | 1k k k kx X X   :  

1 1, ,
0,1,2,...

,
k k k k k k

k k k k

x F x G w
k

z H x r
  


 

 

 

(13) 

Выделим два случая – идеальный EKF (IEKF), где 
матрицы в (13) вычисляются в истинном состоянии си-
стемы (верхний индекс 0 обозначает IEKF): 

( ) ( , ) ( , )0 0 0, ,1,
h X f X w f X wk k k k kH F Gk k k kX X wk k k

  
    

, 
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и стандартный EKF, где матрицы в (13) вычисляются в 
модельных состояниях: 

( ) ( ,0) ( ,0)| 1 | |, ,1,
| 1 |

h X f X f Xk k k k k kH F Gk k k kX X wk k k k k

      
. 

Прогноз дисперсий ошибок оценок для EKF дается фор-
мулами: 

1| 1, | 1, ,

[ ].

T T
k k k k k k k kk k k

T
k k k

P F P F G Q G

Q E w w

   


 (14) 

Коррекция оценок ошибок и ковариационных матриц 
EKF дается формулами: 

| | 1 | 1

| | 1

( ),

( ) ,
k k k k k k k k k

k k k k k k

x x K z H x

P I K H P
 



  

 
 (15) 

где 1
| 1

T
k k k k kK P H R , [ ]T

k k kR E r r . EKF при 0k   
инициализируется ковариационной матрицей 0|0P  и 

начальной оценкой 0|0x . 

После оценки ошибок в (15) оценки состояния об-
новляются по формулам | | 1 |k k k k k kX X x  . Ошибки 

|k kx  при этом обнуляются и остаются равными нулю до 
следующего этапа коррекции. Случай IEKF отличается 
от EKF тем, что в (14), (15) добавлен верхний индекс 0, и 
отсутствует обновление вектора состояния. 

Определение 1. Задача оценивания (12) называется 
ненаблюдаемой относительно однопараметрической 
группы преобразований : X X  , если уравнения 
(12) переходят в себя под действием этой группы 

( , ) ( , ), ( ) ( )k k k k k kf X w f X w h X h X       . Число 
таких групп назовем индексом ненаблюдаемости. 

Матрица наблюдаемости kO  и инвариантное нена-
блюдаемое подпространство kN  – ядро kO  – на k -м 
шаге определены формулами: 

0

1 1,0

,0

, Kerk k k

k k

H
H F

O N O

H F

 
 
   
 
  

. 

Для IEKF матрица 0
kO  и пространство 0

kN строятся 
аналогично. Справедливо следующее утверждение. 

Утверждение 2. Размерность инвариантного нена-
блюдаемого подпространства IEKF совпадает с индек-
сом ненаблюдаемости.  

Утверждение 3. Переменные, соответствующие не-
наблюдаемому подпространству IEKF, не оцениваются, 
дисперсия их ошибок оценок в IEKF не стремится к ну-
лю при 0kQ  , 0kR  . 

Определение 2. EKF структурно несостоятелен, если 
размерность ненаблюдаемого подпространства EKF от-
лична от индекса ненаблюдаемости. 

Рассмотрим статистическое определение состоятель-
ности [14]. 

Определение 3. EKF состоятелен, если при стремле-
нии числа измерений к бесконечности оценка наблюда-
емых переменных является асимптотически несмещен-
ной, а средний квадрат ошибки соответствует теоретиче-
ской дисперсии ошибки оценки. 

Следующее утверждение – правдоподобная гипотеза. 

Утверждение 4. EKF статистически несостоятелен, 
если он структурно несостоятелен.  

Цель последующих рассмотрений – проверить данное 
утверждение для навигации пешехода, используя SRDC. 

V. УСЛОВИЯ СОСТОЯТЕЛЬНОСТИ EKF ПЕШЕХОДА 
Применим к задаче навигации пешехода описанные 

выше условия состоятельности EKF. Пусть kt  – время 
окончания k -й фазы опоры. Нижний индекс ( )k  обозна-
чает значения в момент kt . Пусть  

( ), ( ).
n n

k n k k n k

ns n

p p
X v t x v t

q

   
        
      

 

Уравнения (2), (7) в дискретном времени k  ненаблю-
даемы относительно четырех однопараметрических 
групп: параллельного переноса вдоль трех осей и враще-
ния вокруг вертикальной оси.  

Утверждение 5. В форме D инвариантное ненаблю-
даемое подпространство в задаче навигации пешехода 
имеет размерность 4, что равно индексу ненаблюдаемо-
сти IEKF. EKF структурно состоятелен. 

 

Рис. 1. Траектория для пятиминутного трека. Пунктиром обозначен 
коридор внутри здания 

Утверждение 6. В форме F инвариантное ненаблю-
даемое подпространство в задаче навигации пешехода 
имеет размерность 3. EKF структурно несостоятелен. 

Проведенные расчеты на данных экспериментов [6, 
10] показали, что в форме F теоретическая дисперсия 
оценки азимутального угла не растет с ростом времени, 
что указывает на несостоятельность EKF. Однако дока-
зательством несостоятельности может служить только 
статистический анализ на большом количестве однотип-
ных траекторий, что трудно осуществить на реальных 
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данных. Анализ состоятельности проведен с использова-
нием построенной базы данных SRDC. Погрешности 
акселерометров и ДУС моделировались белыми шумами 
различной интенсивности. 

Утверждение 7. При записи уравнений измерений 
ZUPT в форме F EKF в условиях данных SRDC стати-
стически несостоятелен. При записи уравнений измере-
ний ZUPT в форме D EKF статистически состоятелен.  

Обоснование данного утверждения дано в презента-
ции. Здесь ограничимся примером 5-минутного трека, 
показанного на рис. 1. На рис. 2 представлена зависи-
мость теоретической и реальной среднеквадратической 
ошибки ориентации от интенсивности шума датчиков. 
Видно, что для формы F теоретическая погрешность 
расходится с реальной. 

 

Рис. 2. Теоретические и реальные среднеквадратические ошибки ори-
ентации в конце 5-минутной навигации в зависимости от интенсивно-
сти шума ДУС при частоте данных 125 Гц 

На рис. 3 представлена зависимость теоретической и 
реальной среднеквадратической ошибки координат от 
интенсивности шума датчиков. Видно, что для формы F 
теоретическая погрешность расходится с реальной. 

 

Рис. 3. Теоретические и реальные среднеквадратические погрешности 
координат в конце 5-минутной навигации в зависимости от интенсив-
ности шума ДУС при частоте данных 125 Гц 

Ненулевые погрешности при точных датчиках вы-
званы двумя факторами: вариациями скорости БИНС в 
фазе опоры и погрешностями дискретизации. Для разде-
ления этих факторов на рис. 4 приведены аналогичные 
рис. 3 графики при частоте записи 250 Гц. Погрешности 
при точных датчиках значительно уменьшились, что 
говорит о том, что частоты записи 125 Гц недостаточно 
для точной навигации пешехода. 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Построена база имитированных данных навигации 

пешехода SRDC, позволяющая проверять алгоритмы 

навигации и изучать их свойства методом статистиче-
ского моделирования. С использованием этой базы дан-
ных изучена состоятельность двух алгоритмов на основе 
EKF – в так называемых формах D и F. Показано, что в 
форме F, которая чаще всего используется в литературе 
по навигации пешехода, EKF статистически несостояте-
лен. В форме D он статистически состоятелен.  

 

Рис. 4. Теоретические и реальные среднеквадратические ошибки ко-
ординат в конце 5-минутной навигации в зависимости от интенсивно-
сти шума ДУС при частоте данных 250 Гц 
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Аннотация—Показано методическое обеспечение для 
типового вертолетного радара с интегрированной систе-
мой микронавигации фазового центра антенны, позволя-
ющее расширить функциональные возможности радара в 
задачах дальнего обнаружения маловысотного объекта в 
расширенном диапазоне скоростей сближения; повысить 
точность, помехоустойчивость и оперативность измерения 
траекторных параметров при захвате и автосопровожде-
нии такого объекта.  

Ключевые слова—микронавигация, ЛЧМ-излучение, 
адаптация, адаптивно-робастная фильтрация. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Интенсивно развиваются многофункциональные ра-

дары (МФР) с фазированными антенными решетками, 
интегрированные на аппаратно-алгоритмическом уровне 
с инерциальными системами микронавигации (СМН) 
фазового центра антенны (ФЦА) [1, 2], которые тради-
ционно используются в задачах землеобзора при синте-
зировании апертуры антенны [3]. Рассматривается инте-
грации «МФР/СМН» в другом аспекте – в задачах обна-
ружения, первоначального измерения/оценивания тра-
екторных параметров (захвата) и сопровождения мало-
высотного воздушного объекта (МВО) в дальней зоне 
обзора при широком диапазоне скоростей, мощных ме-
шающих отражениях от земли (МОЗ) и интенсивном 
маневрировании. Сохраняют актуальность проблемы 
дальнего обнаружения МВО в состоянии зависания, ма-
лой скорости сближения (удаления) при малых отноше-
ниях сигнал\шум и маневрах; повышения оперативно-
сти, точности и помехоустойчивости захвата МВО в 
дальней зоне; обеспечения устойчивости автосопровож-
дения (АС) МВО при редких опросах и интенсивном 
маневрировании. Представлены основные подходы, ме-
тоды и функциональные алгоритмы МФР, ориентиро-
ванные на решение указанных проблем.  

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Рассматривается типовой вертолетный МФР  

Х-диапазона с фазированной антенной решеткой и СМН 
c инерциальными датчиками вблизи ФЦА. Носитель 

МФР – на малой высоте (не более 100 м над землей) в 
состоянии зависания/движения. Известны параметры и 
текущая ориентация диаграммы направленности антен-
ны (ДНА). Типичная ДНА по углу места показана на 
рис. 1, где абсцисса – градусы, ордината – децибелы. 
ДНА по азимуту аналогичная. 

 
Рис. 1. ДНА по углу места в связанной системе координат антенны  

МВО находится в дальней зоне обзора главным лу-
чом (ГЛ) в состоянии зависания/движения с малой или 
высокой скоростью в направлении к ФЦА или от ФЦА. 
ГЛ стабилизирован над горизонтом с минимальным уг-
лом места, при котором поверхность земли облучается 
только боковыми лепестками (БЛ) ДНА. Присутствуют 
мощные МОЗ по БЛ. Дальняя зона ограничивается мак-
симальной дальностью обнаружения Rd max, априорно 
известной и составляющей не более 105 м. Полагается, 
что в этой зоне обнаружение потенциально возможно 
только на фоне шумов приемника и при длительном ко-
герентном накоплении сигнала МВО, обеспечиваемом 
только в режиме излучения с высокой (ВЧПИ) частотой 
повторения импульсов (ЧПИ) Fr. Во время излучения и 
на интервалах между пачками импульсов происходит 
интенсивное маневрирование, приводящее к ускорениям 
сближения AR ml в диапазоне ±5 g. 

Задача – разработка методов и алгоритмов для МФР с 
СМН, позволяющих в рамках типичных аппаратных 
средств, параметров излучения/обработки сигналов при 
ВЧПИ обеспечить возможность дальнего обнаружения, 
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захвата и сопровождения МВО в широком диапазоне 
скоростей сближения (от 0 до нескольких сотен м/с) при 
указанных выше условиях функционирования МФР.    

III. АДАПТИВНО-РОБАСТНЫЕ МЕТОДЫ ДАЛЬНЕГО 
ОБНАРУЖЕНИЯ, ЗАХВАТА И СОПРОВОЖДЕНИЯ  

A. Базовый режим излучения при обнаружении  
Рассматривается режим ВЧПИ с линейной частотной 

модуляцией несущего колебания (ЛЧМ) в пачке импуль-
сов [4]. В работах [5, 6] показаны методы дальней лока-
ции малоскоростного МВО в таком режиме. В докладе 
оцениваются возможности для расширения диапазона 
скоростей при обнаружении МВО, включая высокие 
скорости (сотни м/с) на встречных курсах, относительно 
малые и нулевые на догонных курсах, скорости при за-
висании МВО и/или МФР. 

При ЛЧМ с крутизной S>0 частота сигнала МВО F*ml 
может измеряется только при условии 

* *2( ) / ,r ml Dml ml ml slF F F S S R c F       (1) 

где Fr – ЧПИ; FDml = (2VRml / λ) – доплеровская частота 
МВО в ГЛ; VRml – скорость сближения; λ – длина волны; 
с – скорость света; ΔSml = (2ARml / λ) – приращение кру-
тизны ЛЧМ при ускорении сближения; Rml – дальность 
МВО; F*sl – граница спектра МОЗ. Частота F*sl, 
наибольшая в спектре МОЗ, определяется для конкрет-
ного БЛ аналогично частоте F*ml в соотношении (1) – 
при замене «ml» на индекс «sl», обозначающий принад-
лежность к БЛ. Из выражения (1) следует, что верхнее 
ограничение по скорости сближения 

 0,5 2Rml Rmlmax r ml mlV V ( F ( S S ))( R / c ) ,       (2) 

При типичных параметрах излучения, например 
S = 16*106 Гц/с, Fr = (70…100) *103 Гц, λ = 0,03 м и для 
максимальной дальности Rd max=105 м ограничение по 
скорости будет VRml max= (890…1340) м/с. При снижении 
S, увеличении Fr эти предельные скорости возрастают.   

Нижнее ограничение по дальности обнаружения: 

2sl sl Dml Dsl
ml ml min

ml

R ( S S ) ( c / )( F F )
R R .

S S
   

 


 (3) 

Из выражения (3) видно, что при комбинации из двух 
пачек с разными знаками крутизны (бинарных пачек) в 
общем случае ограничения по минимальной дальности 
не превышают максимальной наклонной дальность Rsl 
для БЛ. В частных случаях ограничения меньше Rsl или 
их нет. При бинарных пачках полностью раскрывается 
диапазон скоростей сближения от 0 до VRml max. Кроме 
того, обеспечивается возможность наблюдения МВО и 
при отрицательных скоростях сближения. 

B. Радиальная микронавигация и адаптация 
параметров излучения/обработки сигналов  
Радиальная микронавигация ФЦА – определение тра-

екторных параметров ФЦА в проекциях по направлени-

ям БЛ и ГЛ – реализуется по данным СМН и алгоритма 
управления МФР. Дальности по направлениям БЛ могут 
корректироваться с учетом рельефа поверхности при 
использовании цифровой карты местности (ЦКМ) с гео-
дезической привязкой по информации от СМН и МФР. 
По результатам микронавигации непосредственно перед 
излучением пачки импульсов осуществляется: 

 адаптивная настройка параметров первичной об-
работки сигнала (ПОС) с целью уче-
та/компенсации фазовых искажений из-за ускоре-
ния ФЦА ARml apc по направлению ГЛ – компонен-
ты exp{j2π(f0/с) ARml apc t2}, где f0 – несущая часто-
та; t – время; 

 расчет границ спектра МОЗ и соответствующих 
параметров режекции сигнала при ПОС для всех 
вариантов крутизны ЛЧМ из набора ±S(k), 
k=1,…., Кs;  

 адаптивная настройка параметров излучения: кру-
тизны S – для обеспечения наблюдаемости F*ml, 
минимизации ограничений по дальности обнару-
жения и инструментальных ошибок частотных 
измерений; периода повторения импульсов (ППИ) 
Тr – в аспекте обеспечения наблюдаемости неод-
нозначной задержки сигнала МВО (НЗС) τ в про-
зрачной зоне ППИ (вне участков бланкирования 
приемника). 

Упрощенная схема информационной интеграции 
«МФР/СМН» на уровне процедур управления излучени-
ем и ПОС показана на рис. 2.  

 
Рис. 2. Схема интеграции МФР/СМН 

C. Адаптивное обнаружение 
Обнаружение выполняется по бинарным пачкам при 

Тr = const, S=var. Первая пачка излучается с крутизной 
S1=max{S(k)>0} или S1=max{|S(k)<0|}. Если нет обнару-
жения, то путем исключения и с использованием данных 
СМН сужаются диапазоны дальностей МВО и скоро-
стей, выполняется адаптация параметров излучения и 
ПОС для второй пачки, излучаемой с крутизной S2≠S1. 
Если по этой пачке также нет обнаружения, то излуча-
ются и адаптируются следующие бинарные пачки, но 
при другом Тr. из набора ППИ для раскрытия слепых зон 
по дальности. При обнаружении с Тr0 и S0: измеряются 
частота F*ml 0 и НЗС τ0; рассчитываются дисперсии оши-
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бок этих измерений DF*ml 0, Dτ 0 и сокращенные диапазо-
ны дальностей [Rml min 0; Rml max 0] и скоростей [VRml min 0; 
VRml max 0]. Эти данные являются входными для процедур 
захвата траектории МВО, реализуемых при известных 
интервалах времени между пачкой обнаружения и захва-
та, а также между пачками захвата.     

D. Адаптивно-робастные методы захвата  
и автосопровождения    
В общем случае захват и АС осуществляется по пач-

кам с ВЧПИ при Тr = var и S=var. После адаптивной 
настройки первая пачка захвата (i=1) излучается при 
крутизне Si ≠ Si-1 и приращении ΔTr i/i-1 = Tr i - Tr i-1. Изме-
ряются F*ml i, τi, рассчитываются дисперсии ошибок этих 
измерений. Известны предыдущие измерения F*ml i-1, τi-1 
и дисперсии их ошибок. Одновременно и комплексно 
реализуются два контура управления наблюдением и 
обработки измерений – дальномерных частот F*ml и за-
держек сигнала τ.  

Частотный контур по первой пачке захвата реализует 
метод измерения дальности и скорости [5] по двум изме-
рениям (F*ml i-1, F*ml i). При следующей пачке реализует-
ся метод [6] одновременного измерения дальности, ско-
рости и ускорения, базирующийся на измерениях по 
трем пачкам с разной крутизной. Далее метод [6] реали-
зуется при захвате и АС по технологии скользящего ок-
на. Контур обеспечивает поддержку экстраполяции НЗС 
τi/i-1  по измерению τi-1 при условии Tr i = Tr i-1; адаптивно-
робастную идентификацию и фильтрацию частотных 
измерений [7] в многоцелевой и/или поличастотной си-
туации; оценивание и сокращение интервала дальностей 
[Rml min; Rml max], подаваемого на вход контура задержек; 
защиту от аномальных оценок дальности на выходе кон-
тура НЗС. 

Контур НЗС в каждом шаге захвата и АС реализует 
унифицированную алгоритмическую структуру, которая 
включает следующие функциональные модули. 

1. Прогноз параметров дальности  τi/i-1 и ri/i-1-1 на ин-
тервале Δti/i-1 = ti – t i-1 между пачками на основе оценки 
дальности Rml i-1 = (с/2) (ri-1 Tr i-1 + τi-1), где ri-1 – индекс 
ППИ. Аналогичный прогноз ri/i-1min и ri/i-1max выполняется 
по границам интервала [Rml i-1 min; Rml i-1 max].  

2. Адаптивная настройка ППИ на основе максималь-
ного приращения ΔTr i/i-1, обеспечивающего гарантиро-
ванную наблюдаемость НЗС в ППИ Tr i для интервала 
дальности, заданного диапазоном индексов ППИ [ri/i-1min; 
ri/i-1max].  

3. Грубая оценка текущего индекса ППИ r*i, диспер-
сии ошибок оценивания и границ интервала индексов 
[r*i min; r*i max]. 

4. Расщепленный прогноз положений НЗС τ*i/i-1 (J) в 
ППИ при заданном приращении ΔTr i/i-1 для всех индек-
сов ППИ r*i (J) в диапазоне [r*i min; r*i max] и формирова-
ние массива невязок ν*i (J) = τi - τ*i/i-1 (J). 

5. Уточненная оценка индекса ППИ ri по критерию 
«минимум модуля ошибки прогноза», из соответствия 
прогнозной модели τ*i/i-1 (Jmin) минимальному значению 
модуля невязки |ν*i (Jmin)| = min {|ν*i (J)|}, при котором 
оценка текущего индекса ППИ ri = r*i (Jmin). 

6. Расчет дисперсий погрешностей измерения τi, про-
гноза τ*i/i-1 = τ*i/i-1 (Jmin), невязки ν*i = ν*i (Jmin), корректи-
ровка границ интервала [r*i min; r*i max]. 

7. Адаптивно-робастная фильтрация Калмана 
(АРФК) на основе алгоритмов с последовательной обра-
боткой компонент наблюдения [1, 2, 7]. В скалярном 
виде АРФК применяется для оценивания НЗС τi (при 
приятой прогнозной модели τ*i/i-1 и дисперсиях: Dτ*i/i-1 – 
для ошибок прогноза; Dτi – для ошибок измерения τi  

8. Оценка текущей дальности Rml i = (с/2) (ri Tr i + τ*i), 
где τ*i  – оценка НЗС на выходе АРФК, а также диспер-
сии для ошибок оценивания и текущих границ интервала 
[Rml i min; Rml i max].  

Контур НЗС функционирует при взаимодействии с 
частотным контуром или автономно – в ситуациях, когда 
вариация крутизны ЛЧМ невозможна.   

IV. РЕЗУЛЬТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ  
На рис. 3 и 4 показано изменение среднеквадратиче-

ского отклонения (СКО) σС* ошибок определения вели-
чины С*i = {(τ*i/i-1 – τi) / ΔTr i/i-1,} при грубой оценке ин-
декса ППИ r*i = [С*i], где [•] – целая часть числа.  

На рис. 3 – зависимость σС* от количества пачек при 
захвате и от положения НЗС в пачке обнаружения.  

 
Рис. 3. Зависимость СКО σС* от исходного положения НЗС при 
обнаружении и количества пачкек при захвате  

На рис. 4 – зависимость σС* от количества пачек при 
захвате и дальности обнаружения МВО. Захват осу-
ществлялся без поддержки частотного контура в широ-
ком диапазоне [Rml i-1 min; Rml i-1 max] – от 500 м до 60 000 м.  

 
Рис. 4. Зависимость σС* от дальности обнаружения и количества пачек 
при захвате 
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На рис. 5 показано изменение приращения ППИ в 
циклах АС после захвата.  

 

Рис. 5. Изменение приращения ППИ в циклах АС 

На рис. 6 показаны дальномерные погрешности за-
хвата и АС в зависимости от дальности и скорости 
сближения 

 
Рис. 6. Абсолютные ошибки определения дальности при захвате 
объекта (60 км) и его дальнейшем автосопровождении  

С учетом зависимости σС* от исходного положения 
НЗС в ППИ (рис. 3) при захвате на основе приращений 
ППИ с разными знаками (рис. 5) прогнозируемая зона 
[τ*i/i-1 min; τ*i/i-1 max] наблюдения НЗС целенаправленно 
«раскачивается» в пределах рабочей зоны ППИ. При 
этом существенно расширяются диапазоны приращений 
ППИ, усиливается сходимость процесса устранения 
неоднозначности НЗС. Для эффективного захвата требу-
ется 1-2 пачки (рис. 4). При тех же условиях моделиро-
вания захват на основе теоремы об остатках, а также при 
переборе заданных ППИ [4] требует 10-12 и 7-8 пачек 
соответственно.  

При больших дальностях (от 6*104 м до 105 м) при 
захвате по 1 и 2 пачкам возможны ошибки оценивания 
индекса ППИ в диапазоне ±1 (рис. 5), составляющие со-
ответственно ≈12% и ≈7 %. Сбои захвата устраняются 
уже на первом шаге АС (рис. 6). Компенсируются ано-
мальные оценки дальности (в диапазоне 1500-2300 м), 
поступающие на вход циклов АС и имитируемые в 10% 
общего количества циклов. Компенсируются и «уводя-
щие» помехи, проявляющиеся в ошибках прогноза даль-
ности (до 100…300 м). При указанных дестабилизирую-
щих факторах и на фоне маневров с ускорениями в диа-
пазоне ±5g обеспечивается устойчивость автосопровож-
дения при интервалах между опросами МВО до 2 с и при 
погрешностях дальнометрии не более 15 м (при дли-
тельности импульса 0,8*10–6 с, соответствующей 120 м). 
В таких условиях традиционные процедуры АС, как 

правило, ограничиваются интервалами между опросами 
не более 0,25…0,5 с.   

Учитывая помехоустойчивость, обеспечиваемую при 
адаптивно-робастном сопровождении, представляется 
возможным сокращение процедуры захвата с прираще-
нием ППИ до одной пачки после обнаружения или ее 
исключения при достаточной точности дальнометрии по 
ЛЧМ-сигналам.  

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Представленные подходы и адаптивно-робастные ме-

тоды обнаружения, захвата и сопровождения МВО бази-
руются на глубокой интеграции инерциальных и радио-
локационных каналов МФР, комплексировании методи-
чески разнородных способов измерения траекторных 
параметров, адаптивном управлении излучением, 
наблюдением, обработкой сигналов и адаптивно-
робастной фильтрации Калмана при идентификации и 
оценивании первичных частотных и временных измере-
ний. При применении этих методов обеспечивается: 

 обнаружение объектов с широким диапазоном 
скоростей, включая объекты, обнаружение кото-
рых в дальней зоне традиционными способами не 
представляется возможным; 

 повышение оперативности, точности и помехо-
устойчивости измерения/оценивания траекторных 
параметров объекта при захвате и сопровождении. 
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I. ВВЕДЕНИЕ 
В основе навигационных комплексов современных 

беспилотных летательных аппаратов (БПЛА) лежит, как 
правило, инерциальная навигационная система (ИНС), 
корректируемая приемником глобальных спутниковых 
навигационных систем (ГНСС). Существенным ограни-
чением применения ГНСС является возможность иска-
жения или недоступности сигналов навигационных 
спутников, которая может быть вызвана как естествен-
ными (многолучевость, различные атмосферные иска-
жения), так и искусственными (jamming, spoofing [1]) 
факторами. Поэтому актуальной является задача обеспе-
чение требуемых уровней точности навигационного ре-
шения в автономном режиме. Одними из возможных 
корректоров ИНС в автономном режиме могут быть оп-
тико-электронные системы (ОЭС) различного вида, 
например обзорно-навигационная ОЭС разработки АО 
«КТ-Беспилотные Системы» (ОЭС-ОН). В рамках сов-
местных работ МАИ и АО «КТ-Беспилотные Системы» 
встала задача разработки алгоритмов и программно-
математического обеспечения, реализующего режим ав-
тономной навигации ОЭС-ОН. Решение этой задачи воз-
можно с применением различных подходов: использова-
ние нейросетевых технологий [2]; построение корреляци-
онно-экстремальных навигационных систем (КЭНС) (в 
том числе применение моделей окружающей среды) [3]; 
использование SLAM-алгоритмов (RTAB-Map, EKF-
SLAM, DPSLAM и др.) [4]; комбинация подходов. 

II. ОСОБЕННОСТИ МЕТОДА 
Учитывая имеющиеся ограничения и требования к 

программно-аппаратному обеспечению ОЭС-ОН, был 
разработан метод совместной обработки информации 
ИНС и ОЭС, основанный на EKF-SLAM. На основе ме-
тода были синтезированы алгоритмы навигационного 
комплекса.  

К основным особенностям метода следует отнести 
разработанную математическую модель погрешностей 

навигационного комплекса, учитывающую погрешности 
ИНС, ОЭС и связей между ними [5]; погрешности юсти-
ровки ОЭС; учет возможности наличия искажений в из-
мерениях ОЭС, вызванных внешними возмущающими 
факторами неизвестной природы и вида; отсутствие 
необходимости в наличии карты местности и возмож-
ность построения модели рельефа с целью ее повторного 
использования; возможность на основе метода синтези-
ровать алгоритмы для БПЛА различных видов и классов, 
широкого диапазона аппаратного состава и для различ-
ных требований к уровням точностей навигационного 
решения. 

К преимуществам алгоритмов можно отнести их вы-
числительную устойчивость; реализуемость алгоритма 
на вычислителях без графических ускорителей, в том 
числе на промышленных контроллерах общего назначе-
ния; возможность на основе метода синтеза алгоритмов 
контроля целостности измерений как для ОЭС, так и для 
ГНСС, а также алгоритмов юстировки ОЭС в случае 
использования опорных точек (ОТ) с заранее известны-
ми координатами. 

Применяемый принцип работы ОЭС как корректора 
ИНС схематично изображен на рис.1. 

Оцениватель

Алгоритмы поиска и 
отслеживания ОТ

Привязка координат 
ОТ

Построение прогноза 
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Построение  
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разности между 
фактическим и 
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Оценка погрешностей 
ИНС

Оценка погрешностей 
ОЭС в определении 

координат ОТ

Потребитель

Видеоизображение 
ОЭС

Параметры навигации 
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Рис. 1. Использование ОЭС в качестве корректора ИНС 

Оцениваемый расширенным фильтром Калмана век-
тор состояния включает в себя коэффициенты моделей 
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погрешностей систем, входящих в навигационный ком-
плекс, и имеет вид (1): 

 

 

 (1) 

 

 

где x1, x2 – погрешности ИНС в определении долготы и 
широты БПЛА соответственно, x3, x4 – погрешности ИНС 
в определении восточной и северной составляющих пу-
тевой скорости; α, β, γ – погрешности ориентации базово-
го трехгранника; ΔΩX, ΔΩY, ΔΩZ – проекции постоянных 
составляющих погрешностей датчиков угловых скоро-
стей на оси связанной системы координат, 

, ,
X Y Z

K K K      – ошибки масштабных коэффициентов 
датчиков угловых скоростей; ΔnX, ΔnY, ΔnZ – постоянные 
составляющие ошибок акселерометров в проекции на оси 
связанной системы координат; , ,

X Y Zn n nK K K    – 
ошибки масштабных коэффициентов акселерометров; 

C

 – ошибки дальности от приемника ГНСС до навига-

ционного спутника, вызванные уходом начальной фазы 
задающего генератора; C

  – ошибки определения ско-
рости измерений дальности до спутника, вызванные 
отличием от номинальной частоты генератора приемни-
ка; 

11 21 31 1 2 3, , ,..., , ,O O O O O O
n n nR R R R R R       – ошибки ОЭС в опре-

делении координат ОТ на поверхности земли (n – коли-
чество используемых ОТ в векторе измерений). 

III. ИМИТАЦИОННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ СИНТЕЗИРОВАННЫХ 
НА БАЗЕ МЕТОДА АЛГОРИТМОВ 

Имитационное моделирование синтезированных на 
основе метода алгоритмов проводилось с учетом харак-
теристик навигационных комплексов различных объек-
тов (летательные аппараты разных классов). С целью 
повышения достоверности результатов имитационные 
исследования проводились в том числе с применением 
среды AirSim [6] (рис. 2).  

 
Рис. 2. Пример моделирования в AirSim 

AirSim использует бесплатный игровой движок Unre-
al Engine 4, что позволяет с высокой детализацией моде-
лировать изображение подстилающей поверхности и 
дает возможность исследовать влияние различных по-
годных условий на работу оптической системы, что не-
доступно в программах, использующих лишь спутнико-
вые снимки. Помимо этого, наличие открытого исходно-
го кода позволяет выполнять настройку параметров ка-
меры и математической модели динамики БПЛА. 

В ходе моделирования в AirSim сравнивались раз-
личные алгоритмы детекторов и дескрипторов, применя-
емые для поиска и отслеживания ОТ на кадрах видео-
изображения. Например, на рис.3 приведены результаты 
работы детекторов ORB (слева) и SIFT (справа) на трех 
последовательных кадрах. 

 
Рис. 3. Результат работы детекторов 

Результаты сравнений показали, что оба алгоритма 
позволяют корректно выполнять отслеживание переме-
щающихся контрастных точек, однако дескрипторы 
SIFT позволяют находить больше совпадений и являют-
ся более информативными. Некорректно найденные сов-
падения точек на двух кадрах исключаются с помощью 
алгоритмов RANSAC. 

Результаты имитационного моделирования алгорит-
мов комплексных навигационных систем, включающих в 
себя ИНС различных классов точности, при одинаковых 
условиях начальной выставки и полета и без учета по-
грешностей алгоритмов детекторов приведены на рис.4.  
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Рис. 4. Результаты имитационного моделирования для ИНС различного 
класса 
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В табл. 1 приводится сравнение результатов модели-
рования в процентах от пройденного пути. 

ТАБЛИЦА 1 ПОГРЕШНОСТИ КОМПЛЕКСА В ПРОЦЕНТАХ ОТ 
ПРОЙДЕННОГО ПУТИ 

Тип ИНС Погрешность, % от 
пройденного пути 

Навигационного класса 0.02 

Тактического класса 0.1 

На MEMS-датчиках 20 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Для решения задачи обеспечения требуемых уровней 

точностей в автономном режиме БПЛА в рамках подхо-
да EKF-SLAM был разработан метод, позволяющий ис-
пользовать ОЭС в качестве корректора ИНС. Были син-
тезированы алгоритмы навигационного комплекса и 
программно-математическое обеспечение имитационно-
го моделирования и камеральной обработки полетных 
данных. 

При проведении имитационного моделирования ис-
следовалось влияние различных факторов на точность и 
надежность навигационного решения: погрешностей 
параметров оптической системы; точности установки 
камеры ОЭС относительно строительных осей БПЛА; 
погрешностей высотомеров; погодных условий и типов 
местности; точностей ИНС различных классов. Напри-
мер, зависимость погрешности определения координат 
от пройденного БПЛА пути составила: 0.02% для ИНС 
навигационного класса, 0.1% для ИНС тактического 
класса и 20% для ИНС на микромеханических датчиках. 

Среди перспективных направлений дальнейших ис-
следований можно выделить: 

 исследование возможностей применения в каче-
стве оценивателя ансцентного фильтра Калмана с 
целью повышения точности и надежности работы 
системы; 

 разработку алгоритмов одновременного контроля 
целостности спутниковых и оптических измере-
ний на базе предложенного метода. 

Работа выполнена в рамках государственного зада-
ния Минобрнауки России, номер темы FSFF-2020-0015. 
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Аннотация—Проведен краткий обзор основных алгорит-

мов планирования маршрута в робототехнических системах 
и выделены подходы, применяемые в задачах навигации по 
геофизическим полям. Отмечены общие черты и отличия 
выбора маршрута в этих задачах. Предложен алгоритм вы-
бора кусочно-линейного маршрута, позволяющий планиро-
вать обсервацию по нескольким геофизическим полям с 
ограничением на длину линейных участков. Проведен крат-
кий анализ эффективности предложенного алгоритма. 

Ключевые слова—навигация по геофизическим полям, 
планирование маршрута, анализ точности, навигационная 
информативность. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Навигационные системы (НС) с коррекцией по дан-

ным о геофизических полях Земли применяются на по-
движных объектах различных классов. При проведении 
коррекции таких систем на морских объектах может ис-
пользоваться, например, информация о гравитационном 
поле и поле рельефа дна, которая обычно представляется 
в виде цифровой карты навигационного полигона и из-
мерений соответствующих датчиков. Коррекция осу-
ществляется путем выработки поправок к показаниям 
навигационной системы на основе сопоставления изме-
ренных и вычисленных по карте значений поля [1–9].  

Одним из ключевых факторов, оказывающих влияние 
на точность обсервации по геофизическим полям, явля-
ется их изменчивость в районе решения задачи. При 
этом благоприятными для проведения коррекции могут 
считаться маршруты, в окрестности которых изолинии 
геофизического поля или полей существенно меняют 
свое направление, а модуль градиента достигает высоких 
значений [2, 10, 11]. Выбор таких маршрутов и оценка 
точности обсервации на них могут быть реализованы с 
привлечением эксперта и средств предсказательного 
моделирования заранее [12, 13].  

Вместе с тем ручной выбор маршрута при использо-
вании нескольких геофизических полей может быть тру-
доемким. Это обусловлено тем, что помимо свойств са-
мих полей необходимо учитывать протяженный харак-
тер обсервации, погрешности измерительных средств, 
неточности построения карты навигационного полигона 
и возможные ограничения на динамику объекта. Кроме 
того, нередко требуется формировать маршрут в режиме 
реального времени, исходя из текущей характеристики 
точности определения координат или особенностей ре-
шаемой подвижным объектом задачи.  

Перечисленные факторы делают актуальной разра-
ботку автоматизированных методов планирования 
маршрута, учитывающих условия решаемой задачи.  

Цель предлагаемого доклада – проанализировать 
основные алгоритмы планирования маршрута в робото-
технических системах, выделив подходы, применяемые 
в задачах навигации по геофизическим полям, и на осно-
ве полученных результатов предложить алгоритм плани-
рования маршрута, учитывающий возможность исполь-
зования информации о нескольких полях.  

A. Краткий обзор методов планирования маршрута 
В робототехнических системах задача планирования 

маршрута встречается повсеместно. Ее требуется решать 
при разработке беспилотных летательных аппаратов, 
автономных транспортных средств, многозвенных мани-
пуляторов и других устройств. В основе многих методов 
планирования маршрута лежит фундаментальная работа 
Дейкстры, посвящённая поиску кратчайшего пути на 
графе с неотрицательными ребрами [14]. При этом граф 
обычно является дискретной моделью пространства, 
представляющего его с необходимой точностью. Идеи, 
предложенные в этой работе, породили целый класс 
успешных алгоритмов, использующих различные эври-
стические приемы для повышения эффективности реше-
ния задачи [15].  

В алгоритмах планирования маршрута, основанных 
на теории графов, важное значение имеет метод постро-
ения графа. Один из традиционных подходов заключает-
ся в покрытии пространства равномерной сетью узлов и 
построении по ним графа, каждая вершина которого для 
двумерного пространства имеет 4 или 8 ребер. Нетрудно 
заметить, что простота такого метода сопряжена с суще-
ственным недостатком: направления, в которых может 
двигаться объект по такому графу, ограничены дискрет-
ностью в 90 или 45 градусов. Для преодоления этой осо-
бенности в режиме постобработки применяют специаль-
ные алгоритмы сглаживания полученной траектории, 
которые, впрочем, имеют свои ограничения. 

Другой известный подход основан на случайном 
формировании вершин графа и ребер между ними. Он 
широко применяется для планирования маршрута в про-
странствах высокой размерности, когда задание равно-
мерной сетки узлов порождает большие вычислительные 
затраты, или в случае априорно неизвестного простран-
ства. К такому стохастическому подходу относятся так-
же различные варианты быстрорастущих случайных 
деревьев [16]  

Помимо алгоритмов, основанных на теории графов, 
предложены и другие методы, включая аналитические, 

Исследование выполнено за счет гранта Российского 
научного фонда № 18-19-00627, https://rscf.ru/project/18-19-
00627/ 
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нейросетевые, и методы, порожденные анализом пове-
дения животных. Их расширенный обзор можно найти в 
[15, 17]. 

B. Постановка задачи навигации по геофизическим 
полям 
Для иллюстрации особенностей уточнения координат 

подвижного объекта по измерениям геофизических по-
лей приведем упрощенную постановку соответствующей 
задачи, сформулированной в рамках байесовского под-
хода. Более полное обсуждение этой задачи можно 
найти в [18–20].  

Предполагается, что решается задача уточнения 
плоских координат морского подвижного объекта, выра-
ботанных по данным НС. Показания НС представим в 

виде NS
i i y X Δ , где 1 2

TNS NS NS
i i

y y   y  – фиксиро-
ванные известные показания НС в дискретные моменты 
времени; 1i I  ;  1 2

T
  Δ  – погрешности опре-

деления координат, которые считаются неизменными за 
время проведения обсервации;  1 2

T
i i

X XX  – истин-
ные координаты объекта. Тогда задачу уточнения коор-
динат с использованием нескольких геофизических по-
лей можно свести к задаче оценивания неизвестного век-
тора Δ  по m-мерным векторным измерениям: 

    NS
ii i i i    y y Δ ε Δ ε , (1) 

где  1 ...
ii
T

my yy  – измерения m различных геофи-
зических полей, ( )   – m-мерная нелинейная вектор-
функция, описывающая c помощью заданных карт зави-
симости используемых полей от координат iX ; iε  –  
m-мерный вектор погрешностей измерителей. Будем 
считать, что вектор Δ  и погрешности измерений iε  яв-
ляются случайными с известными статистическими 
свойствами.  

Из приведенной постановки видно, что точность 
определения местоположения в основном зависит от 
изменчивости функции ( )   в окрестности траектории 
движения и погрешностей измерителей.  

C. Планирование маршрута в задачах навигации по 
геофизическим полям 
Прежде чем переходить к перечислению работ, по-

священных выбору маршрута в задачах навигации по 
геофизическим полям, целесообразно обсудить связь 
между этой задачей и задачами, возникающими при пла-
нировании движения подвижных объектов. 

В задачах управления подвижными объектами обыч-
но требуется найти кратчайший (по расстоянию или вре-
мени) путь между двумя точками с учетом возможных 
препятствий. В задаче уточнения координат по геофизи-
ческим полям необходимо выбрать маршрут, на котором 
координаты уточняются с наилучшей точностью.  

Немаловажно подчеркнуть, что без введения допол-
нительных ограничений решение последней задачи ли-
шено практического смысла: как следует из приведенной 
выше постановки, большей точности навигационного 

решения, как правило, соответствует большее число из-
мерений. Таким образом, маршрут на котором погреш-
ности навигационного решения стремятся к минимуму, 
будет вырожденным. Поэтому на практике на искомую 
траекторию накладывают дополнительные ограничения, 
которые могут включать задание начальной и конечной 
точки, ограничения на маневрирование и другие.  

Работы, направленные на повышение точности об-
сервации по геофизическим полям за счет оптимизации 
маршрута, появились более двадцати лет назад. Одними 
из первых можно считать [2, 9, 21], хотя смежные вопро-
сы затрагивались и существенно раньше [22]. За прошед-
шее время задача не потеряла актуальность, что подтвер-
ждается более поздними публикациями [10, 12, 23–27], 
обзор части из которых можно найти в [28].  

Тем не менее рассматриваемая задача, по мнению ав-
торов, остается актуальной. Это в том числе объясняется 
значительным числом влияющих факторов и ограниче-
ний, что затрудняет формулировку универсальной стро-
гой ее математической постановки. Если это все же уда-
ется, то алгоритмы, вытекающие из такой постановки, 
как правило, характеризуются значительным временем 
выполнения.  

В настоящей работе предлагается алгоритм, адапти-
рованный для выполнения обсервации по нескольким 
геофизическим полям, при наличии ограничений на ма-
невры объекта, что является важным условием для при-
менения гравиметрической аппаратуры.  

D. Исследуемый полигон 
Для исследования предлагаемого алгоритма и иллю-

страции его применения был выбран район с размерами 
15 × 26 км, содержащий информацию о поле аномалии 
силы тяжести (АСТ) и рельефа дна. Изолинии этих по-
лей представлены на рис. 1 и 2. 

Можно отметить, что изолинии поля преимуще-
ственно ориентированы в различных направлениях. Это 
обстоятельство повышает эффективность совместного 
использования полей для обсервации, так как создает 
предпосылки для одновременного уточнения двух коор-
динат объекта. 

Из представленных графиков также видно, что по 
сравнению с рельефом дна поле АСТ носит более глад-
кий характер.  

 

Рис. 1. Изолинии поля аномалии силы тяжести 
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Рис. 2. Изолинии поля глубин 

II. ПРЕДЛАГАЕМЫЙ АЛГОРИТМ ПЛАНИРОВАНИЯ МАРШРУТА 
При разработке обсуждаемого ниже алгоритма учи-

тывались три основных требования: 

 при обсервации могут быть использованы данные 
по нескольким геофизическим полям; 

 формируемый маршрут должен быть кусочно-
линейным с ограничением на минимальную дли-
ну участков для исключения частого маневриро-
вания; 

 алгоритм должен обеспечивать расчет и обновле-
ния маршрута за время, близкое к реальному.  

Основой для исследования послужили идеи, описан-
ные в [12, 27, 28]. Далее перечислены основные этапы 
алгоритма. 

A. Построение карты навигационной 
информативности 
Анализ характеристик геофизического полигона и 

выделение участков, наиболее пригодных для обсерва-
ции, удобно проводить с помощью карты навигационной 
информативности. Она может быть построена как для 
исследования уточнения координат вдоль определенных 
направлений, так и без привязки к ним [11, 28]. 

Аналогичный подход применим и для случая исполь-
зования нескольких геофизических полей. Для построе-
ния карты, помимо значений самих полей требуется 
знать предполагаемый уровень погрешностей измерите-
лей. Пренебрегая коррелированными погрешностями 
карт, величину, количественно характеризующую значе-
ние информативности и определяющая карту информа-
тивности, можно представить в следующем виде: 

    2
2

1
1 2 1, ,

m

j
j

Q X X Q X X


  ,  (2) 

где  1 2,Q X X  – величина, количественно характери-
зующая значение информативности при использовании 
нескольких полей и зависящая от координат; m – коли-
чество используемых полей;  1 2,jQ X X  – величина, 
количественно характеризующая значение информатив-
ности при использовании j-го поля, рассчитываемая как 

  
 1 2

1 2

,
, j

j
j

h X X
Q X X

r
 ,  (3) 

где  1 2,jh X X  – модуль градиента j-го поля, а jr  – 
СКО погрешностей соответствующего измерителя.  

С помощью карты информативности, построенной 
согласно выражению (2), можно не только выделить ин-
формативные участки, но и приблизительно оценить 
точность навигационного решения, полученного при их 
использовании. Тем не менее следует отметить, что в 
процессе преобразования теряется информация о 
направлении градиента, что не позволяет судить о том, 
какая из составляющих координат может быть уточнена 
на информативных участках полигона. 

Иллюстрация карты навигационной информативно-
сти, рассчитанной для исследуемого полигона, представ-
лена на рис. 3. Более ярким участкам соответствуют об-
ласти, на которых координаты могут быть уточнены с 
лучшей точностью. Для наглядности здесь представлена 
величина   1 21 ,Q X X , выраженная в метрах. 

 

Рис. 3. Совместная карта информативности для двух геофизических 
полей 

B. Формирование графа поиска маршрута 
Как уже было отмечено во введении, для задания 

графа, в котором можно осуществить поиск благоприят-
ного маршрута обсервации, необходимо выбрать способ 
формирования вершин и ребер между ними.  

Задание вершин графа в виде равномерной сети от-
личается простотой, но не позволяет гибко регулировать 
число узлов. Случайное задание узлов, в свою очередь, 
лишено этого недостатка, но не всегда обеспечивает 
приемлемую равномерность покрытия. 

Для преодоления этих особенностей были предложе-
ны различные псевдослучайные последовательности, 
одной из которых является последовательность Халтона 
с низким расхождением, использованная в настоящей 
работе [29]. Известно, что она в среднем обеспечивает 
лучшее покрытие пространства, чем случайная последо-
вательность.  

На площади полигона, за исключением зоны в 2 км от 
его границ было распределено 175 точек указанной дву-
мерной последовательности. На их основе был построен 
50-связный граф таким образом, чтобы дискретность 
возможного направления движения из каждого узла со-
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ставляла около 7 градусов. 8850 ребер в графе были вы-
браны случайным образом с учетом ограничений на их 
длину в диапазоне 4–8 км. Дополнительно были заданы 
начальная и конечная точки маршрута, находящиеся в 
точках [0, 4] км и [26, 13] км соответственно.  

Отсутствие вершин графа вблизи границ полигона 
обусловлено тем, что практическое использование этих 
участков для навигации затруднено в силу погрешностей 
интерполяции карты и отсутствия достаточной инфор-
мации для вычисления функции правдоподобия.  

Полученный граф представлен фиолетовым цветом 
на рис. 4. 

C. Расчет функции стоимости 
Для выбора маршрута на сформированном графе 

требуется задать функцию стоимости, ставящую каждо-
му ребру в соответствие некоторую неотрицательную 
скалярную величину. По аналогии с предшествующими 
исследованиями в настоящей работе использована функ-
ция вида 

    
1

h i
h i

k
Q k

  , (4) 

где hQ  – среднее значение информативности h-й карты 
информативность вдоль ik  ребра графа. Значения 

 h ik  были ограничены сверху значениями априорной 
погрешности определения координат. Суть используе-
мого соотношения достаточно очевидна: стоимость вы-
бора ребра графа тем меньше, чем более высокие значе-
ния информативности ему соответствуют. В результате 
на выбранном маршруте среднее значение информатив-
ности будет максимальным. 

D. Учет текущей характеристики точности  
Следует отметить, что далеко не всегда априорная 

область неопределенности представляет собой круг за-
данного радиуса. Например, вследствие свойств инерци-
альных НС географическая широта подвижного объекта 
обычно известна гораздо точнее, чем его долгота. В силу 
этого возникает потребность уточнения определенной 
координаты объекта или их линейной комбинации. 

Описанный алгоритм естественным образом учиты-
вает эту особенность за счет расчета карты информатив-
ности по заданному направлению и использованию ее в 
дальнейшем для построения маршрута. Это может быть 
сделано априорно или при обновлении маршрута в про-
цессе обсервации после достаточного уточнения одной 
из координат. 

III. АНАЛИЗ ЭФФЕКТИВНОСТИ АЛГОРИТМА 
Для исследования эффективности алгоритма автома-

тически выбранные траектории были сопоставлены с 
прямолинейной траекторией, соединяющей начальную и 
конечную точки маршрута. На рис. 4 показаны траекто-
рии, выбранные для обсервации по гравитационному 
полю, полю рельефа дна и комплексным измерениям 
полей. В качестве сопоставляемой характеристики была 
выбрана радиальная среднеквадратическая погрешность, 
соответствующая нижней границе точности по Рао–
Крамеру [2, 28, 30]. 

 

Рис. 4. Граф поиска и выбранные маршруты 

На рис. 5 показаны величины радиальной средне-
квадратической погрешности в зависимости от числа 
изменений. 

 

Рис. 5. Характеристики точности обсервации на выбранных 
маршрутах и прямолинейной траектории 

Из представленного графика видно, что для равного 
числа измерений автоматически выбранные маршруты 
обеспечивают меньшие значения погрешностей. Это 
иллюстрирует эффективность предложенного алгоритма 
и целесообразность его применения при планировании 
обсервации по геофизическим полям. Вместе с тем де-
тальный анализ эффективности требует проведения 
дальнейших исследований, позволяющих, в частности, 
учитывать эффекты повышения точности при использо-
вании нескольких полей, связанные с нелинейным ха-
рактером задачи [31, 32]. 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Выполнен краткий обзор алгоритмов планирования 

маршрута, используемых в робототехнических системах, 
и выделены подходы, используемые для выбора марш-
рута в задачах навигации по геофизическим полям.  

Предложен алгоритм, позволяющий выбирать благо-
приятный для обсервации по нескольким геофизическим 
полям кусочно-линейный маршрут. Показано, что пред-
ложенный алгоритм позволяет учитывать особенности 
применения гравиметрической аппаратуры, в частности 
ограничения на количество маневров объекта. 

На основе расчета нижней границы точности по Рао–
Крамеру проведен краткий анализ эффективности пред-
ложенного алгоритма и проиллюстрированы его пре-
имущества перед ручным выбором маршрута. 
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Аннотация—В докладе изложены результаты испыта-
ний по отработке системы фильтров комплексной обра-
ботки и контроля информации инерциальных и радиотех-
нических систем на транспортных самолетах. Система 
фильтров разработана в связи с повышением требований 
к задачам общего и специального самолетовождения, осо-
бенно в части навигационных характеристик бортового 
оборудования [1]. Приведены результаты отработки алго-
ритма методами математического и полунатурного моде-
лирования, летных испытаний. Эффективность работы 
алгоритма комплексной обработки информации подтвер-
ждена результатами Государственных летных испытаний.   

Ключевые слова—методы оценивания, инерциальные и 
радиотехнические навигационные системы, летные испы-
тания, комплексная обработка информации, фильтр Кал-
мана. 

I. ВВЕДЕНИЕ  
Повышение требований к задачам общего и спе-

циального самолетовождения приводит к повышению 
требований к пилотажно-навигационному оборудова-
нию транспортных самолетов. Требование непрерывно-
сти и высокой точности определения параметров тра-
екторного движения самолета содержится в соответ-
ствующих постановляющих документах.  

На основе анализа требований, методов обеспечения 
точности существующих бортовых и наземных алго-
ритмов комплексной обработки информации (КОИ) бы-
ла разработана система фильтров комплексной обработ-
ки и контроля информации инерциальных и радиотех-
нических навигационных систем. В управляющей вы-
числительной системе самолета производится трехка-
нальная КОИ на основе фильтра Калмана. В алгоритме 
КОИ участвует информация от всех работающих радио-
технических систем (РТС), что позволяет иметь высо-

кую точность в режиме счисления по данным ИНС с 
коррекцией по данным РТС. Требования δТЗ, предъяв-
ляемые в техническом задании к режиму КОИ в навига-
ционном пилотажном комплексе, приведены в табл. 1. С 
вероятностью не менее 0,95 погрешность определения 
координат местоположения самолета не должна превы-
шать величину δТЗ. 

ТАБЛИЦА 1. ТРЕБОВАНИЯ К РЕЖИМУ КОИ 

Корректор δТЗ, м 
СНС 50 
РСБН 1000   (при DРСБН<100км) 
РСДН 1500 
VOR/DME 2000   (при D<60км) 
DME/DME 700 

 
Этапы разработки и отработки алгоритма КОИ 

включали в себя: 

 разработку алгоритма системы фильтров на ос-
нове анализа требований, методов обеспечения 
точности существующих бортовых и наземных 
алгоритмов КОИ; 

 отработку алгоритма и программы КОИ метода-
ми математического, полунатурного моделиро-
вания с использованием материалов летных ис-
пытаний; 

 отработку в летных испытаниях алгоритма и 
программы КОИ, оценку характеристик и эффек-
тивность работы алгоритма. 

Эффективность КОИ характеризуется уровнем ком-
пенсации погрешностей корректирующих радиотехни-
ческих систем, а также погрешностей ИНС в режиме 
ПРОГНОЗ. 
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II. РАЗРАБОТКА АЛГОРИТМА СИСТЕМЫ ФИЛЬТРОВ КОИ 
И КОНТРОЛЯ ИНФОРМАЦИИ ИНЕРЦИАЛЬНЫХ  

И РАДИОТЕХНИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
Контроль и обработка информации производится в 

управляющей вычислительной системе (УВС) самолета. 
Структурная схема КОИ и контроля информации ИНС и 
РТС приведена на рис. 1.  

 
Рис. 1. Структурная схема КОИ и контроля информации ИНС и РТС. 
РСБН – радиотехническая система ближней навигации, РСДН – 
радиотехническая система дальней навигации, DME – Distance 
Measuring Equipment – радиотехническое устройство измерения 
дальности, VOR – Very High Frequency Omnidirectional Radio Range –
всенаправленный радиомаяк очень высокой частоты 

На базе каждой из трех ИНС реализован свой канал 
КОИ на основе фильтра Калмана. В каждом канале 
формируются выходные данные (Xвыхi, i =1, 2, 3): оце-
ненные значения координат, скорости, курса и навига-
ционной точности. Выходными данными КОИ (Xвых) 
являются усредненные параметры от рабочих каналов. 

Алгоритм контроля предусматривает два этапа обра-
ботки навигационных параметров, которые впослед-
ствии поступают в КОИ. На первом этапе проверяется 
наличие данных от приемника СНС: измерения прини-
маются достоверными при наличии включенной функ-
ции RAIM, значении HDOP меньше 4, согласованности 
данных по путевой скорости и изменения координат. 
При отсутствии спутниковых измерений анализируется 
возможность использования данных позиционных радио-
технических систем: РСДН, РСБН, DME, VOR. Система 
РСДН определяет текущие широту и долготу (, ) ан-
тенны, размещенной на самолете; РСБН вычисляет ази-
мут А и дальность D до наземного радиомаяка; DME 
выдает дальность D до одного или нескольких наземных 
радиомаяков, находящихся в прямой видимости; аппа-
ратура VOR указывает азимут A наземного радиомаяка. 
При наличии информации о дальности D до двух или 
более радиомаяков с известными координатами в 
управляющей вычислительной системе решается задача 
нахождения текущих координат ,  самолета. Данные 

об азимуте A и дальности D до наземного маяка с из-
вестными координатами также позволяют вычислить 
координаты ,  самолета. Работа с информацией ра-
диотехнических систем активизируется при наличии 
измерений от соответствующих систем. 

На втором этапе рассчитанная поправка от позици-
онной системы проходит контроль по навигационной 
точности. Измерение от каждой доступной системы 
проходит контроль в случае, если погрешность опреде-
ления текущих координат местоположения самолета 
позиционной системой меньше заданного порога. 

III. АЛГОРИТМ КОМПЛЕКСНОЙ ОБРАБОТКИ 
ИНФОРМАЦИИ ИНС И РТС  

Алгоритм КОИ базируется на фильтре Калмана [2]. 
Для описания погрешностей ИНС и РТС вводится век-
тор состояния x(t) = [хинс(t) xртс(t)]T, где составляющий 
вектор ошибок ИНС определяется в платформенной 
системе координат: 

1 2 1 2 3 1 2 3 4

( ) ( , , , , , , ,

, , , , , , , , , )
ИНС x y x y x y z

z сл сл

x t S S V V
v v v v

       

     
 

Здесь ΔSx, ΔSy – погрешности ИНС при определении те-
кущих координат;  
ΔVx, ΔVy – погрешности проекций вектора путевой ско-
рости;  
θx, θy, θz – приборные угловые погрешности гироплат-
формы ИНС;  
γz – угловая погрешность вычислительной ориентации 
гироплатформы ИНС в азимуте;  
ω1сл, ω2сл – случайные дрейфы гироскопов;  
ω1, ω2, ω3 – постоянные дрейфы гироскопов; 
υ1, υ2 – погрешности масштабных коэффициентов аксе-
лерометров; 
υ3, υ4 – коэффициенты дрейфов гироскопов, пропорци-
ональных ускорению. 

Составляющий вектор ошибок РТС определяется в 
следующем виде:  

   ,,,,,, РСБНРСБНРСДНРСДНРТС DADAtx    

где ΔφРСДН, ΔλРСДН – погрешности определения коорди-
нат РСДН, описываемые винеровскими процессами; 
ΔA – погрешности измерения азимута системой VOR; 
ΔD – погрешности измерения дальности системой DME; 
ΔAРСБН, ΔDРСБН – погрешности измерения соответствен-
но азимута и дальности изделием РСБН. 

Погрешности измерения азимута и дальности до ма-
яка описываются экспоненциально-коррелированными 
процессами. 

IV. ВЫЧИСЛЕНИЕ ВЕКТОРА ИЗМЕРЕНИЙ ПАРАМЕТРОВ 
Поскольку информация различных бортовых систем 

принимаются несинхронно, необходимо свести все дан-
ные к моменту времени осуществления коррекции Tтек. 
Для этого координаты корректора по текущей скорости 
экстраполируются на время  
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Δti = Tтек – Ti, 

где Ti – время, на которое получены координаты i-й ра-
диотехнической системы. 

При наличии спутниковых данных определяются 
разности координат и скоростей ИНС и СНС в проекции 
на оси гироплатформы. Вектор измерения 
z = [z1, z2, z3, z4]Т имеет следующий вид: 
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где φИНС, λИНС – широта и долгота ИНС в радианах; 
φСНС, λСНС – широта и долгота приемника СНС, приве-
денные к текущему моменту времениTтек;  

ИНС ИНС,N EV V  – северная и восточная составляющие ско-
рости ИНС; 

 – северная и восточная составляющие скоро-
сти приемника СНС; 
Ag – матрица перехода от географической системы ко-
ординат к системе координат гироплатформы ИНС; 
εИНС – угол платформы; 
N, M – радиусы кривизн земного эллипсоида в текущей 
точке. 

Формирование измерений производится с частотой  
1 Гц. 

При наличии спутниковой информации для каждой 
j-ой компоненты вектора измерений z рассчитываются 
апостериорные оценки вектора состояний ,ˆk kx  и кова-

риационной матрицы ошибки оценки ,k kP . Процедура 
коррекции осуществляется с частотой 1 Гц. В случае 
работы по РТС при вычислении оценки вектора состоя-
ния используется непосредственно невязка измерений. 

Для получения поправок к координатам и скоростям, 
измеренным ИНС, оцененные в векторе состояния 
ошибки определения местоположения и скоростей пе-
реводятся в географическую систему координат с по-
мощью матрицы перехода. Для получения оцененных 
параметров вычисленные поправки вычитаются из со-
ответствующих параметров ИНС. На заключительном 
этапе обработки производится усреднение – вычисля-
ются средние значения оцененных навигационных па-
раметров по данным от каждой ИНС. 

V. АЛГОРИТМ АНАЛИЗА ДАЛЬНОСТЕЙ НА ОСНОВЕ  
ФИЛЬТРА ШМИДТА 

Режим DME/DME может быть активизирован в слу-
чаях, когда известны дальности до двух или более 
наземных радиомаяков. По вычисленным на основе 
дальностей и координат наземных радиомаяков теку-
щим координатам местоположения самолета рассчиты-

вается поправка, которая проходит контроль по навига-
ционной точности. Измерения от каждой доступной 
радиотехнической системы проходит контроль в случае, 
если погрешность определения текущих координат ме-
стоположения самолета позиционной системой меньше 
заданного порога. 

,kkkkkk wGvxHz   
где Gk – матрица, характеризующая рабочие каналы из-
мерения дальности в момент времени Tтек; 
wk – вектор систематических погрешностей измерения 
дальности по каждому каналу в момент времени Tтек. 

Существует модификация фильтра Калмана, называ-
емая фильтром Шмидта [6], учитывающая корреляци-
онные зависимости систематических погрешностей 
дальностей и вектора состояний, включающая их в вы-
числение апостериорных оценок, и, тем не менее, не 
оценивающая их непосредственно в векторе состояния. 
Для этого на каждом шаге работы фильтра ведется учет 
не только вектора состояния и ковариационной матрицы 
ошибки оценки, но и матрицы кросс-ковариаций даль-
ностей с вектором состояния. Этап прогнозирования 
фильтра Шмидта: 
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где F(Tтек) – матрица системы в текущий момент време-
ни Tтек; 
ΔТ – шаг дискретизации; 

x̂  – априорное значение оценки вектора состояния; 
P  – априорная ковариационная матрица ошибки 

оценки; 
C  – априорная матрица кросс-ковариации; 

 CPx ,,ˆ  – апостериорные значения, вычисленные 
на предыдущем такте работы. 

Этап коррекции фильтра Шмидта: 
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где ΔZj – невязка, соответствующая j-му измерению; 
Hj – матрица измерений, соответствующая j-му измере-
нию;  
σ S

D  – интенсивность систематической погрешности 
дальности; 
s(j) – индекс, определяющий столбец матрицы С, соот-
ветствующий j-му измерению (номеру дальномерного 
канала DME или РСБН, откуда была получена даль-
ность).  

Параметр Rj определяется следующим образом: 

   22σ σ 2S
j D D j iR H С     , 

где σD  – интенсивность шума измерения дальности;  
Сi – i-ый столбец матрицы кросс-ковариаций С, соот-
ветствующей каналу получения j-го измерения дально-
сти. 

VI. ОТРАБОТКА АЛГОРИТМА И ПРОГРАММЫ КОИ 
МЕТОДАМИ МАТЕМАТИЧЕСКОГО И ПОЛУНАТУРНОГО 

МОДЕЛИРОВАНИЯ 
Алгоритм КОИ предварительно отрабатывался с по-

мощью математического и полунатурного моделирова-
ния. В ходе отработки алгоритма были решены следу-
ющие задачи: 

 уточнение моделей погрешностей ИНС и пара-
метров моделей; 

 уточнение параметров моделей измерений и по-
грешностей РТС; 

 уточнение модели алгоритма оценивания, 
настройка параметров модели; 

 настройка параметров контроля информации. 

При моделировании обеспечивалась синхронизация 
временных шкал инерциальных, радиотехнических и 
эталонных данных. Анализ проводился по выходной 
информации в графическом и табличном видах. Строи-
лись графики оцененных навигационных параметров, 
ошибок оценивания, статистических параметров и т.д.  

Отработка методами полунатурного моделирования 
осуществлялась на стенде, который включал в себя бор-
товую УВС, пульты управления, индикаторы и про-
граммное обеспечение, в состав которого входили про-
граммные имитаторы самолетного оборудования. 

Для отработки КОИ на стенде проводилось модели-
рование: 

 погрешностей датчиков и систем, входящих в со-
став бортового оборудования; 

 параметров стандартной атмосферы; 

 летных характеристик самолета; 

 радионавигационного окружения и др. 

На основе модели формирования траектории полета, 
моделей динамики и управления самолета определялись 
действительные значения пилотажно-навигационных 

параметров. Измерения навигационных систем форми-
ровались на основе модели погрешности соответствую-
щей системы и действительных значений параметров. 
Для каждой навигационной системы моделировался 
набор ее выходных параметров. Методики формирова-
ния эталонных траекторий и проведения моделирования 
приведены в [3–5]. 

Обработка данных осуществлялась в УВС в реаль-
ном времени. Отработка методами полунатурного моде-
лирования использовалась для оценки соответствия 
бортовой версии алгоритма КОИ и версии, разработан-
ной при математическом моделировании. 

VII. ОТРАБОТКА АЛГОРИТМА КОИ В ЛЕТНЫХ ИСПЫТАНИЯХ 
Для обеспечения летных испытаний на борт самоле-

та был установлен комплекс бортовых траекторных из-
мерений [7], который регистрировал информацию бор-
товых систем и определял действительные значения 
навигационных параметров самолета на основе диффе-
ренциального фазового режима СНС. Ошибки вычисле-
ния координат определялись следующим образом:  

ΔφS = (φS – φД) × M, 
ΔλS = (λS – λД) × N × cosφД, 

где s – индекс, характеризующий источник получения 
информации,  
s = [РСБН, РСДН, DME/DME, VOR/DME, КОИ]; 
φд, λд – значения координат, определяемые комплексом 
бортовых траекторных измерений, принимаемые за дей-
ствительные. 

На рис. 2 приведены ошибки измерения широты 
РСБН и РСДН, а также ошибка оценки широты, вычис-
ленной с использованием алгоритма КОИ в режиме 
коррекции по РСБН и РСДН при проведении летных 
испытаний. Приведенные на графике кривые получены 
по измерениям, прошедшим допусковый контроль в 
УВС. Разработанный алгоритм КОИ и контроля инфор-
мации ИНС и РТС обеспечивает выделение и компенса-
цию погрешностей ИНС и РТС, повышает точность 
оценок навигационных параметров, улучшает надеж-
ность данных. 

 
Рис. 2. Погрешности определения широты 

Для отработки режима прогноза была выбрана следу-
ющая схема моделирования. Весь полет разбивался на 
30-минутные участки прогноза и коррекции, чередующи-
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еся друг с другом. При этом начало первого прогноза 
также менялось: моделировалось 8 серий прогнозов с 
разным началом первого из них. Моделирование прово-
дилось по данным каждой из рабочих ИНС, а также в ре-
жиме усреднения. В качестве численного показателя ре-
зультата моделирования вычислялись максимальные зна-
чения по абсолютной величине погрешности по каждому 
из навигационных параметров на интервале прогноза. 

Для каждого полета формировалась выборка значе-
ний, состоящая из максимальных ошибок определения 
координат. На эффективность работы фильтра влияют 
начальное приближение вектора состояния X(0), пара-
метры начальной ковариационной матрицы Р(0), матри-
цы шумов системы Q, матрицы интенсивности шумов 
измерений R.  

В идеальном случае диагональные элементы матриц 
Q и R равны дисперсиям фактических шумов. Начальное 
значение матрицы P определялось величиной неопреде-
ленности начального значения вектора состояния, зави-
сящей от корректора, по которому была произведена 
инициализация. Остальные параметры принимали значе-
ния, полученные в результате настройки алгоритма.  

В результате отработки и анализа характеристик ал-
горитма КОИ были зафиксированы следующие его осо-
бенности. 

1. Приоритетной корректирующей системой является 
СНС. При включении алгоритма по СНС первые че-
тыре компоненты вектора состояния инициализиру-
ются соответствующими позиционными и скорост-
ными измерениями. 

2. Алгоритм КОИ может быть включен в работу с мо-
мента появления хотя бы одной из позиционных 
РТС, в таком случае первые две компоненты вектора 
состояния будут инициализированы соответствую-
щими траекторными измерениями, остальные при-
няты нулевыми. При переходе на коррекцию по РТС 
после коррекции по СНС оцененное значение векто-
ра состояния сохраняется. 

3. Из-за ограниченности разрядной сетки инерциаль-
ные координаты, используемые в алгоритме, рассчи-
тываются путем интегрирования составляющих ско-
рости ИНС. 

4. При смене рабочих маяков возникают переходные 
процессы, в связи с тем что изменяются системати-
ческие погрешности, и фильтру требуется некоторое 
время для настройки.  

5. Режим прогноза удовлетворительно функционирует 
при условии предварительной коррекции по СНС. 

VIII.  ОЦЕНКА ХАРАКТЕРИСТИК КОИ  
В ЛЕТНЫХ ИСПЫТАНИЯХ 

Оценка характеристик и эффективности режима 
КОИ, реализованного в навигационном пилотажном 
комплексе, проводилась статистическими методами по 
материалам, полученным при выполнении испытатель-
ных полетов самолета. Полеты выполнялись по различ-
ным маршрутам в широком диапазоне широт и долгот, с 

различным наполнением КОИ радиотехническими си-
стемами.  

Погрешности КОИ в определении координат в раз-
личных режимах работы, полученные по материалам 
одного из испытательных полетов самолета, приведены 
на рис. 3.  

 

Рис. 3. Погрешности в определении координат в различных режимах 
работы КОИ в одном из испытательных полетов.  
Режимы коррекции КОИ: 1 – СНС, время=07:35; 2 – ПРОГНОЗ, вре-
мя=08:24; 3 – VOR/DME, время=08:54; 4 – DME/DME+VOR/DME+РСБН, 
время = 09:25; 5 – DME/DME+РСБН, время = 10:07; 6 – VOR/DME+РСДН, 
время = 10:56; 7 – VOR/DME+РСДН+РСБН, время = 11:34; 8 – СНС,  
время = 11:53 

В соответствии с полетным заданием в УВС самолета 
данные приемника СНС поступали только в начале и конце 
полета. После работы КОИ в режиме коррекции по СНС в 
начале полета была отключена от управляющей вычисли-
тельной системы информация от всех радиотехнических 
систем, и на протяжении 30 минут навигационные пара-
метры самолета вычислялись в режиме ПРОГНОЗ. Далее в 
рассматриваемом полете работа КОИ происходила после-
довательно в следующих режимах коррекции: VOR/DME, 
DME/DME+VOR/DME+РСБН, DME/DME+РСБН, 
VOR/DME+РСДН, VOR/DME+РСДН+РСБН, СНС. 

Анализ полученных материалов летных испытаний 
показал, что оцененные значения погрешности опреде-
ления координат удовлетворяют требованиям, заданным 
в техническом задании на навигационный пилотажный 
комплекс. Комплексная обработка информации улучша-
ет надежность и точностные характеристики определе-
ния навигационных параметров самолета. 

IX. ВЫВОДЫ  
1. Разработаны алгоритм и программа в управляющей 

вычислительной системе самолета комплексной об-
работки и контроля информации инерциальных и 
радиотехнических навигационных систем навигаци-
онного пилотажного комплекса. Алгоритм построен 
на базе трех каналов (для каждой ИНС – свой канал) 
КОИ на основе фильтра Калмана.  

2. Проведена отработка алгоритма и программы КОИ 
методами математического, полунатурного модели-
рования с использованием материалов летных испы-
таний. 

3. В летных испытаниях подтверждено соответствие 
КОИ заданным требованиям. 
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Аннотация—В работе предложен алгоритм автономного
позиционирования автотранспорта на основе банка филь-
тров Калмана в терминах ошибок. Отличительная особен-
ность алгоритма – коррекция местоположения по контурам
близлежащих зданий. Алгоритм осуществляет обработку
данных инерциальных датчиков, одометра, карт дорог и
местоположений зданий. Вектор оцениваемых параметров
состоит из глобальных координат объекта, его скорости
и ориентации, а также инструментальных погрешностей
датчиков. Для тестирования алгоритма создан имитатор
данных.
По результатам экспериментов с инерциальными датчи-

ками низкого класса точности показано, что рост ошибок
оценивания позиции и курса в автономном режиме является
ограниченным. Алгоритм может работать в реальном вре-
мени на современном ПК с числом частиц вплоть до 10000.
Такая производительность достигается за счет упаковки
карты в структуру квадродерева, а также более редкой
экстраполяции матриц ковариации.
Средняя ошибка позиционирования по результатам мо-

делирования составила 2 метра после 10 минут работы в
автономном режиме, максимальная – не более 7 метров.
На практике данные карты известны с погрешностями, что
снижает качество позиционирования. Так, средняя ошибка
определения координат алгоритмом с использованием ре-
альных данных и карты с погрешностями составила 12 мет-
ров. Достигнутые результаты подтверждены обширными
сериями имитационного моделирования и экспериментами
на реальных данных.
Ключевые Термины—автономная навигация, фильтр ча-

стиц, инерциальные датчики.

I. Введение

Необходимая сегодня точность позиционирования
автомобилей, умных устройств, роботов и полуавто-
номных платформ составляет несколько метров [1] и
повысила требования как к датчикам, генерирующим
исходные данные, так и к алгоритмам, осуществляю-
щим их обработку.
Основные датчики и системы, используемые для

позиционирования, это: инерциальные навигационные
системы (ИНС), спутниковые навигационные системы
(СНС), одометры, радары, лидары и камеры. Все они
имеют свои шумовые характеристики, которые напря-
мую влияют на качество позиционирования. Можно
выделить несколько подходов к повышению точности
позиционирования:

1) Повысить класс датчиков.

Рис. 1: Работа алгоритма в автономном режиме. Зе-
леная линия – решение EKF, красная – решение,
полученное с помощью ФЧ, голубая – сглаженное
решение СНС. Черная стрелка – решение ФЧ, голубой
четырехугольник – оценка по данным СНС в текущий
момент. Множество стрелок – гипотезы о позиции
ФЧ, цветность отражает относительную вероятность
гипотезы. Синий – маловероятная, красный – очень
вероятная. Темно-синие стрелки – гипотезы, отбро-
шенные в результате коррекций по контурам зданий.
Время с момента отключения коррекций по СНС – 810
секунд.

2) Использовать алгоритмы обработки данных от
нескольких систем и датчиков с тем, чтобы ошибки
одних датчиков были компенсированы информа-
цией от других.

3) Использовать алгоритм, позволяющий использо-
вать внешнюю информацию, которая может быть
представлена неявно.

Первый подход наиболее привлекателен: снизив шум
на входе системы, автоматически будет снижен и шум
её выхода. Его недостаток очевиден – он сопряжен с
увеличением стоимости. При втором подходе необхо-
дима установка дополнительных датчиков и систем, а
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также выполнение их сопряжения. Это также может
быть затратно. Третий подход позволяет не изменять
систему, а использовать лишь внешнюю информацию.
Сложность последнего подхода – в синтезе оптималь-
ного алгоритма.
В настоящей работе предлагается использовать тре-

тий подход. Показано, что основой для системы ка-
чественного позиционирования могут быть инерциаль-
ные датчики низкого класса точности. Это становит-
ся возможным благодаря использованию карт дорог
и зданий, которые ограничивают нарастание ошибки
позиционирования в автономном режиме (без внешних
коррекций по сигналам СНС).
Акселерометры и гироскопы высоких классов точно-

сти традиционно используются для автономного пози-
ционирования в составе ИНС [2]. Такие датчики раз-
мещаются на борту летательных аппаратов и плавучих
средств: там, где их применение оправдано. Уровни
погрешностей датчиков низкого и среднего классов
точности ограничивают их массовое применение для
бытового позиционирования: ошибка определения ко-
ординаты в автономном режиме пропорциональна кубу
времени, а потому её использование без внешних кор-
рекций невозможно.
Погрешности инерциальных датчиков могут быть

разделены на случайные и систематические. К первым
относят белый шум, нестабильность нуля и случайное
блуждание. Их влияние на точность позиционирования
в автономном режиме трудноустранимо. Модель си-
стематических погрешностей может быть описана мас-
штабными коэффициентами, неортогональностью осей
и несоосностью триад акселерометров и гироскопов.
Данные погрешности могут быть частично скорректи-
рованы с помощью калибровки.
Изучим потенциальную величину ошибки позицио-

нирования, вносимую случайными погрешностями дат-
чиков при работе в автономном режиме. Возьмем ги-
роскоп тактического класса [3], у которого нестабиль-
ность нуля (��) равна 0.9◦/ℎA, а случайное блуждание
угла (�',) равно 0.2◦/

√
ℎA. Предположим, что система

работает 3 минуты в автономном режиме. Тогда сред-
неквадратичное отклонение (СКО) погрешности коор-
динаты, вызванное нестабильностью нуля гироскопа,
приблизительно равно 12 метрам (время корреляции
нестабильности нуля )2 = 600 секунд) [4]:

f�� ≈ 6·��
1

√
126)2

C3.5 ≈ 9.8
0.9

3600
c

180
1

√
12600

1803.5 ≈ 12<.

(1)
СКО накопленной ошибки по координате к 180 секун-
де, вызванное случайным блужданием угла:

f�', ≈
6 · �',

2
√

5
C2.5 ≈

9.8 · 0.2
60

c
180

2
√

5
1802.5 ≈ 55<. (2)

Значения погрешности позиции для МЭМС-
датчиков низкого класса точности существенно выше.

Они равны f�� ≈ 74< (при �� = 5.5◦/ℎA) и f�', ≈ 83<
(при 0.3◦/

√
ℎA). После трех минут работы ИНС низкого

класса точности в автономном режиме можно судить
лишь об оцениваемой области нахождения объекта,
но не об оцениваемой позиции. Зона вероятного
местоположения объекта растягивается на сто и более
метров.
Вклад в ошибку позиционирования инструменталь-

ных погрешностей (определение масштабных коэффи-
циентов и неортогональностей осей) к 180 секунде на-
ходится на уровне, сопоставимом с вкладом случайных
погрешностей [4]. Вклад инструментальных погрешно-
стей тем больше, чем больше отклонения фактических
параметров датчиков от их номинальных значений [5].
Так как СКО накопленной ошибки ИНС в авто-

номном режиме достаточно велико, то выполняется
совмещение решения ИНС с информацией от других
систем позиционирования или источников коррекции.
В работах [6], [7] продемонстрировано на практике,

что использование одометра позволяет снизить по-
грешность определения позиции до:

fp (C) ≈ E
√(

BI · C2/(2
√

2 ln(2)/c)
)2
+

(
2C1.5 · ARW/3

)2
,

(3)
где E – средняя скорость движения автомобиля. Под-
ставляя выбранные значения �� и �', для датчиков
среднего класса точности получим, что при средней
скорости в 20 м/c теоретически достижимая точность
расчета координаты к 180 секунде ≈ 3<. Такой резуль-
тат подтверждает практическую значимость объедине-
ния данных от различных датчиков и систем.
Представленная статья посвящена вопросу обработ-

ки данных от:

1) ИНС и СНС;
2) одометра;
3) карты дорожной сети и зданий. Пример представ-

лен на рисунке 1.

В силу различной природы данных наиболее эффек-
тивной является их обработка с помощью комбинации
фильтров Калмана (ФК) и фильтра частиц (ФЧ). В
качестве отличительных особенностей алгоритма пред-
ложено не ограничивать область возможных позиций
автотранспорта дорогами, но в то же время отсекать
маловероятные гипотезы о местоположении объекта
с помощью сведений о контурах зданий. Движение
каждой частицы в ФЧ соответствует гипотезе о место-
положении автомобиля, траектория движения частицы
формируется с помощью ФК в терминах ошибок. Та-
ким образом, размер банка ФК соответствует числу
частиц.
Далее в статье описаны актуальные методы филь-

трации, используемые для решения задач позициони-
рования II, первая часть II-A посвящена фильтрам
на базе ФК, вторая II-B – фильтрам на базе ФЧ. В
секции III приведено описание разработанного алгорит-
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ма: описана модель системы III-A, модели измерений
датчиков III-B, процедуры использования сведений
о карте дорог III-C и карте зданий III-D, затем, в
подразделе III-E приведен псевдокод алгоритма. В сек-
ции IV описана имитиационная модель IV-A, наборы
данных для тестирования IV-B, режимы обработки
данных IV-C и проанализированы результаты IV-D. В
заключении V сформулированы выводы по работе и
обозначены цели будущего исследования.

II. Методы фильтрации

A. Фильтры Калмана

Широко используемый инструмент обработки дан-
ных от различных датчиков – фильтр Калмана, явля-
ющийся параметрическим фильтром. Так как класси-
ческий фильтр Калмана (Kalman Filter – KF) пред-
назначен для работы с линейными системами, то в
случае нелинейной динамики или функций измерений
производится их линеаризация в окрестности текущей
оценки. Такой фильтр получил название расширенного
фильтра Калмана (Extended Kalman Filter – EKF).
EKF показал свою надежность и простоту использова-
ния, начиная с космической программы Союз-Аполлон
и заканчивая актуальными сегодня задачами позицио-
нирования, трекинга и наблюдения [8], [9].
Одна из проблем использования EKF заключается в

том, что фильтр занижает неопределенность состояния
системы. Математическое и физическое объяснение
этого было впервые приведено в работе [10], посвя-
щенной проблематике задач одновременного позици-
онирования и картографирования. Показано, что с
математической точки зрения матрица наблюдаемости
оказывается не полноранговой. Физический смысл рас-
крывается через базис матрицы наблюдаемости: оказы-
вается, что один из её базисных векторов представляет
вращение вокруг вертикали, а значит сам поворот не
наблюдаем. EKF же в силу ошибок линеаризации фор-
мирует паразитные связи между углом ориентации и
координатами, занижая неопределенность разрешения
координат и, в конечном счете, ведя к несостоятельно-
сти вырабатываемых оценок.
Еще один недостаток использования EKF – предпо-

ложение о нормальных распределениях. Многократно
отмечалось, что истинная форма плотности вероятно-
сти позиции движущегося объекта является не эллип-
сообразной, а скорее напоминает по форме «банан». С
увеличением времени работы алгоритма в автономном
режиме гипотеза о нормальном распределении переста-
ет быть состоятельной, что приводит к нестабильной
работе фильтра.
В работе [11] предложено решение: использовать

алгебру Ли для параметризации ошибок. Так, если в
расширенном фильтре наблюдать ошибку состояния,
имеющую нормальное распределение и выраженную с
помощью аппарата алгебры Ли, то при экспоненциаль-
ном отображении элементов этой алгебры на группу

Рис. 2: Неопределенность положения объекта после
выполнения 100 шагов из точки (0, 0) по направлению
оси -. Стандартное отклонение шума измерений угла
курса на каждом шаге – 0.03 радиана, шум измерений
по длине шага отсутствовал. Левый график – резуль-
тат симуляции методом Монте-Карло. Центральный
график – результат сэмплирования из многомерного
нормального распределения в пространстве алгебры
Ли, полученного путем экстраполяции начальной мат-
рицы ковариации с заданными параметрами шума.
Правый график – сэмплы из центрального графика
после экспоненциального отображения в пространство
группы Ли.

Ли исходное распределение Гаусса примет вид банано-
образного, что продемонстрировано на рисунке 2.

Впоследствии, в работах [12], [13] была представлена
теория инвариантного EKF, положения которого ба-
зируются на теории групп Ли в пространстве (�2 (3).
Основным преимуществом подхода является автоном-
ность ошибки по ориентации и координате – её тео-
ретическая независимость от номинального состояния.
Практическим результатом являются более быстрое
схождение курса (ориентации) при значительной ошиб-
ке выставки и стабильность работы фильтра для задач
одновременного позиционирования и картографирова-
ния.

Затем, в работе [14], изучена эффективность инва-
риантного EKF для задач объединения данных ИНС и
одометра, а также данных ИНС и СНС. Рассмотрены
два варианта параметризации ошибок в фильтре: пра-
вый (локальный) и левый (глобальный). Существова-
ние двух вариантов объясняется некоммутативностью
матричного умножения, и, соответственно, различным
заданием возмущения матрицы ориентации: путем её
умножения справа или слева [15]. Установлено, что
для интеграции ИНС и СНС больше подходит левый
вариант, так как в этом случае динамика ошибок
системы и модель измерений не зависят от траектори,
а для интеграции ИНС и одометра – правый. Пока-
зано, что при интеграции ИНС и одометра модель
измерений оказывается не независимой от траектории.
Эксперименты показали, что использование группы
(�2 (3) (и правого, и левого вариантов) по сравнению
использованием группы вращений трехмерного евкли-
дова пространства ($ (3) не всегда ведет к лучшим
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результатам, а потому вопрос выбора способа пара-
метризации ошибок должен зависеть от сценария ис-
пользования. В настоящей работе ошибки ориентации
параметризуются в ($ (3), так как их динамика при
такой параметризации хорошо известна и может быть
достаточно просто реализована в EKF.
Альтернативой EKF для случаев нелинейной ди-

намики или измерений является сигма-точечный ФК
(Unscented KF – UKF). В основе фильтра лежит
идея расчета первого и второго моментов случайной
величины с помощью статистических методов. Снача-
ла выбираются несколько детерминированных сигма-
точек вокруг среднего, затем эти точки преобразуются
с помощью функции известного вида. На последнем
шаге численно рассчитываются среднее и ковариация.
Для UKF существует возможность не задавать матри-
цу Якоби в явном виде, а рассчитывать её с помощью
статистических методов. Это существенно упрощает
скорость прототипирования. Недостатком фильтра яв-
ляется более высокая вычислительная сложность и
необходимость тщательного выбора параметров сигма-
точек [16].
В заключение отметим, что при практической реали-

зации алгоритмов ФК в состояние фильтра включают
ошибку наблюдаемой величины, а не саму величи-
ну [17]. Ошибка определяется как: Xx = x − x̂, где
Xx – ошибка, x – истинное значение наблюдаемой
величины, x̂ – оценка наблюдаемой величины. Это
делается по двум причинам. Во-первых, динамика
ошибки ниже, чем динамика наблюдаемой величины,
так как основная динамика оказывается учтена при
расчете номинального состояния. Во-вторых, матрица
ковариации фильтра может экстраполироваться реже,
так как её динамика ближе к линейной. Последний
факт позволяет существенно снизить объем необходи-
мых вычислений.
Цель настоящей работы – предложить алгоритм

расчета динамики движения с учетом данных ИНС,
карты дорожной среды и зданий, что невозможно при
использовании одного ФК.
Существующие подходы [18], [19] заключаются в

проецировании текущей оценки позиции на граф до-
рожной сети и генерации виртуального измерения в
ФК. Такой подход не является надежным и работает
только в случае корректной начальной инициализации
как по курсу, так и по позиции. Исследований же
по использованию контуров зданий в ФК авторам не
удалось обнаружить.

B. Фильтры частиц

Фильтр частиц – популярный инструмент для реше-
ния задач оценивания состояния нелинейных систем.
Фильтр частиц не является параметрическим и позво-
ляет работать с любыми распределениями благодаря
процедурам перевыборки (ресэмплинга) и взвешивания
частиц на этапах предсказания и коррекции. Апо-

Рис. 3: Иллюстрация «проклятия размерности». Чтобы
адекватно описывать состояние системы фильтром ча-
стиц их количество должно увеличиваться в два раза
при увеличении размерности задачи на единицу.

стериорная плотность в фильтре аппроксимируется
конечным числом частиц или узлов сетки. По закону
больших чисел с ростом числа частиц аппроксимация
плотности сходится к истинной [20], а потому качество
работы фильтра напрямую зависит от числа частиц.
Широко известна проблема «проклятия размерности»,
поэтому прямое применение фильтра для пространств
большой размерности затруднено – необходимое число
частиц для адекватного представления экспоненциаль-
но растет с ростом размерности вектора состояния.
Иллюстрация к «проклятию размерности» приведена
на рисунке 3.

Алгоритм 1 Фильтр частиц

1) Инициализация фильтра. Выборка частиц{
G
(8)
0

}#
8=1
∼ ?G0 и начальных весов

{
F
(8)
0

}#
8=1
= 1
#
для

8 = 1, . . . , #. # – число частиц.
2) Шаг прогноза. Для каждой частицы (8) спрогно-

зировать её состояние G (8)
: |:−1 ∼ ?(G: |DC , G

(8)
:−1).

3) Шаг коррекции. Для каждой частицы (8) пере-
считать её вес в соответствии с измерением H:
F
(8)
: |: = ?(H: |G

(8)
:
) · F (8)

:
.

4) Произвести нормализацию весов:

F
(8)
: |: =

F
(8)
: |:∑#

9=1 F
( 9)
: |:

. (4)

5) При необходимости осуществить перевыборку, или
ресэмплинг. Для этого дублировать частицы про-
порционально их весу F (8): |: и сформировать но-

вые множества
{
G
(8)
:

}#
8=1
,
{
F
(8)
:

}#
8=1

= 1
#
.

Обобщенная схема работы ФЧ может быть описана
алгоритмом 1. Ключевой шаг – процедура ресэмплин-
га, или перевыборки. Её результатом становится рас-
пределение частиц согласно апостериорному распреде-
лению. В [21] отмечено, что ресэмплинг является ве-
роятностной реализацией Дарвиновской идеи «выжи-
вает сильнейший», которая перераспределяет частицы
с тем, чтобы их большая плотность была в областях
с высокими значениями апостериорной вероятности.
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Необходимость ресэмплинга определяется по числу
«эффективных» частиц – их количество снижается
при вырождении выборки. Показано [22], что число
эффективных частиц может быть аппроксимировано
выражением #̂4 5 5 =

1∑
(8) (F (8) )2

.

Для разрешения связанной с «проклятием размерно-
сти» проблемы было представлено несколько приемов.
Одним из приемов является процедура Rao-

Blackwellization [23], [24] – в этом случае состояние
системы разделяется на две части, первая часть x=
использует частицы для представления апостериорной
функции, а вторая часть x; – параметрические семей-
ства распределений. Такой фильтр называется Rao-
Blackwellized Particle Filter (RBPF). Апостериорная
плотность составного вектора x = [x=, x;]) может быть
представлена как:

?(x|y) = ?(x; |x=, y)?(x= |y), (5)

где ?(x= |y) аппроксимируется с помощью фильтра ча-
стиц, а интегрирование по частям позволяет избавить-
ся от линейной составляющей x;.
В общем виде модель такой системы может быть

представлена как [24]:

x=:+1 = f=: (x
=
: ) + F=: (x

=
: )x

;
: +G=

: (x
=
: )l

=
: , (6a)

x;:+1 = f;: (x
=
: ) + F;: (x

=
: )x

;
: +G;

: (x
=
: )l

;
: , (6b)

y: = h: (x=: ) +H: (x=: )x
;
: + e: , (6c)

где f – вектор-функция, описывающая динамику си-
стемы, зависящую от x=, F, H и G – произвольные
матрицы, h – функция измерений. Шумы, входящие
в модель, предполагаются нормальными центрирован-
ными.
В русскоязычной литературе подходы к решению

задач позиционирования с использованием процедуры
Rao-Blackwellization описаны в работах [25], [26]. В [25]
осуществляется навигация по геодезическим полям, а
в работе [26] – по измерениям дальности до гидроаку-
стического маяка.
В [27] показано, что RBPF может быть представлен

через банк фильтров Калмана. В таком случае вектор
состояния можно не делить на две части в явном виде,
динамика и модель измерения остаются такими же,
как и в случае использования EKF. Время от времени
нужно производить «смешивание» информации – для
той части вектора состояния, где используется пред-
ставление в виде частиц, генерируются «виртуальные»
измерения исходя из матриц ковариации, после чего
инициируется стандартная процедура коррекции ФК.
В работе [28] представлен обзор использования ФЧ

и их вариаций для автомобилей. Указывается, что
ФЧ – основной метод для работы с многомодальны-
ми распределениями, которые возникают при слиянии
карт дорог и одометрии. Примеров учета данных о
контурах зданий для коррекции позиции транспорта
не удалось обнаружить. Использование же одной лишь

карты дорог вносит существенное ограничение – невоз-
можность коррекции ошибок в тех областях, где карта
дорог отсутствует, или её адекватное представление
невозможно (парковки, дворы). Учет в разработанном
алгоритме информации о контурах зданий (обозначены
светло-коричневым цветом на рисунке 1) позволяет
устранить этот недостаток и улучшить позициониро-
вание в условиях плотной городской среды.

III. Описание алгоритма

Напомним основную идею RBPF, или банка филь-
тров Калмана: состояние системы разделяется на две
части, первая часть представляется в виде дискретного
распределения, а вторая – с помощью параметриче-
ских семейств распределений. В предложенном алго-
ритме ошибки по северной и восточной координатам
представлены в виде дискретного распределения, все
остальные – многомерным нормальным распределени-
ем, параметры которого оцениваются в ФК. Будем
использовать термины ФЧ и БФК как взаимозаменя-
емые, каждая частица – отдельная реализация ФК.

A. Модель системы

Модель системы состоит из двух векторов: номи-
нального состояния и вектора ошибок. Истинное зна-
чение x определяется как композиция номинального
состояния x̂ и возмущения, или ошибки Xx. В предла-
гаемом алгоритме оцениваются следующие параметры
модели:

1) R=
1
– матрица поворота от приборной системы

координат, связанной с ИНС, к системе координат
(#, �, �);

2) v=
41

– скорость движения блока ИНС относительно
неподвижной инерциальной системы координат,
связанной с Землей, в базисе системы координат
(#, �, �);

3) p = [q, _, ℎ]) – широта, долгота и высота блока
ИНС;

4) b0 – смещения нулей блока трехосных акселеро-
метров;

5) b6 – смещения нулей блока трехосных гироскопов;
6) B – масштабный коэффициент одометра;
7) C�� – временное запаздывание, или лаг, решения

от приемника СНС относительно решения ИНС.

Также в конфигурации алгоритма возможно задание
плеч разнесения: приемника СНС и центра задней
оси автомобиля относительно ИНС, соответственно ;1

��

и ;� '. Уравнения динамики ошибок можно получить
путем линеаризации уравнений динамики истинного
вектора состояния в окрестности текущей оценки x̂:

Xx:+1 |: = f (x, u) − f (x̂, u) = mf
mx
|x̂k|kXx: |: . (7)

Тогда вектор состояния системы примет вид:

Xx = [Xn, Xv, Xp, Xb0, Xb6, XB, XC��]) . (8)
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Матрица эволюции такой системы F хорошо известна
и потому не приводится. Соответствующие уравнения
представлены, например, в [29, стр. 584-589]. Обновле-
ние номинального состояния сводится к интегрирова-
нию уравнений движения. Именно вектор состояния (8)
и его матрица ковариации наблюдаются в каждом из
фильтров банка.

B. Модели измерений датчиков

1) Модель измерений СНС: так как в вектор со-
стояния введен временной лаг отставания решения
СНС от решения ИНС, то приведем соответствующую
функцию измерений:

Xz=� = TA (=)? · (p� − p) + C�� · vn
eb + R=1 · ;

1
�� , (9)

где TA (=)? – матрица преобразования ошибки по коорди-
нате от геодезической системы координат к локальной
(#, �, �).
Матрица наблюдений � рассчитывается как Якоби-

ан от функции измерений Xz=
�
по вектору состояния Xx

в окрестности Xx̂: �: = mXz
mx

�����
x=x̂

.

2) Модель измерений одометра: с учетом ограни-
чений на нулевую вертикальную и боковую скорости
в приборной системе координат (связанной с автомо-
билем), получим следующий вид функции измерений
одометра:

Xz=> = [E>3> · (1 − XB), 0, 0]) − �1= · v=41 − l
1
81 × ;� ', (10)

где E>3> – измерения одометра, XB – погрешность
масштабного коэффициента одометра, l1

81
– измере-

ния гироскопа в приборной системе координат, × –
операция векторного умножения. Матрица наблюдений
рассчитывается аналогично модели измерений СНС.

C. Использование данных о дорожной сети

Карта дорожной сети представлена в виде графа
дорог. Классификация способов использования данных
о дорожной сети приведена в [30]:

1) Генерация виртуальных измерений – идея заклю-
чается во взвешивании частиц на этапе коррекции
пропорционально расстоянию до ближайшего реб-
ра графа.

2) Ограничение на динамику движения – на этапе
прогноза отсеиваются частицы, удаленные от до-
рожных «коридоров».

3) Фильтрация на графе – состояние частицы описы-
вается ребром графа, представляющего дорожную
сеть и нормализованной дистанцией относительно
начала ребра.

В разработанном алгоритме используется генерация
виртуальных измерений, так как в этом случае позиция
автомобиля не ограничена только графом и, кроме
того, сегменты графа можно эффективно упаковать в

Рис. 4: Использование информации о дорожной сети.
Верхний график – распределение гипотез о местополо-
жении автомобиля. Каждая точка – гипотеза, толстые
серые линии – ребра графа дорог, тонкие серые линии
– линии, соединяющие координату гипотезы о место-
положении автомобиля и ближайшую точку графа
дорог. Нижний график – функция (11) веса гипотез
в зависимости от расстояния до ближайшего ребра
графа.

структуру квадродерева, осуществляя поиск ближай-
ших ребер за постоянное время. Для расчета веса ги-
потезы о принадлежности точки той или иной области
пространства используется следующая формула:

F(3) = 1
log(max(30.0, 3)) , (11)

где 3 – расстояние от точки до ближайшего ребра
графа. Использование функции max внутри логарифма
позволяет иметь одинаковый вес всем частицам, на-
ходящимся в близи 30 метров от ближайшего ребра
графа, а сам логарифм позволяет «мягко» взвешивать
частицы в зависимости от расстояния.

Результат взвешивания гипотез о позиции автомоби-
ля и значения функции F(3) приведены на рисунке 4.
После взвешивания гипотез с помощью формулы (11),
гипотезы получают различные веса, пропорциональ-
ные расстоянию до ребер графа.

D. Использование данных о карте зданий

Сведения о контурах зданий используются на этапе
прогноза. Для этого анализируется траектория части-
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Рис. 5: Учет информации о карте зданий. Малые мар-
керы – позиции частиц в момент времени :, большие
– прогноз позиции к моменту времени : + 1. В случае,
если отрезок [p: , p:+1] пересекает геометрию здания,
то вес частицы обнуляется. Соответствующие частицы
показаны красным цветом.

цы. Если траектория пересекает какой-либо контур
здания, то вес частицы обнуляется:

F
(8)
:+1 |: =

{
0, 8 5 [p(8)

:
, p(8)
:+1]

⋂
1,∀1 ∈ �D8;38=6B

F
(8)
:

.

(12)
Для ускорения работы алгоритма контуры зданий

хранятся в списке, а в квадродереве хранится огра-
ничительный прямоугольник геометрии здания. На
первом этапе проверяется, пересекается ли траектория
с каким-либо ограничительным прямоугольником, а
затем – пересекается ли она с геометрией здания.
Таким образом, проверка пересечения занимает фикси-
рованно малое время, которое может быть рассчитано
заранее.
Пример работы соответствующей процедуры приве-

ден на рисунке 5.

E. Детали реализации стохастического банка ФК

Как показано в [27], система уравнений (6) может
быть приведена к виду:

x:+1 = F: (x=: )x: + f (x=: ) +G: (x=: )l, (18a)

y: = H: (x=: )x: + h(x=: ) + e: . (18b)

Тогда схема работы может быть описана алгорит-
мом 2, то есть стохастическим банком фильтров Кал-
мана. Где − и + означают априорные и апостериорные

Алгоритм 2 Алгоритм работы на базе стохастического
банка ФК

1) Инициализация фильтра. Создание банка филь-
тров Калмана (частиц), инициализация номиналь-

ных состояний x(8)0 , матриц ковариаций P(8)0 и на-

чальных весов F (8)0 = 1
#
для 8 = 1, . . . , #. # – число

фильтров (частиц) в банке. Указанные ниже шаги
повторяются для всех фильтров (8) в банке.

2) Этап прогноза.

• По приходу измерений от инерциальных датчи-
ков (акселерометра и гироскопа), обновить зна-

чения номинальных состояний C=(8)
1

, v=(8)
41

, p(8) .
• Проверить, пересекает ли траектория фильтра
контуры зданий. Обновить вес соответствующе-
го фильтра согласно (12), и нормализовать веса
согласно (4).

• В случае, если необходима процедура «смеши-
вания» (прошло время )< с момента послед-
него её выполнения), т.е. переноса информа-
ции от состояния, параметризуемого дискрет-
ным распределением, то выполнить его. Для это-
го: сэмплировать значения ошибок позиции из:

b (8) ∼ N
(
0,P(8)7:8,7:8 + �

)
. Скорректировать состоя-

ние фильтров Калмана, используя b (8) как изме-
рения в соответствии с уравнениями (15), (16).

3) Этапы коррекции. По приходу любого корректиру-
ющего воздействия пересчитать матрицу ковариа-
ции P(8) от шага :−1 к шагу : на время ΔC = C:−C:−1:

P(8)−
:

= F(8)
:

P(8)+
:−1F(8))

:
+Q(8)

:
. (13)

• Для одометрических, СНС измерений по прихо-
ду измерения получить невязку измерения Xz=(8)
согласно уравнениям (9), (10) и соответствую-

щую матрицу наблюдений H(8)
:
.

Обновить вес частицы:

F
(8)+
:
∝ N

(
Xz=(8) ; 0, S(8)

)
· F (8)−

:
. (14)

Рассчитать вектор ошибок номинального состо-
яния, скорректировать номинальное состояние,
обновить матрицу ковариации:

Xx(8) = K(8) · Xz=(8) , (15)

P(8)+
:

= P(8)−
:
−K(8)S(8)K(8)) , (16)

где S(8) = H(8)
:

P(8)−
:

H(8))
:
+R(8)

:
, K(8) = P(8)−

:
H(8))
:

S−1.
• Для коррекции по графу дорог (с периодично-
стью )6A0?ℎ) найти расстояние 3 от текущей ко-
ординаты фильтра до ближайшего ребра графа
и обновить веса частиц согласно уравнению (11):

F
(8)+
:
∝ F(3) · F (8)−

:
. (17)

• После любой коррекции выполнить нормализа-
цию весов согласно (4).

4) В случае, если необходим ресэмплинг (#4 5 5 <

#CℎA4Bℎ>;3), то дублировать фильтры с ненулевым
весом из банка пропорционально их весу.
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значения вектора состояний или матрицы ковариа-
ции, Q – шум процесса, R – шум измерений, � –
дополнительный шум, P7:8,7:8 – квадратная подматрица
матрицы P, которая содержит ожидаемую ковариацию
ошибок позиции по северной и восточной координатам.
При такой формулировке любая задача, для решения

которой используется EKF, может быть приведена к
виду, пригодному для обработки стохастическим бан-
ком фильтров Калмана. Это особенно значимо для
практических применений, когда требуется внести в
фильтр неявную корректирующую информацию или
быстро расширить систему новыми наблюдаемыми со-
стояниями.
На практике возможна ситуация, когда большинство

фильтров в банке имеют нулевые веса. Это означает,
что фильтр разошелся и необходимо инициализировать
его заново. Для этого параллельно с банком фильтров
Калмана работает экземпляр традиционного EKF. В
случае, если необходима реинициализация, то она про-
исходит в окрестности последней оценки позиции EKF.

IV. Эксперименты и результаты

A. Имитатор

Для тестирования предложенного алгоритма был
разработан имитатор данных от датчиков, входящих в
состав системы. Один цикл имитации данных состоит
из следующих этапов:

1) Выбор начальной и конечной точек маршрута.
2) Прокладка маршрута между указанными точками

и его интерполяция кубическими сплайнами.
3) Формирование идеальных измерений акселеромет-

ра, гироскопа, одометра и приемника СНС вдоль
движения по проложенному маршруту. При фор-
мировании измерений полагалось, что автомобиль
может двигаться только вдоль своей продольной
оси, а потому задание углов ориентации не было
необходимо – они рассчтывались автоматически из
вектора линейной скорости.

4) Формирование погрешностей акселерометра, гиро-
скопа, одометра и приемника СНС. Параметри-
зировались как инструментальные (масштабный
коэффициент, неортогональности осей, постоянное
смещение нуля, ошибка ориентации триады гиро-
скопа относительно триады акселерометра), так и
случайные погрешности (дрейф нуля датчиков и
шум).

5) Формирование показаний датчиков как суммы ис-
тинных измерений и погрешностей.

6) Калибровка инерциальных датчиков при помощи
алгоритма, предложенного в работе [31]. Коррек-
тировались масштабные коэффициенты, неортого-
нальности и ошибка ориентации между триадами.

После формирования идеальных инерциальных дан-
ных проводился «нулевой тест» – интегрирование из-
мерений акселерометров и гироскопов с помощью урав-
нений движения и сравнение с истинными значениями.

Рис. 6: Графики отклонений Аллана для реально-
го датчика (слева) и имитационного моделирования
(справа).

Рис. 7: Сгенерированные маршруты движения, нало-
женные на карту города. Интенсивность цвета ребер
графа (от голубого до фиолетового) – количество
маршрутов, проложенное через ребро графа в процессе
имитационного моделирования. Коричневым цветом
обозначены контуры зданий, используемые для кор-
рекции.

Для всех сгенерированных траекторий нулевой тест
был успешно пройден – ошибка к концу интегрирова-
ния не превышала нескольких сантиметров. Парамет-
ры моделирования соответствовали реальным МЭМС-
датчикам низкого класса точности (в качестве эталона
был использован датчик TDK MPU-9250) и приведены
в таблице I.
Графики отклонений Аллана для реального гироско-

па и для результата моделирования данных показаны
на рисунке 6. Длительности записи реальных данных
и формирования модельных равнялись 24 часам. Для
характерного времени моделирования (десятки минут)
графики отклонений Аллана совпадают.

B. Наборы данных

Тестирование алгоритма производилось на трех на-
борах данных:
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Таблица I: Параметры моделирования.

Минимальное время
движения

C<8= 600 B

Максимальная скорость
движения

E<0G 40 :<
ℎ

Гироскоп
Период сэмплирования ΔC 0.01 B
Постоянное смещение

нуля
16 [0.1, 0.2, 0.7] ◦/B

Дрейф нуля �� 5.4 ◦/ℎ
Время корреляции )2 600 B

Случайное блуждание
угла

�', 0.36 ◦/
√
ℎ

Погрешности масштабных
коэффициентов

ΔB [0.02, −0.03, −0.015]
Неортогональности

осей
Δ< [1.4, 0.8, 0.3]◦

Ошибка ориентации
триады

n [0.3, 2.5, −1.7]◦

Акселерометр
Период сэмплирования ΔC 0.01 B
Постоянное смещение

нуля
10 [0.1, 0.3, −0.2] <

B2

Дрейф нуля �� 0.06 <6
Время корреляции )2 600 B

Случайное блуждание
скорости

+ ', 0.28 </B/
√
ℎ

Погрешности масштабных
коэффициентов

ΔB [0.01, 0.02, 0.025]
Неортогональности

осей
Δ< [−1.1, 0.3, 0.6]◦

Одометр
Период сэмплирования ΔC> 0.1 B

Погрешность масштабного
коэффициента

ΔB 0.02

Среднеквадратичная
погрешность

f> 0.1 <
B

Приемник СНС
Период сэмплирования ΔC� 1.0 B
Среднеквадратичная

погрешность горизонтали
fℎ 3.0 <

Среднеквадратичная
погрешность вертикали

fE 5.0 <

(D1) 500 логов с данными датчиков, сгенерированных
на основе движения по маршрутам, начальные
и конечные точки которых находились на карте
дорог.

(D2) 100 логов, аналогичных датасету (D1), но началь-
ные и конечные точки находились за пределами
карты дорог.

(D3) 12 логов, собранных в ходе реальных заездов
по городу и за городом. Было совершено 12
заездов длительностью от 20 минут до 1 часа.
Датчики, используемые в ходе реальных заездов
имели шумовые характеристики, аналогичные
заданным в модели. Частота съема данных от
одометра составила 10 Гц, от бытового прием-
ника СНС – 1 Гц.

Пример дорог, через которые были проложены
маршруты, показан на рисунке 7. Интенсивность
окраски ребра отражает количество маршрутов, проло-
женных через него. Статистика по длительности дви-
жения и длинам маршрутов для набора данных (D1)

Рис. 8: Гистограммы распределений длительностей
синтезированных логов (секунды) и длин проложенных
машрутов (метры) для набора данных (D1).

приведена на рисунке 8.

C. Режимы обработки данных

Каждый из наборов данных был обработан в следу-
ющих режимах:

(M1) EKF с декалиброванными данными ИНС (без
коррекции масштабных коэффициентов, неорто-
гональностей осей и несоосностей триад).

(M2) EKF с калиброванными данными ИНС (коррек-
ция масштабных коэффициентов, неортогональ-
ностей и несоосностей).

(M3) Банк ФК c коррекциями по контурам зданий.
(M4) Банк ФК с коррекциями по графу дорог.
(M5) Банк ФК с коррекциями по контурам зданий и

графу дорог.

Векторы наблюдаемых параметров для всех фильтров
были идентичны в соответствии с выражением (8).
Коррекция по СНС выполнялась в течение первых
300 секунд каждого набора данных и по прошествии
300 секунд отключалась. Число фильтров в банке, и,
соответственно, число частиц для конфигураций (M1)–
(M5) равнялось 500.

D. Анализ результатов

Для всех наборов данных обработка производилась
в двухпоточном режиме на персональном компьютере
(ПК) с частотой ЦП 2.3ГГц. Реализация алгоритма
была выполнена на языке Си++. Среднее соотношение
временной длительности наборов данных к времени,
затраченному для их обработки на ПК, составило

C;>6

C?A>24BB8=6
≈ 20 для 500 частиц. Это означает, что

максимальное число частиц, для которых возможна об-
работка данных в реальном времени равняется 10000.
Следует отметить, что эффективность реализации

и возможность использования большого числа частиц
позволяют в случае необходимости покрыть большую
область начальной неопределенности положения объ-
екта.
После 300 секунды с момента начала каждого набора

данных коррекции по СНС отключались и оценивание
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Рис. 9: Гистограммы конечной ошибки горизонтальной
координаты для режимов (M1)–(M5).

Рис. 10: Гистограммы конечной ошибки угла курса для
режимов (M1)–(M5).

ориентации, скорости, позиции и ошибок датчиков
производилось в автономном режиме. Далее проведем
анализ результатов обработки каждого из наборов
данных (D1)–(D3).
Набор данных (D1).

Гистограммы конечных ошибок оценивания гори-
зонтальной координаты и угла курса приведены на
рисунках 9 и 10.
По результатам анализа гистограмм ошибок можно

сделать вывод, что компенсация инструментальных
погрешностей датчиков позволяет значительно снизить
ошибку как по курсу, так и по координате при исполь-
зовании традиционного ФК в автономном режиме (см.
разницу гистограмм для (M1) и (M2) на рисунках 9
и 10).
Использование сведений о контурах зданий в БФК

без использования данных о карте дорог (режим (M3))
ведет к конечным ошибкам, меньшим по сравнению с
EKF (режим (M2)), но большим, чем в (M4) при ис-
пользовании карты дорог. Причина – в части городской
среды контуры зданий расположены не плотно, что
ведет к образованию нескольких кластеров возможных
положений автомобиля.

Таблица II: Конечные ошибки позиционирования в
автономном режиме∗.

Режим обработки Ошибка курса,
` ± f,◦

Ошибка позиции,
` ± f, <

(M1) 12.2 ± 9.8 713 ± 722
(M2) 6.1 ± 5.2 393 ± 439
(M3) 13.2 ± 28.0 107 ± 177
(M4) 0.44 ± 0.5 2.0 ± 2.4
(M5) 0.45 ± 0.5 2.0 ± 1.7

∗ Среднее время работы в автономном режиме `C = 911
секунд, стандартное отклонение fC = 280 секунд.

Рис. 11: Поведение погрешности оценки курса при
различных ошибках начальной выставки.

Самым точным режимом является режим (M5), по-
тому что при движении даже вдоль графа дорог в усло-
виях плотной застройки часть маловероятных гипотез
из БФК удаляется при пересечении их траекторий с
контурами зданий. Конечная ошибка позиционирова-
ния в режиме (M5) не превышала 7 метров в 95%
случаев, ошибка по курсу стабилизировалась и не пре-
вышала 3◦. Максимальная ошибка позиционирования
была равна 12 метрам.

Среднее время работы алгоритмов в автономном
режиме, а также среднее и стандартные отклонения
конечных ошибок по координате и курсу приведены в
таблице II.

Наблюдаемые в фильтре значения ошибок инстру-
ментальных погрешностей датчиков (гироскопов, ак-
селерометров, одометра и приемника СНС) надежно
сходились к их истинным значением для всех экспери-
ментов.

В задачах инерциальной навигации хорошо известна
проблема выставки – при больших начальных ошибках
алгоритм EKF может не сойтись. Также качество
выставки продолжает оказывать длительное влияние
на точность оценивания позиции.

Для оценивания времени схождения курса при ис-
пользовании EKF и БФК была проведена дополнитель-
ная серия экспериментов – все 500 наборов данных бы-
ли обработаны в режиме (M2) с различными ошибками
начальной выставки (45, 135)◦ и предложенным БФК
в режиме (M5). Результаты приведены на рисунке 11.
Нужно отметить, что при ошибках выставки в 45◦
фильтр сходится к истинному курсу во всех случаях,
однако в результате схождения есть характерная точка
перегиба – когда ошибка по углу не меньше какого-
либо значения (см. левый график рисунка 11 с 20
по 30 секунду – ошибки не прижаты к оси абсцисс).
При использовании банка ФК такая точка перегиба
отсутствует, а к 70 секунде разброс ошибки по курсу
для банка фильтров почти в два раза меньше такового
для EKF.

Набор данных (D2)

Предложенное решение было протестировано на еще
одном наборе данных – каждый из маршрутов набора
начинался и заканчивался за пределами графа, коррек-
ция по сигналам от СНС отсутствовала с самого на-
чала. Такой режим может рассматриваться как полно-
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Рис. 12: Ошибки позиции и курса при работе в автоном-
ном режиме с момента старта алгоритма для набора
данных (D2). Начальная неопределенность позиции –
50 метров, курс предполагался неизвестным.

Рис. 13: Кумулятивная функция ошибки позиции для
12 реальных логов набора данных (D3) на интервале
времени 0–600 секунд с момента выключения коррек-
ция по СНС. Голубая линия – фильтр EKF, оранжевая
– банк фильтров Калмана.

стью автономный – какая-либо корректировка позиции
по абсолютным источникам коррекции отсутствовала.
Начальная неопределенность позиции f? была равна
50 метрам (начальный разброс гипотез о позиции),
курс предполагался неизвестным. Уменьшение ошибок
оценивания позиции и курса в ходе работы алгоритма
представлено на рисунке 12. Можно заключить, что
при заданных начальных неопределенностях алгоритм
всегда сходился к окрестностям истинных координат
и курса. В большинстве случаев процесс схождения
занимал менее 100 секунд. Максимальная ошибка не
превышала 50 метров (см. рисунок 12).
Набор данных (D3). Реальные данные.

Работа алгоритма в режиме (M5) была протести-
рована на реальных данных. В качестве эталонной
траектории для оценки точности была использована
траектория от EKF, в котором коррекция по сигналу
СНС не отключалась.
Графики кумулятивных ошибок по горизонтальной

координате и курсу с момента отключения коррекций
по сигналам СНС и в течение 600 секунд после приве-
дены на рисунках 13 и 14. Верхний квартиль ошибки
позиции для банка фильтров Калмана приблизительно
равен ≈14 метрам. Верхний квартиль ошибки курса
≈2.0◦. В 95% случаях ошибка позиционирования не пре-
вышает 25 метров, максимальная ошибка – 50 метров.
При сравнении с результатами тестирования набора
данных (D1) заметно, что точность позиционирования
снизилась. Это произошло по нескольким причинам:

Рис. 14: Кумулятивная функция ошибки курса для 12
реальных логов набора данных (D3) на интервале вре-
мени 0–600 секунд с момента выключения коррекция
по СНС. Голубая линия – фильтр EKF, оранжевая –
банк фильтров Калмана.

Рис. 15: Ограниченность ошибки позиционирования в
автономном режиме для набора данных (D3). Голубая
и оранжевые линии – `±f для EKF и банка фильтров
Калмана в ходе реальных экспериментов. ` – средняя
ошибка позиции, f – стандартное отклонение. ` и f

рассчитаны по набору реальных логов.

1) Погрешности карты дорог относительно истинных
положений дорожных полос (несовпадение реаль-
ной дорожной сети и её представления). Некото-
рые дороги в модели представлены в виде одно-
полосных, в реальности же они оказывались двух-
или трехполосными.

2) Съезды за пределы карты дорог в реальных экс-
периментах – начала и окончания реальных марш-
рутов находились во дворах, где информация о
карте дорог отсутствовала. Во время съездов с
графа наблюдался временный рост погрешности
позиционирования, вызванный адаптацией банка
фильтров к новому режиму работы. Впоследствии
погрешность позиционирования вновь оказыва-
лась ограниченной. Данный факт подтверждает-
ся результатами обработки сходного набора дан-
ных (D2). Максимальная ошибка в обоих случаях
не превышала 50 метров.

Интересно обратить внимание, что также как и для
результатов имитационного моделирования, для всех
реальных экспериментов нарастание ошибки позицио-
нирования оказалось ограниченным на интервале вре-
мени 0–600 секунд с момента выключения коррекций
по СНС, что продемонстрировано на рисунке 15.
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V. Выводы

В статье предложен автономный алгоритм позицио-
нирования автотранспорта на базе банков ФК. Создан
имитатор данных, позволяющий синтезировать данные
от всех необходимых датчиков и систем.
Алгоритм обладает следующими особенностями:

1) Наблюдаемые параметры – позиция, скорость,
ориентация, смещения нулей инерциальных дат-
чиков, погрешность масштабного коэффициента
одометра и временная задержка решения от СНС.

2) Область вероятных положений объектов не огра-
ничивается исключительно дорогами.

3) Осуществление коррекций и по карте дорог, и по
картам зданий.

4) Использование структуры квадродерева для быст-
рого доступа к данным карт.

5) Эффективная реализация, позволяющая выпол-
нять обработка данных в реальном времени с
числом частиц вплоть до 10000.

6) Высокая сходимость в сложных условиях (старт
в автономном режиме из позиции, известной с
низкой точностью).

Представленный алгоритм исследован на модельных
и реальных данных МЭМС-датчиков низкого класса
точности. Погрешность позиционирования в автоном-
ном режиме существенно ниже таковой для фильтра
Калмана. Дополнительно рассмотрен случай начала
движения из позиции, точность которой известна с
плохой точностью: алгоритм показал свою сходимость
на всех наборах экспериментальных данных.
По результатам имитационного моделирования (D1)

ошибка позиционирования не превышала 7 метров для
95% времени после отключения коррекций по СНС,
ошибка по курсу стабилизировалась и не превышала
3◦.
Тестирование автономного режима работы алгорит-

ма на реальных данных (D3) было выполнено как для
городской среды, так и для дорожных развязок за
городом. В обоих случаях ошибка позиционирования в
автономном режиме не превышала 25 метров для 95%
данных в интервале 0 − 600 секунд после отключения
коррекций по СНС. Средняя ошибка после 10 минут
автономной работы равнялась 12 метрам.
В будущем интересным видится анализ влияния

погрешностей карты на точность позиционирования.
Кроме того, авторы планируют изучить скорость и
способы адаптации алгоритма к событиям съезда с
графа и заезда на граф. Еще одним направлением
исследований видится анализ возможности позициони-
рования без одометрической информации.
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Аннатация—Приводятся результаты исследования 
способа обеспечения захода летательного аппарата на по-
садку на подвижную платформу в условиях качки со ста-
билизацией глиссады на основе измерений инерциальных 
микроэлектромеханических систем для реализации отно-
сительного режима спутниковой навигации. 
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глобальная навигационная спутниковая система, микро-
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I. ВВЕДЕНИЕ 
Российская государственная программа развития 

авиационной промышленности в соответствии со страте-
гией до 2035 г. [1, 2] предписывает создание беспилот-
ных воздушных систем для связи, мониторинга и транс-
портировки грузов. 

Важнейшей задачей как для пилотируемых, так и для 
беспилотных летательных аппаратов (ЛА) является зада-
ча обеспечения безопасной посадки, успешность кото-
рой обусловлена в том числе радиотехническим оснаще-
нием аэродромов. На больших аэродромах гражданской 
авиации в настоящее время установлены инструмен-
тальные системы посадки типа ILS (instrument landing 
system), радиолокационные системы типа РСП (радиоло-
кационная система посадки); на государственных аэро-
дромах установлены системы посадки типа ПРМГ (поса-
дочная радиомаячная группа); на больших авианесущих 
кораблях ВМФ РФ устанавливаются системы посадки 
типа ПРЛК (посадочный радиолокационный комплекс) и 
MLS (microwave landing system) [3, 4, 5]. 

В последнее время для решения задач посадки все 
большее применение находят системы посадки на базе 
глобальных навигационных спутниковых систем (ГНСС) 
[3], с использованием ее функциональных дополнений. 
Широкому развитию и внедрению таких систем способ-
ствует высокая точность определения навигационных 
параметров ЛА, низкие требования к погодным услови-
ям эксплуатации, глобальность зоны действия, а также 
относительно невысокая стоимость бортового и назем-
ного оборудования. 

Задача посадки ЛА на стационарные посадочные 
площадки, платформы и аэродромы с использованием 
ГНСС, GBAS/ЛККС, SBAS к настоящему времени до-
статочно подробно изучена и широко внедряется [3]. В 
то же время, задача посадки на подвижную посадочную 

платформу в условиях качки с применением ГНСС к 
настоящему времени изучена недостаточно. 

Решение задачи безопасной посадки ЛА на подвижную 
платформу, особенно в условиях качки, связано с необхо-
димостью обеспечения высокой точности, непрерывности 
и целостности навигационной информации ЛА и управля-
ющих сигналов для системы автоматического управления 
(САУ) ЛА при выводе его на посадочную глиссаду и 
удержания на ней. Например, при посадке на авианесущие 
корабли для этого используют сложные и дорогостоящие 
системы стабилизации радиотехнических глиссад. 

В настоящей работе предложен способ обеспечения 
захода на посадку ЛА на подвижную платформу в усло-
виях качки со стабилизацией глиссады на основе изме-
рений инерциальных микроэлектромеханических систем 
(МЭМС) для реализации относительного режима спут-
никовой навигации. Для предложенного способа приве-
дена оценка потенциально достижимой точности поса-
дочных сигналов управления. 

II. СТАБИЛИЗАЦИЯ ГЛИССАДЫ В ОТНОСИТЕЛЬНОМ РЕЖИМЕ 
СПУТНИКОВОЙ НАВИГАЦИИ 

Относительный режим спутниковой навигации под-
разумевает размещение однотипной аппаратуры потре-
бителя ГНСС на ЛА и на посадочной платформе, а также 
синхронизированный информационный обмен между 
ними, чтобы обеспечить необходимую точность навига-
ционных определений на борту ЛА вычитанием корре-
лированных ошибок ГНСС. 

Коррелированные ошибки измерения координат – это 
идентичные ошибки на борту ЛА и на посадочной плат-
форме, вызванные одними и теми же причинами. Основ-
ными видами ошибок в ГНСС являются эфемеридные, 
ионосферные и тропосферные ошибки, составляющие 
более 95% от общей ошибки измерений ГНСС в стан-
дартном режиме работы. В относительном режиме нави-
гации корреляционные ошибки компенсируются. Некор-
релированные ошибки, обусловленные переотражения-
ми спутниковых сигналов, составляют 0,2 м с вероятно-
стью 95%; некоррелированные ошибки, связанные с ра-
диотехническими шумами приемоизмерителей, с веро-
ятностью 95% составляют 0,05 м [6, 7]. 

В случае качки посадочной платформы вклад в со-
став некоррелированных ошибок в относительном ре-
жиме вносит качание антенны ГНСС. Поэтому алгорит-
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мические особенности реализации относительного ре-
жима спутниковой навигации при посадке на подвиж-
ную платформу связаны с необходимостью физической 
или алгоритмической стабилизации посадочной глисса-
ды до начала вычисления относительных координат ЛА.  

Ввиду трудной реализуемости и низкой эффективно-
сти физических способов алгоритмическая стабилизация 
посадочной глиссады посредством ИИМ требует синхро-
низации ИИМ с ГНСС и привязки измерений ИИМ и 
ГНСС к центру качания посадочной платформы. Малые 
габариты современных ИИМ, выполненных по техноло-
гии микроэлектромеханических систем (МЭМС), позво-
ляют устанавливать его в корпус вычислительного моду-
ля или встраивать непосредственно в антенну ГНСС.  

Недостатком применения ИИМ для стабилизации 
глиссады в относительном режиме спутниковой навига-
ции является вклад ошибки измерения ИИМ в состав 
некоррелированной ошибки определения координат, 
которая повлияет на точность определения отклонений 
от глиссады при заходе на посадку. 

III. ТОЧНОСТЬ СОВРЕМЕННЫХ ИНЕРЦИАЛЬНЫХ 
ИЗМЕРИТЕЛЬНЫХ МОДУЛЕЙ 

В настоящее время инерциальные МЭМС достигли 
показателей точности, соответствующих требованиям 
навигационных систем тактического класса [8–12]. Для 
таких систем показатель случайного ухода измерений от 
часа к часу (нестабильность нулевого значения по Алла-
ну) не превышает 0.1 °/час для датчиков угловой скоро-
сти, а нестабильность измерений нулевого значения дат-
чиков линейного ускорения не превышает 100 μg. Такой 
уровень стабильности измерений обеспечивает опреде-
ление углов горизонтальной ориентации с точностью до 
0.01°, что соответствует точности, достигаемой при фа-
зовых измерениях в многоантенных интерферометриче-
ских системах на основе ГНСС с расстоянием между 
антеннами около 10 м [13]. Однако МЭМС тактического 
класса пока не нашли широкого распространения из-за 
их высокой стоимости.  

Наиболее распространенными и доступными в насто-
ящее время являются МЭМС, в которых гироскопы об-
ладают стабильностью в пределах от 1°/час до 25°/час. 
Стабильность акселерометров в таких ИИМ составляет 
1-10 мg. Поэтому, актуальной является задача оценки 
возможности использования доступных и недорогих 
ИИМ для построения систем посадки ЛА в условиях 
качки посадочной платформы. 

IV. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ ОТКЛОНЕНИЙ  
ОТ СТАБИЛИЗИРОВАННОЙ ГЛИССАДЫ В ОТНОСИТЕЛЬНОМ 

РЕЖИМЕ СПУТНИКОВОЙ НАВИГАЦИИ  
Компенсация качки спутниковой антенны ГНСС 

(рис. 1) производится по формулам: 

        _ sin γ sin(ψ) cos γ sin cos ψN INS R        ,   (1) 

        _ -sin γ cos(ψ) cos γ sin sin ψE INS R        ,   (2) 

где ΔN_INS – поправка к широте, ΔE_INS – поправка к дол-
готе, R – расстояние от антенны ГНСС до местной гори-
зонтальной плоскости, проходящей через центр качания.  

Измерениями ИИМ определяются: γ – угол крена, ϑ – 
угол дифферента, ψ – угол рыскания подвижной плат-
формы.  

Поступательные колебания платформы xкч, укч и сме-
щение центра качания относительно антенны ГНСС в 
проекции на горизонтальную плоскость Δx и Δy в фор-
мулы не входят, так как рассмотрен случай совпадения 
горизонтальных координат антенны ГНСС с центром 
качания и отсутствия поступательных колебаний. 

 

Рис. 1. Проекция положения антенны ГНСС на горизонтальную 
плоскость в интервале одной четверти периода колебаний посадочной 
платформы 

На рис. 1 приняты следующие обозначения: О – 
центр качания; ось Ox – направление захода на посадку; 
точка А – положение антенны при отсутствии качки; 
точка В – положение антенны при максимальном угле 
крена и дифферента; точка С – положение антенны при 
максимальном угле крена, дифферента и рыскания. 

Высота Hст, соответствующая стабилизированному 
положению мачты (рис. 2), в каждый момент времени 
вычисляется по формуле 

    ст ФЦА 1 cos γ cosH H R      ,         (3) 

где γ – угол крена платформы, ϑ – угол дифферента 
платформы, HФЦА – высота WGS-84 антенны ГНСС, 
установленной на платформе, R – расстояние от антенны 
до горизонтальной плоскости, проходящей через центр 
качания.  

При отсутствии алгоритмов компенсации качки до-
полнительные ошибки сигналов отклонения от глисса-
ды, формируемые на борту ЛА при выполнении захода 
на посадку на небольшой корабль с использованием си-
стемы спутниковой посадки на базе ГНСС в условиях 
бортовой качки до 15°, может достигать 2-3 м в зависи-
мости от расположения антенны ГНСС. 
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Рис. 2. Проекция положения антенны ГНСС на вертикальную 
плоскость в интервале одной четверти периода колебаний посадочной 
платформы 

Теоретическая оценка ошибки отклонений от стаби-
лизированной по ИИМ глиссады рассчитана на основе 
формул (1)–(3). Так, например, для описанного выше не-
большого корабля при использовании ИИМ со стабиль-
ностью акселерометров 16 мg при R = 6.3 м ошибка 
управляющих сигналов из-за ошибки измерений ИИМ 
составит 0,1 м, что соответствует компенсации 97% качки. 

Таким образом, применение ИИМ компенсирует 
ошибки сигналов отклонения от посадочной глиссады, 
обусловленные качкой, до уровня шумовых ошибок 
ГНСС. 

V. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ПРОВЕРКА РЕАЛИЗАЦИИ 
СПОСОБА СТАБИЛИЗАЦИИ ГЛИССАДЫ В ОТНОСИТЕЛЬНОМ 

РЕЖИМЕ ГНСС 
Для оценки потенциально достижимой точности ста-

билизации глиссады в условиях качки платформы был 
проведен полунатурный эксперимент. Функциональная 
схема эксперимента приведена на рис. 3. 

 
Рис. 3. Функциональная схема полунатурного эксперимента 

Антенна ГНСС была закреплена на вершине качаю-
щейся мачты. Расстояние R от антенны ГНСС до точки 
качания было измерено лазерным дальномером и соста-
вило 6.30 ± 0,01 м. На нижней части мачты на расстоя-
нии 85 см от ее основания был закреплен ИИМ со ста-
бильностью датчиков угловых скоростей 12 °/ч, ста-
бильностью акселерометров 0,13 мg в запуске и 16 мg от 
запуска к запуску. 

Составляющие колебаний фазового центра антенны 
(ФЦА) ГНСС под воздействием на мачту давления ветра 
и сил инерции при раскачивании антенны не фиксирова-
лись ИИМ, так как он был закреплен в нижней части 
мачты, а антенна ГНСС – в ее верхней части.  

Поступательное движение антенны ГНСС, а также 
линейные колебания вертикальных и горизонтальных 
смещений не имитировались. Качка осуществлялась 
вручную в следующей последовательности: 5 мин – мач-
та неподвижна; 5 мин – качание мачты с угловой ампли-
тудой ±15 градусов от вертикали в одной плоскости с 
полупериодом качания 10 с; затем 5 мин с полупериодом 
качания 20 с.  

Моделирование относительного режима спутниковой 
навигации реализовано одновременной записью коорди-
нат с частотой 10 Гц другой неподвижной антенны 
ГНСС, имитирующей антенну ЛА, находящуюся на уда-
лении 100 м от качающейся антенны.  

Результаты полунатурного и математического моде-
лирования приведены на рис. 4 и 5. Синий график отоб-
ражает управляющие сигналы, вычисленные по данным 
измерений ИИМ. Красный график – по данным измере-
ний ГНСС. Фиолетовый график построен по данным из-
мерений ГНСС, скорректированных по измерениям ИИМ. 

Рис. 4. Стабилизация движения антенны в вертикальной плоскости 

Рис. 5. Стабилизация движения антенны в горизонтальной плоскости 

Экспериментальные значения СКО управляющих 
сигналов, пропорциональных вертикальным и горизон-
тальным отклонениям от глиссады, до и после стабили-
зации глиссады в относительном режиме навигационных 
определений приведены в табл. 1. 

TABLE I.  ОШИБКИ УПРАВЛЯЮЩИХ СИГНАЛОВ 

Параметры 
СКО 

Без стабилизации После стабилизации 

Вертикальный канал, м 0,33 0,32 

Горизонтальный канал, м 0,36 0,12 

 

  

-15°               +15° 

Устройство регистрации №1 

Неподвижная 
антенна ГНСС 

ПИ ГНСС 
№2 

 

Качающаяся 
антенна ГНСС 

Устройство регистрации №2 

 
  

ИИМ 

ПИ ГНСС 
№1 

 

γ 

Поверхность 
референц-

эллипсоида 

R 
HФЦА Hст 

Центр качания  
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Незначительная компенсация ошибки высоты и соот-
ветствующих вертикальных управляющих сигналов в 
0.01 м по данным ИИМ обусловлена тем, что при качке 
антенны на угол, не превышающий 15°, значение ампли-
туды колебаний высоты соизмеримо с общей ошибкой 
определения высоты посредством ГНСС 

Экспериментальные результаты показывают, что 
применение инерциальных МЭМС-датчиков обеспечи-
вает стабилизацию глиссады и компенсирует ошибку 
координат, обусловленную качкой посадочной платфор-
мы на 80-90%.  

Полученный результат оказался хуже теоретической 
оценки (97%) ввиду того, что при проведении экспери-
ментальных исследований антенна ГНСС была закреп-
лена на вершине гибкой мачты, а ИИМ располагался в ее 
нижней части, что повлекло за собой появление допол-
нительных неучтенных ошибок. 

VI. ВЫВОДЫ 
Предложен способ обеспечения захода летательного 

аппарата на посадку на подвижную платформу в услови-
ях качки со стабилизацией глиссады на основе измере-
ний инерциальных микроэлектромеханических систем и 
относительного режима спутниковой навигации, ком-
пенсирующего систематические составляющие коррели-
рованных ошибок. 

Результаты математического моделирования показы-
вают, что использование инерциальных МЭМС в систе-
мах спутниковой посадки способно обеспечить стабили-
зацию в пространстве посадочной глиссады путем ком-
пенсации до 97% погрешности ее расчета, которые обу-
словлены качкой посадочной платформы. 

Результаты полунатурного моделирования подтвер-
дили данные теоретических расчетов, а также перспек-
тивность использования инерциальных МЭМС для си-
стем спутниковой посадки на подвижные платформы в 
условиях качки. В проведенном полунатурном экспери-
менте при наличии не поддающихся учету возмущаю-
щих факторов было компенсировано до 80-90% ошибки, 
обусловленной качкой. 

VII. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Предложенный способ обеспечения захода летатель-

ного аппарата на посадку на подвижную платформу в 
условиях качки со стабилизацией глиссады на основе 
измерений инерциальных микроэлектромеханических 

систем для реализации относительного режима спутни-
ковой навигации может обеспечить требуемую точность 
управляющих сигналов и перспективен для дальнейших 
разработок. 
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Аннотация—Доклад посвящен исследованию, направ-

ленному на изучение и реализацию метода диагностики 
заболеваний внутренних органов человека на основе био-
физических сигналов сердца. Исследование включает в 
себя разработку дистанционно-диагностического комплек-
са, применение методов информационного анализа к раз-
личным сигналам регистрации сердечной деятельности, а 
также разработку системы на основе глубокого обучения. 
В работе введен набор метрик оценивания получаемых 
результатов, поставлен оригинальный численный экспе-
римент с использованием собственного разработанного 
комплекса и программно-математического обеспечения, в 
результате которого была оценена эффективность не-
скольких моделей для решения задачи автоматизирован-
ной диагностики заболеваний. 

Ключевые слова—сейсмокардиография, сейсмокар-
диоблок, электрокардиоблок, электросейсмокардиоблок, 
гирокардиограмма, информационный анализ, машинное 
обучение, глубокое обучение, сверточные нейронные сети, 
вейвлет-анализ. 

I. ВВЕДЕНИЕ  
Согласно теории информационной функции сердца 

В.М. Успенского, сердце выполняет важную информаци-
онную функцию, генерируя во внутреннюю среду орга-
низма биофизические сигналы с семантикой здоровья и 
заболеваний. Амплитуды и интервалы биофизических 
кардиосигналов подвергаются амплитудной и частотно-
фазовой модуляции под воздействием сложного ком-
плекса взаимосвязанных процессов в организме. Меха-
низм модуляции является единым для электрических, 
магнитных и гидродинамических импульсов, генерируе-
мых сердцем. Система «Скринфакс» [1–3] в соответствии 
с технологией информационного анализа использует де-
модуляцию сигналов, генерируемых сердцем, и выявле-
ние тех паттернов, которые связаны с различными забо-
леваниями. 

Текущее исследование направлено на изучение и ре-
ализацию метода диагностики на основе биофизических 
сигналов сердца в трех направлениях:  

1. дистанционно-диагностический комплекс (ДДК) – 
модернизация системы «Скринфакс» с использо-
ванием только сигналов ЭКГ;  

2. использование метода информационного анализа 
для сигналов ЭКГ, сейсмокардиограммы (СКГ) и 
гирокардиограммы (ГКГ); 

3. система автоматизированной диагностики с ис-
пользованием методов машинного обучения на 
основе различных сигналов регистрации деятель-
ности сердечно-сосудистой системы в рамках 
поддержки принятия решений. 

II. ПАРАМЕТРЫ ДИАГНОСТИЧЕСКОГО КОМПЛЕКСА  
И ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ИНФОРМАЦИОННОГО АНАЛИЗА 

Для синхронной регистрации кардиосигналов ЭКГ, 
СКГ, ГКГ используется разработанный в рамках проек-
та электросейсмогирокардиоблок с разрешением по 
ЭКГ 0,2 мВ, спектральными плотностями шума по СКГ 
и ГКГ 45 мкg/√Гц и 0,011 °/с/√Гц соответственно, ча-
стотой опроса 1 кГц, в приборе используется встроен-
ный цифровой режекторный фильтр для подавления 
сетевой помехи в сигнале ЭКГ 50 Гц.  

В составе ДДК используется электрокардиоблок вы-
сокого разрешения, являющийся частью электросейсмо-
гирокардиоблока и позволяющий регистрировать сигнал 
ЭКГ по трем отведениям с частотой до 4 кГц. Использу-
ется метод информационного анализа ЭКГ, разработан-
ный В.М. Успенским. Уменьшение погрешностей и 
расширение списка заболеваний обеспечивается увели-
ченной частотой опроса и разрешением регистрируемых 
сигналов. А применение удаленного сервера для обра-
ботки данных позволяет проводить диагностику одно-
временно для группы пациентов. 

Метод информационного анализа на основе теории 
информационной функции сердца [1] был впервые при-
менен к кардиосигналам СКГ и ГКГ. Для сравнения эф-
фективности применения параметров различных кар-
диосигналов для информационного анализа использова-
лись оценки отношения «сигнал–шум» и коэффициента 
вариации. 

III. МОДЕЛИ СИСТЕМЫ ДИАГНОСТИКИ НА ОСНОВЕ 
МАШИННОГО ОБУЧЕНИЯ 

В продолжение работы [4], дополняя предложенную 
авторами модель иерархической системы автоматизиро-
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ванной диагностики заболеваний [5], в данном исследо-
вании выполнено сравнение различных алгоритмов ма-
шинного обучения и нескольких архитектур искус-
ственных нейронных сетей, а также проведена оценка 
их эффективности для решения поставленной задачи по 
сигналам СКГ. Поскольку подсистемы диагностики по 
различным регистрируемым показателям считаются 
независимыми, модель реализации данного классифика-
тора может отличаться от модели, показавшей себя 
наиболее эффективной для данных ЭКГ, ГКГ и др.  

В качестве исходных данных для обучения и тести-
рования моделей были использованы как собственный 
собранный и сформированный банк данных сигналов 
СКГ (характеристики сигнала указаны выше, использу-
емая частота дискретизации данных – 1000 Гц), снятых 
неинвазивно и на открытом сердце, в рамках экспери-
ментальных клинических исследований, так и данные из 
международной открытой базы PhysioNet [6]. Посколь-
ку данные сигналы содержат шумы, такие как артефак-
ты взаимодействия записывающего устройства с кожей, 
электронный шум усилителей, фоновый шум сети и 
смещение базовой линии сигнала, вызванного движени-
ем грудной клетки при дыхании, исследуемые сигналы 
были отфильтрованы фильтром Баттерворта [7] с поло-
сой пропускания 1–45 Гц. Разработанные классифика-
торы состояния протестированы как на наборах данных 
с целью определить возможности методов «узнавать» 
пациента в зависимости от положения тела, психофи-
зиологического состояния и т.д. (сигнал его СКГ будет 
отличаться от изначально записанного сигнала, поэтому 
важно проверить, способен ли распознаватель правиль-
но классифицировать сигналы, записанные при различ-
ных условиях), так и, к примеру, до и после лечения для 
проверки эффективности тех же алгоритмов в задаче 
диагностики. 

Для обучения системы диагностики, основанной на 
нейросетях или других алгоритмах машинного обуче-
ния, необходимо преобразовать сигналы в обучающий 
набор объектов, принадлежащих различным классам. 
Каждый объект может представлять собой отрезок сиг-
нала, представленный в том или ином виде, или набор 
выделенных из сигнала признаков. Для выделения таких 
признаков в данной работе было необходимо найти все 
AO-пики [8] в СКГ сигнале. Это было необходимо для 
сегментации сигнала на отрезки, каждый из которых 
содержал бы один AO-пик (для работы методов машин-
ного обучения достаточно одного квазипериода анали-
зируемого сигнала), а также для выделения признаков, 
связанных с частотой и вариативностью сердечного 
ритма. Чаще всего для этого используется синхронизи-
рованный ЭКГ-сигнал, для определения R-пиков кото-
рого существует множество простых алгоритмов, одна-
ко пики СКГ возможно определить и без параллельного 
сигнала ЭКГ, используя представление сигнала СКГ в 
частотно-временной области.  

После сравнения эффективности различных методов 
выделения пиков в сигнале СКГ, таких как кратковре-
менное преобразование Фурье (SFT) [9], последователь-
ное вейвлет-преобразование (CWT) [10], распределение 
Вигнера–Вилля и псевдопреобразование Вигнера–
Вилля [11], чирплет-преобразование и полиномиальное 
чирплет-преобразование (PCT) [12], был выбран метод, 
основанный на вейвлет-преобразовании с использова-

нием вейвлета Добеши (D4) [13], как имеющий опти-
мальное соотношение по точности определения пиков и 
скорости обработки сигнала. Для сравнения с эталон-
ным положением пиков были взяты координаты R-
пиков параллельно записанных сигналов ЭКГ, найден-
ные при помощи алгоритма Пана–Томпкинса [14]. 

Для построения классификатора на основе выделен-
ных из СКГ признаков были опробованы модели на ос-
нове следующих методов искусственного интеллекта и 
машинного обучения: метод ближайших соседей (KNN – 
k-Nearest Neighbours), метод опорных векторов (SVM – 
Support Vector Machine), решающее дерево (decision tree), 
ансамбль моделей (ensemble of models), глубокая много-
слойная полносвязная нейросеть (FFN – FeedForward 
Network), LSTM-нейросеть (long short-term memory – 
долгая краткосрочная память), сверточные нейросети 
(CNN – Convolutional Neural Network). 

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ 
Для сравнения эффективности классификаторов ис-

пользовались метрики: доля правильных ответов 
(Accuracy), точность (Precision), полнота (Recall), чув-
ствительность (Sensitivity), специфичность (Specificity), 
F-мера (F-measure).  

Для классификаторов SVM, KNN и FeedForward 
Network каждый отрезок сигнала дополнительно был 
аппроксимирован полиномом Чебышева 100 порядка и в 
качестве признаков были взяты 100 коэффициентов. 
Подробно алгоритм такой аппроксимации был предло-
жен и описан в [15].  

Более сложным нейронным сетям и алгоритмам обу-
чения, которые, соответственно, обычно показывают и 
лучшую эффективность, требуется более трудоемкая 
подготовка данных. 

Для сверточной нейросети были взяты отрезки сиг-
нала, содержащие 4-5 пиков AO, преобразованы в спек-
тральный вид при помощи последовательного вейвлет-
преобразования и сохранены как изображения 224×224 
пикселя. Эти изображения были переданы нейросети.  

Для LSTM сети были взяты отрезки сигнала, содер-
жащие 4-5 пиков AO, выделены спектральные характе-
ристики сигнала при помощи STFT и преобразованы в 
последовательность коэффициентов. 

На первом этапе эксперимента сравнивалась эффек-
тивность алгоритмов машинного обучения SVM (с ра-
диальной базисной функцией Гаусса в качестве ядра), 
KNN с эвклидовой метрикой расстояния, ансамбля ре-
шающих деревьев с использованием AdaBoost и 
нейросетей с эмпирически подобранными параметрами: 
LSTM-сети с LSTM-слоем с 70 нейронами, сверточной 
нейросети с тремя сверточными слоями и простой мно-
гослойной нейросети со 100 нейронами. Обучение и 
тестирование проводилось с целью анализа влияния 
условий записи сигнала на распознавание пользователя 
и состояния и, в конечном счете, на результат диагно-
стики. На втором этапе эксперимента проводилась и 
оценивалась точность бинарной классификации на со-
стояния нормы и наличия патологии в задаче диагно-
стики. В табл. 1 и 2 приведены полученные результаты 
валидации (наиболее пессимистичные оценки) для не-
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скольких наиболее эффективных методов и архитектур 
для 1 и 2 этапов эксперимента соответственно. 

ТАБЛИЦА I.  МЕТРИКИ ДЛЯ МОДЕЛЕЙ КЛАССИФИКАТОРОВ, 1 ЭТАП  

Модель Acc. Sens. Spec. Prec. F-meas. 

FFN 0.8442 0.8757 0.9920 0.8393 0.8274 

CNN 0.9378 0.9519 0.9968 0.9378 0.9320 

ТАБЛИЦА II.  МЕТРИКИ ДЛЯ МОДЕЛЕЙ КЛАССИФИКАТОРОВ, 2 ЭТАП  

Модель Acc. Sens. Spec. Prec. F-meas. 

FFN 0.9615 ~1 0.9412 0.9000 0.9474 

CNN 0.9744 0.9655 0.9796 0.9655 0.9655 

 
Для каждого алгоритма и набора данных были по-

строены матрицы ошибок и ROC-кривые. На рис. 1 и 2 
приведены графики для наиболее эффективной модели. 

     
Рис. 1. Матрица ошибок (слева) и ROC-кривые (справа) для СNN,  
1 этап 

   
Рис. 2. Матрица ошибок (слева) и ROC-кривые (справа) для СNN,  
2 этап 

Затем дополнительно был проведен эксперимент для 
лучших моделей распознавателей с использованием 
новой предложенной функцией активации – атомарной 
функцией (АФ). Атомарная функция – это новый тип 
сигмоидальных функций, основанных на финитных 
бесконечно-гладких решениях функционально-
дифференциальных уравнений с отклоняющимся аргу-
ментом (1). Атомарные функции являются удобным 
аппаратом численного анализа, теории аппроксимации, 
цифровой обработки сигналов [16, 17, 18]: 
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где , , ,n m ma d c b  – числовые параметры, и | | 1a  . Базовой 
АФ является функция up( )x  с носителем [ 1,1] , 
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Стандартными сигмоидальными функциями актива-
ции, используемыми в глубоком обучении, являются 
следующие: 
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а также некоторые другие. Помимо гладкости, выбор 
подобных функций активации обусловлен фактом про-
стоты выражения их производных через значения самой 
функции, что существенно упрощает программную (а 
при необходимости и аппаратную) реализацию основ-
ного алгоритма обучения НС – алгоритма обратного 
распространения ошибки: 

 4
1
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Для АФ up( )x  (2) также возможно получить простое 
выражение ее производной: 

 4 4 4( ) up( ) (2 1) (2 1)f x x f x f x       

Численный эксперимент на моделях с АФ показал 
результаты, в среднем лучшие, чем с использованием 
гиперболического тангенса (f2), на 6-7% и сопоставимые 
с популярной функцией Softmax: лучше на ~1% (для 
одномерной CNN).  

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ  
Полученные результаты показывают, что сверточ-

ные нейросети могут успешно использоваться для опре-
деления аномалий в работе сердечно-сосудистой систе-
мы и после обучения на большем наборе данных, со-
держащем данные пациентов с различными заболевани-
ями, для диагностики этих заболеваний.  

Опробованные в нейросетевых алгоритмах атомар-
ные функции показали результаты, сравнимые со значе-
ниями метрик для наиболее часто используемой функ-
ции Softmax, и могут использоваться при обучении 
нейросетей. 

Предложенные технические решения по сжатию и 
предварительной цифровой обработке исследуемых 
сигналов также позволяют использовать описанные 
классификаторы и подсистемы в телемедицине. 

Проведенные экспериментальные исследования под-
твердили правильность выбранных схемно-
конструктивных решений и алгоритмов работы разрабо-
танных дистанционно-диагностического комплекса и си-
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стемы диагностики, включая программно-математическое 
обеспечение. 

Исследования проводятся при финансовой поддерж-
ке РФФИ в рамках научного проекта № 18-29-02019/20. 
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Аннотация—Предмет доклада – описание особенностей 

функционирования алгоритмов компенсации помех, осно-
ванных на методе главных компонент корреляционного 
анализа, при априорной неопределенности относительно 
количества генераторов помех. Алгоритмы могут приме-
няться в приемных устройствах ГНСС. В материале при-
ведены результаты анализа характеристик алгоритмов 
пространственной обработки сигналов, включающих опе-
ративное оценивание размерности сигнального подпро-
странства собственных векторов ковариационной матри-
цы с использованием информационных критериев. 

Ключевые слова—ГНСС, метод главных компонент, 
сигнальное подпространство. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
При разработке навигационной аппаратуры потреби-

телей (НАП) глобальных навигационных спутниковых 
систем (ГНСС), в частности ГЛОНАСС, GPS, BeiDou, 
предназначенной для ответственных применений, про-
слеживается тенденция [1] дополнения ее радиоприем-
ных устройств (РПУ) устройствами пространственно-
временной обработки сигналов (УПВОС). С помощью 
ПВОС алгоритмов производится компенсация сигналов 
мощных радиопомех от локализованных в пространстве 
источников излучений (ИИ) и фильтрация навигацион-
ных сигналов (НС). 

Распространенные на практике алгоритмы ПВОС 
ГНСС [1] работают по критерию минимизации мощно-
сти выходных колебаний УПВОС при выбранных огра-
ничениях на относительное ослабление сигналов в за-
данных направлениях. В таких алгоритмах для формиро-
вания вектора весовых коэффициентов (ВВК), как пра-
вило, используется оценка корреляций в пространствен-
ном или пространственно-временно́м фильтре. Выход-
ным сигналом УПВОС является процесс, представляю-
щий собой аддитивную смесь НС, собственных шумов 
аппаратуры и остатков от «выбеленных» помех на выхо-
де такого фильтра. Недостаток указанных алгоритмов 
проявляется в том, что в них не учитывается информа-
ция о количестве источников помех. В результате падает 
отношение мощности НС к собственному шуму РПУ 
(ОСШ) в ситуациях малого углового разнесения источ-
ников НС и помех. 

Улучшить прием НС с близких к источникам помех 
направлений можно на основе неклассических подходов 
к компенсации помех. Вместо оценки ковариационной 
матрицы (КМ) принимаемых колебаний эти методы ис-
пользуют для формирования ВВК главные компоненты 

разложения этой матрицы по системе собственных век-
торов [2], разделенной на шумовое и сигнальное подпро-
странства. В основу компенсации помеховых колебаний 
положено свойство ортогональности собственных векто-
ров, соотнесенных подпространствам шума и сигналов. 
Существенно то, что НС ввиду их пренебрежимо малой 
мощности по отношению к собственным шумам аппара-
туры не представлены в разложении оценочной КМ по 
системе собственных векторов. 

Алгоритмы ПВОС ниже сведены к пространственной 
обработки сигналов (ПОС). 

Для характеристики качества работы НАП в описы-
ваемой постановке задачи выберем величину относи-
тельной мощности помеховых колебаний на выходе 
УПВОС пS  (отношение мощностей внутриполосных 
помех на выходе и входе УПВОС), определенную стати-
стически с учетом имеющихся ошибок определения раз-
мерности шумового подпространства. Размерности сиг-
нального и шумового подпространств дополняют друг 
друга до количества степеней свободы КМ (общее коли-
чество собственных чисел в разложении по собственной 
системе). 

Теория разделения подпространств в корреляцион-
ном анализе далека от завершения, а известные методы 
оценивания количества сигналов [3–5] в реальных усло-
виях априорной неопределенности относительно слу-
чайной природы сигналов, в частности их коррелиро-
ванности, работают с недостаточной надежностью. 

Известные методы оценивания размерности сигналь-
ного подпространства основываются на информацион-
ных критериях [3, 4], либо используют эвристические 
градиентные методы [6]. 

Настоящий материал в отличие от работ [1, 2] посвя-
щен исследованию эффективности компенсации помех с 
учетом работы метода оценивания размерности сигналь-
ного (шумового) подпространства. Все источники сигна-
лов (ИС) интерпретированы как точечные ИИ, располо-
женные в несовпадающих точках пространства. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ОЦЕНИВАНИЯ ПОДПРОСТРАНСТВ 
Пусть L – количество ИС, далее сигналов. Пусть име-

ется M реализующих ПОС синхронизированных каналов 
обработки сигналов, принимаемых УПВОС, в составе 
которого N приемных элементов (ПЭ) антенны. В рас-
сматриваемом случае M N . ПЭ расположены в даль-
ней зоне по отношению к ИИ. В момент времени kt  
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наблюдения на выходах M ПЭ можно записать в виде 
вектора-столбца 

     k k kt t t x As n , 

где матрица  1 , , LA a a  размером ( )M L  являет-
ся указательной (фокусирующей, формирующей), la  – 
неслучайный комплексный вектор-столбец, описываю-
щий амплитудно-фазовое распределение l-го сигнала на 

N ПЭ,      1 , , T
k k L kt s t s t   s  ,  l ks t  – комплекс-

ная амплитуда сигнального колебания от l-го ИИ в k-й 
момент времени, L – количество ИИ. Вектор  ktn  
представляет собой вектор собственных шумов, приве-
денных к выходам антенных элементов. 

Пусть     H
s k kE t tR s s  – ковариационная мат-

рица сигналов,     H
n k kE t tR n n  – ковариационная 

матрица шумов, E – знак усреднения по реализациям. 
Будем исходить из следующих предположений: а) сиг-
налы – стационарные центрированные случайные про-
цессы, могут быть статистически независимыми, ча-
стично коррелированными друг с другом или когерент-
ными; б) шумы – пространственно некоррелированные 
«квазибелые» колебания с дисперсией 2 . Тогда 

2
n M R I  и КМ суммы входных сигналов размерности 

( )M M  имеет вид [7]: 

2H
s M R AR A I . (1) 

Если сигналы статистически независимы или частич-
но коррелированы, то ранг  srank LR . Если есть ко-
герентные источники, то ранг sR  уменьшается на коли-
чество групп когерентных источников и   srank LR . 
Далее предположим, что все ИС некогерентны. Если 
столбцы матрицы линейно независимы (что выполняет-
ся, когда направления на ИИ различны), тогда 

 rank LA  и  H
srank LAR A . Таким образом, 

матрица H
sAR A  имеет L ненулевых и M L  нулевых 

СЧ. Пусть 
1

M
H c H

s m m m
m

 AR A e e  – разложение эрмито-

вой матрицы H
sAR A  по собственной системе [8], где 

вещественные СЧ расположены в порядке убывания: 

1 2 1 2λ λ λ λ λ λ 0c c c c c c
L L L M           (2) 

и   1
M

m me  – соответствующие им собственные векторы. 

Т.к. 2
n M R I , то собственные векторы матрицы R  

совпадают с собственными векторами матрицы 

H
sAR A , а ее СЧ можно записать в виде 2λ λ σc

m m  , 

если 1 m L  , или в виде 2
m   , если 1L m M   . 

На практике доступно конечное количество tK  от-

счетов данных:  X AS N , где    1 , , Ktt t   X x x , 

   1 , , Ktt t   S s s ,    1 , , Ktt t   N n n , по кото-

рым можно получить состоятельную и асимптотически 
эффективную оценку [1] матрицы R  (1): 

   
1

1 1ˆ
1 1

Kt H H
k k

t tk
t t

K K
 

 R x x XX . (3) 

Рассмотрим задачу оценки количества сигналов, в 
роли которых выступают радиопомехи. Элементы оце-
ночной КМ (3) являются случайными величинами и 
имеют совместное распределение плотности вероятно-
сти Уишарта [9]. Собственные числа шумового подпро-
странства в силу случайного характера оценочной КМ 
(3) не равны между собой, их разброс зависит от длины 
выборки tK . 

III. МЕТОДЫ, ОСНОВАННЫЕ НА ИНФОРМАЦИОННЫХ 
ТЕОРЕТИЧЕСКИХ КРИТЕРИЯХ 

В [4, 10] показано, что при tK M  критерием мак-
симального правдоподобия для проверки гипотезы о 
том, что первые l СЧ больше последних M l  СЧ (шу-
мовые собственные числа теоретически при стремящем-
ся к бесконечности времени накопления равны между 
собой), служит выражение 

    1
1

1

1 λ
ln

λ

M

k
k l

t
M M l

k
k l

M l
l K M l  



 

 
 
 

 
    

      
  





, (4) 

в котором отношение в скобках – это отношение средне-
го арифметического M l  наименьших собственных 
значений к их среднему геометрическому. 

На основе (4) сформированы информационные кри-
терии, которые в общем виде записываются в виде 
   ρl l  , где  l  – штрафная функция, которая 

определяется количеством степеней свободы модели. 
Количество степеней свободы модели равно  2l M l . 

Выражение для информационного критерия AIC 
(Akaike Information Criterion): 

     2AIC l l l M l    , 

  arg minAIC
l

l AIC l . (5) 

116



Для информационного критерия MDL (Minimum 
Description Length, минимальная длина описания) [10]: 

      1 2 1 ln
2 tMDL l l l M l K     ,  

  arg minMDL
l

l MDL l . 
(6) 

Среднее геометрическое меньше среднего арифмети-
ческого за исключением случая равенства чисел. Отсюда 
следует, что для истинного значения КМ информацион-
ный критерий примет минимальное значение, когда  
l соответствует количеству сигнальных СЧ. При исполь-
зовании оценочной КМ, т.е. неравных между собой шу-
мовых СЧ, или при когерентных ИС (равных между со-
бой сигнальных СЧ), информационные критерии рабо-
тают с ошибками. 

Эффективность методов зависит [5, 6] от отношения 
«сигнал–шум», длины реализации процесса tK , а также 
от отношения L M . Эффективность падает при коге-
рентном излучении нескольких ИС. 

IV. ДОСТОВЕРНОСТЬ AIC-АЛГОРИТМА ОЦЕНИВАНИЯ 
КОЛИЧЕСТВА ИС 

Ввиду высокой сложности аналитических расчетов 
эффективность определена на статистической модели 
методом Монте-Карло при 1 тысяче опытов. Использо-
вана модель данных, заданная формулами (1)–(3). 

Действовало 6 некогерентных ИС с одинаковой 
мощностью. Направления падения плоских фронтов волн 
на линейную антенну различалось на 10°, отношение 
«сигнал-шум» (ОСШ) варьировалось от –10 до 30 дБ, 
количество отсчетов tK  выбрано 1024. Количество ан-
тенн изменялось от 8 до 12. Определялась вероятность 
успеха выполнения AIC-алгоритма (см. рис. 1). 

Как видно из рис. 1, вероятность успешного выпол-
нения алгоритма растет с увеличением числа M и ростом 
ОСШ. Для актуального случая 8 антенн близкая к 100% 
вероятность правильного определения количества ИС 
достигается только при больших (≥17 дБ) значениях 
ОСШ.  

 
Рис. 1. Эффективность алгоритма AIC 

 
Рис. 2. Эффективность алгоритма MDL 

V. ДОСТОВЕРНОСТЬ MDL-АЛГОРИТМА ОЦЕНИВАНИЯ 
КОЛИЧЕСТВА ИС 

Зависимость вероятности правильного определения 
количества ИС от ОСШ и M такая же (см. рис. 2), как у 
AIC-алгоритма, но в отличие от AIC у MDL-алгоритма 
при одинаковых ОСШ несколько ниже вероятность 
успешного выполнения независимо от рассмотренного 
числа антенн. 

Кривые достоверности MDL и AIC алгоритмов для 8 
антенн приведены на рис. 3. AIC-алгоритм обеспечивает 
большую вероятность успеха при ОСШ от 12 до 18 дБ. 

 
Рис. 3. Сравнение AIC- и MDL-алгоритмов 

VI. ЭФФЕКТИВНОСТЬ КОМПЕНСАЦИИ ПОМЕХ  
С ПРИМЕНЕНИЕМ МЕТОДА AIC 

В статье [2] описаны основанные на методе главных 
компонент алгоритмы компенсации мощных помех MPE 
(оценивание по минимуму мощности) и MNE (оценива-
ние по минимуму нормы вектора) в предположении из-
вестной размерности сигнального подпространства. 

В реальной обстановке, когда количество ИС K неиз-
вестно, проводилось определение размерности шумовой 
подматрицы шΓ  диагональной матрицы, сформирован-
ной из чисел, обратных собственным числам матрицы 
R̂ . Эта размерность определена как дополнение оце-
ночной величины K до суммарного количества СЧ, по-
лучающегося при разложении оценочной КМ по соб-
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ственной системе. Оценка K выполнялась с помощью 
алгоритмов, заданных формулами (5) и (6). 
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Рис. 4. Спектр относительной мощности помех 

На рис. 4 представлен спектр пS , дБ, рассчитанный 
путем деления спектральных плотностей мощности про-
цессов на входе и выходе УПВОС. Для набора статисти-
ки произведено 1000 опытов. Отношение мощности 2-х 
помех в полосе обработки сигналов к мощности соб-
ственных шумов РПУ выбрано равным 55 дБ. Помехи 
«мерцали» по нормальному закону. Цифровая обработка 
сигналов производилась в комплексной области после 
дискретизации выходных сигналов РПУ в полосе 17 МГц 
и переноса дискретных спектров на видеочастоту. Отно-
сительный спектр, показанный на рис. 4, построен с об-

ратным переносом на промежуточную частоту. MNE и 
MPE алгоритмы показали близкие результаты при дей-
ствии двух источников помех. 
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Аннотация—В данной статье представлены результа-

ты исследований по оценке вероятности возникновения 
коллизий при навигационных измерениях ГЛОНАСС. 
Коллизии могут возникать при использовании способа 
динамической рекуррентной коррекции (ДРК). При при-
менении ДРК прогнозируется область пространства воз-
можного местоположения подвижного объекта в моменты 
последующих навигационных измерений. Прогнозирова-
ние происходит за счет использования текущей информа-
ции о линейных и угловых скоростях и ускорениях объек-
та от его бортовых измерителей параметров движения. 
Повышение точности навигационных измерений от ГНСС 
достигается за счет уменьшения области пространства 
возможного местоположения объекта при последующих 
навигационных измерениях. При этом исключается часть 
пространства, где объект не может находиться по своим 
текущим динамическим свойствам. Коллизии измерений 
могут заключаться в том, что при использовании ДРК 
точка навигационного измерения может находиться вне 
сформированной по ДРК области пространства. В таком 
случае координаты точки измерения необходимо перено-
сить в сформированную по ДРК область пространства. 
Кроме того, вероятна ситуация, что при переносе точки 
измерения внутрь скорректированной по ДРК области 
пространства возможного местоположения объекта увели-
чится расстояние между истинными и измеренными коор-
динатами местоположения объекта. 

Ключевые слова—ГНСС ГЛОНАСС, динамическая ре-
куррентная коррекция, бортовые измерители параметров 
движения, коллизии навигационных измерений. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время одним из самых эффективных 

способов повышения точности, надежности и доступно-
сти получения спутниковых навигационных данных яв-
ляется использование MultiGNSS. В MultiGNSS обраба-
тываются сигналы сразу от нескольких навигационных 
систем, например GPS/ГЛОНАСС/Galile/Beidou, что 
обеспечивает создание надежной среды навигации с вы-
сокой доступностью и частотой обновления информа-
ции. Другим наиболее используемым фактором повы-
шения точности навигационных измерений является 
применение глобальных и региональных систем диффе-
ренциальных поправок, например Real Time Differential 
GPS, (RTDGPS), Wide Area Augmentation System 
(WAAS), European geostationary navigation overlay service 
(EGNOS), Satellite Based Augmentation System (SBAS), 
Satellite Navigation Augmentation System (SNAS) и дру-
гих. В России для ГНСС ГЛОНАСС используется систе-

ма дифференциальной коррекции и мониторинга 
(СДКМ). Общий обзор основных источников ошибок в 
измерениях ГНСС рассматривается в работах [1, 2].  
В работе [3] предлагается обобщенный проблемно-
ориентированный подход к идентификации моделей 
ошибок навигационных измерителей, основанный на 
решении совместной задачи распознавания гипотез и 
оценки параметров.  

Существует большое количество научных разработок 
повышения точности, надежности и помехозащищенно-
сти навигационных измерений на борту движущегося 
объекта за счет различных видов комплексирования нави-
гационных средств. В [4] приведен общий обзор тенден-
ций такого комплексирования. В работе [5] рассматрива-
ются вопросы повышения точности параметров ориента-
ции, в том числе истинного курса миниатюрных интегри-
рованных систем ориентации и навигации на основе IMU 
с малоточными датчиками MEMS и приемниками ГНСС. 
Точность ориентации во многом зависит от разрешения 
фазовой неоднозначности и снижения влияния фазового 
шума на точность интегрированной системы. Вопросам 
исследования моделей ошибок измерений при интеграции 
ГНСС/INS посвящена работа [6]. Ошибки определения 
местоположения и скорости ГНСС имеют сильную вре-
менную корреляцию из-за влияния эффекта многолучево-
го распространения и других факторов. По этой причине в 
оценках позиционирования будет присутствовать корре-
лированный по времени или цветной шум. В публикации 
[6] предлагается моделировать шум как процесс Гаусса–
Маркова или модель авторегрессии первого порядка, 
управляемую белым гауссовским шумом. В работе [7] 
рассмотрены вопросы повышения точности позициониро-
вания при интеграции GPS и ГЛОНАСС на основе филь-
трации Калмана в ситуациях спуфинга GPS.  

При обработке первичной навигационной информа-
ции для интегрированных систем возникает необходи-
мость устранения неоднозначностей и коллизий измере-
ний, в первую очередь устранения неоднозначностей 
фазовых измерений [8, 9, 10, 11]. Вопросам совершен-
ствования координатно-временного обеспечения 
ГЛОНАСС и перспективам согласования систем коор-
динат, используемых в различных ГНСС, посвящена 
публикация [12]. В данной работе определены основные 
пути решения вопросов выравнивания систем координат, 
используемых различными информационными техноло-
гиями для уточнения всемирного времени и повышения 
точности навигационных измерений.  
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Перспективы развития новых алгоритмов обработки 
навигационной информации ГНСС для повышения точ-
ности, надежности и доступности навигационных данных 
могут быть связаны с использованием гибридной рекур-
рентной нейронной сети, применением генетических ал-
горитмов и элементов искусственного интеллекта [13, 14]. 
При обработке навигационной информации широко ис-
пользуются неинвариантные алгоритмы (model-aided 
navigation), в том числе и с применением рекуррентных 
соотношений. Известен способ повышения точности 
навигационных измерений ГНСС на основе рекуррент-
ной обработки информации от ГНСС и текущих показа-
ний бортовых измерителей параметров движения [15]. 
Данный способ динамической рекуррентной коррекции 
(ДРК) позволяет повысить точность позиционирования 
подвижного объекта за счет уменьшения объема про-
странства его возможного местоположения в моменты 
последующих навигационных измерений. Данный способ 
может быть использован для комплексирования различ-
ных ГНСС [16] при совместной обработке информации 
от них. Метод ДРК является вероятностным, и возмож-
ность его применения зависит от соотношений характе-
ристик погрешностей и частот обновления информации 
от ГНСС и бортовых измерителей параметров движения. 

Целью данного исследования является анализ вероят-
ности возникновения коллизий при использовании ДРК. 
Коллизии могут заключаться в том, что точка координат 
навигационного измерения может находиться вне скор-
ректированной в результате применения ДРК области 
пространства навигационного измерения. При возникно-
вении такой коллизии возникает необходимость перене-
сти координаты точки навигационного измерения внутрь 
скорректированной области пространства. Кроме того, в 
работе оценивается вероятность того, что при переносе 
координат точки навигационного измерения внутрь скор-
ректированной области пространства возникает вторич-
ная коллизия. Вторичная коллизия заключается в том, что 
при переносе точки навигационного измерения расстоя-
ние между истинными и измеренными координатами 
местоположения объекта увеличивается. 

II. ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ GNSS  
И ВОЗМОЖНОСТИ КОЛЛИЗИЙ ПРИ ИСПОЛЬЗОВАНИИ ДРК  

Рассмотрим движение объекта в локальной базовой де-
картовой системе координат ܻܼܺ с центром в точке центра 
масс объекта. Система координат ܺ′ܻ′ܼ′ с тем же центром 
связанна с объектом и образована поворотом ܻܼܺ на углы 
тангажа и крена так, что направление курса движения объ-
екта совпадает с направлением оси ܺ′. Пусть в результате 
применения ДРК [15] определяется скорректированная 
область пространства Λ௖௢௥௥  после третьего последователь-
ного навигационного измерения (рис. 1). 

На рис. 1 Λ௉  – прогнозируемая область пространства 
возможного местоположения объекта в момент после-
дующего навигационного измерения. Данная область 
определяется по показаниям бортовых измерителей па-
раметров движения и динамическим свойствам объекта. 
Λூ௓  – область пространства последующего навигацион-
ного измерения. Повышение точности при использова-
нии ДРК возможно только при условии, что Λூ௓ ∩	Λ௉ =
Λ௖௢௥௥ ≠ ∅ и при этом Λ௖௢௥௥ < Λூ௓. Возможности исполь-
зования ДРК для повышения точности позиционирова-
ния уже исследовались [17] в среде Mathcad 15 на при-
мере движения летательного аппарата. Пусть {ݔ; ;ݕ  – {ݖ

истинные координаты объекта в системе координат ܻܼܺ, 
а {̄ݔ; ;ݕ̄ {ݖ̄  – результат навигационного измерения его 
местоположения для системы координат ܻܼܺ. Повыше-
ние точности определения местоположения объектов 
при навигационных измерениях можно интерпретиро-
вать следующим образом. 

 
Рис. 1. Область пространства последующего навигационного измере-
ния, скорректированная в результате ДРК 

1. Уменьшение расстояния между истинными коор-
динатами объекта и результатом навигационного изме-
рения его местоположения 
{ඥ(̄ݔ − ଶ(ݔ + ݕ̄) − ଶ(ݕ + ݖ̄) − {ଶ(ݖ → ݉݅݊  в какой-то 
момент t проведения измерения. 

2. Уменьшение погрешности навигационных измере-
ний ℎ௫; ℎ௬; ℎ௭  в системе координат ܻܼܺ . При этом под 
погрешностью понимается максимальная величина от-
клонения измерения координат объекта от истинных ко-
ординат с вероятностью не менее заданной или не менее 
p(0,95), т.е. с вероятностью p(0,95) можно утверждать, 
что {(|̄ݔ − |ݔ < ℎ௫); ൫|̄ݕ − |ݕ < ℎ௬൯; ݖ̄|) − |ݖ < ℎ௭)}. 

3. Уменьшение объема пространства возможного ме-
стоположения объекта при навигационных измерениях. 
При этом из ߉ூ௓  исключаются какие-то другие области 
пространства, принадлежащие ߉ூ௓ , в которых подвиж-
ный объект по объективным причинам в измеряемый 
момент времени находиться не может. Пусть по резуль-
татам навигационного измерения задана область про-
странства Λூ௓ . Ее можно представить как область про-
странства координат ߉ூ௓ = ݔ̄)} − ℎ௫) ÷ ݔ̄) + ℎ௫); ݕ̄) −
ℎ௬) ÷ ݕ̄) + ℎ௬); ݖ̄) − ℎ௭) ÷ ݖ̄) + ℎ௭)} → ݉݅݊.  

Истинные координаты объекта {ݔ; ;ݕ {ݖ  с вероятно-
стью не менее p(0,95) лежат внутри пространства Λூ௓ . 
Способ ДРК относится именно к третьему варианту. 
Коллизия при навигационных измерениях в какой-то 
момент времени измерения ݐூ௓  при использовании ДРК 
возникает в том случае, если выполняется условие 

 ൜Λூ௓ ∩	Λ௉ = Λ௖௢௥௥|௧௜௭ ≠ ∅
;ݔ̄} ;ݕ̄ ௧௜௭|{ݖ̄ ∉ Λ௖௢௥௥|௧௜௭						

 

Результат навигационного измерения не принадле-
жит скорректированной по ДРК области пространства. 
Задачей исследований является найти вероятность такой 
коллизии: 

;ݔ̄})݌  ;ݕ̄ ௧௜௭|{ݖ̄ ∉ Λ௖௢௥௥|௧௜௭/{Λ௖௢௥௥|௧௜௭ ≠ ∅}). 
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Искомая вероятность при моделировании будет 
определяться как отношение количества экспериментов, 
когда возникает коллизия (1) к общему количеству экс-
периментов, когда наблюдается возможность повыше-
ния точности измерений при использовании ДРК. При 
наличии коллизии необходимо перенести точку навига-
ционных измерений таким образом, чтобы она находи-
лась внутри Λ௖௢௥௥ . Пусть {̄ݔ௖௢௥; ;௖௢௥ݕ̄  ௖௢௥}} – координатыݖ̄
новой точки и при этом 

 {̄ݔ௖௢௥; ;௖௢௥ݕ̄ ௖௢௥}|௧௜௭ݖ̄ ∈ Λ௖௢௥௥|௧௜௭ 

Рассмотри два способа получения {̄ݔ௖௢௥; ;௖௢௥ݕ̄ {௖௢௥ݖ̄ . 
Во-первых, можно выбрать геометрический центр скор-
ректированной области Λ௖௢௥௥ .  

Пусть Λ௖௢௥௥ = ௠௜௡ݔ)} ÷ ;௠௔௫ݔ ௠௜௡ݕ	 ÷ ;௠௔௫ݕ ௠௜௡ݖ ÷
  ௠௔௫)}, тогдаݖ

;௖௢௥ݔ̄} ;௖௢௥ݕ̄ {௖௢௥ݖ̄ = ቄ௫೘ೌೣା௫೘೔೙
ଶ

; ௬೘ೌೣା௬೘೔೙
ଶ

; ௭೘ೌೣା௭೘೔೙
ଶ

ቅ. 

Пусть известна оценка математического ожидания 
случайной величины ошибки распределения погрешно-
сти навигационного измерения ݉௫;݉௬;݉௭ . Данная 
оценка априорно не известна, но допустим, что она стала 
известна при реализации определенных алгоритмов ста-
тистической обработки. Во-вторых, логично предполо-
жить, что наиболее вероятно, что   

;௠	௖௢௥ݔ̄} ;௠	௖௢௥ݕ̄ {௠	௖௢௥ݖ̄ = ቄ̄ݔ ±݉௫; ݕ̄ ± ;௬ݕ ݖ̄ ± ௭ቅݖ

т.е. истинные координаты находятся от измеренных на 
удалении математического ожидания по каждой из ко-
ординат. При этом должно выполняться условие (4). Од-
нако выражение ቄ̄ݔ ± ݉௫; ݕ̄ ± ;௬ݕ ݖ̄ ± ௭ቅݖ  определяет 
восемь точек в пространстве. Тогда необходимо выбрать 
из этих точек такую, которая будет ближе всех к геомет-
рическому центру скорректированной области, т.е. 
݀ → ݉݅݊, где  

݀ = ඪ
{൬
௠௔௫ݔ + ௠௜௡ݔ

2
൰ − ሜݔ) ±݉௫)}ଶ + +{൬

௠௔௫ݕ + ௠௜௡ݕ
2

൰

ሜݕ)− ± {(௬ݕ
ଶ + {൬

௠௔௫ݖ + ௠௜௡ݖ
2

൰ − ݖ̄) ± ௭)}ଶݖ
. 

Задачей исследования является определение, какой 
из выбранных вариантов коррекции местоположения 
точки измерения необходимо использовать. Для этого 
можно найти процентное соотношение ܳ = ௠

௡
.	 При этом 

m – количество случаев, когда выполняется условие  

ඥ(ݔ − ௠)ଶ	௖௢௥ݔ̄ + ݕ) − ௠)ଶ	௖௢௥ݕ̄ + ݖ) − ௠)ଶ	௖௢௥ݖ̄ <
ඥ(ݔ − ௖௢௥)ଶݔ̄ + ݕ) − ௖௢௥)ଶݕ̄ + ݖ) − ௖௢௥)ଶ,ݖ̄

а n – количество случаев, когда это условие не выполня-
ется.  

Далее можно определить вероятность возникновения 
вторичной коллизии для обоих вариантов переноса ко-
ординат точки измерения: 

ݔ)൛ඥ)݌ − ଶ(ݔ̄ + ݕ) − ଶ(ݕ̄ + ݖ) − ଶ(ݖ̄ <
ඥ(ݔ − ௖௢௥)ଶݔ̄ + ݕ) − ௖௢௥)ଶݕ̄ + ݖ) − ௖௢௥)ଶൟ/{Λ௖௢௥௥ݖ̄ ≠ ∅})

ݔ)൛ඥ)݌ − ଶ(ݔ̄ + ݕ) − ଶ(ݕ̄ + ݖ) − ଶ(ݖ̄ <
ඥ(ݔ − ௠)ଶ	௖௢௥ݔ̄ + ݕ) − ௠)ଶ	௖௢௥ݕ̄ + ݖ) − /	௠)ଶൟ	௖௢௥ݖ̄

{Λ௖௢௥௥ ≠ ∅})


Искомая вероятность при моделировании будет опре-
деляться как отношение количества экспериментов, когда 
возникает вторичная коллизия (5) к общему количеству 
экспериментов, когда наблюдается возможность повы-
шения точности измерений при использовании ДРК. 

III. МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЕРОЯТНОСТИ ВОЗНИКНОВЕНИЯ 
КОЛЛИЗИЙ ПРИ ИСПОЛЬЗОВАНИИ ДРК 

Исходные данные для моделирования используются 
так же, как в [17]. При моделировании использованы 
следующие допущения и ограничения: рассматривается 
движение с постоянным ускорением по курсу; влияние 
ветра не учитывалось; траектория движения объекта яв-
ляется прямолинейной, на взлет, с постоянным углом 
тангажа θ и углом отклонения от курса Ψ (угол рыска-
ния) 20 градусов; при моделировании задавались значе-
ния начальной курсовой скорости летательного аппарата 
от 20 до 140 м/с, величина курсового ускорения от 5 до 
25 м/с2; рассматриваются только данные от ГЛОНАСС с 
частотой обновления навигационной информации в  
1 секунду; для каждого значения начальной курсовой 
скорости рассчитывались 50 точек движения объекта; 
погрешность измерений ГЛОНАСС и бортовых измери-
телей параметров движения постоянная. 

Движение самолета рассматривается в декартовой 
системе координат с центром в начале взлетно-
посадочной полосы на поверхности Земли. Ось ܱܺ сов-
падает с продолжением оси взлетно-посадочной полосы, 
плоскость ܱܻܺ  локально параллельна участку подсти-
лающей земной поверхности, и ось ܱܼ является верти-
кальной к подстилающей поверхности Земли. Пусть для 
летательного аппарата ஼ܸ ; ܽ஼ 	  это курсовая скорость и 
ускорение, которые определяются текущими показания-
ми бортовых измерителей и их погрешностями. Пусть 
Δݐ = ௜ାଵݐ − ௜ݐ  – время обновления навигационных дан-
ных. Аналогично [17] при моделировании, учитывая 
஼ܸ ; ܽ஼ , в каждый момент времени ݐ௜  задаются истинные 

координаты объекта (ݔ௜;  ௜), а результаты измеренийݖ	;௜ݕ	
ГЛОНАСС (ݔ௜;	ݕ௜;	ݖ௜) эмулируются как 

ቐ
௜ݔ = ௜ݔ ∓ Δݔ|௣ୀ଴,ଽହ
௜ݕ = ௜ݕ ∓ Δݕ|௣ୀ଴,ଽହ
௜ݖ = ௜ݖ ∓ Δݖ|௣ୀ଴,ଽହ



c добавлением случайной величины погрешности изме-
рений. Как и для [17], полагаем, что случайная величина 
погрешности измерений ГЛОНАСС для объекта 
(Δݔ;Δݕ; 	Δݖ)  составляет сумму погрешности, распреде-
ленной по нормальному закону, взятой с коэффициентом 
0,6÷0,8, и погрешности, имеющей распределение Лапла-
са с коэффициентом 0,4÷0,2. Аналогично [17] полагаем, 
что при использовании системы дифференциальной кор-
рекции в ГЛОНАСС математическое ожидание ошибки 
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измерений в горизонтальной плоскости будет ݉௫ =
݉௬ = 0,7 м и в вертикальной плоскости ݉௭ = 1,3 м.  

Аналогично ߪு = 1,2	м – среднеквадратическое от-
клонение в горизонтальной плоскости и ߪ௏ = 2.2 м – 
среднеквадратическое отклонение в вертикальной 
плоскости. Если летательный аппарат движется вверх 
вдоль оси ܱܺ  и выполняются условия (ݔ௜ < ;௜ାଵݔ ௜ݕ <
;௜ାଵݕ ௜ݖ < -௜ାଵ), что упрощает моделирование, то услоݖ
вия выполнения ДРК для ГЛОНАСС можно записать 
следующим образом: 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ ௜ାଵݔ + ுߪ2 ≥ ௜ݔ + ுߪ2 + ( ஼ܸ + ܽ஼Δݐ)Δݏ݋ܿݐΨ	ܿݏ݋Θ ≥
௜ାଵݔ − ுߪ2 ,																																																																																		
௜ାଵݕ + ுߪ2 ≥ ௜ݕ + ுߪ2 + ( ஼ܸ + ܽ஼Δݐ)Δݏ݋ܿݐΘ	݊݅ݏΨ ≥
௜ାଵݕ − ுߪ2 ,																																																																										(6)
௜ାଵݖ + ௏ߪ2 ≥ ௜ݖ + ௏ߪ2 + ( ஼ܸ + ܽ஼Δ݊݅ݏ(ݐΘΔݐ ≥													
௜ାଵݖ − ௏ߪ2 .																																																																																		



При этом коллизия происходит при условии: 

൞

௜ݔ + ( ஼ܸ + ܽ஼Δݐ)Δݏ݋ܿݐΨ	ܿݏ݋Θ < ௜ାଵݔ − ுߪ2 ,
௜ݕ + ( ஼ܸ + ܽ஼Δݐ)Δݏ݋ܿݐΘ	݊݅ݏΨ < ௜ାଵݕ − ுߪ2 ,				
௜ݖ + ( ஼ܸ + ܽ஼Δ݊݅ݏ(ݐΘΔݐ < ௜ାଵݖ	 − ௏ߪ2 .														

																																							



Так как полученные значения точек траектории дви-
жения воздушного судна, для которых возможно ис-
пользование ДРК, являются вероятностными, то для 
каждой точки и для каждого значения начальной скоро-
сти по курсу летательного аппарата расчет проводился 
по 50 раз, а из них выбирались средние значения. Резуль-
таты расчетов представлены на рис. 2. На данном рисун-
ке приведена зависимость вероятностей возникновения 
коллизий навигационных измерений при использовании 
ДРК в зависимости от начальной курсовой скорости 
ௌܸ஼ 	=20; 40; 60; 80; 100; 120; 140 м/с объекта и его посто-

янного курсового ускорения ܽ஼  =5; 10; 15; 20; 25 м/с2. 
Значения вероятностей на рис. 2: 

ܲ1 – вероятность уменьшения области пространства 
возможного местоположения объекта при последующих 
навигационных измерениях при использовании ДРК;  

ܲ2 – вероятность возникновения коллизии при нави-
гационных измерениях, когда точка координат измере-
ния не находится внутри скорректированной по ДРК 
области пространства; 

ܲ3  – вероятность возникновения вторичной колли-
зии, когда при переносе точки измерения внутрь скор-
ректированной по ДРК области пространства увеличится 
расстояние между истинными и измеренными координа-
тами местоположения объекта. Данная вероятность со-
ответствует переносу точки измерения в геометрический 
центр скорректированной по ДРК области пространства; 

ܲ4  – вероятность возникновения вторичной колли-
зии, аналогично ܲ3.  

При этом ܲ4 соответствует переносу точки измере-
ния внутрь скорректированной по ДРК области про-
странства на расстояние оценки математического ожи-
дания случайной величины погрешности навигационных 
измерений по каждой из координат. 

 
Рис. 2. Зависимость вероятностей возникновения коллизий навигацион-
ных измерений при использовании ДРК в зависимости от начальной кур-
совой скорости ௌܸ஼ объекта и его постоянного курсового ускорения ܽ஼  

IV. ВЫВОДЫ 
Для различных значений курсовых скоростей и уско-

рений движущегося объекта возникновение коллизии 
измерений, когда точка координат измерения не нахо-
дится внутри скорректированной по ДРК области про-
странства является весьма редкой ситуацией. Для малых 
величин ускорений вероятность коллизии в целом не 
превышает 3-5% измерений, когда вероятность повыше-
ния точности при использовании ДРК составляет от 30% 
до 55%. Для больших ускорений резко снижается веро-
ятность повышения точности от применения ДРК до 
уровня ниже 5-7%, а вероятность проявления коллизий 
(для данных 5-7% случаев) повышается до 25-35%. Та-
ким образом, подтверждается возможность появления 
коллизий навигационных измерений при применении 
алгоритма ДРК. Однако, учитывая, что границы области 
пространства навигационного измерения задаются с ве-
роятностью p(0,95), возникновение коллизий можно от-
нести к общей погрешности навигационных измерений. 

В результате моделирования можно однозначно 
утверждать, что при возникновении коллизии точку из-
мерения необходимо переносить внутрь скорректиро-
ванной по ДРК области пространства на удаление оцен-
ки математического ожидания случайной величины по-
грешности навигационных измерений. При таком пере-
носе фактически в 99% случаев расстояние между ис-
тинными и измеренными координатами объекта меньше, 
чем при переносе в геометрический центр скорректиро-
ванной области пространства.  

Вероятность того, что при использовании ДРК из-за 
вторичной коллизии точность навигационного измере-
ния ухудшается, не превышает 0,5-2% измерений. При-
чем это происходит для случаев, когда вероятность по-
вышения точности при использовании ДРК составляет 
менее 30%. 
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Аннотация—Одной из основных проблем SDR GNSS-

приемников является значительный объем данных для 
обработки. В данной статье рассматривается частичный 
пропуск данных в модуле слежения за сигналом. Мы пред-
лагаем адаптивный алгоритм, позволяющий пропустить 
значительный объем данных без существенных проблем с 
процессом слежения. Алгоритм тестировался на данных 
приемника на основе SDR и показал себя стабильным. Он 
позволяет достичь вычислительной нагрузки в модуле 
слежения менее 10% от обычной. 

Ключевые слова—ГНСС, слежение за сигналом, проре-
живание данных, снижение вычислительной нагрузки, об-
работка сигналов, коррелятор, адаптивный алгоритм. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
ГНСС-приемники на основе программно-

определяемого радио (SDR) становятся все более попу-
лярными за счет своей гибкости. Их можно встраивать в 
различные устройства или использовать для решения 
специфических задач, где доступные решения неприме-
нимы. Примером такой задачи является радиокомпас. 

Работу обычного SDR-приемника можно разделить 
на следующие операции [1]: радиочастотная часть при-
нимает высокочастотный сигнал, транслирует его на 
промежуточную частоту с фильтрацией и оцифровывает 
его. Цифровой сигнал поступает в блок поиска для 
нахождения оценок параметров сигнала, таких как до-
плеровская частота, задержка кода и решения, найден ли 
сигнал. Если метрики сигнала имеют допустимые значе-
ния, то он поступает в блок слежения для осуществления 
более точных оценок параметров сигнала в цепях авто-
матической подстройки. В результате слежения возмож-
но декодирование эфемерид и предварительных данных: 
псевдодальностей и фаз несущей. Эти данные в даль-
нейшем используются для решения задачи навигации. 

В предыдущих исследованиях [2] было выявлено, что 
наибольшая вычислительная нагрузка происходит в блоке 
слежения за сигналом. В нем выполняются простые вы-
числительные операции, но они выполняются для каждо-
го спутника для сигнала с высокой частотой выборок. 
Этот блок выполняется практически непрерывно, поэтому 
достижение работы в реальном масштабе времени являет-
ся сложной задачей. Кроме того, количество одновремен-
но отслеживаемых спутников значительно ограничено 
при выполнении на процессорах общего назначения. 

Блок слежения за сигналом состоит из двух цепей: 
фазовой автоподстройки частоты (PLL) несущей и авто-
подстройки задержки (DLL) для C/A кода. Данные АЦП 
умножаются на локальную реплику несущей в синфаз-
ной и квадратурной ветви. Каждый канал умножается на 
раннюю, точную и позднюю реплику C/A кода, как по-
казано на рис. 1. 

Генераторы локального сигнала контролируются фа-
зовым и временным дискриминаторами с фильтром 
нижних частот, как показано на рис. 2. Сигнал рассогла-
сования для дискриминаторов вычисляется по следую-
щим формулам [3]: 

. 

 

Рис. 1. Схема блока слежения 

 

Рис. 2. Схема фильтра в блоке слежения 

В данной статье мы применяем прореживание дан-
ных [4] для снижения вычислительной нагрузки модуля 
слежения. Мы представляем адаптивный алгоритм, ко-
торый в автоматическом режиме определяет количество 
данных, которые будут пропущены.  

II. ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА 

A. Normal, Test и Skip-слежение 
В тестируемом приемнике все слежение производи-

лось поблочно. Каждый блок содержал 1 мс необработан-
ных данных, что в нашем случае соответствует 27456 от-
счетам. Каждый блок обрабатывается с использованием 
одного из трех типов модулей: Normal, Test и Skip. 

Модуль Normal обрабатывает данные в обычном ре-
жиме, как было показано в предыдущем разделе. Это 
включает в себя полный анализ данных и применение 
коррекций PLL и DLL. 

Модуль Skip используется для безопасного пропуска 
блока данных. Он включает в себя подсчет фазы несущей 
без коррекции и анализа поступающих данных. Значения 
дискриминаторов остаются такими же, как при последнем 
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вызове модуля Normal. Данный модуль практически не 
требует процессорного времени, так как требуется только 
расчет фазы несущей, который выполняется по простой 
формуле без использования приходящих данных. 

Модуль Test был специально разработан для целей 
исследования работы алгоритма. Он работает так же, как 
и модуль Skip с точки зрения алгоритма слежения. Не 
применяются никакие коррекции на основе приходящих 
данных. Однако он проводит тот же анализ и генерирует 
те же данные для отображения, что и модуль Normal: все 
значения корреляций и оба дискриминатора. Это позво-
ляет видеть процессы, происходящие в приемнике без 
вмешательства в работу алгоритма для определения кри-
териев возобновления работы модуля Normal и причин 
срывов слежения. Сравнение модулей представлено в 
табл. 1. 

ТАБЛИЦА 1. СРАВНЕНИЕ РАЗЛИЧНЫХ МОДУЛЕЙ СЛЕЖЕНИЯ 

Действие Normal Test Skip 
Генерация локальной реплики несущей 
и кода 

• •  

Расчет фаз несущей и кода • • • 
Вычисление ранней, точной и поздней 
корреляции 

• •  

Вычисление дискриминатора PLL • •  
Применение дискриминатора PLL •   
Вычисление дискриминатора DLL  • •  
Применение дискриминатора DLL •   

B. Подход фиксированного кадра 
Первый и наиболее простой подход в прореживании 

данных – подход постоянного кадра. Под кадром в дан-
ной работе мы подразумеваем несколько последователь-
ных блоков данных, обработанных одним и тем же мо-
дулем. Этот подход проиллюстрирован на рис. 3. 

 
Рис. 3. Алгоритм фиксированного кадра 

Как можно увидеть по схеме, после поиска сигнала 
производится начальный этап слежения. Это обыкно-
венное слежение с помощью модуля Normal. Основная 
цель этого этапа – дать сойтись PLL и DLL цепям и по-
лучить наилучший возможный захват. 

После начального этапа кадр определенного размера 
подается в модуль Skip. На время исследования алгорит-
ма вместо него использовался модуль Test для того чтобы 
видеть параметры сигнала, не нарушая работы алгоритма, 
как будто бы использовался модуль Skip. После этого 
другой кадр обрабатывается модулем Normal.  

Данный алгоритм описывается двумя параметрами: 
длина кадра Skip (Tskip) и длина кадра Normal (Tnorm). 
Оценка эффективности производится путем расчета ко-
эффициента заполнения k=Tnorm/T, где Т – период. Чем 
меньше время нахождения в Normal-модуле, тем меньше 
вычислительная нагрузка и тем эффективнее алгоритм. 

Как сообщалось в предыдущих работах [4], данный 
алгоритм может быть нестабилен в условиях быстро ме-
няющегося движения. Для разных этапов движения 
необходимы разные параметры алгоритма. 

C. Подход адаптивного кадра 
Для того чтобы избавиться от нестабильности и других 

проблем подхода фиксированного кадра (см. раздел IV), 
мы предлагаем подход адаптивного кадра. Основная идея 
та же, что и в фиксированном кадре, но вводится допол-
нительный элемент – зондирующий кадр. Это кадр малой 
длительности, периодически обрабатываемый модулем 
Normal. Цель такого кадра двойная. С одной стороны, он 
позволяет произвести коррекцию локальных генераторов 
как в подходе фиксированного кадра, но с другой сторо-
ны, он позволяет оценить качество слежения за сигналом 
и определить, требуется ли дополнительный Normal-кадр. 
Если потребность имеется, то выполняется слежение в 
модуле Normal заданной минимальной длительности и 
затем алгоритм возвращается к Skip-кадру по достиже-
нии заданного качества слежения. Работа алгоритма про-
иллюстрирована на рис. 4. 

 

Рис. 4. Алгоритм адаптивного кадра 

III. ТЕСТИРОВАНИЕ АЛГОРИТМА 
Все эксперименты в данной работе проводились с 

использованием файла необработанных данных, запи-
санных с помощью навигационного приемника на осно-
ве SDR. Для более точного сравнения обрабатывалась 
одна и та же часть файла для одного и того же навигаци-
онного спутника. 

Первым шагом в тестировании является поиск сигна-
ла. Для этого использовались первые 37 секунд записи. 
Это обусловлено получением эфемеридных данных, кото-
рые могут быть полезны при дальнейшем тестировании. 

Для ускорения последующих запусков результаты поиска 
были записаны в файл и использовались при последую-
щих запусках вместо повторного вычисления. На втором 
этапе инициализировались настройки работы приемника. 
Они были практически одинаковыми с немного различа-
ющимися параметрами алгоритмов прореживания. На 
третьем этапе отрабатывал алгоритм слежения. На фи-
нальном этапе результаты были визуализированы. 

Каждый алгоритм генерирует следующий набор дан-
ных: результаты работы раннего, точного и позднего 
коррелятора, необработанные и отфильтрованные значе-
ния дискриминаторов. 
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В случаях, где не было очевидным, сохранился ли за-
хват к концу работы алгоритма, производилось слежение 
по алгоритму Normal в течение одной секунды. 

В разделе IV представлены графики навигационных 
данных и результатов работы корреляторов. Синими 
звездами обозначаются результаты работы модуля Nor-
mal. Красными точками обозначаются результаты рабо-
ты модуля Test.  

Вычислительная нагрузка алгоритма (доля от нагрузки 
при работе полностью в режиме Normal) вычисляется на 
основе параметров для алгоритма фиксированного кадра и 
по итогам работы для алгоритма адаптивного кадра, по-
скольку в этом случае нагрузка зависит от данных. 

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ 
Алгоритм фиксированного кадра тестировался с ис-

пользованием зондирующих кадров длиной 20 мс. Длина 
Skip кадра была 80, 180, 480 и 880 мс. Случай с 80 мс 
(20% нагрузка) представлен на рис. 5. Как видно, слеже-
ние практически так же стабильно, как и обычное. 

При использовании Skip-кадра длиной 480 мс (4% 
нагрузки) дает менее стабильный результат. Как видно 
на рис. 6, результаты работы точного коррелятора не-
сколько раз становятся меньше аналогичных результатов 
для раннего. Но в целом захват сохраняется. 

При использовании длины Skip-кадра 880 мс (2.2% 
нагрузки) наблюдается срыв слежения. Как видно на 
рис. 7, результаты работы всех корреляторов падают 
ниже 1000 и непрерывное слежение в конце уже не спо-
собно вернуть захват. 

Также было отмечено, что не только соотношение 
размеров кадров играет роль, играет роль и абсолютная 
величина. Например, на рис. 8 показан пример с длиной 
Skip-кадра 200 мс, а Normal – 600 мс. Это соответствует 
25% нагрузке, что больше, чем в предыдущих примерах, 
но слежение при этом нестабильно. 

Адаптивный алгоритм тестировался на похожих па-
раметрах: длина зондирующего кадра – 20 мс, Skip-
кадры – 80, 180, 480 и 880 мс. Минимальное слежение в 
Normal-режиме было установлено на 20 мс, минималь-
ный уровень точного коррелятора для возобновления 
Skip режима – 2500. 

Результирующая вычислительная нагрузка в адап-
тивном алгоритме всегда не меньше нагрузки алгоритма 
фиксированного кадра на тех же настройках. Для малых 
размеров зондирующих кадров алгоритм чуть менее эф-
фективен в плане вычислительной нагрузки. Например, 
для 80 мс Skip нагрузка 26,1% против 20% у фиксиро-
ванного, для 180 мс – 14% против 10%.  

Наилучшие результаты были достигнуты при длине 
Skip-кадра 480 мс. Нагрузка составила 8,4% в сравнении 
с 4%, однако в отличие от фиксированного кадра слеже-
ние было стабильным, что видно по рис. 9. 

Skip-кадр длиной 880 мс приводит к срыву слежения. 
Скорее всего, был достигнут предел по длине кадра, при 
которой принципиально возможен стабильный захват. 
На рис. 10 видно, как захват теряется за один кадр, и 
дальнейшая Normal-обработка уже не способна восста-
новить захват. 

 
Рис. 5. Алгоритм фиксированного кадра, 20 мс Normal, 80 мс Skip 

 
Рис. 6. Алгоритм фиксированного кадра, 20 мс Normal, 480 мс Skip 

 
Рис. 7. Алгоритм фиксированного кадра, 20 мс Normal, 880 мс Skip 

 
Рис. 8. Алгоритм фиксированного кадра, 200 мс Normal, 600 мс Skip 

 
Рис. 9. Адаптивный алгоритм, 20 мс зондирующий, 480 мс Skip 
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Рис. 10. Адаптивный алгоритм, срыв слежения за один Skip-кадр 

V. ОБСУЖДЕНИЕ 
По результатам тестирования видно, что оба алго-

ритма работоспособны. Алгоритм фиксированного кадра 
может применяться с относительно большим коэффици-
ентом заполнения (например, 50%). Низкий коэффици-
ент заполнения может использоваться для сильного сиг-
нала, но нет гарантии, что изменение в силе сигнала не 
приведет к срыву слежения. 

Алгоритм с адаптивным кадром показал себя значи-
тельно более стабильным. В нем возможна установка 
малого значения коэффициента заполнения, который 
даст хорошие результаты для сильных сигналов. В иде-
альном случае зондирующих кадров будет достаточно и 
не потребуются дополнительные Normal-кадры. В то же 
время он не приведет к срыву слежения, поскольку по 
необходимости будут применяться дополнительные 
Normal-кадры. 

Этот алгоритм может быть реализован как с декоди-
рованием навигационного сообщения, так и без него.  
В первом случае эфемериды могут быть получены из 
Интернета, локальной сети или связанного приемника. 

Во втором случае потребуется синхронизация кадров с 
битами навигационного сообщения так, чтобы данные 
приходились на зондирующие кадры. 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В данной работе были реализованы алгоритм фикси-

рованного кадра и алгоритм адаптивного кадра для сле-
жения за навигационным сигналом с пропуском значи-
тельной части данных для снижения вычислительной 
нагрузки. Адаптивный алгоритм показал себя более ста-
бильным в случае слабых сигналов. 

Предлагаемые алгоритмы могут быть использованы 
для снижения вычислительной нагрузки в модуле сле-
жения навигационного приемника на основе SDR. Также 
эти алгоритмы могут быть применены в облачных нави-
гационных приемниках или системах специального 
назначения, таких как радиокомпас. 
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Аннотация—Сравниваются погрешности навигацион-

ных определений по сигналам ГНСС при использовании в 
навигационной аппаратуре атомных часов (квантового 
стандарта частоты) или кварцевого опорного генератора. 
В условиях снижения числа навигационных сигналов до 
трех только для приемника с атомными часами погреш-
ность определения координат не превысила 10 м в течение 
нескольких десятков минут при использовании алгоритма 
расширенного фильтра Калмана без отдельного прогноза 
шкалы времени приемника. 

Ключевые слова—глобальные навигационные спутнико-
вые системы, навигационная задача, квантовый стандарт 
частоты, кварцевый опорный генератор, расширенный 
фильтр Калмана, погрешности координат. 

I. ВВЕДЕНИЕ  
При использовании сигналов глобальных навигаци-

онных спутниковых систем (ГНСС) необходимо, чтобы 
навигационная аппаратура потребителя (АП) располага-
ла измерениями от четырех и более навигационных кос-
мических аппаратов (НКА) для определения координат и 
высоты объекта, а также для оценки поправки шкалы 
времени приемника (ШВП) [1]. Режим абсолютного по-
зиционирования по сигналам НКА для объекта в движе-
нии требует регулярной оценки этой поправки ШВП по 
отношению к шкале времени ГНСС из-за низкой долго-
временной, а часто и кратковременной стабильности 
частоты кварцевого опорного генератора (КОГ), встро-
енного в АП [1]. 

В условиях ухудшения условий наблюдения сигналов 
НКА, таких как городские каньоны, как правило, до-
ступны менее четырех НКА одной ГНСС. Для обеспече-
ния требуемой надежности навигационных определений 
в таких условиях актуально привлечение дополнитель-
ной информации, например о точной шкале времени 
приемника и/или высоте потребителя.  

В настоящее время разработаны малогабаритные 
стандарты частоты, имеющих объем до нескольких де-
сятков кубических сантиметров, с точностными характе-
ристики, сравнимыми с уже существующими цезиевыми 
и рубидиевыми стандартами частоты. Наиболее пер-
спективным вариантом миниатюрного квантового стан-
дарта частоты (КСЧ) является стандарт частоты на осно-
ве эффекта когерентного пленения населенностей 
(КПН). На сегодняшний день наиболее доступны в Рос-
сии доведены изделия фирм Microsemi (США), Accubeat 
(Израиль), а также АО «Морион» [2, 3, 4]. 

В 2019 г. ФГУП «ВНИИФТРИ» разработало россий-
ский образец КСЧ на основе КПН [5, 6] в атомах руби-
дия. Габариты КСЧ позволяют использовать такие опор-
ные генераторы (ОГ) вместо КОГ в составе АП различ-
ного назначения. 

Высокая стабильность частоты квантового стандарта 
делает хорошо предсказуемым смещение ШВП, и, таким 
образом, для определения координат и высоты потреби-
теля требуются только три НКА. В зарубежной литера-
туре исследования эффективности прогноза ШВП для 
повышения качества навигации по сигналам ГНСС нача-
ты уже давно [7] и продолжаются в настоящее время в 
связи с развитием сверхминиатюрных стандартов часто-
ты [8]. В [9] было проведено математическое моделиро-
вание сеансов навигации с прогнозом ШВП по сигналам 
только трех НКА и с использованием характеристик ста-
бильности частоты реальных ОГ: КОГ типа ГК-99 (АО 
«Морион») и КСЧ, разработанного во ФГУП 
«ВНИИФТРИ». В [10] также путем моделирования были 
оценены возможности определения координат и высоты 
в АП с помощью расширенного фильтра Калмана (РФК) 
при обработке измерений только от трех НКА без про-
гноза ШВП 

Целью настоящей работы является сравнительная 
оценка погрешностей навигационных определений по 
реальным сигналам ГНСС в однотипных приемниках с 
разными типами ОГ (КСЧ и кварцевый ОГ) в различных 
условиях приема сигналов НКА, и прежде всего при об-
работке сигналов только трех навигационных спутников. 

Работа включает следующие разделы, в которых 
представлены: 

 особенности алгоритма типа расширенного фильтра 
Калмана с моделью шкалы времени АП для опре-
деления координат, высоты и компонент вектора 
скорости по сигналам разного количества НКА; 

 модель шкалы времени АП и выбор значений ее 
параметров для КОГ типа ГК-99 и КСЧ; 

 краткое описание стенда для сравнительной оцен-
ки абсолютных погрешностей навигационных 
определений по реальным сигналам ГНСС для 
двух однотипных приемников с разными типами 
ОГ и с общей антенной («нуль-база»); 

 методика получения первичных измерений, полу-
ченных от двух однотипных приемников с разны-
ми типами ОГ в условиях наблюдения различного 
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количества реальных НКА ГНСС GPS или 
ГЛОНАСС для общей стационарной антенны; 

 оценка погрешностей полученных навигационных 
определений и сравнительный анализ значений 
этих погрешностей для однотипных приемников с 
разными типами ОГ (КСЧ и КОГ), в том числе 
при наблюдении только трех НКА. 

II. РЕШЕНИЕ НАВИГАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ НА ОСНОВЕ 
РАСШИРЕННОГО ФИЛЬТРА КАЛМАНА  

Как известно, целью решения навигационной задачи 
(НЗ) в АП является определение вектора состояния (ВС) 
потребителя по результатам измерения псевдодально-
стей не менее чем до четырех НКА [1]. Как правило, ВС 
x включает координаты и высоту антенны приемника, а 
также оценку смещения ШВП b. Высокостабильные ге-
нераторы, такие как КСЧ, имеют низкие значения долго-
временной нестабильности частоты менее 10–11 и, следо-
вательно, позволяют с высокой точностью прогнозиро-
вать смещение ШВП b. Результаты решения НЗ алго-
ритмом на основе метода наименьших квадратов (МНК) 
для измерений псевдодальностей трех НКА с учетом 
прогноза b были представлены в [9]. Однако учет дан-
ных прогноза ШВП в моменты наблюдения менее 4-х 
НКА требует модификации измерений псевдодальностей 
до решения НЗ. При этом с учетом прогноза ШВП фак-
тически при решении НЗ используется дальномерный 
метод. Отсюда в АП необходимо использовать разные 
алгоритмы НЗ в зависимости от количества принятых 
сигналов НКА, что не всегда удобно.  

В данной работе использован алгоритм решения НЗ 
на основе РФК без прогноза ШВП в отдельном фильтре, 
как ранее показано в [8, 9]. Для оценки ВС по результа-
там измерения псевдодальностей и псевдоскоростей ис-
пользован вариант известного алгоритма РФК из [1].  

Для этого алгоритма ВС имеет следующий вид: 

' ' TT T
D V D Vx x x  (1) 

где T
D x y zx  и T

V x y zx     – трехмерные 
векторы положения и скорости приемника в геоцентри-
ческой системе координат (ГЦСК); 'D b c   – смеще-
ние ШВП относительно системной шкалы, выраженное в 
единицах дальности [м]; c – скорость света; 'V b    – 
смещение частоты ОГ приемника относительно эталона 
системы, выраженное в [м/с]; λ – длина волны радиосиг-
нала НКА. 

В дискретном времени динамическая модель РФК 
для ВС (1) детализирована следующим образом [1]: 

1 , 1k k k   xx F x Gξ  (2) 

где kx  обозначает значение ВС в эпоху ݇; F  – пред-
ставляет динамику ВС, выраженную для модели с двумя 
состояниями следующим образом: 
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и ܶ обозначает интервал времени между двумя последо-
вательными оценками ВС, представляющий период об-
новления наблюдений РФК. 

Вектор формирующих шумов ,kxξ  моделируется как 
вектор гауссовского белого шума с нулевым средним и 
дискретной ковариационной матрицей ,kxQ . Вектор 

,kxξ  включает шумы двух источников: шумы динамики 

положения приемника ,V kξ  (составленный из шумов 

компонент вектора Vx ), а также шумы ШВП ,b k  и ча-

стоты ОГ ,f k , сгруппированные в один вектор как 

TT
, , , ,k V k b k f k xξ ξ 

Ковариационная матрица формирующих шумов в 
дискретном времени имеет вид: 
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где ,V kQ  включает компоненты дисперсий шумов для 
проекций вектора скорости приемника на оси ГЦСК. 

Модель вторичных наблюдений псевдодальностей 

kR  и псевдоскоростей kV  сформирована на основе оце-
нок задержек по коду и приращений задержек по фазе 
несущей частоты сигналов N наблюдаемых НКА. В век-
торном виде эта модель может быть представлена как [1] 

 , ,R k k k R k y R x n 

 , ,V k k k V k y V x n 
(4) 
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где ,i kR  и ,i kV  – дальность от приемника до i-го НКА и 
ее производная; ,R kn  и ,V kn  – векторы погрешностей 
оценок в приемнике псевдодальности и псевдоскорости 
соответственно. Дискретные процессы ,R kn  и ,V kn  мо-
делируются как некоррелированные белые гауссовские 
шумы с нулевым средним и дисперсиями ,R kD  и ,V kD  
соответственно.  

Уравнения алгоритма РФК для таких наблюдений (4) 
заданы выражениями (6.233) и (6.234) из [1] и имеют 
следующий вид: 
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ˆ k x  текущая оценка ВС; k x  экстраполированная 
оценка ВС; ,k xD  матрица дисперсий ошибок фильтра-

ции вектора kx ; ,k xD  матрица дисперсий ошибок экс-
траполяции. 

Отличия использованного при обработке измерений 
параметров сигналов ГНСС варианта РФК от представ-
ленного в [1] следующие: 

 изменен вид матрицы формирующих шумов 
,g kQ  в соответствии с принятой моделью ШВП 

для конкретных типов ОГ, как будет показано в 
следующем разделе; 

 в алгоритме реализованы возможность расчета 
дифференциальных поправок и использования их 
для коррекции кодовых псевдодальностей до об-
работки в РФК. 

III. МОДЕЛЬ ШКАЛЫ ВРЕМЕНИ ПОТРЕБИТЕЛЯ ДЛЯ РФК 
Для использования в РФК определена упрощенная 

дискретная модель шумов ШВП с двумя состояниями 
[11], которую запишем по аналогии с [1] как 

1 1 , 1' 'k k k b kD D TV       1 , 1k k f kV V      (6) 

Для моделирования процессов ,b k  и ,f k  необхо-
димо задать значения спектральной плотности мощности 
фазовых шумов и шумов частоты конкретного типа ОГ. 
Для определения значений дисперсий дискретных шу-
мов в (6) использованы графики дисперсии Аллана, по-
строенные по результатам испытаний КСЧ во ФГУП 

«ВНИИФТРИ» и кварцевых ОГ из работы [12]. По этим 
экспериментальным данным получены значения пара-
метров hα полинома для известной аппроксимации дис-
персии Аллана частоты ОГ [8]. Эти параметры были ис-
пользованы для расчета элементов матрицы ,g kQ .  
В [13] элементы этой ковариационной матрицы получены 
для хорошо известной модели часов с двумя состояниями 
[11] при использовании только параметров ℎ0 и ℎ−2. 

На основании моделей часов [11, 13] матрица ,g kQ  
может быть представлена в следующем виде: 
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Сведения о метрологических характеристиках КСЧ, 
разработанного во ФГУП «ВНИИФТРИ», можно найти в 
[6, 14]. По совокупности экспериментально полученных 
характеристик разработанный КСЧ не уступает суще-
ствующим аналогам [2, 3, 4]. По результатам экспери-
ментальной оценки вариации Аллана для нескольких 
экземпляров КСЧ можно судить о разбросе параметров 
стабильности частоты в зависимости от экземпляра дан-
ного стандарта частоты. Влиянием технологического 
разброса параметров КСЧ на погрешность навигации по 
сигналам ГНСС можно пренебречь.   

На рис. 1 показаны зависимости вариации Аллана 
для разных ОГ (КСЧ и КОГ) в составе двух образцов 
АП, которые были использованы для приема и первич-
ной обработки параметров сигналов ГНСС. 

Анализ представленных на рис. 1 данных позволяет 
оценить возможные пределы изменения коэффициентов 
полинома для известной аппроксимации дисперсии Ал-
лана частоты ОГ [11], которые необходимы для модели-
рования ШВП в РФК. 

 
Рис. 1. Значения вариации Аллана для КСЧ (сверху) и КОГ типа ГК-
99 (внизу) из [12] 
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Значения параметров дисперсии Аллана, необходи-
мые для моделирования ШВП для двух типов ОГ (квар-
цевый типа ГК-99 и КСЧ), приведены в табл. 1. 

TABLE I.  ПАРАМЕТРЫ ДИСПЕРСИИ АЛЛАНА 

Тип 
ОГ 

Параметры  

h0 h–1 h–2 
ГК-99 – – 2,5·10–21 
КСЧ 4,0·10–22 3,1·10–25 3,0·10–29 

 

Представленные в табл. 1 данные для моделирования 
ШВП использованы для обработки первичных измерений, 
полученных одновременно в двух образцах АП с разными 
типами ОГ для решения НЗ с использованием РФК. 

IV. СТЕНД ДЛЯ ПРОВЕДЕНИЯ ИЗМЕРЕНИЙ ПО РЕАЛЬНЫМ 
СИГНАЛАМ ГНСС 

Очевидно, что для оценки влияния стабильности ча-
стоты ОГ на точность решения НЗ необходимо исполь-
зовать навигационные приемники одной модели с оди-
наковым алгоритмом первичной обработки сигналов 
ГНСС. По этой причине были выбраны два однотипных 
приемника из состава отладочных макетов прототипа 
серийной АП типа СН-7700, разработанные в 
«КБ «НАВИС». Конструктивной особенностью одного 
из этих макетов АП является возможность подключения 
внешнего ОГ. В этих экспериментах внешним ОГ был 
КСЧ, разработанный во ФГУП «ВНИИФТРИ».  

Антенна для обоих приемников была установлена 
стационарно на крыше здания одного из корпусов ФГУП 
«ВНИИФТРИ» в пункте с известными координатами. 
Общая структура стенда с «нуль-базой» для сравнитель-
ной оценки погрешностей двух образцов АП с разными 
типами ОГ представлена на рис. 2. 

 

Рис. 2. Структура стенда для оценки погрешностей АП с разными 
типами ОГ 

Следует особо отметить, что комплект АП с внешним 
ОГ не имеет другого собственного (внутреннего) генера-
тора. Тем самым все измерения в этой АП, включая пер-
вичные измерения параметров сигналов НКА, фиксиру-
ются в ШВП формируемой только КСЧ. 

V. МЕТОДИКА СБОРА И ОБРАБОТКИ ДАННЫХ  
В ПРИЕМНИКАХ ГНСС С РАЗНЫМИ ОПОРНЫМИ 

ГЕНЕРАТОРАМИ 
Запись и обработка данных первичных измерений в 

приемниках ГНСС с разными ОГ проведены в два этапа.  

На первом этапе проводилась одновременная запись 
данных от двух АП в условиях приема сигналов одной 
ГНСС (GPS или ГЛОНАСС) без ограничения количества 
наблюдаемых НКА (сценарий №1).  

Решения НЗ в используемых приемниках основано на 
алгоритме МНК. С учетом этого на данном этапе необ-
ходимо получить оценки погрешности навигационных 
определений по алгоритму РФК по сигналам не менее  
4-х НКА.  

Кроме того, с целью снижения влияния других, кро-
ме нестабильности ШВП, источников погрешностей 
определения координат в абсолютном режиме (в т.ч. 
ошибки эфемеридно-временного обеспечения НКА, ат-
мосферная рефракция), в процессе обработки первичных 
измерений был использован т.н. автодифференциальный 
режим (АДР).  

Для реализации дифференциального режима в про-
цессе обработки первичных измерений на заданном ин-
тервале наблюдений (около 100 с) были получены сред-
ние значения поправок к измерениям псевдодальностей 
по коду для каждого из наблюдаемых НКА с учетом из-
вестных координат положения общей антенны. Учет 
этих поправок при обработке последующих первичных 
измерений позволил повысить точность определяемых 
координат по 4-м и более НКА и отчетливее выделить 
влияние ШВП на точность решения НЗ. 

На втором этапе проводилась одновременная запись 
данных от двух АП в условиях приема сигналов одной 
ГНСС (GPS или ГЛОНАСС) с ограничением количества 
наблюдаемых НКА (сценарий №2) от 4-х до 3-х.  

Для реализации данного сценария оба приемника 
предварительно были настроены на прием ограниченно-
го, не более 4-х, количества НКА одной из ГНСС 
(ГЛОНАСС или GPS). В процессе планирования сеанса 
наблюдений этих 4-х НКА выбирался момент, когда один 
из спутников выходил из зоны видимости. Такое управ-
ление количеством наблюдаемых НКА в данных макетах 
АП было использовано вынужденно для обеспечения 
непрерывной записи первичных измерений в момент из-
менения количества принимаемых сигналов НКА. 

Основной целью второго этапа является оценка зави-
симости погрешности навигационных определений от 
стабильности частоты ОГ разных типов: атомных часов 
или КОГ. В качестве параметра эффективности исполь-
зования модели ШВП (для КСЧ или КОГ) в РФК выбра-
на продолжительность сеанса навигации по сигналам 
трех НКА без отдельного прогноза ШВП с максимально 
допустимой погрешностью координат и высоты. 

Независимо от этапа эксперимента, для дальнейшей 
обработки данных в РФК использованы только измере-
ния по открытым сигналам ГНСС по коду (СТ и С/А 
коды для ГЛОНАСС и GPS соответственно) и фазе не-
сущей частоты только в диапазоне L1. Для измерения и 
решения НЗ выбран период 0,1 с. Для удобства даль-
нейшей обработки первичные измерения конвертирова-
ны из бинарного формата в файлы формата RINEX 
v.3.04. Обсервации проведены в течение нескольких 
дней февраля 2021 г. Длительность сеанса записи изме-
рений на обоих этапах около 60 мин.  

Для апостериорной обработки файлов первичных из-
мерений использован пакет программ для ПЭВМ на ос-
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нове алгоритма РФК. Пакет реализован на основе проце-
дурного программирования в системе MATLAB/Octave и 
представляет собой совокупность взаимодействующих 
m-файлов (функций). Результатом работы этого пакета 
программ являются оценки координат, высоты и компо-
нент вектора скорости по сигналам разного количества 
НКА раздельно для сигналов ГЛОНАСС или GPS, а 
также значения погрешностей этих навигационных 
определений. 

В программе РФК заданы следующие значения диа-
гональных элементов матриц дисперсий: 10 м2 для ,R kD ; 
0,4 м2/с2 для ,V kD ; 0,04 м2/с2 для ,V kQ . 

VI. PЕЗУЛЬТАТЫ РЕШЕНИЯ НАВИГАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ 
РАЗНОГО КОЛИЧЕСТВА НАБЛЮДАЕМЫХ НКА 

Далее представлены отдельные результаты расчета 
погрешности навигационных определений для стацио-
нарного приемника для разных сеансов измерений по 
сигналам GPS или ГЛОНАСС (см. табл. 2–5).  

Оценка погрешности навигационных определений по 
сигналам ГНСС получена относительно фазового центра 
геодезической антенны, абсолютные координат которого 
известны с погрешностью менее 0,1 м. 

На первом этапе работы получены и обработаны 
данные измерений по всем сигналам ГНСС GPS или 
ГЛОНАСС в 3 сеансах длительностью около 1 ч. Для 
оценки погрешности навигационных измерений по сце-
нарию №1 выбирались массивы измерений с постоян-
ным количеством наблюдаемых НКА.  

В качестве примера на рис. 3–8 и в табл. 2, 3 пред-
ставлены результаты оценки погрешности навигацион-
ных определений для одного из таких интервалов общей 
длительностью 200 с. Результаты для АП с разными ти-
пами ОГ (КОГ или КСЧ) и результаты, полученные по 
сигналам разных ГНСС (ГЛОНАСС или GPS), обрабо-
таны и представлены далее отдельно. 

Вертикальная пунктирная линия на рис. 3, 4, 6 и 7 
обозначает момент перехода навигационных определе-
ний в АДР. Погрешности навигационных определений в 
табл. 2, 3 получены именно для АДР. 

 
Рис. 3.  Ошибки координат, высоты и поправки к ШВП для АП с КОГ 
при работе по всем доступным НКА ГЛОНАСС 

 
Рис. 4. Ошибки координат, высоты и поправки к ШВП для АП с КСЧ 
при работе по всем доступным НКА ГЛОНАСС 

Для удобства последующего сравнения на отдель-
ных рисунках показаны оценки отклонения частоты 
соответствующего типа ОГ, полученные в РФК по ре-
зультатам обработки сигналов ГЛОНАСС (рис. 5) или 
GPS (рис. 8). 

 
Рис. 5.  Оценка частоты для АП с КОГ (сверху) и с КСЧ (внизу) при 
работе по всем доступным НКА ГЛОНАСС 

 
Рис. 6. Ошибки координат, высоты и поправки к ШВП для АП с КОГ 
при работе по всем доступным НКА GPS 
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Рис. 7.  Ошибки координат, высоты и поправки к ШВП для АП с КСЧ 
при работе по всем доступным НКА GPS 

 
Рис. 8.  Оценка частоты для АП с КОГ (сверху) и с КСЧ (внизу) при 
работе по всем доступным НКА GPS. 

TABLE II.  ПОГРЕШНОСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ КООРДИНАТ  
И ВЫСОТЫ В СТАТИКЕ 

Тип 
ОГ ГНСС Мат. ожидание/СКО, м Режим  

навигации 
E N H 

ГК-99 
ГЛОНАСС

–0,30/0,82 –0,06/1,16 –0,57/1,16 

АДР 
КСЧ –0,54/0,35 0,42/0,52 –0,78/0,60 
ГК-99 

GPS 
0,04/0,67 –0,29/0,82 0,75/1,03 

КСЧ 0,13/0,70 –0,31/0,81 0,80/1,07 

TABLE III.  ПОГРЕШНОСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕКТОРА СКОРОСТИ 

Тип 
ОГ ГНСС Мат. ожидание/СКО, м/с Режим  

навигации 
E N H 

ГК-99 
ГЛОНАСС 

–0,01/0,01 0,00/0,02 –0,005/0,02 

АДР 
КСЧ –0,01/0,01 0,01/0,01 –0,01/0,01 
ГК-99 

GPS 
0,006/0,04 0,004/0,08 0,001/0,10 

КСЧ 0,007/0,01 0,002/0,01 0,003/0,02 

На втором этапе в соответствии с принятой методи-
кой (см. раздел V) были получены несколько сеансов 
измерений разной продолжительности. Фактически дли-
тельность непрерывного наблюдения в АП вначале 4-х, а 
затем только 3-х отобранных НКА одной из ГНСС не 
превысила 70 мин. 

Например, по сценарию №2 по наблюдениям сигна-
лов ГЛОНАСС вначале НЗ решалась по алгоритму РФК 
по сигналам 4 НКА в течение интервала около 23 мин и 
далее по трем оставшимся НКА без отдельного прогноза 
ШВП еще в течение 39 мин.  

Отдельные результаты обработки измерений по сцена-
рию №2 представлены на рис. 9–14 и сведены в табл. 4 и 5. 

На рис. 9 для примера представлено расположение 
относительно АП 4-х НКА ГЛОНАСС, отобранных для 
сценария №2 (системные №4, 5, 6, 13), в момент 13:25:30 
(GPST) на дату 04.02.21 до потери слежения за одним из 
спутников (системный №4). Значение геометрических 
факторов (ГФ) для 4-х НКА в этот момент составило: 
HDOP = 1,5; VDOP = 3,6. 

 
Рис. 9.  Положение 4-х НКА ГЛОНАСС относительно антенны АП 

Аналогично на рис. 10 для примера представлено рас-
положение относительно АП 4-х НКА GPS, отобранных 
для сценария №2 (системные №13, 23, 24, 28), в момент 
12:06:21 (GPST) на дату 08.02.21 до потери слежения за 
одним из спутников (системный №23). Значение ГФ для 
4-х НКА в этот момент составило: HDOP=1,4; VDOP=2,2. 

 
Рис. 10.  Положение 4-х НКА GPS относительно антенны АП 

Вертикальная пунктирная линия на рис. 11–14 обо-
значает момент перехода навигационных определений в 
обработку только 3-х сигналов НКА.  
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Рис. 11.  Ошибки координат, высоты и поправки к ШВП для АП с КОГ 
при работе вначале по 4-м, а затем по 3-м НКА ГЛОНАСС 

 
Рис. 12.  Ошибки координат, высоты и поправки к ШВП для АП с КСЧ 
при работе вначале по 4-м, а затем по 3-м НКА ГЛОНАСС 

 
Рис. 13.  Ошибки координат, высоты и поправки к ШВП для АП с КОГ 
при работе вначале по 4-м, а затем по 3-м НКА GPS 

 

Рис. 14.  Ошибки координат, высоты и поправки к ШВП для АП с КСЧ  
при работе вначале по 4-м, а затем по 3-м НКА GPS 

В табл. 4 и 5 в столбце «Интервал навигации» приве-
дены значения периода времени, в течение которого по-
грешность определения по каждой из координат не пре-
вышает 10 м. Статистические характеристики погрешно-
стей навигационных определений, представленные в 
табл. 4 и 5, получены для указанного интервала по изме-
рениям только трех НКА. 

TABLE IV.  ПОГРЕШНОСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ КООРДИНАТ  
И ВЫСОТЫ В СТАТИКЕ  

Тип 
ОГ ГНСС Мат. ожидание/СКО, м Интервал 

навигации, 
с 

E N H 
ГК-99 

ГЛОНАСС 
–4,43/0,67 6,95/1,30 –7,41/1,25 42 

КСЧ 0,46/0,86 –0,38/1,10 1,38/1,21 >2300 
ГК-99 

GPS 
–2,77/2,25 0,58/1,17 –0,92/1,79 66 

КСЧ 1,30/1,05 –1,56/0,96 1,80/0,87 >1900 

TABLE V.  ПОГРЕШНОСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕКТОРА СКОРОСТИ  

Тип 
ОГ ГНСС Мат. ожидание/СКО, м/с Интервал 

навигации, 
с 

E N H 
ГК-99 

ГЛОНАСС 
–0,04/0,12 0,07/0,20 –0,08/0,22 42 

КСЧ –0,003/0,02 0,001/0,02 0,00/0,02 >2300 
ГК-99 GPS –0,11/0,19 0,06/0,09 –0,08/0,13 66 
КСЧ 0,02/0,01 0,02/0,01 –0,001/0,01 >1900 

VII. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 
Анализ результатов, полученных на первом этапе ра-

боты, позволил сделать следующие выводы. 

Погрешности определений координат, высоты и со-
ставляющих вектора скорости, полученные по алгорит-
му РФК в АДР по результатам обработки всех видимых 
НКА одной ГНСС для АП с разными типами ОГ, мало 
отличаются для сигналов ГЛОНАСС и практически сов-
падают для сигналов GPS.  

Как и ожидалось, основное влияние типа ОГ прояв-
ляется при оценке отклонения частоты по результатам 
обработки сигналов в РФК. Для АП с КСЧ этот параметр 
оценивается более точно. 

В целом погрешности навигационных определений в 
АДР соответствуют значениям аппаратурной (инстру-
ментальной) погрешности для данного типа АП. 

Анализ результатов, полученных на втором этапе ра-
боты, позволил сделать следующие выводы. 

Полученные для стационарной АП результаты реше-
ния НЗ показали возможность использования РФК для 
определения координат, высоты и компонент вектора 
скорости по сигналам 3-х НКА после наблюдения не 
менее 4-х НКА без отдельного прогноза шкалы времени 
АП в отдельном фильтре, как ранее показано по резуль-
татам моделирования в [10].  

Длительность эффективного использования трех 
НКА для оценки координат и высоты в РФК с необхо-
димой точностью в основном определяет стабильность 
параметров модели ШВП, а также конфигурацию 
наблюдаемых НКА.  

Решение НЗ с использованием реальных измерений 
сигналов ГНСС и модели параметров КСЧ показало воз-
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можность определять для неподвижного потребителя с 
помощью РФК координаты и высоту по сигналам только 
3-х НКА с погрешностью не более 10 м в течение не ме-
нее 30 минут.  

Интервал эффективного использования для такого 
режима навигационных определений РФК с параметра-
ми кварцевых ОГ с нестабильностью частоты хуже 10–7, 
например ГК-99, не превышает 60 с даже для неподвиж-
ного приемника.  

VIII. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Представлена сравнительная оценка погрешностей 

навигационных определений по реальным сигналам 
ГНСС в однотипных приемниках с атомными часами 
или кварцевым ОГ. Решение НЗ получены в различных 
условиях приема сигналов НКА ГЛОНАСС или GPS, в 
том числе при обработке сигналов только трех навига-
ционных спутников. 

Для сравнительной оценки абсолютных погрешно-
стей навигационных определений по реальным сигналам 
ГНСС собран и использован стенд на базе двух одно-
типных приемников с разными типами ОГ и с общей 
антенной («нуль-база»).  

Для обработки файлов первичных измерений (псев-
додальностей по коду и фазе несущей сигналов НКА) 
разработан пакет программ для апостериорной обработ-
ки на основе алгоритма РФК. 

В алгоритме РФК использованы параметры модели 
нестабильности частоты соответствующего типа ОГ: 
атомных часов или кварцевого ОГ. В отличие от реше-
ния НЗ на основе МНК реализованный вариант алгорит-
ма продолжает оценивать координаты, высоту и скорость 
объекта по сигналам 3-х НКА после наблюдения 4-х 
НКА без прогноза ШВП в отдельном фильтре. 

По результатам обработки реальных сигналов ГНСС 
для АП с КСЧ получена оценка интервала эффективного 
использования в РФК измерений параметров сигналов 
только 3-х НКА для навигационных определений с за-
данной погрешностью координат: не более 10 м в тече-
ние не менее 30 мин.  

Более продолжительный интервал эффективного ис-
пользования сигналов трех НКА убедительно показыва-
ет преимущества применения в АП миниатюрного кван-
тового стандарта частоты по сравнению с кварцевыми 
опорными генераторами при определении координат, 
высоты и компонент вектора скорости. 

Дальнейшая работа будет включать исследование 
навигации по сигналам 3-х НКА с использованием моде-
ли ШВП с тремя состояниями и полевые испытания это-
го типа КСЧ в составе макета перспективной АП в дви-
жении на автомобиле. 
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Аннотация—Рассмотрена задача повышения точности 

определения навигационных параметров возвращающегося 
в атмосферу космического летательного аппарата в услови-
ях отсутствия информации от внешних датчиков. Исполь-
зована схема коррекции инерциальной навигационной си-
стемы с помощью прогнозирования ее погрешностей. Алго-
ритм построения прогнозирующей модели основан на ли-
нейном тренде, который модифицирован с помощью алго-
ритма самоорганизации. В алгоритме самоорганизации ис-
пользован оригинальный критерий селекции, дополненный 
качественными критериями, позволяющими строить мо-
дель с улучшенными характеристиками. Представлены 
результаты математического моделирования краткосроч-
ного, среднесрочного и долгосрочного прогнозирования 
погрешностей инерциальной навигационной системы. 

Ключевые слова—космический летательный аппарат, 
возвращение в атмосферу, инерциальная навигационная 
система, коррекция, прогноз, алгоритм самоорганизации, 
критерии селекции. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Исследование возвращающихся в атмосферу косми-

ческих летательных аппаратов (КЛА) представляет со-
бой комплекс актуальных сложных задач. Управление 
КЛА осуществляется на основе информации от различ-
ных измерительных систем. Обычно измерительные 
системы объединяются в измерительные комплексы и, 
как правило, состоят из инерциальных навигационных 
систем (ИНС), спутниковых радионавигационных си-
стем GPS/ГЛОНАСС, различных РЛС, астросистем и 
др. [1, 2, 3]. 

Объем задач, который необходимо решать КЛА в 
современных условиях, постоянно возрастает, поэтому 
требования по быстродействию, надежности, точности и 
др., предъявляемые к системам КЛА, неуклонно увели-
чиваются. Обеспечение требуемых качественных харак-
теристик систем КЛА может осуществляться двумя спо-
собами: конструкторским и алгоритмическим. Кон-
структорский способ предполагает наличие новой тех-
нологической базы, длительного времени и серьезных 
финансовых затрат. Алгоритмический способ позволяет 
достичь требуемого результата за короткое время с ми-
нимальными финансовыми затратами. В связи с этим 
современные системы управления, навигации и наведе-
ния КЛА отличаются большим объемом алгоритмиче-
ского обеспечения. Использование алгоритмического 
способа, естественно, не ограничивает реализацию но-
вых конструктивных решений. Успешное решение задач 
управления сложными техническими системами во мно-

гом определяется уровнем развития измерительной тех-
ники. Эксплуатационные характеристики КЛА в боль-
шой степени определяются совершенством бортового 
оборудования, в частности качеством информационно-
измерительных сигналов, используемых для управле-
ния. Источником информационно-измерительных сиг-
налов о местоположении, ориентации, скорости и дру-
гих параметрах движения являются такие системы, как 
системы наведения, различные навигационные системы 
и комплексы.  

Современные КЛА функционируют в сложных усло-
виях окружающей среды, пассивных и активных помех 
и активного противодействия. Поэтому система управ-
ления должна обеспечивать высокую точность движе-
ния КЛА, эффективное маневрирование и др. Повыше-
ние точности измерительной информации предполагает 
исследование причин возникновения погрешностей и 
последующую их компенсацию алгоритмическим путем. 

При штатном движении КЛА точностные характери-
стики современных измерительных систем вполне удо-
влетворяют требованиям, предъявленным к точности 
навигационных определений. Однако при интенсивном 
маневрировании к точности измерительной информации 
предъявляются повышенные требования. Поэтому для 
повышения точности навигационной информации с це-
лью экономии предлагается осуществлять алгоритмиче-
скую обработку сигналов уже существующих измери-
тельных систем КЛА.   

В связи с усложнением задач, которые решаются с 
использованием навигационной информации, осу-
ществляется комплексная обработка информации от 
нескольких датчиков или систем, объединенных в изме-
рительный комплекс КЛА. 

Традиционно схемой навигационного комплекса яв-
ляется ИНС, принятая за базовую систему, снабженная 
несколькими датчиками внешней информации, алго-
ритмами комплексирования, управления, оценивания и 
прогнозирования. 

Таким образом, необходимо исследовать особенно-
сти функционирования измерительных систем КЛА в 
различных условиях его движения и разработать алго-
ритмическое обеспечение, позволяющее повысить точ-
ность определения параметров КЛА, а также выбрать 
или синтезировать структуры систем управления, в ко-
торых будут использованы разработанные алгоритмы. 
Повышение точности измерительной информации алго-
ритмическим путем позволит использовать серийные 
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навигационные системы, существенно повышая их точ-
ность. На основе более точной навигационной инфор-
мации появляется возможность эффективно осуществ-
лять маневры КЛА. 

В условиях отключения внешних датчиков инфор-
мации коррекция базовой ИНС проводится с помощью 
алгоритмов прогноза погрешностей [4, 5]. При исполь-
зовании априорных моделей точность коррекции, как 
правило, низкая. Поэтому целесообразно использовать 
алгоритмы построения прогнозирующих моделей [6, 7]. 

Структурная схема корректируемой ИНС с исполь-
зованием алгоритма построения модели при отключе-
нии внешних датчиков представлена на рис. 1. 

 
Рис. 1. Структурная схема корректируемой ИНС с использованием 
АПМ при отключении внешних датчиков 

На рис. 1 введены следующие обозначения: Q – ис-
тинная навигационная информация, x – вектор погреш-

ностей ИНС, z – вектор измерений,  ˆ̂x  – вектор прогно-
за погрешностей ИНС, x  – вектор ошибок оценивания. 

II. РАЗРАБОТКА АЛГОРИТМОВ ПРОГНОЗА ПОГРЕШНОСТЕЙ 
ИЗМЕРИТЕЛЬНЫХ СИСТЕМ КЛА 

Прогноз погрешностей измерительных систем осу-
ществляется с помощью прогнозирующих моделей. В 
качестве прогнозирующей модели используют априор-
ные модели, линейные тренды и нелинейные модели, 
построенные в процессе функционирования системы. 
Для эффективного осуществления коррекции измери-
тельных систем КЛА в автономном режиме необходимо 
предвидеть изменение погрешностей в будущем. Одним 
из методов построения нелинейных моделей является 
метод самоорганизации [8, 9]. Методологической осно-
вой использования подхода самоорганизации для про-
гнозирования, а именно для построения моделей, явля-
ется допущение о том, что исчерпывающая информа-
ция, характеризующая динамику исследуемого объекта 
содержится в измерениях (таблице наблюдений, выбор-
ке данных) и в ансамбле критериев селекции моделей. 

Итак, подход самоорганизации позволяет построить 
математическую модель без априорного указания зако-
номерностей исследуемого объекта. 

Разработчик математической модели должен задать 
ансамбль критериев селекции (критериев самоорганиза-
ции, выбора модели), а математическая модель опти-
мальной сложности выбирается уже автоматически. 

Процесс экстраполяции на основе самоорганизации 
включает:  

1) генератор моделей-претендентов, 

2) оценку предложенных моделей по критериям се-
лекции,  

3) использование выбранной модели для экстрапо-
ляции. 

III. МЕТОД ГРУППОВОГО УЧЕТА АРГУМЕНТОВ 
Уравнение погрешностей навигационных систем 

имеют следующий вид [1]: 

 ,k k 1 k 1X = φX +W   

где X k  – вектор состояния, включающий погрешно-
сти измерительной системы;   – матрица системы; 
W k− 1  – входное возмущение, которое предполагается 

дискретным аналогом белого гауссового шума, с нуле-
вым математическим ожиданием. 

Часть вектора состояния измеряется 

 .k k kZ = HX +V  

Здесь Z k  – вектор измерений; V k  – вектор оши-
бок измерения; H  – матрица измерений. 

Ошибки измерений также предполагаются дискрет-
ным аналогом белого гауссового шума, для которого 

0.kM[V ] =  

Ошибки измерения и входные возмущения некорре-
лированы: M [V j ;W k

T ]= 0  при любых j и k . 

Вектор состояния в начальный момент времени по-
лагаем случайным гауссовым вектором с нулевым ма-
тематическим ожиданием, не зависящим от входных 

возмущений и ошибок измерений: 0 0;T
kM[x V ] =  

M [ x0W k− 1
T ]= 0  для любого k . 

В корректируемом режиме осуществляется комплек-
сирование измерительных систем. В качестве внешней 
измерительной системы используется либо высокоточ-
ная система, например GPS/ГЛОНАСС, РСБН, РСДН, 
либо измерительная система, функционирующая на 
другом физическом принципе действия, нежели базовая 
корректируемая система.  

Как правило, обработка информации от измеритель-
ных систем осуществляется с помощью различных алго-
ритмов оценивания. Модель ошибок базовой измери-
тельной системы (1) и модель измерений (2) описывают-
ся линейными уравнениями, поэтому в качестве алгорит-
ма оценивания может быть использован, например, ли-
нейный фильтр Калмана. С помощью фильтра Калмана 
или его прямых модификаций [10, 11] можно оценить 
вектор состояния системы оптимальным образом. Полу-
ченные оценки используются для компенсации ошибок 
исходной измерительной системы в выходном сигнале.  

В практических приложениях часто встречаются слу-
чаи, когда внешние измерения недоступны для использо-
вания, и исходная измерительная система работает в ав-
тономном режиме. Такие ситуации возникают при не-
возможности использования внешних систем из-за воз-
никновения пассивных или активных помех, функциони-
рования объекта, несущего базовую измерительную си-
стему, в зонах, где внешний сигнал недоступен. Напри-
мер, при использовании в качестве внешней измеритель-
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ной системы GPS могут возникать помехи, связанные с 
прохождением радиосигнала сквозь атмосферу. 

Компенсация погрешностей измерительных систем в 
автономном режиме осуществляется с помощью алго-
ритмов прогноза. Погрешности в автономном режиме 
прогнозируются и компенсируются в выходном сигнале 
системы. 

Для прогнозирования погрешностей измерительной 
системы необходимо иметь математическую модель.  
В качестве такой модели может быть использована 
априорная модель погрешностей измерительной систе-
мы. Если априорная модель погрешностей достаточно 
точно отражает процесс изменения погрешностей, то 
можно использовать ее для краткосрочного прогноза. 
При изменениях режима работы измерительной систе-
мы или при смене условий ее функционирования (КЛА 
совершает маневр) меняется характер погрешностей. 
Тогда необходимо идентифицировать отдельные коэф-
фициенты модели, а часто и всю ее структуру. Известны 
различные методы идентификации [12, 13], позволяю-
щие идентифицировать структуру и параметры модели. 

В настоящей работе предложено осуществлять мо-
дификацию линейных трендов с помощью подхода само-
организации, включающего оригинальный ансамбль кри-
териев селекции. Выбор подхода самоорганизации объ-
ясняется желанием минимизировать априорную инфор-
мацию об объекте исследования, а также возможностью 
усложнения моделей без учета ряда существенных фак-
торов. В основе подхода самоорганизации лежит допу-
щение о том, что вся информация о системе содержится в 
измерительной выборке и критериях селекции модели. 

При самоорганизации прогнозирующих моделей ис-
пользуется случайный генератор моделей-претендентов. 
С помощью ансамбля критериев проводится селекция 
математических моделей. В дальнейшем происходит 
постепенное усложнение модели с оценкой ее посред-
ством ансамбля критериев селекции. 

Структура модифицированных линейных трендов 
имеет следующий вид: 

 ,k k 1 k 1x = x +c   

где x k  – переменная состояния динамического объек-
та, в конкретном случае погрешность базовой измери-
тельной системы судна; ck− 1  – коэффициент или 
функция, характеризующая крутизну тренда. 

Посредством коэффициента крутизны тренда опре-
деляется тенденция происходящих изменений перемен-
ной состояния динамического объекта. Использование 
функции вместо коэффициента позволяет уточнить ха-
рактер происходящих изменений. Функции выбираются 
из стандартного набора элементарных базисных функ-
ций классического алгоритма самоорганизации. 

Введем некоторое множество непрерывно дифферен-
цируемых на функций, которые далее будем называть 
базисными: F={i(x)|i=1,...,N}. Каждой базисной функции 
поставим в соответствие вектор параметров. Далее об-
суждается случай двумерного вектора (a, f)T, где a пред-
ставляет собой амплитуду, а f – частоту. Таким образом, 

мы получим параметризованное множество базисных 
функций Fp={ai i(fi x) | i=1,…,N}. Строго говоря, набор 
базисных функций должен определяться исходя из 
априорной информации об исследуемом физическом 
объекте, при отсутствии же таковой следует выбрать 
достаточно богатый и разнообразный базис. 

Предложенный алгоритм основывается на гипотезе 
селекции моделей с использованием взвешенного ан-
самбля критериев. 

Рассмотрим вспомогательную задачу, необходимую 
для работы алгоритма. 

Посредством коэффициента крутизны тренда опре-
деляется тенденция происходящих изменений перемен-
ной состояния системы динамического объекта. Ис-
пользование функций, определяемых алгоритмом 
МГУА, позволяет уточнить характер происходящих 
изменений. Функции выбираются из стандартного 
набора базисных функций. 

Селекция модифицированных трендов проводится с 
помощью одного общего критерия – критерия регуляр-
ности и др. 

При формировании ансамбля критериев селекции 
предлагается использовать качественные критерии.  
С помощью этих критериев появляется возможность 
получать модели с улучшенными характеристиками. 
Так, для получения компактной модели применяется 
критерий простоты модели, позволяющий отбирать мо-
дели с меньшим количеством базисных функций. При 
использовании построенных моделей в алгоритмиче-
ском обеспечении при появлении информации от внеш-
них датчиков применяются критерии степени наблюда-
емости и степени управляемости [14, 15]. Наибольшую 
свободу действий предоставляет ансамбль вида 
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где w – веса соответствующих критериев; I – критерий 
простоты модели; 2  – критерий регулярности; 2

bn  – 
критерий минимума смещения. Применение такого вида 
критерия селекции дает возможность изменять веса от-
дельных его составных частей в течение работы алго-
ритма – от уровня к уровню и производить коррекцию 
по ходу работы. 

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ИССЛЕДОВАНИЙ 
На рис. 2 представлены результаты краткосрочного 

прогноза на основе данных ГЛОНАСС. Здесь 5 – ошиб-
ка ИНС + ошибка ГЛОНАСС, 2 – прогноз с помощью 
линейного тренда, 3 – прогноз с помощью модифициро-
ванного тренда, 4 – прогноз с помощью алгоритма са-
моорганизации, 1 – прогноз с помощью алгоритма 
Фурье. 

Краткосрочный прогноз осуществляется на основе 
20 измерений. 

На рис. 2 представлены результаты краткосрочного 
прогноза по 20 измерений. 
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Рис. 2. Результаты краткосрочного прогноза с данными ГЛОНАСС 

На рис. 3 представлены результаты среднесрочного 
прогноза по 50 измерениям. 

 
Рис. 3. Результаты среднесрочного прогноза с данными ГЛОНАСС 

На рис. 4 представлены результаты долгосрочного 
прогноза по 100 измерениям. 

 
Рис. 4. Результаты долгосрочного прогноза с данными ГЛОНАСС 
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Аннотация—Предложен подход к формированию слу-
чайных реализаций трансформант аномального гравита-
ционного поля (возмущающего потенциала, аномалии си-
лы тяжести, уклонений отвесной линии, горизонтальных 
градиентов силы тяжести). В качестве моделей трансфор-
мант используются двумерные тригонометрические ряды. 
Рассмотрены условия достижения требуемых характери-
стик пространственной изменчивости реализаций и само-
согласованности. Приводится пример вычисления реали-
заций трансформант и оценки соответствия характери-
стик пространственной изменчивости заданным. 

Ключевые слова—аномальное гравитационное поле 
Земли, трансформанты, возмущающий потенциал, анома-
лия силы тяжести, уклонение отвесной линии, градиент 
силы тяжести, самосогласованная модель. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время возрастает интерес к корреляци-

онно-экстремальным навигационным системам, в кото-
рых карты или модели трансформант аномального гра-
витационного поля Земли (АГПЗ) рассматриваются в 
качестве корректоров местоположения объектов [1–8]. 
Известно, что точность определения местоположения 
при этом определяется в основном пространственной 
изменчивостью поля, точностью бортовых измерителей 
и соответствующих карт. 

Для оценки качества решения таких задач навигации 
используются различные подходы, в число которых вхо-
дит метод статистических испытаний (метод Монте-
Карло). Его использование здесь предусматривает моде-
лирование трансформант поля (аномалии силы тяжести 
(АСТ), уклонений отвесной линии (УОЛ), вторых произ-
водных возмущающего потенциала). Согласно методу 
Монте-Карло, необходимо некоторое число реализаций 
трансформант, причем все реализации должны иметь 
заданные характеристики пространственной изменчиво-
сти – среднеквадратичное отклонение и радиус корреля-
ции. Разные трансформанты АГПЗ, указанные выше, 
дополнительно должны иметь соответствующие харак-
теристики взаимной корреляции [9, 10]. Это вытекает из 
объективной физической взаимосвязи различных транс-
формант АГПЗ [11]. 

Реализации отдельных трансформант АГПЗ как слу-
чайных полей двух координат часто получают с помо-
щью формирующих фильтров [3–6, 9, 12]. Однако при-
меры использования подобных двумерных фильтров для 

получения реализаций разных трансформант АГПЗ с 
заданными характеристиками взаимной корреляции ав-
торам не встречались. Кроме этого, при синтезе форми-
рующих фильтров используется предположение о дроб-
но-рациональном виде соответствующей спектральной 
плотности, что несколько ограничивает выбор модели 
случайного поля. 

В докладе рассматривается решение задачи синтеза 
модели АГПЗ в виде набора случайных реализаций са-
мосогласованных трансформант с требуемыми характе-
ристиками пространственной изменчивости на заданном 
локальном участке местности.  

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ФОРМИРОВАНИЯ СЛУЧАЙНЫХ 
РЕАЛИЗАЦИЙ САМОСОГЛАСОВАННЫХ ТРАНСФОРМАНТ 

АНОМАЛЬНОГО ГРАВИТАЦИОННОГО ПОЛЯ 
Предположим, что моделируемое АГПЗ является од-

нородным и изотропным. В качестве исходной модели 
используем ковариационную функцию (КФ) возмущаю-
щего потенциала АГПЗ. Ее вид и значения параметров 
должны удовлетворять известным ограничениям [9].  
В задачах статистической обработки гравиметрической 
информации часто используются КФ Джордана [10] 3-го 
порядка, если АГПЗ характеризуется высокой простран-
ственной изменчивостью в локальной области, или мо-
дель 4-го порядка – при описании более «спокойных» 
полей [14]. Для простоты используем КФ модели Джор-
дана (аналогичные соотношения для модели 4-го поряд-
ка приведены в [15]), которую запишем в виде 
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
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где g и d – заданные среднеквадратичное отклонение и 
параметр корреляции случайного поля АСТ, 

221 yx
d

  – нормированное расстояние между 

двумя произвольными точками, разности координат ко-
торых x и y. 

Задача состоит в том, чтобы на плоской поверхности 
сформировать случайные реализации трансформант 
АГПЗ как функции северной x и восточной y координат 
в локальной области xS ≤ x ≤ xN, yW ≤ y ≤ yE. В состав 
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трансформант входят: АСТ g, УОЛ в плоскостях мери-
диана  и первого вертикала , горизонтальные градиен-
ты gx, gy АСТ по осям x и y. При этом КФ и взаимно-
ковариационные функции (ВКФ) реализаций всех 
трансформант должны быть самосогласованными и удо-
влетворять исходной формуле (1). 

Обосновать выбор значений параметров g и d в (1) 
на практике непросто. Их оценки могут быть найдены, 
например, по измерительным данным АСТ, а также с 
учетом известной связи между КФ и ВКФ различных 
трансформант в самосогласованных моделях АГПЗ [14]. 
Размеры локальной области (xS, xN, yW, yE) ограничены 
возможностями моделирования АГПЗ с требуемой точ-
ностью на плоскости, а не сфере. 

III. ФОРМИРОВАНИЕ СЛУЧАЙНЫХ РЕАЛИЗАЦИЙ НА 
ОСНОВЕ ДВУМЕРНЫХ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ РЯДОВ 
Моделями самосогласованных трансформант АГПЗ 

являются двумерные тригонометрические ряды, в кото-
рых n и m – максимальные номера гармоник по осям x и y 
соответственно. Это обосновано тем, что гармонические 
функции являются решениями уравнения Лапласа для 
потенциала объемных масс [11, 12]. Указанные ряды 
позволяют рассчитывать значение любой трансформан-
ты по координатам xk, yk произвольной k-й точки внутри 
локальной области. Задав такие точки на некоторой тра-
ектории или в узлах сетки, можно легко формировать 
требуемые одномерные или двумерные случайные реа-
лизации. 

Аргументы k
ji

k
ji YX ,, ,  функций двумерного тригоно-

метрического ряда рассчитываются по координатам xk, yk 
произвольно заданной точки, номерам гармоник 
0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ m и также учитывают масштабирование 
моделируемой локальной области (xS, xN, yW, yE) по об-
ласти существования системы ортогональных функций 
[, ]. 

Множители при тригонометрических функциях (ам-
плитуды гармоник) являются случайными величинами. 
Их получают путем умножения взаимно независимых 
нормально распределенных псевдослучайных чисел 

cs
ji

s
ji

c
ji rrr ,,, ,,  на соответствующие коэффициенты транс-

формант. Эти коэффициенты gy
jiji

g
ji CCC ,,, ,   находятся 

посредством канонического разложения КФ трансфор-
мант (АСТ g, УОЛ … горизонтального градиента 
АСТ gy) в двумерные ряды Фурье. При предположениях, 
что моделируемое АГПЗ является однородным и изо-
тропным, используется преобразование Ганкеля, позво-
ляющее заметно упростить нахождение коэффициентов 
трансформант [16]. 

Важно заметить, что набор псевдослучайных чисел 
cs

ji
s
ji

c
ji rrr ,,, ,,  един для всех случайных реализаций транс-

формант. Это является необходимым условием достиже-
ния самосогласованности трансформант АГПЗ. Требуе-
мые характеристики пространственной изменчивости 
всех реализаций обеспечиваются коэффициентами 

gy
jiji

g
ji CCC ,,, ,  , которые определяются согласно исход-

ной КФ (1). Схема вычисления значений трансформант в 
произвольной k-й точке приведена на рис. 1. 

 
Рис. 1. Схема вычисления значений трансформант в одной точке 

Для указанных выше моделей АГПЗ КФ и ВКФ 
трансформант можно найти в [14]. Соответствующие им 
формулы, с помощью которых находятся коэффициенты 
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g
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где пределы в интегралах предполагаются бесконечны-
ми,    222

yx ji  , x и y – частоты, значения 
которых соответствуют границам xS, xN, yW, yE локальной 
области, J0 – функция Бесселя первого рода нулевого 
порядка,  – нормальное значение ускорения силы тяже-
сти. Аналогичные расчутные формулы для модели АГПЗ 
4-го порядка приведены в развернутом виде в [15].  
В общем случае легко записать формулы, аналогичные 
(2), представляющие собой линейные комбинации соот-
ветствующих формул моделей 3-го и 4-го порядков. Это 
обеспечит «плавный» переход от модели АГПЗ высокой 
пространственной изменчивости к модели «спокойного» 
поля в заданной локальной области. 

Необходимое число членов n и m отрезка ряда Фурье 
может быть определено на основе равенства 
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где T – относительные потери в точности моделирова-
ния возмущающего потенциала АГПЗ. Аналогичные 
показатели точности легко определить и для рассматри-
ваемых трансформант. Формула (3) также позволяет ча-
стично скомпенсировать потери в точности в случае за-
данных n и m путем нормирования значений 

gy
jiji

g
ji CCC ,,, ,  , например, с помощью следующей заме-
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Формируемые таким образом случайные реализации 
трансформант АГПЗ являются самосогласованными, 
имеют среднеквадратичные отклонения, ковариации и 
пространственные радиусы корреляции в соответствии с 
заданными видом и параметрами исходной КФ (1). 

IV. ЧИСЛОВЫЕ ПРИМЕРЫ СЛУЧАЙНЫХ РЕАЛИЗАЦИЙ 
ТРАНСФОРМАНТ И ОЦЕНКА СООТВЕТСТВИЯ ИХ 

ХАРАКТЕРИСТИК ЗАДАННЫМ 
Расчетные примеры моделирования случайных само-

согласованных реализаций некоторых трансформант 
АГПЗ приведены на рис. 2–4. Размеры локальной обла-
сти составляют 100100 км. Изоаномалы проведены че-
рез 2 мГал, 1 и через 0,2 Э соответственно. 

 
Рис. 2. Пример случайной реализации АСТ 

 
Рис. 3. Пример случайной реализации УОЛ в плоскости меридиана 

 
Рис. 4. Пример случайной реализации составляющей gx горизонталь-

ного градиента АСТ 

Пространственный радиус корреляции случайного 
поля АСТ принят равным 8 км [11], среднеквадратичное 
отклонение – 20 мГал. При шаге сетки 500 м и числе 
гармоник тригонометрического ряда n = m = 100 точ-
ность моделирования любой трансформанты, определя-
емая (3), не хуже 99,5% для исходной КФ (1). При дру-
гих исходных данных реализации трансформант могут 
быть получены с помощью доступной программы [15]. 

Соответствие статистических характеристик случай-
ных реализаций заданным и свойство самосогласованно-
сти подтверждают графики КФ (рис. 5) и ВКФ (рис. 6). 
Утолщённые линии рассчитаны для аналитических КФ и 
ВКФ, тонкие линии – для случайных реализаций соот-
ветствующих трансформант (АСТ, УОЛ в плоскости 
меридиана и производная АСТ по оси x). По случайным 
реализациям графики получены путем осреднения КФ и 
ВКФ, построенных для 402 прямолинейных сечений, 
проходящих через все узлы сетки параллельно осям x и 
y. На всех рисунках прослеживаются также выполнение 
соотношений между дисперсиями [14], присущих само-
согласованным моделям АГПЗ. 

 
Рис. 5. Графики КФ АСТ, УОЛ в плоскости меридиана и производная 

АСТ по оси x 
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Рис. 6. Графики ВКФ: АСТ и УОЛ в плоскости меридиана, АСТ и ее 

производная по оси x, УОЛ в плоскости меридиана и производ-
ная АСТ по оси x 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Рассмотрен подход, позволяющий формировать слу-

чайные реализации трансформант аномального гравита-
ционного поля (возмущающего потенциала, аномалии 
силы тяжести, уклонений отвесной линии, горизонталь-
ных градиентов силы тяжести) в заданной локальной 
области на горизонтальной плоскости. 

Получаемые реализации не являются статистически 
взаимно независимыми случайными полями плоских 
координат. Напротив, они считаются самосогласован-
ными, поскольку одновременно все удовлетворяют 
уравнению Лапласа для потенциала объемных масс. 

Требуемые характеристики пространственной измен-
чивости трансформант достигаются путем задания вида 
и параметров ковариационной функции возмущающего 
потенциала поля (среднеквадратичного отклонения и 
радиуса корреляции) или однозначно связанных с ней 
ковариационных функций трансформант. 

В основу решения задачи положено каноническое 
разложение ковариационных функций возмущающего 
потенциала и трансформант по тригонометрическим 
функциям двух аргументов, соответствующим плоским 
координатам в локальной области. 

Соответствие модельных характеристик простран-
ственной изменчивости поля заданным проиллюстриро-
вано примером расчета случайных реализаций на плос-
кости и построения функций ковариации для разных 
самосогласованных трансформант. 
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Аннотация—В настоящей работе предложены простые 

критерии выбора рабочего контура навигационных ком-
плексов в процессе полета космических беспилотных ле-
тательных аппаратов в меняющейся помеховой обстанов-
ке. В рамках заданной системы управления и с учетом 
логики ее работы построена система маршрутной коррек-
ции, обеспечивающую приведение беспилотного летатель-
ного аппарата в заданную область пространства с требуе-
мыми точностями. Предложены критерии выбора рабоче-
го контура навигационного комплекса в процессе полета 
беспилотного летательного аппарата, основанный на ана-
лизе оценок дисперсий измерительного и приведенного 
измерительного шумов. Проведено моделирование тесто-
вой математической модели ошибок ИНС с различными 
внешними источниками информации, а также моделиро-
вание по данным лабораторного эксперимента. Анализ 
результатов моделирования показал, что разработанные 
алгоритмические способы позволяют повысить эффектив-
ность навигационных комплексов беспилотного летатель-
ного аппарата при его функционировании в различной 
помеховой обстановке.  

Ключевые слова—беспилотный летательный аппарат, 
инерциальная навигационная система, маршрутная кор-
рекция, алгоритмы повышения точности. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Решение задач мониторинга больших пространств и 

поверхностей Земли и океана, доставки полезной 
нагрузки в заданную точку и другие сложные задач 
осуществляется с помощью высокоточных беспилотных 
летательных аппаратов (БЛА). БЛА исследуемого клас-
са осуществляют полеты в атмосфере на высотах до  
25 тыс. км, а также предусмотрена фаза полета по рель-
ефу местности. Управление такими БЛА является 
наиболее сложным из-за высоких требований к точно-
сти управления. Системы управления ЛА вырабатывают 
сигналы управления на основе измерительной инфор-
мации от различных навигационных систем. Навигаци-
онные системы имеют погрешности и для повышения 
точности навигационных определений их объединяют в 
навигационные комплексы (НК). Как правило, базовой 
системой в НК является инерциальная навигационная 
система (ИНС), а в качестве внешней по отношению к 
ИНС системы используют: спутниковые навигационные 
системы (GPS, ГЛОНАСС), разнообразные радиолока-
ционные системы (РЛС), астросистемы и др. [1, 2, 3] 

Измерительные сигналы этих систем имеют погреш-
ности, обусловленные конструктивными особенностями 
и условиями функционирования БЛА, в частности пас-

сивными помехами. Наиболее распространенная схема 
алгоритмической коррекции навигационных систем и 
НК предусматривает совместную обработку сигналов от 
ИНС и внешнего датчика с помощью алгоритма оцени-
вания (АО).  

Алгоритмическое обеспечение высокоточных НК 
включает нелинейные алгоритмы оценивания, в частно-
сти нелинейный фильтр Калмана (НФК), адаптивные 
модификации НФК [4, 5] позволяют получить высокую 
точность навигационных определений выбранного со-
става НК. Однако при отсутствии достоверной инфор-
мации о модели оцениваемого процесса точность НФК 
существенно снижается, поэтому применяются адап-
тивные модификации линейного ФК. Дальнейшее по-
вышение точности НК с адаптивным ФК возможно пу-
тем выбора наилучшего состава НК в зависимости от 
режима полета и помеховой обстановки, что обеспечит 
максимально точное определение навигационных пара-
метров БЛА. 

Управление БЛА осуществляется с помощью систе-
мы маршрутной коррекции. При разработке системы 
маршрутной коррекции БЛА обычно используют кон-
турные алгоритмы ввиду их высокой надежности и ин-
вариантности к суточной и сезонной изменчивости. 
Примером такого алгоритма может служить алгоритм 
селекции, основанный на силуэтном методе Савельева–
Козко. Причинами использования данного метода яв-
ляются: простота реализации; детальная проработка; 
достаточный уровень достоверности результата, т.е. вы-
сокая точность селекции. Точность системы маршрутной 
коррекции зависит от достоверности сигналов НК. 

II. КРИТЕРИИ ВЫБОРА РАБОЧЕГО КОНТУРА 
НАВИГАЦИОННОГО КОМПЛЕКСА 

В практических приложениях при функционирова-
нии НК БЛА априорная информация о ковариационных 
матрицах входного и измерительного шумов достоверно 
неизвестна. Поэтому для оценивания погрешностей 
ИНС применяется адаптивный алгоритм [6, 7].  

Для определения рабочего контура НК необходимо 
сформировать специальный критерий. Разработан кри-
терий определения рабочего контура НК на основе ска-
лярного подхода [8, 9], который позволяет использовать 
алгоритмы в виде формул с переменными коэффициен-
тами. Такой подход позволяет определять аналитиче-
ское выражение и формулу с переменными коэффици-
ентами для неизвестной компоненты вектора состояния.   
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Уравнение состояния системы может быть представ-
лено в дискретном времени [10, 11] 

 1 1 1k k k kx Ax Bu w      

и уравнение измерения 

 k k kz Hx    

Вектор состояния в ( 1n )-й момент времени выра-
жается через состояние системы в первый момент вре-
мени 1x : 
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Представим уравнение (3) в поэлементной форме: 
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и i-я компонента вектора состояния определяется 
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В этом уравнении содержится все компоненты век-
тора состояния. Для их определения можно использо-
вать уравнение  
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Введем новые обозначения: 
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Уравнение (6) можно переписать: 
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При этом уравнение состояния системы имеет вид: 

 *
1 ( 1) 1 ( 1) 1

i i i i i
nk ii n k k n k kx a x s u w         

где n
kninknikni

i
k xaxaxas 1)1(

2
1)1(2

1
1)1(1 ˆ...ˆˆ   , и опти-

мальная оценка переменной i
nkx 1  в моменты времени 

,...2,1k  примет вид: 



 
1 ( 1) 1 ( 1) 1

*
1 ( 1) 1 ( 1) 1

ˆ ˆ

ˆ

i i i i
nk ii n k k n k

i i i i i
k k ii n k k n k

x a x s u

k z a x s u

    

    

   

   
 

Коэффициент усиления i
kk  и дисперсия ошибок 
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В случае если неизвестна дисперсия измерительного 
шума, можно модифицировать уравнение для коэффи-
циента усиления следующим образом 
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где оценка дисперсии измерительного шума определя-
ется на основе уравнения для случая оценивания в ска-
лярном виде 

  2
, 1

ˆˆi i i
k k k kr M p 

    
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Вычисленные таким образом оценки дисперсии изме-
рительного шума используются в критерии выбора рабо-
чего контура НК. Критерий реализован в БФИ на рис. 1. 
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Рис. 1. Структура навигационного комплекса высокоточного беспи-
лотного летательного аппарата 

Сравниваются оценки дисперсии измерительного 
шума для структуры НК, включающего ИНС и GPS, с 
оценкой дисперсии измерительного шума структуры 
ИНС с РЛС. По минимальному значению оценки выби-
рается рабочий контур НК.  

 ˆ ˆi j
k kr r  

где i j ; i-й рабочий контур НК; j-й рабочий контур 
НК.  

Второй вариант критерия выбора рабочего контура 
НК БЛА заключается в сравнении оценок дисперсий 
приведенных измерительных шумов. В этом случае 
критерий имеет следующий вид: 

 * *ˆ ˆi j
k kr r  

Критерий сравнения оценок дисперсий приведенно-
го шума позволяет выбрать рабочий контур НК с помо-
щью которого можно получить наилучшие оценки по-
грешностей ИНС посредством адаптивного АО. 

Погрешности ИНС в определении местоположения, 
полученные в ходе лабораторного эксперимента, необхо-
димо сравнить с расчетными ошибками в определении 
широты и долготы, которые вычислены с помощью АО. 

Значения долготы, полученные в процессе экспери-
мента и ее оценки приведены на рис. 2. 

 
Рис. 2. Долгота и ее оценки 

На рис. 2: 1 – реальные значения долготы, получен-
ные в процессе эксперимента с реальной ИНС; 2 – оценка 

долготы, полученная с помощью АИНС; 3 – оценка дол-
готы, полученная с помощью ИНС+ГЛОНАСС; 4 – оцен-
ка долготы, полученная с помощью ИНС+РЛС. 

Точность коррекции НК с помощью линейного адап-
тивного АО приведены в таблице. 
Табл. 1. Точность коррекции НК с помощью различных алгорит-

мов оценивания 

Состав НК Точность кор-
рекции (%) 

Точность кор-
рекции при 

увеличенном 
уровне помех 

Точность 
коррекции при 

аномальных 
помехах 

ИНС+РЛС 70% 67% 64% 

ИНС СНС 75% 72% 66% 

АИНС 80% 75% – 

ИНС+СНС+АИС 88% 74% 66% 

НК с критерием 
выбора состава 89% 74% 66% 

 
Представленный способ выбора состава НК проде-

монстрировал высокую эффективность. 
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Аннотация—В исследовании рассматривается задача 
определения характеристик движения космического мусо-
ра с помощью наноспутника, снабженного видеоаппарату-
рой, позволяющей делать стереоизображения. Предложен 
оригинальный алгоритм определения пространственной 
ориентации космического мусора по паре одномоментных 
стереоизображений, использующий метод случайных вы-
борок триангулированных точек для связки двух последо-
вательно сделанных стереоизображений. Методом стати-
стических испытаний проведен вероятностный анализ 
эффективности использования предложенного алгоритма. 
Приведены результаты решения модельной задачи сбли-
жения наноспутника с космическим мусором и рекомен-
дации по настройке алгоритма и выбора программы про-
ведения измерений. 

Ключевые слова—космический мусор, некооперируемый 
объект, наноспутник, стереоизображения, метод диффе-
ренциальной эволюции. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Проблема борьбы с засоренностью околоземного 

космического пространства приобретает все большую 
актуальность. В настоящее время обсуждается несколько 
миссий, направленных на удаление с орбиты крупнога-
баритных фрагментов орбитальных ступеней ракет и 
космических аппаратов. Во всех таких миссиях предпо-
лагается сближение с космическим мусором, который 
является некооперируемым объектом, и предваритель-
ное изучение характера его движения. Ключевым этапом 
при этом является определение пространственной ори-
ентации космического мусора относительно космическо-
го аппарата инспектора. Наиболее перспективными в 
данном случае являются методы обработки оптических 
изображений как с использованием одной оптической 
камеры [1], так и методы стереофотограмметрии, пред-
полагающие получение характеристик объектов по об-
работке стереоизображений, полученных с пары камер. 
Одним из таких примеров является работа [2], в которой 
приводится описание методики относительной навига-
ции аппарата-инспектора, относительно объекта наблю-
дения. Параметры движения при этом находятся при 
помощи обработки последовательности стереоизобра-
жений, выполняемой в два этапа. Особенностью данной 
работы является также использование моделей динамики 
для прогнозирования параметров движения в случаях, 
при которых поступление новых измерений отсутствует.  

В работе [3] авторами рассматривается использова-
ние итеративного метода ближайших точек для нахож-
дения параметров движения аппарата-инспектора отно-
сительно объекта наблюдения по результатам обработки 
стереоизображений. 

Однако существенным недостатком таких методов 
являются их вычислительная сложность и отсутствие 
однозначности полученных по фотографии решений. 

В настоящее время все чаще изучаются возможности 
использования в подобных миссиях наноспутников клас-
са CubeSat, которые отличаются дешевизной за счет вы-
сокой степени унификации и стандартизации бортовых 
систем, а также коротким сроком создания. При этом 
малые размеры таких аппаратов накладывают суще-
ственные ограничения на используемые средства наблю-
дения и на вычислительную сложность алгоритмов, так 
как задача должна решаться на борту наноспутника. 

В работе решается задача определения характеристик 
движения космического мусора с помощью наноспутни-
ка, снабженного видеоаппаратурой, позволяющей делать 
стереоизображения. Предложен оригинальный алгоритм 
определения пространственной ориентации космическо-
го мусора в системе координат, связанной со спутником-
инспектором, базирующийся на принципах триангуля-
ции и использующий пару последовательно проведен-
ных одномоментных стереоизображений. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

A. Используемые системы координат 
В работе использованы следующие системы координат. 

1) Связанная система координат наноспутника 
(ССК) сO XYZ  с началом в центре масс объекта. Ось 

сO X  направлена вдоль продольной оси объекта. Ось 
сO Y  располагается в плоскости симметрии, совпадаю-

щей с плоскостью траектории, и направлена вверх. Ось 
сO Z  дополняет систему координат до правой. 

2) Система координат, связанная с оптическим 
сенсором левой камеры стереопары (СКС), установлен-
ной на наноспутнике, Oxyz  с началом в оптическом 
центре камеры. Ось Ox  направлена параллельно опти-
ческой оси. Оси Oy  и Oz  формируют проецирующую 
плоскость Oyz . 

Работа выполнена в рамках проекта 0777-2020-0018, финансируе-
мого из средств государственного задания победителям конкурса науч-
ных лабораторий образовательных организаций высшего образования, 
подведомственных Министерству образования и науки России. 147



B. Допущения и ограничения 
Рассматриваются следующие допущения, наклады-

вающие ограничения на динамику движения наноспут-
ника и космического мусора. 

1) Параметры движения наноспутника в абсолют-
ной геоцентрической системе координат заранее из-
вестны и в рамках текущей работы не рассматрива-
ются. 

2) Движение наноспутника происходит по около-
круговой орбите. 

3) При относительном движении наноспутника и 
космического мусора не учитываются поправки, вноси-
мые несферичностью центрального поля притяжения 
Земли, а также возмущения, вносимые влиянием атмо-
сферы Земли. 

4) Угловые скорости вращения космического мусора 
предполагаются постоянными и малыми. 

Следует также выделить допущения, влияющие на 
процесс обработки оптических изображений: 

5) На наноспутнике установлены две оптические 
камеры, составляющие стереопару, жестко закреплен-
ные на одном из его торцов. Оптическая ось камер па-
раллельна оси Ox . 

6) Угловое положение установки камер друг отно-
сительно друга *A , а также расстояние между опти-
ческими центрами камер *T  заранее известны. 

7) Этап триангуляции оптических изображений в 
трехмерные координаты в данной работе не рассмат-
ривается. Подразумевается, что данный этап выпол-
няется посредством модуля OpenCV [4]. 

8) В работе не учитываются факторы, влияющие 
на качество изображений, поступающих со стереока-
меры. 

9) Подразумевается, что космический мусор нахо-
дится в поле зрения камеры на протяжении всего про-
цесса получения изображений. 

C. Математическая формулировка задачи  
Формулируется задача поиска вектора переменных, 

описывающих угловое и линейное смещение СКС нано-
спутника между двумя последовательными моментами 
времени t  и 1t  . 

Вектор состояния системы переменных имеет вид: 

cx = [σ, r ] , (1) 

где 1 2 3[ , , ]T   σ  – вектор модифицированных параметров 
Родрига [5], описывающий угловой поворот СКС из мо-
мента времени t  в момент 1t  ; [ , , ]c c cx y zcr  – вектор пе-
ремещения СКС из момента времени t  в момент 1t  . 

Использование модифицированных параметров Ро-
дрига в рассматриваемой задаче позволяет снизить ее 
вычислительную сложность. 

Модель измерений, используемая в работе, является 
классической для задач обработки измерений с оптиче-
ских сенсоров [6], а преобразование координат в компо-
ненты, составляющие единичный вектор, используется в 
работе [7]. 

В момент времени t  выделяется некоторое количе-
ство особых точек в СКС, координаты которых могут 
быть выражены в векторном виде как 1 1 1[ , , ]Ti i ix y zi

1r . 
Для момента времени 1t   набор этих точек в той же 
системе координат СКС будет выражаться как 

2 2 2[ , , ]Ti i ix y zi
2r . 

 
Рис. 1. Системы координат и особые точки 

Измерение в момент времени 1t   запишется как 
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С другой стороны, измерение можно записать и через 
момент времени t : 

, 1, 2,..,i Ni im = Ar , (3) 

где ir   – радиус-вектор, который имеет вид 

1
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1 1 1 1
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i c

i c
i c i c i c i c

x x
y y

x x y y z z z z

 
   

       
ir , 

где N – количество измеряемых в один момент времени 
точек , ,i i ix y z ; (1/2) (1/2) (1/2), ,i i ix y z  – координаты особой точки в 
t  или 1t  , м; , ,с с сx y z  – линейное смещение между со-
стояниями t  и 1t  , м; ijA  – компоненты матрицы угло-
вого движения объекта между состояниями t  и 1t  . 

Матрица, описывающая угловое перемещение СКС 
между двумя моментами времени, определится как [5] 

 
2 2

2 2
8 4(1 )

(1 )
 




3x3
[σ×] σ [σ×]A = I

σ
, (4) 

где  3x3I  – единичная матрица. Параметр [ ]  опреде-
лится как 

3 2

3 1

2 1

0
0

0

  
    
   

[σ×] . 

Параметры 2[σ×]  и 2σ  определятся как 2 T[σ×] [σ×] [σ×]  и 
2 Tσ σ σ  соответственно. 
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III. АЛГОРИТМ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПАРАМЕТРОВ ДВИЖЕНИЯ 
КОСМИЧЕСКОГО МУСОРА 

Для обеспечения связи двух последовательно прове-
денных стереоизображений для моментов времени t  и 

1t   предлагается использовать алгоритм, основанный на 
случайных выборках триангулированных точек [8] и 
выполнить следующие шаги. 

1) При помощи программных средств выделяются 
особые точки на поверхности наблюдаемого объекта 
для каждой стереопары изображений в последователь-
ные моменты времени при помощи OpenCV. 

2) Проводится триангуляция каждой стереопары и 
определяются трехмерные координаты точек. 

3) Для каждой пары трехмерных координат в по-
следовательные моменты времени: 

a) формируются подвыборки точек для двух после-
довательных моментов времени t  и 1t   – 1M  и 2M  
соответственно; 

b) записывается модель степени соответствия 
точек для каждой пары последовательных моментов 
времени с использованием специальной целевой функции 
оценки с заданным порогом: 

2

1

1 [ ( ) ( | )]
n

i
L

n 
  i 2 i 1m M m M x ; (5) 

c) на основе сформированной подвыборки точек 
находятся оценки приращений параметров движения, 
оптимальные по минимуму заданной ранее целевой 
функции, при помощи метода дифференциальной эво-
люции, обеспечивающего регулярную сходимость в 
условиях значительной степени неопределённости: 

2 1ˆ arg min ( , | )
x

L M M


x x ; (6) 

d) проверяются найденные оценки путем 
сопоставления с точками, не вошедшими в подвыборку. 

4) Добавляются найденные приращения параметров 
движения к вычисленным на предыдущем шаге 
алгоритма: 

ˆt+1 tx = x + x . (7) 

 
Рис. 2. Алгоритм получения параметров движения по обработке двух 

последовательных стереоизображений 

IV. МОДЕЛИРОВАНИЕ  
Основная цель численного моделирования – полу-

чить оценку точности, достигаемую при помощи разра-
ботанного алгоритма, а также дать рекомендации по 
настройке параметров алгоритма. 

Для оценки результатов численных экспериментов 
использовался метод статистических испытаний, в рам-
ках которого заданное количество раз производилось 
решение задачи разработанным алгоритмом для фикси-
рованного количества точек на поверхности некоопери-
руемого объекта. В качестве модельной задачи рассмат-
ривалось сближение наноспутника с космическим мусо-
ром. Для моделирования движения космического мусора 
относительно центра масс использовалась модель, пред-
ставленная в [9], а для моделирования движения нано-
спутника относительно космического мусора – модель 
относительного движения [10]. 

Начальное расстояние для модельной задачи сближе-
ния с космическим мусором выбирается из соображений 
выхода на близкую инспекционную траекторию [10, 11]. 

ТАБЛИЦА I.  НАЧАЛЬНЫЕ УСЛОВИЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Параметры орбиты 
Высота, км 400 

Начальные условия движения космического мусора 
Угловые скорости, град/с 

x  0 

y  4 

z  4 

Начальные линейные скорости, м/с 

xV  -0.41 

yV  -0.01 

zV  -0.02 

Расстояние до космического мусора, м 

сx  80 

сy  20 

сz  5 

Инерционные характеристики и габариты космического мусора 
Моменты инерции, кг/м3 

xI  0.08 

yI , zI  0.4 

Длина, м 0.6 
Масса, кг 12 

 
Задача рассматривалась на временном интервале в 

200 секунд. Временной промежуток между соседними 
измерениями составил 0,1 секунды. В качестве измери-
тельных устройств будет использоваться стереопара из 
двух камер с углом обзора 170 градусов и фокусным 
расстоянием 38 мм. 

Для оценки параметров настройки метода случайных 
подвыборок точек использовалось выражение, описыва-
ющее вероятность построения корректной модели: 

/ !( )!/ ( !( )!)n n
I Tq C C I T n T I n    , (8) 

где n  – количество выбираемых для построения модели 
соответствия точек; I  – количество соответствующих 
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друг другу точек; T  – общее количество точек, найден-
ное для текущего момента времени. 

В исследовании также используется параметр 
/w I T , характеризующий качественное соотношение 

точек в выборке. 

Вероятность того, что за k  итераций алгоритм ни ра-
зу не выберет n  соответствующих точек, составляет 
(1 )kq , и такая ситуация означает, что точная модель не 
будет построена. 

В работе оценивалась вероятность ошибки алгоритма 
на данных для различного процентного состава выборки 
w  = 25, 50, 75 %; количества выбираемых точек модели 
n  = 2, 5, 10, 20; количества итераций k  = 10, 100, 1000. 

V. РЕЗУЛЬТАТЫ И РЕКОММЕНДАЦИИ 
Из результатов моделирования следует, что ошибки 

при определении параметров линейного и углового дви-
жения снижаются с уменьшением расстояния между 
наноспутником и космическим мусором. Максимальные 
значения ошибок составляют 1,2 м и 0,2 градуса и соот-
ветствует начальному расстоянию между наноспутником 
и космическим мусором 80 м. 

По результатам моделирования сформированы сле-
дующие рекомендации по настройке метода случайных 
подвыборок точек и программы проведения измерений.  

1. Количество итераций метода k  слабо влияет на 
построение ошибочной модели соответствия. 

2. Сильное влияние на построение ошибочной моде-
ли соответствия оказывает количество выбираемых для 
построения точек n . Наилучшим вариантом является 
тот, при котором выбирается малое количество точек 
( 5n  ). 

3. Выбором величины интервала времени между со-
седними изображениями можно добиться снижения по-
грешности решения задачи. 
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Аннотация—В работе изложен опыт разработки и ис-
следования инерциально-спутниковой навигационной 
системы, представлены результаты испытаний системы и 
перспективы ее улучшения. 

Ключевые слова—гироскопы, интегрированная навига-
ционная система, акселерометр, инерциальная навигация, 
калибровка БИНС. 

I. ВВЕДЕНИЕ 

В докладе рассматривается прототип интегрирован-
ной навигационной системы НСИ-2020 разработки Ла-
боратории лазерных навигационных систем МФТИ и АО 
«ЛАЗЕКС». Компания «ЛАЗЕКС» начала работу над 
инерциально-спутниковыми навигационными системами 
в 1990 г. на базе МФТИ и НИИ «Полюс», впервые ввела 
в эксплуатацию систему НСИ-2000 в 1997 г. и с тех пор 
продолжает производство и совершенствование этой 
линейки систем. Фирмой выпущено более 160 систем, 
ими оборудован 31 самолет. Компания успешно разраба-
тывает и испытывает новые системы, такие как БИНС-
05Л, различные модификации НСИ-2010 [3] и обсужда-
емую здесь НСИ-2020, а также новый четырехчастотный 
гироскоп зеемановского типа [4], который также будет в 
скором времени применен в построении БИНС. 

Представленный образец является дальнейшим ша-
гом по миниатюризации, понижению веса и энергопо-
требления интегрированных инерциально-спутниковых 
навигационных систем, повышению их надежности при 
сохранении и улучшении точности автономной навига-
ции, в соответствии с существующими и возникающими 
потребностями авиации и других возможных пользова-
телей данного типа оборудования. Разработка прототипа 
произведена в рамках госзадания «Создание и натурные 
испытания в арктической зоне новых навигационных 
автономных и комплексированных с ГЛОНАСС бес-
платформенных систем на лазерных гироскопах повы-
шенной точности с интеграцией приемной аппаратуры 
дополнительных радионавигационных средств для авиа-
ционного транспорта и морских судов». Улучшение ав-
тономной точности прибора достигается как с помощью 
новых инерциальных датчиков и модернизации средств 
обработки их сигнала, так и совершенствованием мето-
дик и средств настройки системы. 

 
Рис. 1. Образец НСИ-2020 

ТАБЛИЦА 1 ТРЕБОВАНИЯ К СИСТЕМЕ 

Параметр Значение 

Погрешность счисления координат 
местоположения [км за час работы] 

1.85 

Погрешность счисления скорости [м/с] 0.8 

Встроенный помехозащищенный 
приемник СНС 

GPS/GLONASS/ 
GALILEO/BEIDOU с функ-

цией приема SBAS 

Внешний информационный интер-
фейс 

ГОСТ15650, ГОСТ РТМ 
1495-75(изм.3) и 

ГОСТ18977, ARINC664 
(опционально) 

Масса [кг] 9 

Среднее время наработки на отказ, не 
менее, [ч] 

30000 

Потребляемая мощность [Вт] ~30 

Диапазон рабочих перегрузок [g] 15 

 
На данный момент наиболее популярными датчиками 

угловой скорости, применяемыми по всему миру в постро-
ении высокоточных инерциальных навигационных систем, 
являются волоконно-оптические гироскопы [8, 10], они 
служат основой инерциальной части как в более архаич-
ных моделях (~15кг и более), так и в современных, более 
легких. Следовательно, обсуждаемый здесь образец в 
некоторой степени выделяется из этого тренда.  
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II. УСТРОЙСТВО СИСТЕМЫ 

A. Гироскопы 

Система использует новую версию отечественного 
лазерного гироскопа с плоским контуром на 
виброподставке с цифровым выходом ЛГК180М [5]. Эта 
модификация гироскопа имеет точностные и шумовые 
характеристики, делающие ее пригодной для построения 
высокоточной навигационной системы (вариация 
Аллана для примененных здесь датчиков оказывается 
порядка 0.003-0.006 °/ч при усреднении около 20 минут, 
уровень шума в требуемые 0.01 °/ч оказывается обеспе-
чен за время усреднения в 10 минут, соответствующее 
готовности системы. Немногие имеющиеся недостатки 
этой модели происходят от использования вибро-
подставки: вибрация, очевидно, повышает шум в пока-
заниях расположенных в блоке акселерометров, а также 
возникает угроза резонанса при воздействии внешних 
вибраций на частоте подставки.  

 
Рис. 2. Вариация Аллана для тройки гироскопов в вертикальном по-
ложении 

Нижеприведенный рис. 3 демонстрирует повторяе-
мость показаний гироскопа и аппроксимируемость тем-
пературных изменений. Здесь построены скорректиро-
ванные температурной моделью ошибок (о которой будет 
сказано далее), усредненные на 10 минутах показания 
вертикально направленного гироскопа в 3-х запусках в 
одном и том же положении зафиксированного блока в 
запуске из холодного состояния (величина самопрогрева 
прибора составляет ~10 °C на показанном интервале).  

 
Рис. 3. Повторяемость показаний гироскопов, компенсируемость тем-
пературных изменений в показаниях, усреднение по 10 мин 

ТАБЛИЦА 2 НЕКОТОРЫЕ ПАРАМЕТРЫ ЛГК180М 

Наименование параметра требования 

нестабильность МК, не более 10-5 отн.ед. 

нелинейность МК, не более 5 x 10-6 отн.ед. 

нестабильность нулевого сигнала в запуске <0.005 ᴼ/ч 

нестабильность нулевого сигнала от запуска к 

запуску 
<0.01 ᴼ/ч 

зависимость нулевого сигнала от температуры  <0.003(ᴼ/ч)/ᴼC 

зависимость нулевого сигнала от величины 

внешнего магнитного поля 
<0.003 (ᴼ/ч)/Гс. 

нестабильность оси чувствительности <15 угл.с 

Напряжение питания от сети постоянного тока 24±0.5 В 

Потребляемая мощность <3.5 Вт 

Масса изделия <0.9 кг 

 

B. Акселерометры 

В системе применены отечественные кварцевые ма-
ятниковые акселерометры в совокупности с отлаженной 
версией нового АЦП их сигнала, о котором также будет 
уместнее сказать в этом пункте. Важнейшими из досто-
инств данного аналого-цифрового преобразователя явля-
ются крайне низкий уровень собственного шума (совокуп-
ный уровень шума с различными акселерометрами дости-
гает нескольких µg при времени усреднения в 10-100 с), 
малая восприимчивость к температурным изменениям, 
хорошая аппроксимируемость этой восприимчивости 
полиномом и незначительная ширина гистерезиса (см. 
рис. 5). Вариация Аллана для показаний акселерометра, 
снятых при помощи этого АЦП, представлены на рис. 4, 
в этом эксперименте гироскопы были включены, что со-
ответствует условиям эксплуатации. 

Влияние гироскопов также было изучено следующим 
образом: в процессе работы акселерометров было произ-
ведено несколько коротких включений гироскопов, за-
крепленных на той же инерциальной сборке. Экспери-
мент показал (рис. 6), что работа виброподставки гиро-
скопов не оказывает существенного влияния на показа-
ния акселерометров, сдвига измерений не наблюдается, 
шумовые характеристики остаются в пределах допусти-
мого, хотя и почти на порядок выше таковых при отсут-
ствии вибрации.  

 
Рис. 4. Шумовая характеристика АК (при воздействии ЛГ) 
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Рис. 5. Климатические испытания АЦП акселерометров 

 
Рис. 6. Влияние виброподставки гироскопов на показания акселеро-
метров 

Рис. 7 демонстрирует воспроизводимость показаний 
бокового акселерометра от включения к включению 
(~0,0001 м/с) и величину температурного выхода после 
корректирующей модели: верхняя линия на графике по-
казывает остаточную температурную изменчивость по-
казаний 0.0004 м/с за ~15 градусов. 

 
Рис. 7. Температурный выход и повторяемость показаний акселеро-
метров 

C. Электроника 

Помимо описанного АЦП сигнала акселерометров, 
стоит упоминания вычислительная электроника: был 

приведен к более компактному виду и усовершенствован 
программно-аппаратный модуль, уже длительное время 
успешно используемый и хорошо зарекомендовавший 
себя в навигационной системе БИНС-05Л. 

D. Компоновка 

Система НСИ-2020 представляет собой моноблок. 
Инерциальная часть подвешена на амортизаторы с це-
лью защиты чувствительных элементов системы от 
внешних вибраций. Вибрационные испытания показали, 
что в новом блоке удалось снизить влияние вибраций, в 
том числе и характерных для БЛА вертолетного типа 
(где основным источником вибрации является несущий 
винт), которые на данный момент являются одной из 
перспективных областей применения подобных навига-
ционных систем. В 2020 г. один из предыдущих вариан-
тов системы (НСИ-2010) принял участие в летных испы-
таниях в условиях Крайнего Севера, где подтвердил 
свою работоспособность, прототип НСИ-2020 собран с 
учетом этого опыта.  

Также при разработке конструкции блока было учте-
но влияние size-эффекта – восприимчивости акселеро-
метров к вращению, оцененное при исследовании 
свойств предыдущих прототипов малогабаритных си-
стем. Уравнение компенсирующей модели для size-
эффекта выглядит следующим образом [9]:  

         2,,,,ˆ   eeAew ,         (1) 

где  ew ,ˆ  – искомая проекция вектора кажущегося 
ускорения, e  – единичный вектор, сонаправленный оси 
чувствительности акселерометра,   – вектор угловой 
скорости системы, А – фактическое измерение ускоре-
ния,   – радиус-вектор датчика в приборной системе 
координат.  

Величина ошибки зависит от расположения акселе-
рометра в системе. Для наиболее современных образцов 
БИНС акселерометры зачастую изготавливаются и уста-
навливаются единым блоком, дабы избежать ошибки, 
вызванной эффектом. Для данного прототипа влияние 
size-эффекта также было измерено и оказалось прене-
брежимо мало благодаря удачному расположению дат-
чиков на инерциальной сборке, поэтому здесь компенса-
ционная модель применена не была. 

На рис. 8 показаны результаты борьбы со внешними 
вибрациями. Образец был подвергнуты воздействию 
широкополосной случайной вибрации 10-500 Гц плотно-
стью 0.002 g2/Гц и 500-2000 Гц с плотностью 0.000252 в 
течение ~15 минут. Можно видеть, что в новом прототи-
пе не наблюдается смещения сигнала, вносимого вибра-
цией, шум остается на приемлемом уровне (~0.001 м/с) 
при усреднении на времени готовности системы. Также 
образец был испытан синусоидальным воздействием на 
уровне 0.2 g на частотах 5–300 Гц, при этом возрастание 
шума (без смещения усредненных показаний, до прием-
лемого уровня) имело место в показаниях лишь одного 
бокового акселерометра, гироскопы в составе блока не 
показали чувствительности к этому типу воздействия.   

В целом блок при сравнительно малых габаритах 
имеет свойство универсальности в плане выбора инер-
циальных датчиков, допускает установку разных моде-
лей датчиков в принятом форм-факторе или, в крайнем 
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случае, установку адаптированной под новые датчики 
инерциальной сборки.  

 
Рис. 8. Показания бокового акселерометра НСИ-2020, усреднение  
20 с, сглаживание 10 мин, вибрация ШСВ на уровне 0.0002 g 

E. Математическая модель 

Математическая модель ошибок инерциального бло-
ка представлена следующими уравнениями:  

*
1 A1 12 13 1V ( 1 K ) V 1 GA V 2 GA V 3 a dt ,             
*
2 21 A2 23 2V GA V1 (1 K ) V2 GA V3 a dt,                (2) 
*
3 31 32 A3 3V GA V1 GA V2 (1 K ) V3 a dt,             

где dt – период съема информации в секундах;  
V1, V2, V3 – измеренные приращения скорости (м/с); 

3A2A1A K,K,K   – поправки к масштабным коэффици-

ентам показаний в строительных осях;  

32A31A23A21A13A12A G,G,G,G,G,G   – параметры 

несоосности осей чувствительности датчиков;  

321 a,a,a   – значения дрейфа нуля акселерометров в 

проекциях на строительные оси (м/с2).  

Для гироскопов:  

          
*
1 1 1 2

1 3 1

( 1 K ) 1 G 2

G 3 d t ,

     
   
    
  

 

*
2 2 1 2

2 3 2

G 1 ( 1 K ) 2

G 3 d t ,

     
   
    
  

       (3)  

   
*
3 3 1 3 2

3 3

G 1 G 2

( 1 K ) 3 d t ,

    
    
    

  
 

где 3,2,1   – приращения углов в проекциях на при-
борные оси (рад.);  

321 ,,   – значения дрейфа гироскопов в проек-

циях на приборные оси (рад/с); 

Параметры неортогональностей и поправок к мас-
штабным коэффициентам представлены полиномами 3-й 
степени от температуры датчика каждый, в дрейфах 
также присутствуют параметры градиентов:  

2
1 10 11 1 12 1

3 ,13 1 1

a a a T a TA A

a T a TA adc adc

         

    
  

2
2 20 21 2 22 2

3
23 2 2 ,

A A

A adc adc

a a a T a T

a T a T

         

     
              (4) 

adcadcA

AA

TaTa

TaTaaa





3
3
333

2
332331303




  

для акселерометров и 

* 2
10 11 1 12 1

3
13 1 1 1( ),

X G G

G T G D nom

T T

T T T T

         

       
 

* 2
20 21 2 22 2

3
23 2 2 2( ),

Y G G

G T G D nom

T T

T T T T

         

       
      (5) 

)( 33
3
333

2
33233130

*

nomDGTG

GGZ

TTTT

TT








 

для гироскопов, где 
DT  – температура «внешнего» тер-

модатчика, (°С), 
GT и 

AT  – температуры инерциальных 

датчиков (°C)., nomT  – измеренное номинальное зна-

чение разности температур, adcT  – измеряемая темпера-
тура платы обработки сигналов акселерометров (°С). 

Температуры измеряются встроенными термодатчи-
ками акселерометров, гироскопов, плат и различных то-
чек инерциальной сборки. 

Простота модели обусловлена уже отмеченными 
свойствами системы: слабая чувствительность датчиков 
к магнитному полю (для гироскопов – обусловлено 
плоскостью контура резонатора), малость влияния size-
эффекта, выдача гироскопом уже существенно скоррек-
тированных цифровых данных, что весьма привлека-
тельно с точки зрения построения БИНС. 

III. ПРОЦЕДУРА КАЛИБРОВКИ 

Процедура настройки инерциального блока состоит 
из двух стадий: сначала по прямым измерениям инвари-
антов (скорости вращения Земли и ускорения свободно-
го падения) и поворотам в различных температурных 
условиях рассчитываются параметры первичных ком-
пенсационных моделей, включающих соответствующие 
температурные зависимости. При этом были реализова-
ны различные варианты калибровочной процедуры, как 
с термостабилизацией и длительной выдержкой в опре-
деленных положениях, так и в плавно меняющейся тем-
пературе с более частой сменой положений. Представ-
ленные далее результаты работы системы достигнуты с 
«динамическим» вариантом процедуры. 

Первичная калибровка системы производилась на 
высокоточном двухосном поворотном стенде с климати-
ческой камерой (рис. 9), программа измерений в темпе-
ратурном диапазоне от –30 до +60 градусов потребовала 
24 часа работы калибровочного стенда.  
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Запись показаний блока выполняется непрерывно, с 
чередованием следующих 12 угловых положений, где R0 – 
положение продольной осью X блока вертикально вверх, 
R1-R3 – положения, кратно 90 градусам отличающиеся от 
R0 (положения внутренней оси калибровочного стенда): 

1) стол горизонтален, угол вокруг оси стола R0; 

2) стол горизонтален, угол вокруг оси стола R2; 

3) стол горизонтален, но перевернут на 180 граду-
сов вокруг горизонтальной оси, угол вокруг оси 
стола R1; 

4) стол горизонтален, но перевернут на 180 граду-
сов вокруг горизонтальной оси, угол вокруг оси 
стола R3; 

5) стол повернут на +90 градусов вокруг горизон-
тальной оси, угол вокруг оси стола R0; 

6) стол повернут на +90 градусов вокруг горизон-
тальной оси, угол вокруг оси стола R1; 

7) стол повернут на +90 градусов вокруг горизон-
тальной оси, угол вокруг оси стола R2; 

8) стол повернут на +90 градусов вокруг горизон-
тальной оси, угол вокруг оси стола R3; 

9) стол повернут на -90 градусов вокруг горизон-
тальной оси, угол вокруг оси стола R0; 

10) стол повернут на -90 градусов вокруг горизон-
тальной оси, угол вокруг оси стола R1; 

11) стол повернут на -90 градусов вокруг горизон-
тальной оси, угол вокруг оси стола R2; 

12)  стол повернут на -90 градусов вокруг горизон-
тальной оси, угол вокруг оси стола R3. 

При расчете калибровочных констант показания 
температуры усредняются на каждом цикле измерений. 
С помощью метода наименьших квадратов по получен-
ным наборам данных вычисляются параметры модели. 
Для уточнения параметров производится несколько 
итераций расчета. 

На втором этапе калибровки блока результаты работы 
навигационных алгоритмов с учетом первичной компен-

сации ошибок приме-
няются для коррекции 
этих параметров, та-
ким образом достига-
ется наилучшая точ-
ность автономной 
навигации системы. 
При необходимости 
может производиться 
несколько итераций 
этой процедуры. Этот 
шаг может принести 
существенное улучше-
ние точности навига-
ционных параметров, 
но только при доста-
точном качестве вы-
полнения первого шага. 

Здесь стоит отме-
тить еще раз такие 

положительные качества инерциальной части системы 
как хорошая повторяемость температурных зависимо-
стей датчиков с одной стороны, и хорошая воспроизво-
димость температурного выхода блока в целом, с другой, 
эти качества можно оценить по рис. 3 и 7. 

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ  

Итоговая точность системы зависит от следующих 
факторов: 

 точность инерциальных датчиков и обрабатыва-
ющей электроники (шумовые и точностные ха-
рактеристики, чувствительность к внешним воз-
действиям, невоспроизводимость, нестабильность 
параметров); 

 качество калибровки (компенсация погрешностей 
датчиков и инерциального блока в совокупности, 
точность определения параметров компенсирую-
щей модели, правильный выбор модели); 

 реализация навигационных алгоритмов.  

Под точностью ИНС понимается точность выдавае-
мых ею навигационных параметров: скорости и коорди-
наты. Выяснение полученных точностных характеристик 
настроенной системы производится в ходе стендовых 
испытаний – повороты и развороты закрепленной на 
калибровочном стенде системы, работающей в автоном-
ном режиме при различных температурных условиях, 
испытания с низкой и средней динамикой движения, а 
также и в мобильных испытаниях, состоящих в поездке 
автомобиле длительностью 1-2 часа при интенсивном и 
разнообразном маневрировании.  

 
 
 

Следующие графики на рис. 10–13 показывают ре-
зультаты стендовых испытаний откалиброванной систе-
мы – ошибки измерения северных и восточных компо-
нент местоположения и скорости.  

 
Рис. 10. Ошибка автономного определения восточной составляющей 
скорости в стендовых испытаниях 

Здесь представлены результаты примерно 15 запус-
ков, в большинстве из них система претерпевала не-
сколько поворотов по курсу и длительно находилась в 
покое между ними, в нескольких из этих запусков си-
стема сверх этого в течение суммарно 10-20 мин подвер-
галась более разнообразным и интенсивным передвиже-
ниям (в основном поворотам).  

Рис. 9. Двухосный высокоточный 
поворотный стенд лаборатории 
лазерных навигационных систем 
МФТИ 
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Перед экспериментами блок прогревался в течение 
10-60 мин. Запуски производились на 3 разных испыта-
тельных стендах чтобы удостовериться в успешном от-
делении погрешностей калибровочного стенда от по-
грешностей самого блока.  

 
Рис. 11. Ошибка автономного определения северной составляющей 
скорости в стендовых испытаниях 

 
Рис. 12. Ошибка автономного определения широты в стендовых испы-
таниях 

Как можно заметить, большинство кривых укладыва-
ются в требования к автономной точности инерциальной 
навигационной системы, в графиках практически отсут-
ствует тренд, большинство кривых для проекций скорости 
не имеют переломов в точках разворота, что свидетель-
ствует о качественной компенсации неортогональностей. 

 
Рис. 13. Ошибка автономного определения долготы в стендовых ис-
пытаниях 

Следующие рисунки (14–15) демонстрируют резуль-
таты мобильных испытаний системы. Прибор был уста-
новлен в кузов автомобиля, прогрет, приведен в готов-
ность и провел 2 часа в поездке, при этом примерно час 
поездки приходится на движение по городу с необходи-
мостью в частом маневрировании, еще час – движение за 
пределами города с возможностью развить высокую 
скорость, некоторые участки дороги обеспечивают даже 
избыточную вибрацию, несвойственную для обычных 
полетов, таким образом достигается полнота испытания 
свойств системы. Таким образом, достигнутая ныне ав-
тономная точность системы составила около 2.5 км/ч.  

 
Рис. 14. Ошибка автономного определения координат системы (верх-
няя линия – широта, нижняя – долгота) 

Повышенная (по сравнению со стендовыми испыта-
ниями) ошибка в поездке с может быть связана со слож-
ностью задачи разделения погрешностей блока и кре-
пежа, с недостаточным, на данный момент, вниманием к 
ней, а с также повышенной вибрацией. 

 
Рис. 15. Ошибка автономного определения скорости системы (север-
ная и восточная компоненты) 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В сравнении с предыдущей работой [7] удалось до-
биться улучшения автономной точности в поездке в 4-5 
раз, при этом имеется возможность последующего 
улучшения этого результата без вмешательства непо-
средственно в систему. При этом сохраняется необходи-
мость более качественной отработки температурного 
выхода прибора на режим. 
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Потенциал дальнейшего улучшения точности авто-
номной работы системы видится в применении разрабо-
танного и изготовленного в МФТИ четырехчастотного 
лазерного гироскопа [4] с магнитооптической частотной 
подставкой на эффекте Зеемана, малочувствительного к 
магнитным полям и лишенного подвижных элементов 
(как уже было замечено, конструкция инерциальной ча-
сти системы предполагает возможность установки раз-
личных датчиков при минимуме доработок, однако и 
пересадка имеющихся разработок в новый корпус также 
не составляет сложности). Ведется работа по подбору 
еще более точных и менее чувствительных к внешним 
воздействиям акселерометров. Возможно также суще-
ственное улучшение точности навигации с помощью 
применения нейронных сетей, в частности для решения 
задач по калибровке инерциальной части системы. 
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Аннотация—Предложена структура и принципы по-
строения комплекса бортовых систем одноосного колесно-
го модуля с двухстепенной относительно оси колесной па-
ры управляемой платформой как носителя аппаратуры 
мониторинга. Представлена математическая модель дви-
жения модуля по негоризонтальной подстилающей по-
верхности. Разработаны алгоритмы его бортовых систем – 
системы управления ориентацией платформы, навигаци-
онной системы и системы траекторного управления. Они 
объединены в единый комплекс информационными свя-
зями, реализуемыми на основе использования фактора 
качения колес ОКМ по подстилающей поверхности с уче-
том их возможного проскальзывания относительно нее. 
Представлены результаты экспериментальных исследова-
ний модуля. 

Ключевые слова—колесный модуль, маховики, проскаль-
зывание, навигация, траекторное управление, управление 
ориентацией, информационные связи, математическая 
модель, алгоритмы, эксперимент. 

I. ВВЕДЕНИЕ  
Разработка роботов для автоматизированного мони-

торинга поверхностей объектов окружающей среды, в 
частности приземных объектов аэродромной инфра-
структуры – взлетно-посадочных полос, рулежных до-
рожек (уклонов и дефектов их покрытий, качества раз-
метки), наружных поверхностей воздушных судов на их 
стоянке (состояния и дефектов), рабочей инфраструкту-
ры на поверхности аэродрома (нарушений зон безопас-
ности), является значимой проблемой. Перспективно 
использование в этих устройствах в качестве носителей 
аппаратуры мониторинга (в частности, фотомониторин-
га) одноосных колесных модулей (ОКМ). Они представ-
ляют собой фактически наземные гироскопические ста-
билизаторы с платформой, на которой размещается но-
симая аппаратура. Платформа ОКМ обычно обладает 
верхней маятниковостью, что предопределяет ее соб-

ственную неустойчивость, и опирается на колесную па-
ру. ОКМ обеспечивает как возможность перемещения 
аппаратуры по программной пространственно-
временной траектории, так и управление угловой ориен-
тацией платформы с этой аппаратурой относительно 
плоскости горизонта, а также в азимуте. 

Одним из прототипов ОКМ является транспортное 
средство типа Segway [1], платформа которого, однако, 
имеет только одну степень свободы относительно оси 
колесной пары и лишь грубо стабилизируется в плоско-
сти горизонта за счет направленного формирования ли-
нейных ускорений ОКМ и соответствующих моментов 
сил инерции, приложенных к платформе. При этом от-
сутствует возможность управления угловой ориентацией 
платформы относительно плоскости горизонта. В рабо-
тах [2, 3] для решения этой задачи предложен способ, 
реализуемый в традиционных силовых гироскопических 
стабилизаторах с использованием для стабилизации гра-
витирующих масс в качестве силовых исполнительных 
элементов. Вместе с тем, как показывает анализ, с точки 
зрения минимизации энергетических затрат на борту 
автономного ОКМ для управления угловой ориентацией 
его платформы целесообразно использовать маховично-
гравитационный способ. Вопросы управления с помо-
щью маховиков угловыми движениями объектов с верх-
ней маятниковостью, а также платформами традицион-
ных гироскопических стабилизаторов рассмотрены со-
ответственно в работах [4, 5, 6]. Применительно к ОКМ 
схема с маховичной компенсацией моментов сил инер-
ции, действующих на платформу, обладающую одной 
степенью свободы относительно оси колесной пары, 
рассмотрена в работе [7]. В тоже время применительно к 
эффективному решению задач мониторинга обеспечение 
необходимых функциональных возможностей ОКМ до-
стигается приданием его платформе второй степени сво-
боды относительно оси колесной пары [8, 9]. Еще одна 
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Рис. 1. Схема построения ОКМ 

дополнительная степень свободы платформы ОКМ от-
носительно земной подстилающей поверхности вокруг 
вертикальной оси обеспечивается качением по этой по-
верхности собственно колесной пары. Целью настоящей 
работы является изложение принципов построения ОКМ 
с двухстепенной платформой, снабженного комплексом 
бортовых систем – системой управления ориентацией 
платформы (СУОП), навигационной системой (НС) и 
системой траекторного управления (СТУ) его движени-
ем по негоризонтальной подстилающей поверхности с 
учетом возможного проскальзывания колес относитель-
но нее.  

II. СХЕМА ПОСТРОЕНИЯ ОКМ  
Схема построения ОКМ представлена на рис. 1. Рама 

с платформой установлена на оси колесной пары г рo y , 
составленной из двух мотор-колес ( гo  – центр оси ко-
лёсной пары); платформа обладает двумя вращательны-
ми степенями свободы относительно этой оси – вместе с 
рамой вокруг оси г рo y  и вокруг оси г гo x  рамы. Будем 
полагать, что ОКМ может перемещаться по характерной 
для аэродромных покрытий поверхности с простран-
ственным периодом неровностей порядка 100 м и с 
уклонами до 15°. При этом перемещение ОКМ со скоро-
стями порядка 0,5 м/с на достаточно длительных интер-
валах времени можно интерпретировать как движение 
по плоскости, обладающей малыми уклонами. Управля-
емая платформа в процессе мониторинга может откло-
няться от плоскости горизонта на малые углы (до 10°). 
На рис. 1. представлены следующие системы координат 
(СК): OXYZ  – стартовая СК (OX , OY  лежат в плоско-
сти горизонта); г г г гo x y z  – сопровождающая СК (ее оси 
параллельны осям  OXYZ ); г т т тo x y z  – траекторная го-
ризонтальная СК; г с с сo x y z  – скоростная СК; г p p po x y z  – 

СК рамы; г п п пo x y z  – СК платформы (центр масс плат-
формы цo  смещен относительно гo  на величину цl ). На 
рис. 1 обозначены также: V  и гV  – скорость перемеще-
ния ОКМ по подстилающей поверхности и ее проекция 
на плоскость горизонта; г  – угол разворота ОКМ по 
курсу в плоскости горизонта соответственно; г  и г  – 
углы отклонения платформы от плоскости горизонта 

вокруг осей г тo y  и г тo x ;   и   – углы отклонения 
платформы от подстилающей поверхности вокруг осей 

г po y  и г пo x ; у  и у  – продольный и поперечный 

уклоны подстилающей поверхности;   и г  – угловые 
скорости курсового разворота ОКМ в плоскости подсти-
лающей поверхности и в плоскости горизонта; 1 2,    – 
угловые скорости вращения первого и второго мотор-
колес (МК1 и МК2); 1 2 3, ,      – угловые скорости вра-
щения маховиков 1, 2, 3 (М1, М2, М3). 

М1, М2 установлены соответственно на раме и на 
платформе для управления угловой ориентацией плат-
формы с закрепленной на ней фотокамерой относитель-
но плоскости горизонта по углам г  и г . Это управле-
ние осуществляется реактивными моментами двигателей 
вращения маховиков (ДВМ) ДВМ1 и ДВМ2, а также 
гравитационными моментами маховиков, развиваемыми 
при их перемещениях р1, р2 соответствующими двигате-
лями линейных перемещений (ДЛМ) ДЛМ1 и ДЛМ2 
вдоль осей г пo x  и г пo y . Эти перемещения обеспечивают 
замещение реактивных моментов ДВМ гравитационны-
ми моментами маховиков. Компенсационный маховик 
М3 предназначен для компенсации своими гироскопиче-
ским и реактивным моментами возмущающих моментов 
сил инерции, приложенных в центре масс платформы 

цo  при ускоренных движениях ОКМ. Управление ДВМ 
и ДЛМ осуществляется контроллерами этих двигателей. 
Инерциальный измерительный блок (ИИБ) и приемник 
глобальной навигационной спутниковой системы 
(ГНСС) являются источниками информации об угловых 
скоростях и углах разворота платформы (ИИБ), а также о 
координатах и скоростях центра гo  ОКМ (ГНСС). Ис-
точником информации об угловых скоростях 1 2,    яв-
ляются энкодеры мотор-колес. Расположенные по трем 
углам платформы три лазерных высотомера ЛВ (ЛВ1, 
ЛВ2, ЛВ3) измеряют высоты до подстилающей поверх-
ности. Это позволяет определять углы   и   по разно-
сти показаний соответственно ЛВ1, ЛВ2 и ЛВ2, ЛВ3, 
отнесенных к расстояниям между ними вдоль осей г пo x  
и г пo y  соответственно. В вычислителе, установленном 
на платформе, реализуются алгоритмы определения 
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навигационных параметров и параметров ориентации 
ОКМ, а также вырабатываются команды на контроллеры 
управления ДВМ, ДЛМ и двигателями мотор-колес 
ДМК (ДМК1, ДМК2). 

III. ФУНКЦИОНАЛЬНАЯ СХЕМА КОМПЛЕКСА БОРТОВЫХ 
СИСТЕМ ОКМ 

На рис. 2 представлена структура комплекса инфор-
мационно взаимосвязанных бортовых систем ОКМ – 
СУОП, НС, СТУ.  

 
Рис. 2. Структура комплекса бортовых систем ОКМ. БФСУО – блок 
формирования сигналов управления ориентацией платформы, БФПТ – 
блок формирования программной траектории. ЛП – подсистема 
локомоционного управления СТУ, ТП – подсистема траекторного 
управления СТУ 

На рис. 2 двойными линиями обозначены информа-
ционные связи между системами. Связь между НС и 
СУОП осуществляется по скорректированному сигналу 
скорости кV , определяемой в НС одометрической под-
системой, корректируемой по сигналам ГНСС (индекс к 
обозначает скорректированное значение параметра). 
Связи между СУОП и НС реализуются по сигналам   и 
  от ЛВ1, ЛВ2, ЛВ3, по сигналам кажущихся ускоре-
ний xw  и yw  от горизонтальных акселерометров ИИБ с 
ориентированными по осям г пo x  и г пo y  осями чувстви-

тельности, а также по сигналам дус  от датчика угловой 
скорости (ДУС) платформы вокруг оси г пo z , установ-
ленного в ИИБ. Связь между НС и СТУ осуществляется 
по сигналам о скорректированных скоростях гк гк,V   
(индекс г обозначает осуществление линейных и угло-
вых перемещений ОКМ с этими скоростями в плоскости 

горизонта), а также по сигналам о курсовом угле гк  и 

координатах к к к, ,х y z  центра го в СК OXYZ . 

На рис. 2 обозначены также моменты 
двм двм двм
1 2 3, ,M M M  и длм длм

1 2,M M , за счет которых через 
маховики осуществляется соответственно реактивное и 
гравитационное управление угловой ориентацией плат-
формы ОКМ. Здесь же указаны моменты дмк дмк

1 2,M M , 
развиваемые соответствующими двигателями мотор-
колес и осуществляющие траекторное управление ОКМ. 

IV. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ОКМ 
Используя результаты полученные в [9], учитывая, 

что уклоны у , у  подстилающей поверхности и от-
клонения платформы г , г  относительно плоскости 
горизонта малы, опуская величины второго порядка ма-
лости и старше, математическую модель ОКМ при отсут-
ствии проскальзывания колес относительно подстилаю-
щей поверхности  можно представить в следующем виде: 

 

 
 

р п 2 п 2 м 2
1

ц г

м м
2 1
двм двм дмк
1 3 1

дмк р
2

cos sin
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y y z

п
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J J J m p
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J m gp
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   

  

  

    

 





   (1) 

 

 п м 2 п 2
2 ц

м м
г 3 2

двм п
2

( cos cos

) cos cos

;

x

xв

J m p m l V

g J m gp

M M

   

    

  

   

  

 

   (2) 

  м длм 1
1 г 1cos ;m p V g M n       (3) 

  м длм 1
2 г 2cos ;m p V g M n        (4) 
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3 3

; ;

;

J M J M

J M

 



 



 


  (5) 

 

к
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у 1

мтр мтрдмк
2 1 2

2

;
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r

M M M


 

     
 

  


  (6) 

 

3к
м

3

2

мтр мтрдмк дмк
1 2 1 2

cos cos
2 cos sin

cos cos

;

z
J b r rJ J
r b b

M M M M

   
   

   

 
   

        
  
 

    


 

    (7) 

 г у г у; ,a a          (8) 

где р
yJ  и п п п, ,x y zJ J J  – моменты инерции рамы и плат-

формы вокруг соответствующих осей; кJ  – момент 
инерции колеса вокруг его оси вращения; м м,m J  – мас-
са и момент инерции маховика вокруг его оси собствен-
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ного вращения; m  и zJ  – суммарная масса ОКМ и его 
момент инерции вокруг оси г сo z ; r  – радиус колеса; 
2b  – колея колесной пары; n  – передаточное отношение 
ДЛМ; мтр мтр

1 2,M M  – моменты сил трения колес о под-

стилающую поверхность; р п
в в,y xM M  – возмущающие 

моменты вокруг соответствующих осей рамы и плат-
формы. 

V. АЛГОРИТМЫ СУОП, НС, СТУ 

A. Алгоритмы СУОП  
В СУОП решается задача формирования моментов 

двм двм двм
1 2 3, ,M M M , а также длм длм

1 2,M M . 

С целью компенсации в (1) момента сил инерции 
п

ц cos cosm l V    реактивным моментом двм
3 cosM   

его следует формировать на основе соотношения 

 двм п
ц3 cos .M m l V      (9) 

Используя (9) с учетом (5), получим потребную для 
компенсации величину 3 : 

 
п

3 цм cos .m l V
J

     (10) 

Выполнение (10) обеспечивает также компенсацию в 
(2) момента п 2

ц cos cosm l V     центробежных сил 
инерции платформы гироскопическим моментом 

м
3 cos cosJ      , развиваемым М3. 

При реализации (9) используется получаемое на вы-
ходе НС значение скорости V , равное кV  (рис. 2). 

Моменты двм двм
1 2,M M , формируемые в контурах, 

содержащих вычислитель СУОП, контролер двигателей 
маховиков, ДВМ1 или ДВМ2 (рис. 2), фактически явля-
ются выходами эквивалентных ПИД-регуляторов, на 
входах которых соответствующие разности заданных  
( гзад гзад,  ) и текущих ( г г,  ) отклонений платформы 
от плоскости горизонта. При этом углы г г,   опреде-
ляются на основе сигналов ,x yw w  (рис. 2): 

    г к г к
1 1cos ; cos .x уw V V w
g g

          (11) 

Моменты длм длм
1 2,M M , формируемые в контурах, со-

держащих вычислитель СУОП, контроллер двигателей 
маховиков, ДЛМ1 или ДЛМ2 (рис. 2), фактически также 
являются выходами эквивалентных ПИД-регуляторов, на 
входы которых поступают, в частности, соответствующие 
угловые скорости 1  и 2  [10]. Эти моменты порождают 
перемещения 1 2,p p  и, соответственно, гравитационные 
моменты маховиков с целью ограничения 1 2,   . 

B. Алгоритмы НС 
НС осуществляет определение скорректированных с 

учётом проскальзывания колес ОКМ относительно под-
стилающей поверхности его координат к к к, ,x y z  центра 

го  оси колесной пары ОКМ в стартовой СК OXYZ , кур-
сового угла гк , а также скоростей гкV  и гк . Основой 
навигационного решения является использование ин-
формации от одометрической подсистемы, которая об-
ладает полной автономностью и высокой частотой изме-
рений. При наличии проскальзывания, однако, возника-
ют ошибки в измерении линейной и угловой скоростей 
ОКМ. В этой связи измерения одометрической подси-
стемы корректируются по измерениям ГНСС и по изме-
рениям дус  ДУС разворотов ОКМ вокруг оси г пo z . 

По измерениям энкодеров в одометрической подси-
стеме скорости ,od odV   при перемещении ОКМ по под-
стилающей поверхности без проскальзывания можно 
определить на основе соотношений: 

 

1 1 2 2

2 2 1 1

;
4

,
4

од

od

l lV

l l
b

 


 










 

 
 (12) 

где 1 2,l l  – длины окружностей первого и второго колес 
ОКМ; индекс od обозначает принадлежность к измере-
ниям одометрической подсистемы. 

Ошибки измерений (12) при наличии проскальзыва-
ния колес ОКМ для построения алгоритма НС можно 
интерпретировать как результат эквивалентного прояв-
ления ошибок 1 2,l l   определения расчетных длин 
окружностей колес. Тогда ошибки ,od odV   измерений 
скоростей принимают вид: 

 

1 1 2 2

2 2 1 1

;
4

.
4

од

od

l lV

l l
b

   



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








 

 
  (13) 

Оценка ошибок измерений одометрической подсисте-
мы осуществляется в фильтре Калмана. Уравнение систе-
мы ошибок измерений и уравнение измерений таковы: 

 ;
,

  
  

X F X Q
Z H X v


  (14) 

где X  – вектор состояния системы ошибок измерений; 
F  – матрица динамики этой системы; Z  – вектор изме-
рений; H  – матрица измерений; ,Q ν  – векторы белых 
шумов с нулевыми математическими ожиданиями. 

В решаемой задаче вектор состояния X примем в виде 

 г 1 2 дус
T

x y z l l         X ,  (15) 
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где , ,x y z    и г  – ошибки измерений одометриче-
ской подсистемой соответствующих координат и угла 
курса; дус  – ошибка вычисления сдвига нуля ДУС. 

Будем отыскивать компоненты матрицы F  примени-
тельно к оценке фильтром ошибок на интервале t  
между двумя последовательными измерениями ДУС и 
одометрической подсистемы. Для значений определяе-
мых координат , ,m m mx y z  и угла курса гm  на m-ом 
шаге имеют место соотношения: 

 

( 1)к г г

( 1)к г г

( 1)к у

г г( 1)к г

cos ;

sin ;

sin ;

,

m m od m

m m od m

m m od

m m odm

x x V t

y y V t

z z V t

t







  









  

  

  

  

 (16) 

где ( 1)к ( 1)к ( 1)к, ,m m mx y z    и г( 1)кm   – значения скор-
ректированных координат и курсового угла ОКМ на 
(m-1)-м шаге; г уcosod odV V   – проекция odV  на 

плоскость горизонта; г у уcos cosod od      – проек-

ция od  на вертикальную ось г гo z ; у г    . 

Ошибки , ,x y z    и г  определения координат и 
угла курса ОКМ, имеющие место при наличии проскаль-
зывания и получаемые на основе варьирования (14), 
имеют вид: 
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у г г г
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г у у
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cos sin cos ;

sin ;
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od od
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 (17) 

Проекция курсовой угловой скорости гod  на нор-
маль к плоскости платформы имеет вид: 

 п cos cos .od od       (18) 

Приближённо сдвиг нуля курсового гироскопа дус  
можно определить так: 

 дус дус п .od       (19) 

Тогда ошибка определения сдвига нуля дус , по-
рождаемая проскальзыванием, принимает вид: 

  2 2 1 1
дус cos cos .

4
l l

b
   
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


 
 

  (20) 

Соотношения (17), (20) определяют матрицу F  ди-
намики системы ошибок измерений: 
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F   (21) 

где элементы матрицы F : 
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1 2
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Вектор измерений Z  будем формировать следующим 
образом: 
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  (22) 

где , ,s s sx y z  и , ,s s sx y z    – соответственно координаты и 
проекции скорости центра го  ОКМ на оси стартовой 

СК OXYZ , определяемые приемником ГНСС; дусс  – 

осредненные на интервале t  измерения ДУС; дуск  – 
скорректированное значение сдвига нуля ДУС. 

Полагая, что вклад ошибок измерений ГНСС в ре-
шение навигационной задачи существенно менее зна-
чим, чем вклад ошибок измерений одометрической под-
системой, порождаемых фактором проскальзывания 
колес ОКМ, измерения ГНСС можно представить в сле-
дующем виде: 

 г г г г
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; ; ;

cos ; sin ;

cos ,

s x s y s z

s od x s od y s

od z

x x y y z z

x V y V z
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     (23) 

где , ,x y z    и , ,x y z      – белые шумы измерений 
ГНСС координат и скоростей ОКМ. 
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Для компонент вектора измерений Z  имеем: 
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На основе (24) получим матрицу измерений H  в 
следующем виде: 

 44 45 46

54 55 56

65 66

1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0

,0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1

h h h
h h h

h h

 
 
 
 
   
 
 
 
  

H  (25) 

где элементы матрицы H : 
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Получаемые в фильтре Калмана оптимальные оцен-
ки ˆ ˆ ˆ, ,x y z   , г̂ , 1 2

ˆ ˆ,l l   используются для коррекции 
навигационных параметров ОКМ: 
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 (26) 

где 1к 1 1 2к 2 2
ˆ ˆ,l l l l l l     . 

Оценка дусˆ  используется для вычисления сдвига 
нуля ДУС: 

 дуск дус дусˆ .      (27) 

C. Алгоритмы СТУ 
СТУ осуществляет выведение и поддержание центра 

гo  оси колесной пары ОКМ на программной простран-
ственно-временной траектории, задаваемой БФПТ коор-
динатными функциями п п( ), ( )x t y t  в СК OXYZ . С этой 
целью в СТУ решается задача формирования потребных 
моментов дмк дмк

1 2,M M . Они являются выходами конту-
ров локомоционной подсистемы СТУ, содержащей кон-
троллер двигателей колес и ДМК (ДМК1, ДМК2), кото-
рые реализуют ПИД-регуляторы, на входы которых по-
ступают разности управляющих и скорректированных 
линейных скоростей  гу гкV V  и угловых скоростей 

 гу гк    ОКМ. В свою очередь, используя подход 

изложенный в [10,11], скорости гуV  и гу  будем форми-
ровать в траекторной подсистеме СТУ на основе соот-
ношений: 
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где  1/22 2
п п пV x y    ;     12 2

п п п п п п пy x x y x y


         ; 

1 2 3, ,e e e  – компоненты вектора e , определяющего соот-
ветственно тангенциальную, нормальную и угловую 
ошибки траекторного управления: 
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Выбор знака пV  зависит от направления перемеще-
ния ОКМ. Коэффициенты 1 2 3, ,k k k  в (28) в соответствии 
с рекомендациями для колесных машин [12,13] будем 
выбирать так: 

  1/22 2
1 3 п п 2 п2 ;k k V k V         (30) 

где 0 1  , 0  , 0   – свободные параметры. 

VI. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ ОКМ 
Разработанный ОКМ содержит в качестве измерите-

лей: ИИБ Analog Devices ADIS16480 с микромеханиче-
скими акселерометрами и гироскопами; три лазерных 
высотомера Garmin LIDAR-Lite v4; энкодеры мотор-
колёс; двухчастотный приемник ГНСС Ublox M9P с 
поддержкой созвездий GPS, GLONASS и Baidu. Силовая 
исполнительная система управления ориентацией вклю-
чает три идентичных маховика с исполнительными дви-
гателями ДВМ и ДЛМ постоянного тока. Центральным 
вычислителем ОКМ является одноплатный компьютер 
Nvidia Jenson Xavier NX. Для формирования управлений 
ДМК используются контроллеры Flipsky 4.12; для фор-
мирования управлений ДВМ и ДЛМ используются кон-
троллеры DC Motor Driver 2x15A Lite. 

В процессе численных экспериментов с СУОП, в ко-
торой используется маховично-гравитационный способ 
управления платформой, была подтверждена его эффек-
тивность в общем случае при перемещениях ОКМ по 
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программным траекториям на негоризонтальной подсти-
лающей поверхности [8, 9]. Для оценки эффективности 
предложенных принципов формирования НС и СТУ 
проведены экспериментальные исследования этих си-
стем ОКМ в условиях его перемещений по программным 
пространственно-временным траекториям на аэродром-
ной подстилающей поверхности. Характерные результа-
ты этих исследований представлены на рис. 3, 4.  

 
Рис. 3. Траектории ОКМ, полученные: a) – по результатам измерений 
ГНСС; b) – по результатам скорректированных измерений одометри-
ческой подсистемы 

 
Рис. 4. Расчетные длины окружностей колес, используемые в алгоритмах 
НС 

Характерная программная Г-образная траектория 
имеет общую протяженность 15 м. В каждом экспери-
менте осуществлялось порядка 200 проездов ОКМ по 
этой траектории. Время одного проезда составляет 11 
секунд. Непосредственные измерения на аэродромном 
покрытии показали, что отклонения реализуемых траек-
торий от программной не превышают 0.3 м. График на 
рис. 3, а отображает траектории ОКМ, построенные по 
результатам измерений только ГНСС. Максимальная 
величина разброса результатов измерений координат 

,x y  в этом случае составляет 0.9 м. На рис. 3, b пред-
ставлены траектории, построенные по результатам изме-
рений одометрической системы, скорректированным на 
основе измерений ГНСС и курсового ДУС. В этом слу-
чае разброс результатов измерений по координатам ,x y  
существенно меньше, чем в предыдущем варианте, и 
составляет 0.6 м. На рис. 4 представлены характерные 
экспериментальные результаты определения получен-
ных по информации от фильтра Калмана в НС оценок 
эквивалентных расчетных длин окружностей колес 
ОКМ, используемых в алгоритме НС. Эти длины в про-
цессе перемещений ОКМ уменьшаются от 0.628 м. 
(предварительно измеренная длина окружностей каждо-
го из колес) до 0.608 м. на первом колесе и до 0.605 м. на 
втором. Уменьшения длин определяются тем, что вслед-

ствие проскальзывания колес ОКМ перемещается на 
меньшие расстояния за каждый их оборот, чем в случае, 
если проскальзывание отсутствует. Следует отметить 
также, что оценки эквивалентных расчетных длин 
окружностей различны для первого и второго колес. Это 
связано с наличием разворотов ОКМ в процессе его пе-
ремещений, поскольку при разворотах колеса вращаются 
с разной скоростью, а следовательно, прокатывают раз-
ные расстояния по подстилающей поверхности. Полу-
ченный результат экспериментально подтверждает адек-
ватность принятого в работе принципа учета фактора 
проскальзывания колес ОКМ путем эквивалентной кор-
ректировки расчетных длин окружностей колес в алго-
ритмах НС. 

VII. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Применительно к разработке роботов как наземных 

колёсных носителей аппаратуры мониторинга окружа-
ющей среды предложен вариант построения одноосного 
колёсного модуля с платформой, имеющей две угловые 
степени свободы относительно оси колесной пары. Та-
кой ОКМ, учитывая вращательную степень свободы ко-
лёсной пары относительно подстилающей поверхности, 
представляет собой фактически трехосный гироскопиче-
ский стабилизатор с управляемой платформой, способ-
ный перемещаться по программным траекториям на этой 
поверхности. Особенностью управления угловой ориен-
тацией платформы является использование для этих це-
лей маховично-гравитационного способа реализации 
управляющих платформой моментов. Разработаны 
принципы построения бортовых систем ОКМ – СУОП, 
НС, СТУ. Эти системы объединены в единый комплекс 
информационными связями, реализуемыми на основе 
использования фактора качения колес ОКМ по подсти-
лающей поверхности с учетом их возможного проскаль-
зывания относительно нее. Особенностью СУОП являет-
ся использование в ней для компенсации моментов сил 
инерции, приложенных к платформе с верхней маятни-
ковостью при ускоренных движениях ОКМ, моментов, 
развиваемых дополнительным компенсационным махо-
виком. В алгоритмах НС, осуществляющей одометриче-
ское определение навигационных параметров с коррек-
цией их по информации от ГНСС и от курсового ДУС, 
предложена процедура корректировки расчетных длин 
окружностей колес ОКМ, адекватно обеспечивающая 
учёт их проскальзывания. СТУ реализуется на основе 
комплекса ТП и ЛП с учетом величин уклонов подсти-
лающей поверхности. Результаты экспериментальных и 
численных исследований в целом подтвердили эффек-
тивность предложенных структуры и принципов постро-
ения взаимосвязанных бортовых систем одноосного ко-
лёсного модуля с управляемой платформой. 
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Аннотация—В работе исследуются ошибки бесплат-
форменной инерциальной навигационной системы на 
наземном транспортном средстве при интеграции с актив-
ной стереокамерой. Навигационный алгоритм основыва-
ется на линеаризованном фильтре Калмана состояния 
ошибки, в котором система счисления пути комплексиру-
ется с навигационными данными распознанных дорожных 
знаков. Распознавание дорожных знаков осуществляется 
на основе сверточной нейронной сети. Алгоритм апроби-
рован на натурных данных. 

Ключевые слова—сверточные нейронные сети, облако то-
чек, линеаризованный фильтр Калмана состояния ошибки. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Бесплатформенная инерциальная навигационная си-

стема (БИНС) – основной навигационный датчик в си-
стемах счисления пути (ССП), которые широко исполь-
зуются в автономной навигации наземных транспортных 
средствах.  

Главный ее недостаток – ошибки определения коор-
динат и курсового угла, нарастающие в зависимости от 
пройденного расстояния.  

Снижение ошибки может обеспечиваться за счет: (1) 
интегрирования в навигационную систему методов аб-
солютной (глобальной) локализации с использованием 
дополнительных измерений; (2) коррекции ошибок ме-
стоположения и ориентации с применением параметри-
ческих методов фильтрации [1]. 

II. ПОДХОДЫ 
Оцениванием погрешности БИНС для коррекции ав-

тономной системы навигации занимается большое коли-
чество научных школ с использованием теории оценива-
ния линейных динамических систем. Главное отличие – 
в алгоритмах интеграции навигационных датчиков. 

Наиболее распространенный подход: оценивание по-
грешности БИНС в алгоритмах комплексирования одо-
метра, БИНС и спутниковой навигационной системы [2]. 
Данный метод интеграции имеет ограничение в авто-
номности в периоды недоступности или недостоверно-
сти спутникового сигнала. 

Интегрирование навигационной информации с ис-
пользованием дополнительной информации из цифровой 
карты дорог (ЦКД) позволяет оценивать погрешности 
БИНС без использования спутниковой навигации [3].  
В данном подходе точность оценки зависит от информа-

тивности, точности ЦКД и согласованности положения 
объекта по отношению к ориентирам на карте или ассо-
циации данных [4]. 

Для решения задачи ассоциации данных требуется 
интеграция БИНС, одометра и ЦКД с дополнительными 
датчиками: датчиком высоты, лазерным дальномером 
или техническим зрением [5]. 

Идея предлагаемого подхода – интеграция активной 
стереокамеры с одометром, БИНС и ЦКД для оценки 
погрешности БИНС по результатам распознавания ори-
ентиров. Для оптимальной оценки используется парамет-
рический метод фильтрации: косвенный (Indirect) фильтр 
Калмана или линеаризованный (расширенный) фильтр 
Калмана состояния ошибки (ES-EKF) с включением в 
кинематическую модель движения измерения БИНС [6]. 

III. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
На борту транспортного средства в точке центра масс 

расположена БИНС, с которой связана система координат 
IF ; активная стереокамера, у которой оптический канал 

цветного изображения связан с системой координат CF1 , а 
оптический канал глубины – с CF2 . Также объект навига-
ции оборудован колесным одометром, который связан с 
системой координат EF , как представлено на рис. 1. 

Для навигационной аппаратуры путем калибровки 
получены внутренние и внешние (матрицы взаимного 
перехода) параметры. Временная синхронизация датчи-
ков не учитывается. 

Транспортное средство движется со скоростью   и 
курсом   в трехмерной плоскости в навигационной 
(глобальной) системе координат NNN ZYX . Система 
координат транспортного средства (бортовая система 
координат) LLL ZYX  совмещена с навигационной си-
стемой координат в точке начальной выставки.  

 
Рис. 1. Используемые системы координат 
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Колесный одометр с БИНС образуют систему счис-
ления пути (ССП), которая измеряет навигационную 
информацию в навигационной системе координат с ча-
стотой вращения колеса. ЦКД задана дорожными знакам 
с координатами HYX ,, .  

У активной стереокамеры оба оптических канала 
COZ1  и COZ2

 параллельны продольной оси транспортного 
средства. Оптический сенсор производит измерения в 
системах координат CF1  и CF2 . Используя информацию 
карты объектов, камера по каналу цвета распознает ори-
ентиры, а по каналу глубины формирует по контуру рас-
познанного дорожного знака навигационную информа-
цию в виде облако точек, которое является многомерным 
оптическим геофизическим полем. По нему измеряется 
местоположение транспортного средства в навигацион-
ной системе координат с частотой встречаемости объек-
тов на карте. 

Требуется: (1) разработать алгоритм оценивания по-
грешностей БИНС на основе распознавания ориентиров; 
(2) оценить точность алгоритма по отношению к расчет-
ной опорной траектории. 

IV. РЕШЕНИЕ 
Алгоритм линеаризованной фильтрации погрешно-

сти БИНС на основе распознавания ориентиров включа-
ет в себя: (1) кинематическую модель движения; (2) мо-
дели измерения для камеры и ССП; (3) вектор состояния 
ошибок и ее динамическую модель; (4) алгоритм изме-
рения местоположения транспортного средства по рас-
познанным дорожным знакам. 

Функциональная схема предлагаемого решения изоб-
ражена на рис. 2. 

 
Рис. 2.  Функциональная схема алгоритма оптимальной оценки 
погрешности БИНС 

A. Линеаризованный фильтр Калмана состояния 
ошибки (ES-EKF) 
Для нелинейных систем уравнение движения и урав-

нение наблюдения линеаризуется с помощью ряда Тей-
лора первого порядка в следующий вид: 
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Перенос членов (1) приводит к следующему типу: 
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где tt xx  ,1  – состояние ошибки на предыдущем и по-
следующем такте времени. 

Из (2) динамика ошибки определяется как 

 1111   ttttt wLxFx   

где ),0(~ kt QNw  – ошибки модели и управления. 

Из уравнения (3) следует, что преобразованное урав-
нение движения позволяет оценивать состояние ошибки 
и использовать его как коррекцию к номинальному со-
стоянию, прогнозируемому моделью движения.  

Алгоритм линеаризованного фильтра Калмана состо-
яния ошибки представлен на рис. 3. 

Высокочастотные данные с БИНС через вектор 
управления tu  интегрированы в номинальное состояние 

tx , которое не учитывает ошибку tw  и недостатки мо-
дели. Ошибки будут накапливаться, собираться в состо-
янии ошибки x  и оцениваться фильтром Калмана, 
включающегося все шумы и возмущения. 

 
Рис. 3. Алгоритм линеаризованного фильтра Калмана состояния 
ошибки 

Состояние ошибки включает в себя значения слабого 
по амплитуде сигнала. Поэтому его динамика эволюции 
корректно определяется линейной динамической системой 
с ее динамическими матрицами, матрицами управления и 
измерениями, вычисленными из значений номинального 
состояния. Параллельно с интегрированием номинального 
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состояния косвенный фильтр Калмана предсказывает гаус-
сову оценку состояния ошибки – шаг 2 (рис. 3).  

На шаге 3 выполняется коррекция фильтра при по-
ступлении измерительной информации, отличной от 
БИНС. Это обновление обеспечивает апостериорную 
гауссову оценку состояния ошибки. После чего среднее 
значение состояния ошибки вводится в номинальное со-
стояние и обнуляется. Матрица ковариаций состояния 
ошибки обновляется, чтобы отразить этот сброс. Эти ша-
ги повторяются в цикле до тех пор, пока работает система. 

Из-за того что состояние ошибки невелико по срав-
нению с номинальным значением, ошибка линеаризация 
будет незначительной. Динамика изменения ошибки 
БИНС будет медленной, что позволяет с более низкой 
скоростью корректировать состояние системы. 

B. Модель движения 
Для оценки вектора состояния 10Rxt   кинематиче-

ская модель движения задается уравнениями равноуско-
ренного движения по динамике местоположения tp  и 

скорости t  по трем осям, а также ориентации в четы-

рехмерном векторе – кватернионе 
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представлено в следующей системе уравнений: 
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Входными параметрами модели движения являются 
получаемые из БИНС по трем осям навигационные дан-
ные – ускорение ta  и угловая скорость t . 

C. Модели измерения 
1) Модель измерения ССП 
Модель измерения системы счисления пути описыва-

ется следующей системой уравнений: 
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где 000 ,, ZYX  – параметры начальной выставки в навига-
ционной СК, iS  – приращения пути за каждый такт 

колесного одометра,   – изменение курса,   – угол 
тангажа. 

Вставим его в уравнение наблюдения и получаем 
следующую модель измерения ССП: 
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где tH  – матрица Якоби, ),0(~ DRt RNv  – ошибка из-
мерения ССП.   

2) Модель измерения активной стереокамеры 
Она предполагает, что канал глубины камеры изме-

ряет дальность D  на оптический знак относительно 
локальной системы координат автомобиля. Кроме того, 
цветной канал обнаруживает визуальные элементы с 
отличительными признаками, по которым определяется 
сигнатура ориентира ЦКД. Каждый объект в карте имеет 
идентификатор m и координаты местоположения 

zyx mmm ,,  в навигационной системе.  

Измеренная дальность D  для случая, когда 
обнаруженные камерой отличительные признаки в 
момент времени t соответствует ориентиру m  на ЦКД, 
связаны с локальными координатами следующей систе-
мой уравнений: 
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где yxyx ffcc ,,,  – калибровочные данные смещения 
оптической оси и фокуса камеры глубины.  

Измерения из локальной в навигационную СК преоб-
разуются через матрицу перехода T : 













































11

N

L

L

N

N

N

Z
Y
X

T
Z
Y
X

 

где матрица 
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в которой  ,,  – углы ориентации по курсу, тангажу и 
крену; ttt ZYX ,,  – параметры переноса от камеры в 
центр масс. 
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Уравнение наблюдения для стереокамеры выводится 
аналогично (6) с ошибкой измерения стереокамеры 

),0(~ Ct RNv . 

D. Состояние ошибки БИНС  

Оно задано вектором 9R
p
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t
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


 , где t  – 

ошибки по крену, тангажу и рысканию. Его динамика 
описывается (3), в котором ),0(~ kt QNw  – ошибки из-
мерения акселерометров и датчика угловых скоростей 
БИНС. 

E. Алгоритм измерения местоположения 
транспортного средства по распознанным 
дорожным знакам 

 
Алгоритм представлен на рис.4. Входными данными 

для него являются цветное изображение ),( pp yxI  с 
канала RGB и информация D  с канала глубины.    

 
Рис. 4. Алгоритм измерения местоположения транспортного средства 

по распознанным дорожным знакам. 

Ориентирами на ЦКД выбраны дорожные знаки как 
наиболее информативные оптические реперы на дороге. 
Их распознавание обеспечивает сверточная нейронная сеть 
архитектуры YOLO v4 с топологией сети в 53 слоя [7]. Для 
этого методом глубокого машинного обучения был полу-
чен классификатор из 10 классов дорожных знаков. 

Подбор весовых параметров классификатора проис-
ходил путем оптимизации функции потерь: 
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где b,  – вес нейрона и смещение функции активации,  

iiii hwyx ,,,  – координаты ограничивающего прямо-

угольника, определенные сетью, iiii hwyx ˆ,ˆ,ˆ,ˆ  – коорди-
наты ограничивающего прямоугольника обучающей 
выборки, ii CC ˆ,  – определение класса сетью и ее оценка 
в обучающей выборке, )(ˆ),( cpcp ii  – вероятность появ-
ления класса, определенная нейронной сетью и ее оценка 
в обучающей выборке,   – регуляризатор, ijI  – харак-
теристика наличия объекта. 

Оптимизация ),( bJ   производится в цикле из трех 
шагов: (1) вычисление по (9) текущих потерь (алгоритм 
прямого распространения ошибки); (2) вычисление те-
кущего градиента (алгоритм обратного распространения 
ошибки); (3) обновление параметров   и b  (градиент-
ный спуск). 

Результатом распознавания ориентиров является полу-
чение ограничивающей рамки вокруг объектов на изобра-
жении с параметрами  Ttoptop cphwyxR )( .  

Информация D  с канала глубины преобразуется во 
множество точек с координатами евклидова простран-
ства согласно (7). 

Полученное множество точек (облако точек) разби-
вается на выборку RC  по размеру R  с добавлением 
смещения B  для увеличения площади ограничивающе-
го прямоугольника, если выполняется условие: вероят-
ность распознания объекта выше порога P .  

Далее сопоставляем выбранное облако точек с огра-
нивающей рамкой на изображение. Для этого переходим 
от исходной евклидовой системы координат к гомоген-
ной системе координат по следующему выражению: 
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Если RR  , то выполняется условие RC R  , и в 
эти точки евклидово пространства по (8) преобразуются 
в навигационную СК. 

Далее производится поиск по известному алгоритму 
ближайшего соседа простым перебором координат точек 
из RC  с потенциальным ориентиром  

zyx mmmm   
из ЦКД.  

Координаты выбранной точки являются измерением 
местоположения транспортного средства относительно 
распознанного ориентира по следующему выражению: 
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F. Оценка алгоритма  
Оценка алгоритма линеаризованной фильтрации 

производился как среднеквадратическая ошибка (СКО) 
между вектором оценки состояния и вектором состояния 
расчетной опорной траектории: 

 опорˆ tt xx   

V. РЕЗУЛЬТАТЫ 
Представленный подход апробирован в эксперимен-

те. Для этого в помещении собран испытательный стенд, 
в составе которого: (1) роботизированная машина, обо-
рудованная одометром, БИНС на основе микроэлектро-
механических систем, активная стереокамера Orbbec 
Astra на технологии Structured-Light и графическая плата 
NVIDIA Jetson TX-1 (рис. 5, а); (2) дорожные знаки вы-
сотой 0.1 м (рис.5, б); трассы с линейными и нелиней-
ными участками (рис.5, в). 

   
а) б) в) 

Рис. 5. На рисунке: а) макет автомобиля; б) дорожные знаки; в) циф-
ровая модель дороги в 3D 

A. Определение ошибки измерения ССП 
Ошибка рассчитывалась на основании (11) по резуль-

татам 10 заездов по маршруту, имеющую расчетную 
опорную траекторию и представлена в табл. 1.  

TABLE I.  ОШИБКА ИЗМЕРЕНИЯ СПП 

СКО 
Координаты 

X Y Z 

 ,м 0.31 0.28 0.92 
 
Визуальное сравнение одного заезда с опорной тра-

екторией представлено на рис. 6 

 
Рис. 6. Графики опорной и измеренной ССП траекторий 

B. Определение ошибки измерения стереокамеры 
В работе ошибка изменения дальности камерой глуби-

ны исследовалась путем наблюдения в стационарном по-
ложении транспортного средства за ориентирами на рас-
стоянии 1, 1.5 и 2 метра. СКО представлено в табл. 2. 

TABLE II.  ОШИБКА ИЗМЕРЕНИЯ ДАЛЬНОСТИ 

СКО 
Расстояние, м 

1.0 1.5 2.0 

 ,м 0.029 0.058 0.11 

Полученные значения СКО сопоставимы с метроло-
гической оценкой ошибки измерения данного типа сте-
реокамеры [8]. 

C. Определение ошибки алгоритма измерения 
местоположения 
Для получения лучшего классификатора в алгоритм 

распознавания сверточной нейронной сетью организова-
но глубокое машинное обучение с учителем в 20 тысяч 
итераций.  

Выбор оптимальных весовых параметров осуществ-
лялся с вычислением средней точности локализации 
распознанного объекта на изображении (mean Average 
Precision) по формуле 

  


N

fptp
tp

N
mAP

1

1
 

где tp  – истинное положительное решение, fp  – лож-
ное положительное решение, N  – количество распо-
знанных объектов при пороге распознавания 50%. 

На рис. 7 представлена динамика изменения точности 
локализации и функции потерь. 

  
Рис. 7. Сравнение изменения функции потерь и точности локализации 
сверточной нейронной сети 

Из рис. 7 следует, что после 17 тысяч итераций глу-
бокого машинного обучения график изменения точности 
локализации становится пологим, так же как функция 
потерь. Поэтому модель весовых параметров на этом 
шаге была выбрана как оптимальная. 

Для определения ошибки алгоритма созданы опор-
ные измерения: на маршруте движения были определе-
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ны контрольные точки, в которых известны координаты 
видимых ориентиров. Проезд через контрольную точку 
фиксировался по времени.  

На рис. 8 демонстрируется распознавание сверточной 
нейронной сетью ориентира при проезде через кон-
трольную точку. 

 
Рис. 8. Распознанный дорожный знак «Въезд запрещен» 

На рис. 9 показано изображение глубины, полученное 
в тот же момент времени, но по другому видеоканалу. 

 
Рис. 9. Изображение глубины распознанного дорожного знака «Въезд 
запрещен» 

По результатам 10 заездов были определены место-
положения автомобиля, измеренные алгоритмом. Они 
показаны на рис. 10 точками зеленого цвета.  

На основании (11) измеренные координаты сопостав-
лялись с опорными, определенными на контрольных 
точках. СКО алгоритма представлены в табл. 3. 

 
Рис. 10. Вид сверху, в котором красными точками отмечены облака точек 
распознанных ориентиров, а зелеными – местоположение транспортного 
средства 

TABLE III.  ОШИБКА ИЗМЕРЕНИЯ МЕСТОПОЛОЖЕНИЯ КАМЕРОЙ 

СКО 
Координаты 

X Y Z 

 ,м 0.07 0.04 0.03 

    

D. Определение ошибки БИНС 
При реализации алгоритма оптимальной оценки по-

грешности БИНС были учтены СКО, определенные для 
системы счисления пути и стереокамеры, в матрицах 

CDR RR , . Для БИНС ошибки измерения акселерометров 

задавались 2/1.0 см  и ошибки датчиков угловых скоро-

стей – ./.1.0 сград   

В ходе эксперимента были получены траектории для 
автономной навигации (только ССП) и при интеграции 
алгоритма измерения местоположения по распознанным 
дорожным знакам по значениям оценок линеаризован-
ным фильтром Калмана (рис. 11).  

СКО, рассчитанный по (11), для алгоритма опти-
мальной оценки погрешности БИНС при двух режимах 
работы приведен в табл. 4. 

 
Рис. 11.  Графики опорной, оцененной только автономной навигацией 
и интегрированной со стереокамерой  

TABLE IV.  ОШИБКА ОЦЕНКИ ТРАЕКТОРИИ 

СКО 
При автономной нави-

гации 
При интеграции стереокаме-

ры 
X Y Z X Y Z 

 , м 0.29 0.18 0.69 0.16 0.10 0.15 

 
Также для режимов автономной навигации и инте-

грации со стереокамерой получены амплитуды измене-
ния ошибок БИНС по местоположению (рис. 12), скоро-
сти и ориентации (рис. 13). 

 
Рис. 12. Графики ошибок БИНС по местоположению  
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Рис. 13.  Графики ошибок БИНС по углам Эйлера 

На рис. 12 и 13 наблюдается резкий рост амплитуды 
ошибок БИНС на криволинейных участках траектории. 

VI. ВЫВОДЫ 
Из полученных результатов следует: (1) СКО изме-

рений местоположения автомобиля по распознанным 
дорожным знакам ниже, чем СКО навигационных дан-
ных, получаемых от системы счисления пути; (2) инте-
грирование активной стереокамеры в систему автоном-
ной навигации обеспечивает уменьшение ошибки БИНС; 
(3) интеграция стереокамеры на криволинейных участ-
ках маршрута сглаживает амплитуду изменения ошибки 
ориентации транспортного средства.   

Предложенный подход оценки погрешности БИНС 
реализован на языке программирования С++, с использо-
ванием библиотеки YOLOv4, OpenCV4, PCL, Eigen и Qt5. 
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Аннотация—Работа посвящена проблеме повышения 
точности бесплатформенных инерциальных навигацион-
ных систем (БИНС) как в процессе начальной выставки, 
так и при автономном счислении координат. Предлагае-
мое решение проблемы опирается на использование гео-
физических инвариантов и их комбинаций для наблюде-
ний ошибок БИНС. При начальной выставке кроме типо-
вых инвариантов, связанных с неподвижностью основа-
ния БИНС, рассматриваются проекции векторов угловой 
скорости вращения Земли и ускорения силы тяжести на 
оси различных систем координат. В режиме автономной 
навигации БИНС в качестве инвариантов предлагается 
использовать проекции вектора угловой скорости враще-
ния Земли на оси инерциальной системы координат. Такие 
проекции сравниваются с их значениями, вычисленными 
в БИНС. Формируемые наблюдения применяются для 
оценки ошибок БИНС с помощью обобщенного фильтра 
Калмана. Приводятся и анализируются результаты натур-
ных экспериментов с инерциально-спутниковой навига-
ционной системой БИНС-500НС. 

Ключевые слова—инерциальная навигационная система, 
всеширотное счисление координат, геофизические 
инварианты, глобальная навигационная спутниковая 
система, обобщенный фильтр Калмана. 

I. ВВЕДЕНИЕ 

Традиционно для оценки ошибок инерциальных 
навигационных систем (ИНС) используется информа-
ции от устройств, работа которых основана на других 
физических принципах [1–5]. Недостатком традицион-
ных подходов является зависимость ИНС от таких 
устройств, а также от их ошибок. Кроме того, датчики 
внешней по отношению к ИНС информации имеют осо-
бенности, которые в ряде случаев ограничивают воз-
можность их применения для коррекции ИНС. Напри-
мер, при применении глобальных навигационных спут-
никовых систем (ГНСС) возникают трудности, связан-

ные с нестабильностью информации от ГНСС по сле-
дующим причинам [6]:  

 естественные и имитационные помехи;  

 переотражение сигналов;  

 пропадание сигналов из-за затенений и в тунне-
лях; 

 появления аномальных сигналов при изменении 
спутниковых созвездий и плохом геометриче-
ском факторе. 

Использование аномальных сигналов наблюдений 
может привести к нарушению информационной целост-
ности [6–13] инерциально-спутниковых навигационных 
систем, когда при аппаратурной исправности получаемые 
оценки ошибок являются недостоверными. Применение 
оптико-электронных [3, 14, 15], радиолокационных [14] и 
астровизирных [3, 14] устройств для коррекции ИНС не 
всегда представляется возможным из-за ограничений на 
массу и габариты бортового оборудования. 

В то же время функционирование ИНС тесно связа-
но с геофизическими инвариантами, которые применя-
ются, например, в геоинерциальных системах [16].  
В таких системах используется информация о рельефе 
земной поверхности [17], а также об аномалиях ускоре-
ния силы тяжести [18, 19] и магнитного поля [14]. Од-
нако указанные инварианты часто имеют нечеткий, раз-
мытый характер. Поэтому они не обеспечивают необхо-
димую точность позиционирования. 

В работе предлагается расширить применение ста-
бильных (четких) геофизических инвариантов в инерци-
альной навигации. Такими инвариантами могут быть 
угловая скорость вращения Земли и ускорение силы 
тяжести. Аналитическая реализация алгоритмов ориен-
тации и навигации позволяет сформировать наблюдения 
параметров бесплатформенных ИНС (БИНС), косвенно 
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связанных с указанными инвариантами и их комбина-
циями. Математический аппарат обобщенного фильтра 
Калмана (ОФК) [20] позволяет выполнять непрерывное 
оценивание ошибок БИНС по таким наблюдениям. 
Обобщение связано с расширением области применения 
традиционного линейного фильтра [5] на задачи опти-
мизации нелинейных динамических систем. 

Цель работы – исследование новых возможностей 
геофизических инвариантов для формирования наблю-
дений ошибок БИНС при начальной выставке и в режи-
ме навигации. 

Достижение поставленной цели опирается на алго-
ритмы всеширотного счисления параметров движения 
[3, 21], реализованные в бесплатформенной инерциаль-
но-спутниковой навигационной системе БИНС-500НС 
[21] разработки ООО «Экспериментальная мастерская 
«НаукаСофт» (Москва). В развернутом виде система 
БИНС-500НС показана на рис. 1. Инерциальный изме-
рительный модуль (ИИМ) системы БИНС-500НС вы-
полнен на базе волоконно-оптических гироскопов 
(ВОГ) разработки НПК «ОПТОЛИНК» (Зеленоград) 
[22]. Частота обновления и регистрации данных на 
встроенную в систему флэш-память для ИИМ – 1кГц, 
для ГНСС ≤1Гц. Рассматриваемые в работе технологи-
ческие решения реализованы на операционной системе 
реального времени Linux, поддерживающей модуль-
ную архитектуру построения БИНС.   

Наличие встроенной флэш-памяти позволило полу-
чить и проанализировать зарегистрированные данные с 
учетом реальных условий эксплуатации. Кроме того, это 
позволило модернизировать и исследовать программно-
математическое обеспечение на множестве траекторий 
и разработанных алгоритмов. 

 

 
Рис. 1. Инерциально-спутниковая навигационная система БИНС-500НС 

II. ВСЕШИРОТНЫЕ АЛГОРИТМЫ СЧИСЛЕНИЯ 
ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ КООРДИНАТ 

Алгоритмы всеширотного счисления координат [3, 21] 
основаны на решении уравнений Пуассона в матричной  
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рактеризующие угловую ориентацию опорного полу-
свободного в азимуте трехгранника o  [3, 14, 21] 
относительно земной геоцентрической системы коорди-
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вой скорости вращения опорного трехгранника o  в 
геодезической системе координат [3, 14]. Для полусво-

бодного в азимуте трехгранника 0ω ζ   [3]. Угловые 
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ζ η ξ ,, VVV  вектора относительной скорости V  из ре-

шения основного уравнения инерциальной навигации 
[3, 14] 
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характеризующая угловую ориентацию связанной с 
ИИМ системы координат oxyz относительно опорного 
трехгранника o , имеет вид 
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сительно инерциальной IIII ZYXO  [2, 23]; 
0

C  – 

МНК, характеризующая угловую ориентацию связанной 
с ИИМ системы координат oxyz относительно инерци-
альной IIII ZYXO , определяется из решения уравне-
ния Пуассона      

                                   
000

~
CC                                    (5) 

или его модификации для кватерниона 
},,,{

32100
qqqqq  , а именно 

                                  
000

2 qq  ;                                (6) 











































z

y

x

zyx

0
0 ~ ; 

























0

0

0

П
~

0

xy

xz

yz







; 

                 

















100

0cossin

0sincos

C
1

tt

tt
;                        (7)

 
T][

zyx
 

 – вектор сигналов датчиков угло-

вой скорости. 

Учитывая равенство (4), МНК 3C  может также 
определяться путем решения дифференциального урав-
нения  

         T
212323303

~~~
СCCCCC   ,        (8) 

где 















000
00
0 0

П
~

1
. 

Следует отметить, что при определении МНК, ха-
рактеризующей ориентацию ИИМ относительно сопро-
вождающего трехгранника oENH геодезической систе-
мы координат [2, 3], элемент   

                                T
21233

~
СCCC                     (9) 

в уравнении (8) не вычисляется. В этом случае матрица 

2
П
~

 [4, 24, 25] формируется на основе проекций векто-

ров ω  и   на оси трехгранника oENH. 

Всеширотный алгоритм счисления координат может 
быть реализован путем решения уравнений Пуассона 
(1), (5) или (1), (8). Указанные уравнения могут быть 
также реализованы в кватернионной форме.  

По элементам матрицы 0C  могут быть найдены уг-

лы ориентации γ ,  ,ψ   связанной системы координат 
оxyz относительно инерциальной 

IIII
ZYXO . В этом 

случае полагается, что начальные направления осей ука-
занных трехгранников совпадают, а повороты выпол-
няются против часовой стрелки следующим образом 
[23]: первый на угол ψ  вокруг третьей оси 

II ZO , вто-

рой – на угол   вокруг нового положения первой оси 

II
XO  ; третий – на угол γ  вокруг нового положения 

второй оси 
II

YO  . 

Определяя МНК 
0

C  как базовую, взаимосвязь при-

меняемых в работе преобразований координат может 
быть представлена таблицей 1, где  , λ  – геодезиче-

ские широта и долгота; гψ ,  , γ  – углы гироскопиче-
ского курса, тангажа и крена ИИМ относительно опор-
ной системы координат o ; А – азимутальный угол 
опорного навигационного трехгранника o  относи-
тельно геодезического сопровождающего трехгранника 
оENH; 

0
ttt   – время работы БИНС. 

ТАБЛИЦА 1 

0
С  

1С  2
~
С  3С  4С  5С  

ψ  t     гψ  A 2π  

  0 0   0 2π  

γ  0   γ  0 0 

 
Соответствующие МНК формируются путем при-

своения углам γ ,  ,ψ   конкретных значений. Напри-

мер, при определении МНК 3С  имеем: гψψ  ,   , 

γγ  .  

Начальные значения МНК 
2С  и 0С  при 0tt   

имеют вид: 

                             
25402

~
)( CCCtC  ;                             (10) 

                              
2300

)( CCtC                                     (11) 

при ItC )(
01

, где I – единичная матрица. 

С учетом (10), (11) определяются начальные значе-
ния кватернионов [26]: 

175



)2,2(0)1,1(0)0,0(00
.15.0 CCCq  ; 

0)1,2(0)2,1(01
/][25.0 qCCq  ; 

0)2,0(0)0,2(02
/][25.0 qCCq  ; 

0)0,1(0)1,0(03
/][25.0 qCCq  , 

где ),(0 ji
C  – элементы МНК 0C . 

Начальные значения углов истинного курса ψ , тан-
гажа   и крена γ  определяются методом аналитиче-
ского гирокомпасирования [27] по сигналам чувстви-
тельных элементов ИИМ, а также по известной геодези-
ческой широте точки начальной выставки. 

По элементам МНК 
2C  или кватерниона 

2P  опреде-
ляются геодезические широта  , долгота λ  и азимут A 
опорного трехгранника o  относительно сопровож-
дающего трехгранника оENH геодезической системы 
координат [21]: 

]))((/)5.0[( 2
2

2
1

2
3

2
0

2
3

2
0 pppppparctg  , 

                                       ]2/ π,2/π[  ;                           (12) 

)]/([(λ
2031

)
1032

pppppppparctg   ,  

                                      ] π,π[  ;                              (13) 

   )]/([(
1032

)
3120

pppppppparctgA   , 

                                       ]2π ,0[ ,                               (14) 

где 
i

p  – элементы кватерниона 2P . 

Углы ориентации ИИМ относительно опорного трех-
гранника определяются из следующих соотношений [21]:

 ] [-  arctgгψ
)1,1(3

)0,1(3

C

C
 ; ] [-  arctgγ

)2,2(3

)2,0(3

C

C
 ; 

2
)2,2(3

2
)2,0(3

)2,1(3
arctg

CC

C



 . 

В режиме навигации угол истинного курса имеет вид  

гψψ  A . 

Элементы МНК 
3

C  определяются из (4) с учетом 

взаимосвязи МНК 
0

C , 
2

C  и кватернионов 
0

q , 
2

P : 

)
3021)1,0(2

(2 ppppC  ; 

   1)
2200)1,1(2

(2  ppppC ; 

)
1032)1,2(2

(2 ppppC  ; 

)
2031)2,0(2

(2 ppppC  ; 

)
1032)2,1(2

(2 ppppC  ; 

    1)
3300)2,2(2

(2  ppppC ; 

)1,2(2)2,1(2)2,2(2)1,1(2)0,0(2
CCCСC  ; 

)2,2(2)1,0(2)1,2(2)2,0(2)0,1(2
CCCСC  ; 

)2,0(2)1,1(2)2,1(2)1,0(2)0,2(2
CCCСC  ,  

где 
),(2 ji

C  – элементы МНК 
2

C . 

Следует отметить, что традиционные алгоритмы 
счисления геодезических координат [4, 24, 25] имеют 
более простую реализацию, а именно: 

          RV
N

/ ; )cos/(λ RV E .                 (15) 

Однако уравнения (15) вырождаются при их реали-
зации в высоких широтах. 

Счисляемые при реализации всеширотного алгорит-
ма МНК могут быть использованы при формировании 
наблюдений геофизических инвариантов. 

III. ВЗАИМОСВЯЗЬ ПАРАМЕТРОВ ДВИЖЕНИЯ  
С ГЕОФИЗИЧЕСКИМИ ИНВАРИАНТАМИ 

A. Начальная выставка БИНС на неподвижном         
основании и геофизические инварианты 

В режиме начальной выставки БИНС определяются 
начальные условия для интегрирования уравнений вида 
(1)–(3), (5), (6). Геодезические координаты точки началь-
ной выставки полагаются известными. Начальные значе-
ния углов ориентации могут быть определены методом 
аналитического гирокомпасирования (АГК) [27]. Такой 
метод реализуется по сигналам гироскопов и акселеро-
метров, которые измеряют проекции вектора угловой 
скорости вращения Земли и ускорения силы тяжести на 
оси ИИМ. Инвариантами здесь являются угловая ско-
рость вращения Земли и ускорение силы тяжести в точ-
ке начальной выставки.  

Опираясь на метод АГК, начальные значения эле-
ментов матрицы ориентации 

3
C  могут быть определены 

по следующему алгоритму: 

/gaC
y


)2,0(3

; 

/gaC
x


)2,1(3

; 

/gaC
z


)2,2(3

; 

)cos(]sin[
)2,0(3)1,0(3

  /CC
y

; 

)cos(]sin[
)2,1(3)1,1(3

   /CC
x

; 

)cos(]sin[
)2,2(3)1,2(3

   /CC
z

; 

  
)2,1(3)1,2(3)1,1(3)2,2(3)0,0(3

CCCСC  ; 

  
)2,2(3)1,0(3)1,2(3)2,0(3)0,1(3

CCCСC  ; 

 
)1,1(3)2,0(3)2,1(3)1,0(3)0,2(3

CCCСC  . 

176



Представленные соотношения показывают, что ре-
жим АГК может быть реализован при произвольной ори-
ентации ИИМ. Можно также видеть, что на точность ме-
тода АГК влияют дрейфы гироскопов и смещения сигна-
лов акселерометров, а также колебания основания БИНС. 
Поэтому метод АГК используется для приближенного 
определения начальных углов ориентации ИИМ. Уточ-
нение углов ориентации после режима АГК, а также 
оценка инструментальных дрейфов чувствительных эле-
ментов может быть выполнена в режиме точной началь-
ной выставки. Такой режим реализуется с использовани-
ем наблюдений геофизических инвариантов и ОФК.  

Типовыми являются инварианты, связанные с непо-
движным основанием БИНС, а именно: нулевые отно-
сительные скорости и неизменные координаты 

     T
БИНС)(ζηξ)(

][
iiV

VVVZ  ;               (16) 

     T
ТНВ

T
БИНС)(

]λ[]λ[
iiiiiiik

hhZ   ,   (17) 

где 
i

h  – высота относительно земного эллипсоида;  
ТНВ – обозначение точки начальной выставки. 

Для повышения оперативности оценивания ошибок 
БИНС могут быть также использованы приращения со-
ставляющих вектора относительного ускорения на ин-
тервале наблюдения  

                                     
iiV

VZ 
 

)(
.                             (18) 

В работах [21, 28], кроме того, предлагается допол-
нительно формировать наблюдения, связанные с неиз-
менностью проекций вектора угловой скорости враще-
ния Земли на оси инерциальной системы координат 

IIII ZYXO : 

                      
iii

Z 


ˆ
)(

,                           (19) 

где              


it

it
i

dC
1

T
0

τ)τ()τ(
ˆ 

;                       (20) 

                        T]00[
ii

t  ; 

1 iii ttt   –  интервал наблюдения. 

Особенность режима точной начальной выставки 
связана с реализацией «псевдосчисления» параметров 
ориентации и навигации по сигналам чувствительных 
элементов при неподвижном основании БИНС.  

При кватернионной реализации уравнений счисле-
ния базовый вектор ошибок БИНС включает 18 пара-
метров, а именно: ошибки счисления составляющих 
вектора относительной скорости, ошибки счисления 
элементов кватернионов навигации и ориентации, угло-
вые дрейфы гироскопов, смещения сигналов акселеро-
метров и ошибку счисления высоты относительно зем-
ного эллипсоида. 

Некоторые результаты эксперимента по оценке точ-
ностных характеристик системы БИНС-500НС   после 
начальной выставки представлены на рис. 2–5. Резуль-
таты сравнительного анализа функционирования БИНС 

с различными схемами демпфирования ошибок чув-
ствительных элементов (ЧЭ) получены на основе счис-
ления параметров движения по зарегистрированным 
сигналам ЧЭ и ГНСС. 

Эксперименты проводились в наземных условиях с 
размещением оборудования в подвижной лаборатории на 
базе автомобиля. Циклограмма работы системы БИНС-
500НС включала следующие этапы: грубая начальная 
выставка (НВ) методом АГК (t = 0÷300с); точная началь-
ная выставка с применением инвариантов и ОФК  
(300с < t < 740с); режим автономной инерциальной нави-
гации (t > 740с). На рис. 2 показана горизонтальная тра-
ектория движения испытательной лаборатории, где 

Rtt )]()([Δ
0R

  ; cos)](λ)(λ[Δλ
0

Rtt
R

 . 

На рис. 3–5 представлены круговые позиционные 
ошибки  S  системы БИНС-500НС в инерциальном ре-
жиме: на рис. 3 – только после грубой НВ методом АГК; 
на рис. 4 – после АГК и точной начальной выставки по 
алгоритму (16), (17); на рис. 5 – после АГК и точной 
начальной выставки по алгоритму (16), (17), (19), где  

2
λ

2ˆ  S ; R)( СНСБИНС   ; 

СНССНСБИНСλ cos)λλ( R . 

Представленная на рис. 3 позиционная ошибка соот-
ветствует режиму АГК в течение 740 с. Графику на рис. 3 
соответствует средняя круговая оценка инструменталь-

ного дрейфа ВОГ 
i

ω̂~Δ , полученная с помощью ОФК по 

зарегистрированным данным и показанная на рис.6, где  




i

Nik
ki N 1   

ω̂Δ 
1

ω~̂Δ ; 
222 ω̂Δω̂Δω̂Δω̂Δ
zyx

 , 

zyx
ω̂ ,ω̂ ,ω̂Δ   – оценки дрейфов ВОГ по соответ-

ствующим осям ИИМ; N – число отсчетов. 

км ,Δ
R

  

 
                                                                                     км ,Δλ

R
 

Рис. 2. Горизонтальная траектория движения испытательной лаборатории 

     м,S  

    
 

Рис. 3. Круговая позиционная ошибка в инерциальном режиме после 
гирокомпасирования 

время, сек 
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      м ,S  

 
 

Рис. 4. Круговая позиционная ошибка в инерциальном режиме после 
точной НВ по алгоритму (16), (17) 

       м ,S    

 

Рис. 5. Круговая позиционная ошибка в инерциальном режиме после 
точной НВ по алгоритму (16), (17), (19) 

/harc deg ,ω̂~

 
 

Рис. 6. Средняя круговая оценка дрейфа ВОГ 

Можно видеть, что применение дополнительных 
наблюдений (19) позволяет повысить точность началь-
ной выставки и на этой основе уменьшить позиционную 
ошибку счисления не менее, чем в 2 раза.  

По характеристикам инструментальных дрейфов 
чувствительных элементов систему БИНС-500НС мож-
но отнести к среднему классу точности. Поэтому повы-
шение точностных характеристик таких БИНС опирает-
ся на возможности бортовой компьютерной реализации 
современных математических методов оценки и ком-
пенсации инструментальных дрейфов чувствительных 
элементов в процессе эксплуатации.   

Для повышения наблюдаемости ошибок чувстви-
тельных элементов и параметров ориентации может 
быть использован геофизический инвариант, связанный 
с неизменностью векторного произведения 

ENHENH
g  в точке начальной выставки БИНС, где 

ENH ; 
ENH

g  – соответственно векторы угловой ско-

рости вращения Земли и ускорения силы тяжести в про-
екциях на оси сопровождающего трехгранника oENH 
геодезической системы координат. Наблюдение такого 
инварианта имеет вид 

    )]τ()()τ({[
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4)(  
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tg   ,            (21) 

где 
4

C  – МНК, характеризующая взаимную угловую 

ориентацию трехгранников o  и oENH; 
14

CC   при 

замене At  . 

Возможные геофизические инварианты для приме-
нения в режиме начальной выставки БИНС представле-
ны также в работе [29]. Однако в указанной работе не 
показано отображение предлагаемых инвариантов на 
алгоритмы оценивания ошибок БИНС с помощью ОФК.  

B. Начальная выставка БИНС на качающемся 
основании и геофизические инварианты 

При выполнении начальной выставки БИНС на ка-
чающемся основании необходимо учитывать следую-
щие особенности реализации такого режима: 

 цифровая обработка сигналов чувствительных 
элементов [30] в режиме АГК может привести к дина-
мическим искажениям формируемых углов ориентации. 
Поэтому интервалы сглаживания измерений должны 
быть согласованы со спектром колебаний; 

 в режиме точной начальной выставки при от-
сутствии линейных перемещений справедливы наблю-
дения (16)–(18). Однако наблюдения (19), (21) должны 
формироваться с учетом вращения ИИМ вокруг центра 
масс. 

С учетом указанных особенностей могут быть мо-
дифицированы наблюдения (19), связанные с неизмен-
ностью проекций вектора угловой скорости вращения 
Земли на оси инерциальной системы координат: 

   
T
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T
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T
0)(δ

]00[τ)]τ(δ)([
i

it

it
i

tdCCZ  



 ,     (22) 

где T
ζηξ ]δδδ[δ 

  – вектор угловой скорости вра-

щения ИИМ относительно опорного трехгранника 
o ; 

                   cosψsinγψcosδ ггξ
  ;                   (23) 

                   cosψcosγψsinδ ггη
  ;                   (24) 

                   sinγψδ гζ
  .                                        (25) 

Углы ориентации гψ ,  , γ  определяются по эле-

ментам матрицы 
3

C , а их производные – из решения 

следующих уравнений: 

       TTTTTT CCCCCCCCCC
2102102103
  ,      (26) 

где МНК 0
C  и 

0
C  определяются из уравнений (5); 

МНК 
2

C  и 
2

C  определяются из уравнений (1); МНК 

1
C  определяется из уравнения (7), а 

1
C  имеет вид: 
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


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


000
0sin cos
0cos sin

1
tt

tt
C ; 

t – время функционирования БИНС. 

C. Автономная навигация БИНС и геофизические 
инварианты 

Геофизические инварианты могут быть использова-
ны для коррекции БИНС и в режиме автономной инер-
циальной навигации [31]. Для этого предлагается рас-
ширенная модификация наблюдения угловой скорости 
вращения Земли в инерциальной системе координат. 
Такая модификация должна формироваться с учетом 
движения объекта относительно Земли и его вращения 
вокруг центра масс. Наблюдение, расширенное относи-
тельно (22), будет иметь вид: 

 



it

it
i

dCCZ
1

T
2

T
0)(ω τ})]τ(δ) (τω[)({


 

                            T]   0 0[ it  .                               (27) 

Таким образом, на основе геофизических инвариан-
тов могут быть сформированы наблюдения, косвенно 
связанные с ошибками БИНС и дрейфами чувствитель-
ных элементов. Обработка таких наблюдений с помо-
щью ОФК позволяет непрерывно оценивать ошибки и 
корректировать параметры БИНС. Реализация предлага-
емой технологии коррекции БИНС с помощью ОФК 
опирается на достаточно сложные математические мо-
дели наблюдений (19), (21), (27). Например, наиболее 
простая модель наблюдения (19) имеет вид 

                         ixHZ
iiii


 1)(

~
,                (28) 

где 1
1

)(
~ 

 
iiii

HHxH ;   

i  – вектор случайных ошибок наблюдений;  

i
 ; 

1
i  – прямая и обратная переходные матрицы для 

вектора ошибок БИНС x(t), определяемые из решения 
дифференциальных уравнений 

),Ф()(),(/),(
111  

iii
tttAttdtttd  ; 

            )(),(Ф),(
1

1-
1

1 tAtttt
ii 

   

при Itt
ii

 ),Ф(
11

; I – единичная матрица; 
YttYFtA  /]),([)(  – матрица коэффициентов, харак-

теризующих динамику изменения ошибок БИНС. Ука-
занная матрица формируется путем варьирования урав-
нений (2) и (5) по входящим в них параметрам Y(t), а 
также путем учета динамики изменения дрейфов ВОГ и 
смещений сигналов акселерометров. В системе БИНС-
500НС динамика дрейфов сигналов чувствительных 
элементов моделируется на основе уравнений форми-
рующего фильтра первого порядка [3, 14]. 

Матрица i
H  для наблюдения (28) формируется путем 

варьирования уравнения (20) по входящим в него пара-
метрам с учетом взаимосвязи МНК с кватернионами. 

На рис. 7 показана круговая позиционная ошибка 
 S  системы БИНС-500НС в инерциальном режиме, 

соответствующая алгоритму (16), (17), (19), (27). 

   м ,S  

 
 

Рис. 7. Круговая позиционная ошибка в инерциальном режиме после 
точной начальной выставки по алгоритму (16), (17), (19), (27) 

Можно видеть, что применение наблюдений (27) 
позволило уменьшить ошибку автономного инерциаль-
ного счисления геодезических координат не менее, чем 
в 1,5 раза. 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 Современное состояние инерциальных чувствитель-
ных элементов не обеспечивает необходимую точность 
автономного позиционирования подвижных объектов с 
помощью БИНС. В то же время возможности компью-
терных технологий позволяют применить перспектив-
ные математические методы для оценки и компенсации 
инструментальных дрейфов чувствительных элементов. 
В представленной работе такие методы опираются на 
наблюдения геофизических инвариантов и математиче-
ский аппарат ОФК. Кроме традиционных инвариантов, 
связанных с неизменностью положения БИНС при 
начальной выставке и с неизменностью геофизических 
полей в режиме навигации, предлагается расширить 
использование традиционных параметров, неизменных 
во времени и в пространстве. Такими параметрами яв-
ляются векторы угловой скорости вращения Земли и 
ускорения силы тяжести, а также их комбинации. Реа-
лизация предлагаемых подходов основана на использо-
вании, как самих наблюдений инвариантов, так и их 
математических моделей, связанных с ошибками БИНС 
и чувствительных элементов. Новыми можно считать 
наблюдения, связанные с неизменностью величины и 
направления угловой скорости вращения Земли в инер-
циальной системе координат. В режиме начальной вы-
ставки вычисленные значения углов поворота основа-
ния БИНС должны проектироваться на инерциальную 
систему координат и сравниваться с их значениями, 
известными априорно. В режиме инерциальной навига-
ции может быть использована расширенная модифика-
ция такого наблюдения, учитывающая движение объек-
та относительно Земли и его вращение вокруг центра 
масс. Таким образом, предлагаемый подход обеспечива-
ет непрерывную оценку и коррекцию параметров БИНС 
и дрейфов чувствительных элементов по наблюдениям 
инвариантов, как в процессе начальной выставки, так и 
в автономном инерциальном режиме. Рассмотренные 
инварианты отображаются на всеширотный алгоритм 
счисления геодезических координат, реализованный в 
инерциально-спутниковой навигационной системе 
БИНС-500НС.   
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Аннотация—Рассматривается методика начальной 

выставки и калибровки ИНС для космических средств 
выведения. Методика основана на введении при обработке 
информации промежуточных (обобщенных) параметров, 
что позволяет существенно упростить алгоритмы и эф-
фективно отфильтровать шумы измерения и входные воз-
мущения. Приводится вывод основных соотношений и 
результаты оценки точности, полученные по результатам 
реальных пусков. 

Ключевые слова—космические средства выведения, 
инерциальный измерительный блок, гиростабилизирован-
ная платформа, начальная выставка, калибровка. 

I.  ВВЕДЕНИЕ 

Автономной начальной выставке и калибровке инер-
циальных измерительных блоков (ИИБ), рассматривае-
мым обычно как две различные задачи инерциальной 
навигации, посвящено множество работ. Методы реше-
ния этих задач зависят от класса подвижного объекта. 
Для космических средств выведения навигационным 
базисом, по отношению к которому определяется 
начальная ориентация приборной системы координат 
(ПСК) ИИБ, является инерциальная система координат, 
привязанная в момент старта к Земле. Требования к точ-
ности начальной выставки (3) являются достаточно 
жесткими: 10÷15 относительно вертикали и 1÷2 отно-
сительно направления на Север. 

На стартовом комплексе корпус ракеты-носителя 
(РН) подвергается ветровым возмущениям, приводящим 
к искажению измеряемых векторов нормальной реакции 
опоры на ускорение силы тяжести (далее – ускорение 
силы тяжести) и скорости вращения Земли, по которым 
осуществляется начальная выставка. 

В докладе рассматривается методика выставки и ка-
либровки ИНС, разработанная в НПО автоматики 
им. академика Н.А. Семихатова (НПОА) и успешно 
применяемая в системах управления (СУ) семейства РН 
«Союз-2» [1]. Основное внимание уделяется оценке 
обобщенных параметров, которые вводятся в качестве 
промежуточных для упрощения алгоритмов. Рассматри-
ваемые технические решения были получены разработ-
чиками НПОА, не имели достаточно полного освещения 
в литературе и могут представлять интерес для разра-
ботчиков аналогичных систем для различных подвиж-
ных объектов.  

II. ПРОЦЕДУРА И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ИЗМЕРЕНИЙ 

Связанные между собой начальная выставка и калиб-
ровка рассматриваются как единая задача, реализуемая 

системой выработки начальных условий (СВНУ), рабо-
тающей в различных режимах. Для платформенного ва-
рианта ИИБ, используемого в СУ «Союз-2», СВНУ 
включает две подсистемы: систему грубого приведения, 
устанавливающую гиростабилизированную платформу 
(ГСП) в заданное положение, и систему точного опреде-
ления параметров (СТОП), работающую при стабилизи-
рованной в инерциальном пространстве платформе и 
решающую задачи аналитической точной выставки и 
оценки калибруемых параметров. 

В процессе работы СВНУ ГСП с измерителями ка-
жущегося ускорения (ИКУ), оси которых формируют 
ПСК, разворачивается в различные программные поло-
жения, обеспечивающие наблюдаемость оцениваемых 
параметров, и стабилизируется, после чего начинает ра-
ботать СТОП. В СТОП процесс обработки измеритель-
ной информации разбивается на два этапа. Вначале по 
измерениям ИИБ на интервале наблюдения оцениваются 
промежуточные (обобщенные) параметры, представля-
ющие собой функции погрешностей грубой выставки и 
инструментальных погрешностей ИИБ; затем по обоб-
щенным параметрам разово определяются выходные 
параметры СВНУ. Аналогичный подход применительно 
к задаче гирокомпасирования рассматривается в фунда-
ментальной работе [2]. 

В модель погрешностей измерения включены смеще-
ния нулей, погрешности масштабных коэффициентов, 
углы неортогональности осей ИКУ, и составляющие 
угловой скорости ухода ГСП. Каждая погрешность 
представляется суммой систематической и случайной 
составляющих. Значения систематических погрешностей 
определяются при последней калибровке ИИБ и исполь-
зуются для коррекции показаний датчиков. Под случай-
ной составляющей понимается среднее отклонение па-
раметра от его систематического значения на интервале 
работы СВНУ. Случайные составляющие характеризуют 
нестабильность параметров от запуска к запуску, оцени-
ваются в результате текущей калибровки и используют-
ся для формирования последующих значений система-
тических составляющих. 

Углы неортогональности 1 , 2 , 3  осей чувстви-
тельности ИКУ параметризуются таким образом, что 
направляющие косинусы этих осей в ортогональной 
ПСК, имеют вид: 

2 2 3 2 3 2 3

1 1 1

1 0 0 1 0 0

sin cos cos cos sin 1

sin 0 cos 0 1

M

   
                 
        

(1) 
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Измерения формируются как разности между кажу-
щимся ускорением, измеряемым ИКУ (  æŵ t , 

æ , ,x y z ) и эталонным ускорением силы тяжести. Оба 
вектора проектируются на оси чувствительности ИКУ 

, ,x y z , образующие инерциальную систему координат. 
Проекции ускорения силы тяжести пересчитываются с 
помощью грубой матрицы kH . Погрешности грубой 

выставки вокруг северной ( ON ), вертикальной ( OH ) и 
восточной ( OE ) осей k , k , k  задаются в инер-
циальной системе координат, в начальный момент сов-
падающей с географической ONHE . 

Полученный разностный сигнал является функцией 
случайных составляющих инструментальных погрешно-
стей и погрешностей грубой выставки и имеет вид: 

 
 
 

 
 
 

   

2 3

1

ˆ 0 0 0
ˆ 0

0 0 0ˆ

00 0

0

0

xx k k

y y syst k syst k k k

k kz z

z yx

syst y z x

y xz

w tw t

w t w t M H W t g M H W t g

w t w t

t t

M t t

t t

                                                     
  

 
       

     


 

 

 
0

0 0

x

k y

z

H W t g

                       
              

,                     (2) 

 
 

 

2 2

2 2

cos sin cos sin cos 1 cos sin sin

sin cos 1 cos cos cos sin cos sin

sin sin cos sin cos

c c c c c

c c c c c

c c

t t t

W t t t t

t t t

          
 
            
 

       

, 

где æ , æ , æ , ,x y z  – случайные составляющие по-
грешностей масштабных коэффициентов и смещений нуля 
ИКУ; p , , ,p x y z  – случайные составляющие угловых 

скоростей ухода ГСП вокруг осей ПСК; c  – широта стар-
та;   – величина скорости вращения Земли; k – номер 
ориентации. 

Разлагая sin t , cos t  в ряды Тейлора, получаем по-
линомиальное представление разностного сигнала. Как 
показала практика, для обеспечения требуемой точности 
горизонтирования и калибровки ИИБ достаточно разност-
ный сигнал ускорения представить полиномом первого 
порядка, т.е.  æ æ,0 æ,0w t a b t   , æ , ,x y z , где с точ-

ностью до членов первого порядка: 

,0 11, 13, 12,x k k k k k x xa h h h g         ; 

,0 21, 23, 22,

12, 2 32, 3         ;
y k k k k k y y

k k

a h h h g
h g h g

          
       

,0 31, 33, 32, 12, 1z k k k k k z z ka h h h g h g            ; 

 
 

,0 11, 32, 22,

13, 12,         ;
x N k k k y k z

N k x k k

b g h g h h

g h h

        
     

          (3) 

 
 

,0 21, 12, 32,

23, 13, 2 33, 3 22,        ;
y N k k k z k x

N k y k k k k

b g h g h h

g h h h h

        
        

 

 
 

,0 31, 22, 12,

33, 13, 1 32,        .
z N k k k x k y

N k z k k k

b g h g h h

g h h h

        
      

 

Как видно из соотношений (3), коэффициенты æ,0a  яв-

ляются линейными функциями погрешностей горизонти-
рования ( k , k ) и погрешностей ИКУ; коэффициен-

ты æ,0b  – линейные функции погрешностей азимутальной 

выставки ( k ), случайных уходов ГСП, а также погреш-
ностей измерения северной составляющей скорости вра-

щения Земли, которая в платформенном варианте ИИБ 
измеряется с помощью эквивалентного восточного акселе-
рометра. Эти коэффициенты и являются обобщенными 
параметрами, которые в физическом смысле эквивалентны 
соответственно линейному ускорению и угловой скорости 
ухода ГСП.  

Обобщенные параметры оцениваются по циклическим 
измерениям ИКУ на интервале наблюдения. Предваритель-
но разностный сигнал ускорения дважды интегрируется. 
Это позволяет более эффективно, чем при общепринятом 
при начальной выставке однократном интегрировании [2], 
сгладить шумы измерения и высокочастотные входные воз-
мущения [3]. Полезный сигнал становится эквивалентным 
линейному перемещению и по каждой измерительной оси 
ИКУ может быть представлен полином третьего порядка: 

 
2 3

æ æ,0 æ,0 æ,0 æ,02 6

t t
s t s v t a b       , æ , ,x y z .   (4) 

Формирование измерительного сигнала в осях ИКУ 
позволяет проводить обработку информации по каждой 
оси отдельно. 

III. ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ 

Для оценки обобщенных параметров используется тра-
диционный фильтр Калмана [4], который может быть при-
менен непосредственно к соотношению (4). В этом случае 
элементы вектора состояния являются непосредственно 

коэффициентами полинома  æ æ0 æ0 æ0 æ0, , , T
iX S V a b , 

переходная матрица состояния i  является единичной, а 
матрица измерения, рассчитываемая на каждом шаге, име-

ет вид 
2 3

1, , ,
2 6
i i

i i
t t

H t
 

  
  

.  В первых версиях СУ «Союза-2» 

использовались бортовые компьютеры с 32-разрядным 
представлением чисел с фиксированной запятой, что со-
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здавало проблемы при вычислении с требуемой точностью 
существенно растущих с ростом времени элементов мат-
рицы iH . Покажем, как построить эквивалентный четы-
рехмерный фильтр Калмана, позволяющий оценить коэф-
фициенты полинома (4) с минимальными вычислительны-
ми погрешностями. 

В качестве элементов вектора состояния будем исполь-
зовать текущие сглаженные (отфильтрованные) значения 
разностного перемещения, скорости, ускорения и ухода 

 æ æ æ æ æ, , , T
i i i i iX S V a b , изменение которых уравнением 

состояния: 

æ æ 1i i iX X    ; 

2 3

2

1
2 6

0 1
2

0 0 1

0 0 0 1

i i

ii

t t
t

t
t

t

  
 

 
    
 
 
 
  

,         (5) 

где t   – длительность шага работы фильтра. 

Согласно соотношению (4) 
2

æ, æ,0 æ,0 2
i

i i
t

V V a t b    ; 

æ, æ,0 æi ia a b t   ; æ, æib b const  . Несложно показать, 
как от (5) перейти к (4). Уравнение состояния (5) дополня-

ется простым скалярным уравнением измерения с матри-
цей  1,0,0,0iH  . Текущие значения обобщенных пара-

метров по каждой измерительной оси æ, æ,
ˆˆ ,i ia b ,, от кото-

рых легко перейти к коэффициентам аппроксимирующего 
полинома (4), оцениваются с помощью известных соотно-
шений фильтра Калмана [4], в котором и матрица состоя-
ния, и матрица измерения постоянны. 

Еще одно эквивалентное преобразование основных со-
отношений фильтра позволило за счет снижения диапазо-
нов рассчитываемых величин уменьшить вычислительные 
погрешности: входной разностный сигнал перемещения 

æiS  был заменен на его приращение за шаг работы 

æ æ æ 1i i iS S S    .  

При аппроксимации разностного перемещения поли-
номом третьего порядка предполагается, что угловая ско-
рость ухода ГСП постоянна. Такого приближения доста-
точно для обеспечения точности горизонтирования и ка-
либровки. Для обеспечения точности гирокомпасирования 
степень полинома, как, в частности, в работе [2], должна 
быть на порядок выше, т.е. 

 
2 3 4

æ æ,0 æ,0 æ,0 æ,0 æ,02 6 24

t t t
s t s v t a b c         ,  (6) 

где с точностью до членов первого порядка малости отно-
сительно погрешностей выставки и калибровки: 

   ,0 11, 12, 13, 13, 33, 23,2x N k k N k H k k H k k N k y k zc g h h h h h h                   ; 

   ,0 21, 22, 23, 23, 13, 33,2y N k k N k H k k H k k N k z k xc g h h h h h h                   ;                           (7) 

   ,0 31, 32, 33, 33, 23, 13,2z N k k N k H k k H k k N k x k yc g h h h h h h                   . 

 

Для оценки коэффициентов полинома (6) можно ис-
пользовать фильтр пятого порядка, аналогичный выше-
описанному фильтру четвертого порядка. Однако, было 
найдено более простое и эффективное решение: порядок 
оценивающего фильтра остается равным четырем, а полу-
ченные обобщенные параметры затем корректируются. 
Снижение порядка фильтра позволяет более эффективно 
фильтровать низкочастотные возмущения, вызываемые 
ветровыми колебаниями. 

Найдем поправки к обобщенным параметрам, оценива-
емым с помощью четырехмерного фильтра, как функции 
выходных параметров СВНУ. Пусть истинный полезный 
сигнал в ускорении имеет вид полинома второго порядка 

(опустим символ æ)  
2

0 0 0 2

t
a t a b t c   , а аппроксими-

руется полиномом первого порядка   0 0
ˆˆ ˆa t a b t  . Будем 

считать, что фильтр Калмана рекуррентно реализует МНК, 
что имеет место при нормальном распределении погреш-
ностей [4]. Тогда выражения для оценок 0 0

ˆˆ ,a b  как функ-

ций параметров истинного сигнала 0 0,a b  (соотношения 
(3)) и 0c  (соотношения (7)) определяются путем миними-

зации функции 
0 0

22

0 0 0 0 0ˆˆ , 0

ˆˆmin
2

T

a b

t
F a b t c a b t dt

             

 

и имеют вид: 

2

0 0 0ˆ
12

T
a a c  ; 0 0 0

ˆ
2

T
b b c  ,                      (8) 

где Т – интервал наблюдения. 

Очевидно, что часть членов в правых частях соотноше-
ний (7) имеют малую величину и ими можно пренебречь. 
Полученные соотношения для обобщенных параметров 
как функций погрешностей ИИБ и углов рассогласования, 
были подтверждены результатами математического моде-
лирования. 

IV. ОЦЕНКА ВЫХОДНЫХ ПАРАМЕТРОВ СВНУ 

Обобщенные параметры æ,0 æ,0,a b  представляют собой 

линейные функции выходных параметров СВНУ, выра-
женные соотношениями (3) с учетом поправок (7), (8). Эти 
соотношения являются уравнениями измерения при оцен-

183



ке выходных параметров СВНУ. Калибровка ИИБ прово-
дится в одном запуске с полетом; в последней ориентации 
оси ПСК ориентируются вдоль осей инерциальной старто-
вой системы координат и решается задача начальной вы-
ставки. 

Выбор программных ориентаций (матриц kH ) и орга-
низация обработки измерений в процессе работы СВНУ 
позволяют существенно минимизировать погрешности 
оценки, хотя обеспечить наблюдаемость всех параметров 
невозможно [5]. Оценка выходных параметров СВНУ по 
обобщенным осуществляется следующим образом. Внача-
ле проводится калибровка ИИБ, при этом ориентации вы-
бираются таким образом, чтобы погрешности горизонти-
рования, составляющие единицы угловых минут, мини-
мально влияли на точность. Затем, при откалиброванном 

ИИБ, проводится двухпозиционное гирокомпасирование, 
позволяющее исключить влияние нестабильности уходов 
от запуска к запуску на точность определения азимуталь-
ного угла, и в последней ориентации – точное горизонти-
рование и уточнение значений уходов. Более детально за-
дачу оценки выходных параметров СВНУ с учетом выбора 
программных ориентаций целесообразно рассмотреть от-
дельно. 

Результаты математического моделирования и резуль-
таты оценок, полученные по более чем ста пускам РН 
«Союз-2», показали, что в условиях ветровых колебаний с 
частотой 0.7÷1 Гц и амплитудой 4÷7 по углу и 2÷3 см по 
перемещению погрешности горизонтирования составляют 
5.7÷6.3, погрешности оценки азимутального угла 1.7. 
Погрешности калибровки приведены в таблице. 

ТАБЛИЦА 

Погрешности калибровки 
Наименование параметра Смещение нуля 

ИКУ, м/с2 
Масштабный коэф-
фициент ИКУ, % 

Углы неортого-
нальности ИКУ,  

Уходы ГСП, /с 

Нестабильность от запуска к запуску 0,003 0.03 40 0.15 
Погрешность калибровки (1.2÷1.7)10–4 (1.1÷1.6)10–4 7.9÷11.5 0.017÷0.02 

 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Введение обобщенных параметров в качестве проме-
жуточных, позволяет свести большие объемы измеритель-
ной информации к небольшому числу параметров, по ко-
торым разово оцениваются параметры начальной ориента-
ции и инструментальные погрешности ИИБ. Это суще-
ственно упрощает алгоритмы, не снижая точности началь-
ной выставки и калибровки и позволяет эффективно филь-
тровать как шумы измерения, так и возмущающие входные 
воздействия. 

Рассмотренную методику, изначально разработанную 
для платформенных ИНС и успешно используемую в СУ 
РН «Союз-2», планируется применять, с некоторыми мо-
дификациями, к начальной выставке БИНС перспективных 
космических средств выведения. 
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Аннотация—Рассматривается способ калибровки бес-
платформенных инерциальных навигационных систем 
средней точности. Особенностью предлагаемого способа 
калибровки является то, что он не требует применения 
прецизионных стендов вращения, однако обеспечивает 
требуемую точность калибровки инерциальных измери-
тельных блоков низкой и средней точности. 

Ключевые слова—навигационные параметры, быстрые 
вычисления, спутниковая навигационная система. 

I. ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время широкое распространение полу-

чили бесплатформенные инерциальные навигационные 
системы (БИНС) малой и средней точности, выполнен-
ные на основе микромеханических чувствительных эле-
ментов, погрешности которых – смещение нуля и по-
грешность масштабного коэффициента – весьма значи-
тельны. 

Для снижения влияния указанных погрешностей 
необходима калибровка чувствительных элементов. 

Большинство существующих методов калибровки 
требует применения высокоточных стендов вращения, 
позволяющих достаточно эффективно провести калиб-
ровку чувствительных элементов БИНС [1, 2, 3, 4]. Од-
нако применение прецизионных испытательных стендов 
для массовой калибровки БИНС малой и средней точно-
сти представляется нецелесообразным, поэтому необхо-
димы методы калибровки, позволяющие избежать ис-
пользования прецизионного стендового оборудования. 

Математическая модель погрешностей триады датчи-
ков угловой скорости и триады акселерометров инерци-
ального измерительного блока БИНС в общем случае 
включает следующие основные составляющие [1, 2, 3, 4]: 

 погрешность смещения нуля каждого датчика;

 погрешность масштабного коэффициента каждого
датчика;

 погрешность положения измерительной оси
каждого датчика;

 погрешность, обусловленная чувствительностью
датчиков по перекрестным осям.

II. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ КАЛИБРОВКИ ТРИАДЫ
ДАТЧИКОВ УГЛОВОЙ СКОРОСТИ И АКСЕЛЕРОМЕТРОВ

Рассмотрим математическую модель калибровки 
триады акселерометров и датчиков угловой скорости. 

Выходные сигналы триады акселерометров предста-
вим в виде 
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где iu  – выходной сигнал огоi  акселерометра; ik  – 
коэффициент передачи огоi  акселерометра по его оси 
чувствительности; ijk  – коэффициенты передачи по пе-
рекрестным осям, обусловленные неортогональностью 
измерительных осей и другими факторами; in  – смеще-
ние нуля огоi  акселерометра; is  – случайный шум 

огоi  акселерометра, не имеющий постоянной состав-
ляющей. 

При калибровке акселерометров в поле силы тяже-
сти, считая, что в исходном положении ось OY  направ-
лена по местной вертикали, можно записать: 
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где 

zzyzx

yzyyx

xzxyx

ccc

ccc

ccc

– матрица направляющих косинусов

ориентации измерительного блока относительно мест-
ной вертикали. 

При повороте на 180° вокруг оси OZ  относительно 
начального положения: 
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Подставляя (2) и (3) в (1), получаем следующую си-
стему уравнений: 
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Случайные шумы достаточно эффективно подавля-
ются при осреднении измерений, поэтому в дальнейшем 
исключим их из рассмотрения. 

Суммируя и вычитая первое и второе уравнения си-
стемы (4), найдем: 



.2

,2

2

2

2

1

1

1

2

2

2

1

1

1

gc

gc

gc

kkk

kkk

kkk

u

u

u

u

u

u

n

n

n

u

u

u

u

u

u

zy

y

xy

zzyzx

yzyyx

xzxyx

z

y

x

z

y

x

z

y

x

z

y

x

z

y

x





, 5

Выполняя повороты на ±90° вокруг оси OZ  относи-
тельно начального положения и повороты на ±90° вокруг 
оси OX  относительно начального положения получим 
еще две пары уравнений, аналогичных (5). 

Из (5) следует, что смещения нуля акселерометров до-
статочно просто определяются из любой пары уравнений 
независимо от наклона основания. Единственным требо-
ванием является точное выдерживание углов поворота 
относительно начального положения (0°, 180°, ±90°). Для 
определения коэффициентов передачи получаем следу-
ющую систему: 
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где 3iu , 4iu  – выходные сигналы триады акселеромет-
ров при повороте на ±90° вокруг оси OZ ; 5iu , 6iu  – 
выходные сигналы триады акселерометров при повороте 
на ±90° вокруг оси OX . 

Из уравнений (6) определяется матрица коэффициен-
тов передачи: 
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Полученная математическая модель показывает, что 
при калибровке акселерометров в поле силы тяжести 
смещения нуля и матрицу коэффициентов передачи 
можно откалибровать по результатам измерения сигна-
лов датчиков для положений инерциального измери-
тельного блока, соответствующих повороту на углы, 
кратные 0°, 180° и ±90° относительно исходного поло-
жения. 

Аналогичные (1)–(7) уравнения можно записать и для 
калибровки датчиков угловой скорости. Однако калиб-
ровка грубых ДУС путем измерения угловой скорости 
вращения Земли невозможна, что требует задания угло-
вой скорости путем поворота блока. С другой стороны, 
упрощается калибровка смещения нуля, которую можно 
осуществить, осредняя сигналы ДУС при неподвижном 
инерциальном измерительном блоке. 

Предположим, что смещения нуля ДУС откалибро-
ваны. В этом случае уравнение (1) для ДУС можно пред-
ставить в виде 
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где i  – проекция угловой скорости инерциального из-
мерительного блока на соответствующую связанную с 
ним ось. 

При отсутствии высокоточного стенда вращения за-
дать угловые скорости невозможно, поэтому рассмотрим 
возможность калибровки путем поворотов на углы, 
кратные 90°. 

При повороте вокруг одной оси, например, ОХ, урав-
нения (8) можно записать в виде 
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Поскольку по определению поворот выполняется во-

круг оси ОХ на заданный угол x , то x

t

x d 
0

)( .  

В этом случае (9) принимает вид 
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Уравнение (10) показывает, что, вычисляя интегралы 
выходных сигналов при повороте вокруг одной измери-
тельной оси на фиксированный угол, можно определить 
один столбец матрицы коэффициентов передачи. Три 
поворота вокруг трех осей инерциального измерительно-
го блока обеспечивают полное определение матрицы 
коэффициентов передачи триады датчиков угловой ско-
рости. 

Из уравнений (1)–(4) несложно получить оценку до-
пуска на параллельность граней приспособления: 


g
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где   – угол непараллельности граней. 

Численные оценки по формуле (11) показывают, что 
для калибровки смещения нуля акселерометров до уров-

ня gny
710  допустимое отклонение параллельности 

граней составит 2 мрад или 6 угловых минут, что вполне 
реализуемо при современном уровне технологии. 

Для проверки предложенного метода калибровки 
датчиков угловой скорости и акселерометров проведена 
калибровка инерциального измерительного модуля 
FIS1100 (рис. 1). 

 
Рис. 1. Микромеханический измерительный блок на приспособлении 

для калибровки 

Результаты эксперимента показали работоспособ-
ность предложенного метода калибровки. 

III. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, имея приспособление для поворота 
инерциального измерительного блока на углы, кратные 
90°, можно обеспечить его полную калибровку. Таким 
приспособлением может быть металлический куб, име-
ющий полость для установки внутри инерциального из-
мерительного блока. Грани куба должны быть изготов-
лены с достаточно высокой точностью, однако при мас-
совой калибровке инерциальных измерительных блоков 
изготовление такого приспособления оправдано, по-
скольку его стоимость намного ниже стоимости стенда 
вращения. Процедура калибровки при помощи такого 
приспособления также очень проста. 
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Аннотация—Рассматривается задача одновременной 
калибровки блока ньютонометров и номинально высоко-
точного стенда. В отличие от традиционных постановок за-
дач калибровки предполагается, что ошибки масштабных 
коэффициентов зависят от знаков входных сигналов ньюто-
нометров. К задаче оценивания применяется гарантирую-
щий подход. Численно получен оптимальный план калиб-
ровки и построены оптимальные гарантирующие оценки 
искомых параметров. Совместно с предприятием ПАО 
АНПП «Темп-Авиа» (г. Арзамас) проведены соответствую-
щие эксперименты. 

Ключевые слова—блок ньютонометров, калибровка, га-
рантирующий подход к оцениванию. 

I. ВВЕДЕНИЕ 

Блок из трех ньютонометров является одним из основ-
ных сенсоров инерциальной навигационной системы. Из-
вестно, что этот блок нуждается в калибровке перед нача-
лом функционирования системы (см., например, [1, 2]). 
Однако, традиционные линейные модели показаний 
блока ньютонометров не всегда вполне удовлетвори-
тельны. В ряде случаев допускают, что ошибки мас-
штабных коэффициентов блока зависят от знака сигнала, 
поступающего на вход ньютонометра. В данной работе 
рассматривается соответствующая асимметричная (ку-
сочно-линейная) модель блока ньютонометров.  

Обычно предполагается, что угловые и геометриче-
ские погрешности прецизионных стендов малы настоль-
ко, что ими можно пренебречь. Тем не менее, кроме 
ошибок самого блока, разумно включать в состав оцени-
ваемых параметров возможные геометрические погреш-
ности номинально высокоточного стенда (неортогональ-
ность осей вращения, негоризонтальность основания из-
за просадки фундамента) и его инструментальные по-
грешности (систематические ошибки измерения углов 
поворота). При этом задача оценивания становится мно-
гопараметрической, и тогда выбор плана экспериментов 
не очевиден. В рамках гарантирующего подхода к оце-
ниванию параметров определяется оптимальный план 
экспериментов и строятся соответствующие алгоритмы 
оценивания. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ОЦЕНИВАНИЯ 

Рассмотрим блок из трех ньютонометров, установ-
ленный на двухстепенном стенде. Схема двухстепенного 
стенда описана, например, в [3]. Основание стенда непо-
движно относительно Земли. Введем следующие обо-
значения для ошибок стенда. Пусть  – малый угол от-
клонения внешней оси стенда от горизонтальной плос-
кости;  – малый угол отклонения внутренней оси от 
вертикальной плоскости, образованной внешней осью и 
географической вертикалью, вследствие негоризонталь-
ности основания;  – малый угол неортогональности 
осей стенда;  – неизвестные смещения при изме-
рении углов стенда. 

Блок ньютонометров прикрепляется к планшайбе на 
внутренней раме стенда вдоль установочных осей. По-
грешность реального расположения блока по осям уста-
новочного трехгранника опишем неизвестным вектором 
малого поворота . Ошибку в знании 
ускорения силы тяжести в точке проведения испытаний 
обозначим . 
 Структурная модель показаний блока ньютонометров 
имеет вид:  

, 

где  – показания блока ньютонометров,  – 
единичная матрица,  – нижнетреугольная мат-
рица погрешностей блока (в которой диагональные эле-
менты характеризуют ошибки масштабных коэффициен-
тов, а внедиагональные – несоосности ньютонометров), 

 – вектор удельной силы, действующей на чув-
ствительную массу ньютонометра, в проекциях на оси 
приборного трехгранника (при рассматриваемых нами 
статических экспериментах эта удельная сила равна 
ускорению силы тяжести с обратным знаком),  – 
систематические смещения показаний блока,  – 
флуктуационные погрешности (влияние которых суще-
ственно снижается осреднением до уровня остаточного 
немоделируемого сигнала электро-механического кон-
тура блока ньютонометров). 

Измерения для соответствующей задачи оценивания 
формируются как нормированная разность осредненных 
показаний блока ньютонометров и их предсказанных 
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значений по измерениям углов стенда. После соответ-
ствующих вычислений нетрудно показать, что итоговые 
измерения можно представить в следующем виде: 

 
 

где  
, 

 

 

, 

 

 
 

, 

 

 

 

 
здесь  – заданная величина. 

Функции  имеют весьма громоздкий вид и 
поэтому явно не приводятся. Особенностью этих функ-
ций является то, что если для заданной пары углов  
знак входного сигнала какого-либо ньютонометра не 
гарантирован, то соответствующее измерение исключа-
ется из рассмотрения.  

Требуется по измерениям при всевозможных допу-
стимых угловых положениях из квадрата  
оценить: (a) погрешности стенда; (b) масштабные коэф-
фициенты (с точностью до ошибки знания ускорения 
силы тяжести); (c) перекосы осей чувствительности 
ньютонометров; (d) погрешности углов установки блока 
ньютонометров на планшайбу (с точностью до система-
тического смещения в измерении угла поворота внут-
ренней рамы); (e) систематические смещения показаний 
ньютонометров. 

III. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ И РЕЗУЛЬТАТЫ ОБРАБОТКИ 

ЭКСПЕРИМЕНТОВ 

Для решения задач оценивания применялся гаранти-
рующий подход [4,5]. Этот подход позволяет свести за-
дачу выбора экономного оптимального плана калибров-
ки к решению некоторой задачи линейного программи-
рования. Для вычислений на исходном квадрате всех 
значений  была взята сетка с шагом в  по обоим 
углам. Расчеты выполнялись при помощи пакета IBM 
ILOG CPLEX Optimization Studio. Применялись два чис-

ленных метода: метод внутренней точки и симплекс-
метод; они дали одинаковые результаты.  

Разработанная общая теория была применена для ка-
либровки реальных блоков ньютонометров на высоко-
точном испытательном стенде. Решению задачи оцени-
вания предшествовал трудоемкий этап обработки ис-
ходных данных для их подготовки к «точной» калиб-
ровке. В частности, была проверена корректность полу-
ченных в экспериментах «сырых» данных и проведена 
предварительная «грубая» калибровка. В итоге с помо-
щью процедуры «точной» калибровки были получены 
оценки погрешностей блока ньютонометров, которые, в 
частности, выявили значимую  асимметрию 
ошибок масштабных коэффициентов в первом ньюто-
нометре блока и незначительную  – во вто-
ром. Выявление асимметрии ошибок масштабных ко-
эффициентов может быть использовано, например, при 
отборе комплектов ньютонометров для инерциальных 
систем различной точности. Для другого блока ньюто-
нометров не было выявлено значимой асимметрии.  

ТАБЛИЦА I.  РЕЗУЛЬТАТЫ «ТОЧНОЙ» КАЛИБРОВКИ 

Калибровочные  
параметры 

Полученные значения  
погрешностей 

Погрешности стенда 

Негоризонтальность внеш-
ней оси 

–0.62 [угл.мин] 

Невертикальность внут-
ренней оси 

0.72 [угл.мин] 

Неортогональность осей 
стенда 

–1.6 [угл.мин] 

Ошибки масштабных коэффициентов ньютонометров 

 + – 

Ньютонометр 1   

Асимметрия 1  

Ньютонометр 2   

Асимметрия 2  

Ньютонометр 3   
Асимметрия 3  

Перекосы осей ньютонометров 

Ньютонометры 1 и 2 48 [угл.мин] 

Ньютонометры 1 и 3 53 [угл.мин] 

Ньютонометры 2 и 3 7.1 [угл.мин] 

Погрешности углов установки блока ньютонометров на планшайбу 

Угол 1  [угл.мин] 

Угол 2  [угл.мин] 

Угол 3  [угл.мин] 

Систематические смещения показаний ньютонометров 

Ньютонометр 1  

Ньютонометр 2     

Ньютонометр 3  

+/– означает знак входного сигнала ньютонометра 
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ТАБЛИЦА II.  ИТОГОВЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ КАЛИБРОВКИ 

Калибровочные  
параметры 

Полученные значения  
погрешностей 

Диагональные элементы матрицы Г 

 + – 

Ньютонометр 1   
Асимметрия 1  
Ньютонометр 2   
Асимметрия 2  
Ньютонометр 3   
Асимметрия 3  

Внедиагональные элементы матрицы Г 

  

  

  

Систематические смещения показаний ньютонометров 

Ньютонометр 1 [м/ ] 
Ньютонометр 2 [м/ ] 
Ньютонометр 3 -  [м/ ] 
+/– означает знак входного сигнала ньютонометра 

 
Зато были обнаружены существенные перекосы осей 

чувствительности, а также большие ошибки масштабных 
коэффициентов и значительные систематические сме-
щения нулей. Кроме того, и погрешности установки бло-
ка на планшайбу оказались весьма велики. Геометриче-
ские ошибки самого стенда находятся на границе допу-

стимого. Результаты для второго случая представлены в 
таблицах I и II. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Для решения задачи калибровки блоков ньютономет-
ров в случае асимметрии ошибок масштабных коэффи-
циентов разработана общая методика, основанная на 
гарантирующем подходе. Этот подход позволил доста-
точно просто получить оптимальный план угловых ка-
либровочных положений. Эффективность гарантирую-
щего подхода к оцениванию подтверждена реальными 
экспериментами на испытательном стенде. 
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Аннотация—Рассмотрено влияние линейных и вибра-

ционных нагрузок на типовые погрешности бесплатфор-
менной инерциальной навигационной системы в условиях 
автономного (чисто инерциального) режима полета. Ого-
ворен перечень исследуемых инструментальных и методи-
ческих составляющих погрешности бесплатформенной 
инерциальной навигационной системы, оказывающих 
определяющее влияние на допуск амплитудно-фазовых 
частотных характеристик измерительных каналов. Опи-
сан порядок определения допустимых уровней частотных 
характеристик измерительных каналов. Приведены ре-
зультаты численного моделирования. 

Ключевые слова—амплитудно-фазовая частотная ха-
рактеристика, бесплатформенная инерциальная навигаци-
онная система, линейные и вибрационные нагрузки. 

I. ВВЕДЕНИЕ 

При построении системы управления объектом ра-
кетно-космической техники на базе бесплатформенной 
инерциальной навигационной системы (БИНС) актуаль-
ным, особенно для условий автономного (чисто инерци-
ального) режима полета, является вопрос по снижению 
влияния неидеальности амплитудно-фазовой частотной 
характеристики (АФЧХ) акселерометрических и 
гироскопических измерительных каналов блока чувстви-
тельных элементов на результирующую точность БИНС. 
Целью настоящего исследования является определение 
допустимого уровня отклонений АФЧХ измерительных 
каналов как одной из основных причин повышенного 
ухода БИНС в условиях действия линейных и вибраци-
онных нагрузок с учетом сохранения баланса между ос-
новными составляющими погрешности БИНС. Данная 
тема и ранее затрагивалась в технической литературе, 
отметим в этой связи работы [1–7]. 

Традиционно к основным составляющим 
погрешности БИНС относят инструментальную состав-
ляющую, связанную с погрешностями изготовления и 
функционирования измерительных каналов блока 
чувствительных элементов, и методическую составляю-
щую, связанную с обработкой на дискретной шкале 
времени интегральных показаний измерительных 
каналов. В рамках инструментальной составляющей рас-
смотрены типовые погрешности измерительных каналов, 
вызванные, в частности, неточностью выставки, смеще-

нием нулевого сигнала и погрешностью масштабного 
коэффициента. В рамках методической составляющей – 
параметры многошагового алгоритма БИНС, включая 
такт опроса измерительной информации. Влияние про-
чих составляющих на точность БИНС (взаимная 
корреляция погрешностей измерительных каналов, 
начальная выставка блока чувствительных элементов, 
квантование измерительной информации по уровню и 
т.д.) в данной статье не рассматривалось. 

Движение объекта ракетно-космической техники в 
условиях действия линейной нагрузки сопровождается 
вибрациями места установки блока чувствительных эле-
ментов, что, в условиях неидеальности АФЧХ, неизбеж-
но приводит к искажению выходного сигнала измери-
тельных каналов, пропорциональному (в первом при-
ближении) действующей нагрузке. В то же время ско-
рость накопления погрешности БИНС может многократ-
но превышать скорость нарастания самой нагрузки. Имея 
соответствующую численную оценку для заданных 
уровней механических нагрузок в месте установки блока 
чувствительных элементов и исходя из требуемой точно-
сти БИНС, можно сформулировать требования к частот-
ным характеристикам отдельных измерительных каналов 
и допустимый уровень их взаимного отклонения. 

В рамках настоящего исследования проведено чис-
ленное статистическое моделирование на типовом 
участке движения, характеризующимся повышенными 
линейными и вибрационными нагрузками. Показания 
акселерометрических и гироскопических измерительных 
каналов формировались в виде приращений за такт 
опроса вектора кажущейся скорости и вектора угловой 
скорости соответственно в проекциях на измерительные 
оси блока чувствительных элементов. Неидеальность 
АФЧХ измерительных каналов в полосах пропускания и 
запирания полезного сигнала задавалась в рабочем диа-
пазоне частот в виде систематических отклонений от 
номинальной передаточной функции. 

Действия, выполняемые при определении допустимых 
уровней частотных характеристик, проиллюстрированы на 
примере бесплатформенной инерциальной системы ориен-
тации (БИСО), как более восприимчивой к вибрационным 
нагрузкам и предъявляющей более жесткие требования к 
месту установки блока чувствительных элементов.  
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II. ВЛИЯНИЕ АФЧХ ИЗМЕРИТЕЛЬНЫХ КАНАЛОВ НА 

ОСНОВНЫЕ СОСТАВЛЯЮЩИЕ ПОГРЕШНОСТИ БИНС 

На участке свободного движения (с не более, чем од-
ним направлением жесткой внешней связи) вибрации в 
месте установки блока чувствительных элементов БИНС 
неизбежно сопровождаются угловыми колебаниями, 
носящими прецессионный характер (с пространствен-
ным вращением вектора угловой скорости). Составляю-
щие погрешности БИНС из-за неидеальности АФЧХ 
оценивались численно. Для их выделения из суммарной 
погрешности БИНС в условиях моделирования линей-
ных и вибрационных нагрузок предварительно были 
сделаны оценки величин инструментальной и методиче-
ской составляющих.  

При оценке суммарной погрешности БИНС в услови-
ях высокого уровня линейных и вибрационных нагрузок 
определяющее значение может иметь неидеальность 
АФЧХ измерительных каналов. Для пояснения данного 
факта рассмотрим типовое коническое движение [1] ос-
нования в месте установки блока чувствительных эле-
ментов БИНС. Под амплитудной погрешностью акселе-
рометрических )(Δ fAАК  и гироскопических 

)(Δ fAГК измерительных каналов при фиксированной 

частоте колебаний f  будем понимать отклонение по 
амплитуде выходного сигнала относительно входного 

вида ,1)(
)( 





 

вх
вых

fA
fA  меняющееся от значения «0» 

в полосе пропускания полезного сигнала до значения 
«1» в полосе запирания.  

Для гироскопических измерительных каналов в каче-
стве входного сигнала рассмотрим прецессию относи-
тельно оси конуса, которая по аналогии с [8] в первом 
приближении может быть представлена выражением 

вида ,22 2 f где   – амплитуда угловых колебаний. 
При линейном искажении амплитуды вида 

)Δ1( ГКA   получим первичную оценку ухода 
(coning error) по угловому положению 

.Δ2)( 2  ГКAffГК   (1) 

Для акселерометрических измерительных каналов в 
качестве входного сигнала рассмотрим линейную 
нагрузку, действующую вдоль оси конуса. Тогда относи-
тельную погрешность (sculling error) выходного сигнала 
вдоль оси конуса в условиях конических вибраций в 
первом приближении можно записать как 

).ΔΔ()( 2
АКГК AAfAK     (2) 

Оценки (1) и (2), определяющие угловой уход и отно-
сительную погрешность расчета скорости (скоростной 
уход), записаны без учета инструментальной и методи-
ческой составляющих погрешности БИНС. Отметим, что 
амплитудные погрешности измерительных каналов ли-
нейно входят в соотношения (1) и (2). Кроме того, соот-
ношения (1) и (2) также задают ограничения по уровню 
допустимых конических (угловых) колебаний основания 
в месте установки блока чувствительных элементов 
БИНС. Получаемые при этом ошибки БИНС пропорцио-
нальны квадрату уровня вибрационных нагрузок. 

В условиях движения, характеризующегося повы-
шенными линейными и вибрационными нагрузками, 
величины уходов )( fГК  и )( fAK  могут значительно 
превосходить соответствующие инструментальные и 
методические составляющие погрешности БИНС. В та-
ком случае совершенствование амплитудной характери-
стики является прямым способом повышения точности 
БИНС. 

Перейдем к рассмотрению фазовой погрешности. 
При фиксированной частоте колебаний f  получаем 
постоянный сдвиг по времени (запаздывание) выходного 
сигнала относительно входного. Обозначим уровень рас-
синхронизации акселерометрических каналов через 

АКΔt , гироскопических каналов – через ГКΔt . Взаим-
ную рассинхронизацию акселерометрических и гироско-
пических измерительных каналов обозначим через Δt . 
После умножения Δt и Δt,Δt ГКАК  на )2( f получим 
соответствующие выражения для относительных фазо-
вых погрешностей )(Δ),(Δ ff ГКАК  и )(Δ f . 

При численном моделировании исследовались коле-
бания в поддиапазонах частот полосы пропускания по-
лезного сигнала, характеризующиеся одинаковым до-
пуском на амплитудную погрешность и постоянной 

энергетической характеристикой constf  2)2( . Ре-
зультаты моделирования показали высокую чувстви-
тельность погрешности БИНС к каждому из рассматри-
ваемых уровней рассинхронизации. Особенно это харак-
терно для величины ГКΔt . 

Получаемые оценки погрешности БИНС из-за неиде-
альности АФЧХ с увеличением частоты в первом при-
ближении обратно пропорциональны уровню рассин-
хронизации измерительных каналов. Отсюда следует, 
что допуск на относительную фазовую погрешность в 
каждом поддиапазоне частот может быть определен в 
виде некоторой константы. Соответствующий допуск 
определяется исходя из требуемых точностных характе-
ристик БИНС и напрямую не связан с рассматриваемы-
ми инструментальной и методической составляющими 
погрешности БИНС. 

В то же время следует отметить, что уходы )( fГК  и 

)( fAK  могут иметь доминирующее значение в области 
резонансных частот изделия. В связи с этим данные ухо-
ды необходимо рассматривать в совокупности с инстру-
ментальной и методической составляющими погрешно-
сти БИНС. 

С практической точки зрения рассматриваемый диа-
пазон частот может быть условно поделен на участки с 
преобладанием тех или иных погрешностей. При этом 
оптимизация АФЧХ и оптимизация алгоритма БИНС 
могут выполняться в «своей» области частот. Кроме то-
го, нужно определиться с переходным участком, содер-
жащим частоту среза. Здесь, ввиду размытости переда-
точной функции (определяется фильтром), необходимы 
конструктивные решения, ограничивающие уровень 
вибронагрузок. 

Оптимальное положение частоты среза соответствует 
совпадению вибрационной составляющей погрешности 
БИНС с дополнительным интегральным сигналом, вы-
званным коническими вибрациями. Дополнительный ин-
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тегральный сигнал рассматривается в осях чувствитель-
ности акселерометрических и гироскопических измери-
тельных каналов БИНС. Задача определения допустимых 
уровней частотных характеристик измерительных каналов 
может рассматриваться как многокритериальная.  

В целом, уточнение АФЧХ опирается на численное 
моделирование движения с высоким уровнем линейных 
и вибрационных нагрузок. Это дает возможность оце-
нить уровень уходов, которые непосредственно опреде-
ляются погрешностями реализации АФЧХ измеритель-
ных каналов. Полученные численные оценки погрешно-
стей БИНС позволяют косвенно задать допуск на неиде-
альность АФЧХ акселерометрических и гироскопиче-
ских измерительных каналов. 

III. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 

При получении аналитических и численных оценок 
использовалась разработанная в Акционерном обществе 
"Научно-производственное объединение автоматики 
имени академика Н.А. Семихатова" модель движения в 
условиях линейных и вибрационных нагрузок основания 
в месте установки блока чувствительных элементов 
БИНС. Оценка методической составляющей погрешно-
сти БИНС осуществлялась с использованием одного из 
известных в технической литературе многошаговых ал-
горитмов БИНС [1, 9]. При этом учитывалась взаимная 
рассинхронизация измерительных каналов. 

Моделируемый участок движения характеризовался 
заданными ограничениями на уровень линейных нагру-
зок в частотных поддиапазонах длительностью 1–2 окта-
вы каждый и вибрационными нагрузками с амплитудой 
угловых колебаний до 2 угл.град в диапазоне частот до 
400 Гц. Допуск на уровень угловых колебаний основа-
ния рассчитывался исходя из возможного резонанса на 
одной частоте в каждом из поддиапазонов. В процессе 
моделирования оценивалось выполнение заданных 
уровней в части углового и скоростного уходов.  

При моделировании рассчитывался допуск по уровню 
угловых колебаний в месте установки блока чувствитель-
ных элементов для рассматриваемых составляющих по-
грешностей БИНС. Соответствующие графики зависимо-
сти амплитуды конических колебаний от частоты пред-
ставлены на рис. 1 и рис. 2 в логарифмическом масштабе 
для акселерометрического и гироскопического измери-
тельных каналов соответственно. Дополнительно на рис. 2 
приведен график прецессии относительно оси конуса. 
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Рис. 1. Допуск на уровень конических колебаний для погрешностей 
акселерометрических каналов при заданной ошибке расчета скорости 
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Рис. 2. Допуск на уровень конических колебаний для погрешностей 
гироскопических каналов при заданном уровне углового ухода 

Как показали результаты моделирования, веса со-
ставляющих погрешности БИНС перераспределяются с 
увеличением частоты колебаний основания. При этом 
особый интерес представляют значения частот в районе 
пересечения составляющих между собой. Такие пересе-
чения характеризуются увеличением суммарной по-
грешности БИНС. 

Так, например, из рис. 2 следует, что на частотах 
< 80 Гц доминирующим является угловой уход, обуслов-
ленный неидеальностью АФЧХ. На частотах > 200 Гц 
рассматриваемые погрешности БИНС выходят на уро-
вень прецессии. Используемый алгоритм БИНС «не чув-
ствует» указанные частоты и будет давать дополнитель-
ную погрешность при наличии соответствующего сигна-
ла (или шума). В связи с этим данные частоты должны 
быть отфильтрованы таким образом, чтобы уровень сум-
марного ухода не превышал прецессию. Угловой уход 
при этом будет определяться уровнем прецессии. 

Диапазон частот 80–200 Гц для изображенных на 
рис. 2 графиков характеризуется преобладанием инстру-
ментальной и методической составляющих погрешности 
БИНС. Это может существенно снизить точность по уг-
ловому положению при наличии соответствующих виб-
раций. Один из возможных способов переноса такого 
участка в область высоких частот полосы запирания по-
лезного сигнала заключается в уменьшении такта опроса 
измерительной информации и соответствующего 
уменьшения шага счета алгоритма БИСО. Такой вариант 
показан на рис. 3, где шаг счета уменьшен в два раза. 
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Рис. 3. Допуск на уровень конических колебаний для погрешностей 
гироскопических каналов при заданном уровне углового ухода. 
Два варианта значений шага съема данных БИСО: 2.5 мс и 5 мс 
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На основании полученной информации можно сфор-
мулировать требования к допустимому уровню угловых 
колебаний основания совместно с диапазонами возмож-
ных значений АФЧХ измерительных каналов. Допуск по 
угловым колебаниям основания в месте установки блока 
чувствительных элементов, обеспечивающий выполне-
ние требований по угловому и скоростному уходам 
БИНС, формируется в виде зависимости амплитуды уг-
ловых колебаний от частоты. Диапазоны АФЧХ пред-
ставляются в виде кусочно-постоянных отклонений от 
номинальной передаточной функции. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, создан инструмент, позволяющий 
получать численные оценки необходимых уровней 
АФЧХ акселерометрических и гироскопических измери-
тельных каналов с учетом вибронагрузок в месте уста-
новки блока чувствительных элементов исходя из обес-
печения заданных требований по угловому и скоростно-
му уходам БИНС. 
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Аннотация—Предлагается способ автономного опре-
деления широты и долготы подвижного объекта на основе 
сигналов гироскопов без использования двойного инте-
грирования сигналов акселерометров.  

Представлены результаты полунатурного моделирова-
ния определения широты и долготы с использованием ин-
формации полета малогабаритного летательного аппарата.  

Ключевые слова—гироскопы, широта, долгота, инерци-
ально-измерительный модуль. 

I. ВВЕДЕНИЕ 

Для автономного определения местоположения по-
движных объектов используются инерциальные навига-
ционные системы (ИНС) [1, 2], в основе работы кото-
рых лежит двойное интегрирование показаний акселе-
рометров – измерителей кажущегося ускорения объекта. 
Кроме акселерометров ИНС содержат гироскопы, с по-
мощью которых происходит физическое (для платфор-
менных ИНС) или аналитическое (для бесплатформен-
ных ИНС) построение той или иной системы координат. 

Двойное интегрирование выходных сигналов аксе-
лерометров, содержащих нулевые сигналы, приводит к 
накоплению погрешностей ИНС. Первый способ повы-
шения точности ИНС состоит в использовании очень 
точных чувствительных элементов – гироскопов и аксе-
лерометров. Из-за высокой стоимости такие чувстви-
тельные элементы используются лишь в ИНС подвод-
ной и космической навигации [3, 4]. Второй способ по-
вышения точности ИНС – интегрирование или комплек-
сирование их со спутниковыми навигационными систе-
мами [5]. Однако такие системы перестают быть полно-
стью автономными. 

Предлагается метод автономного определения дол-
готы и широты на подвижном основании, при котором 
используется измерение абсолютной угловой скорости 
объекта. Под автономным понимается метод, не исполь-
зующий астрономические, спутниковые навигационные 
или радионавигационные системы. 

II. ОПИСАНИЕ МЕТОДА  

Введем в рассмотрение следующие системы коорди-
нат: O  – географическая система координат, при-

чем ось O  направлена на север, ось O  – на восток, а 
O  – местная вертикаль, Oxyz  – система координат, 
связанная с инерциально-измерительным модулем 
(ИИМ). 

Проекции абсолютной угловой скорости на оси O  

и O  будут иметь вид [1]: 

 
 

cos ;

sin .





  

  

 

  




  (1.1) 

Здесь   – угловая скорость вращения Земли, ,   – 
текущие значения широты и долготы соответственно. 

Очевидно, что широту можно определить по формуле 

arctg 







 .  (1.2) 

Для определения текущей долготы воспользуемся, 
например, первым соотношением (1.1). Интегрируя его, 
можно получить 

0

0 cos

t

t

dt 


 
   

 
 ,  (1.3) 

где 0 ,t t  – начальный и текущий моменты времени дви-
жения. Отметим, что для первого интегрирования необ-
ходимо знать начальное значение долготы 0 . 

Для определения текущих значений широты и дол-
готы подвижного объекта возникает задача в выражении 

,    через проекции угловой скорости объекта 
, ,bx by bz   , измеряемые, например, гироскопами ИИМ. 

Рассмотрим ИИМ, оси которого oxyz  жестко связа-
ны с объектом. Пусть , ,    – углы поворота объекта. 
Связь между осями Oxyz  и O  можно выразить че-
рез матрицу направляющих косинусов b

nC : 

x

y

z





   
      
      

b
nC .   (1.4) 

Из последнего соотношения, учитывая ортогональ-
ность поворотов, можно получить проекции ,   : 

x

y

z







 
 
 

   
      
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n
bC ,  (1.5) 

где n
bC  – транспонированная матрица b

nC : 

195



11 12 13

21 22 23

31 32 33

c c c

c c c

c c c

 
   
  

n
bC , 

cos cos sin

sin

sin cos cos

x bx

y by

z bz

      
    
      

   
       
       

 
 

 
. 

Из матричного уравнения (1.5) получим: 
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Итак, для определения проекций ,    необходимо 

знать проекции абсолютной угловой скорости объекта 
, ,bx by bz   , измеряемые гироскопами ИИМ, элементы 

матрицы направляющих косинусов, углы поворота объ-
екта , ,    и их производные. 

Полученные выражения (1.6) подставим в выраже-
ние (1.2) для определения широты: 
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arctg

c c c

  


  
 


 

.  (1.7) 

Аналогично можно подставить значение   из (1.6) 

в выражение (1.3) для определения долготы: 
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  
 


  
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 
 . (1.8) 

Для проверки полученных зависимостей проводи-
лись вычисления широты и долготы, рассчитанные с 
использованием соотношений (1.7) и (1.8) соответ-
ственно. Скорость движения основания принималась 
равной 200 м/с, 400 м/с и 600 м/с. Начальные координа-
ты принимались равными 50°с.ш. и 30° в.д.  

Параллельно проводились контрольные вычисления 
широты и долготы, интегрируя известные соотношения 
[5]: 

,

.
cos

N

E

v

R
v

R













   (1.9) 

Результаты показали практическое совпадение вы-
численных значений широты (1.7) и долготы (1.8) «эта-
лонным» значениям, вычисленным по формулам (1.9). 
Отличие вычисленных и «эталонных» значений широты 
и долготы не превышает значений 10-13 град.  

Итак, полученные выражения (1.7) и (1.8) позволяют 
вычислять широту и долготу объекта при его движении. 
При этом выражения (1.7) и (1.8) не накладывают огра-

ничений на траекторию движения. Отметим, что по 
сравнению с традиционным алгоритмом БИНС вычис-
ление широты обходится без интегрирования показаний 
акселерометров, а вычисление долготы требует лишь 
однократного интегрирования показаний гироскопов.  

Если для определения широты места достаточно 
иметь сигналы гироскопов ИИМ, элементы матрицы 
направляющих косинусов, углы поворота объекта и их 
производные, то для определения долготы необходимо, 
кроме того, знать начальное значение долготы. 

III. ПОЛУНАТУРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  
ПРЕДЛОЖЕННОГО МЕТОДА 

Для проверки эффективности разработанного метода 
автономного определения широты и долготы использо-
вались экспериментальные данные ИНС, полученные в 
полете на небольшом самолете Cessna (рис. 1) недалеко 
от г. Орландо (шт. Флорида, США). Такие данные со-
держали информацию об углах курса, тангажа, крена 
самолета, выходных сигналах трех микромеханических 
гироскопов – датчиков угловой скорости, трех микро-
механических акселерометров, информацию о широте, 
долготе и высоте, измеренную приемником спутнико-
вой навигационной системы (GNSS), а также информа-
цию о горизонтальной и вертикальной составляющих 
скорости самолета и текущее время. 

 

Рис. 1. Самолет Cessna 

Общее время полета составляло немногим более  
104 мин, траектория полета самолета изображена на 
рис. 2. 

 

Рис. 2. Траектория полета самолета Cessna 

На рис. 3–6 приведены графические зависимости 
выходных сигналов гироскопов, а также графические 
зависимости широты и долготы от времени для четырех 
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участков полета (кривая 1 – расчетные значения широты 
и долготы, кривая 2 – значения широты и долготы, из-
меренные с помощью приемника GNSS). 
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Рис. 3. Выходные сигналы гироскопов, широта и долгота для 1-го участ-
ка полета 

Из рис. 3 видно, что начиная с 3-й секунды, значения 
широты, рассчитанные разработанным методом, колеб-
лются около значения широты, измеренной приемником 
GNSS, а начиная со 2-й секунды рассчитанные разрабо-
танным методом значения долготы стремятся к значе-
ниям долготы, которая измерялась приемником GNSS. 
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Рис. 4. Выходные сигналы гироскопов, широта и долгота для 2-го участ-
ка полета 

Из рис.4 видно, что начиная с 5-й секунды значения 
широты, рассчитанные разработанным методом, схо-
дятся к значению широты, измеренному приемником 
GNSS, а начиная с 6-й секунды рассчитанные разрабо-
танным методом значения долготы стремятся к значе-
нию долготы, измеренному приемником GNSS. 
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Рис. 5. Выходные сигналы гироскопов, широта и долгота для 3-го участ-
ка полета 

Из рис. 5 видно, что начиная с 6-й секунды значения 
широты, рассчитанные разработанным методом, колеб-
лются около значения широты, измеренной приемником 
GNSS, а начиная с 7-й секунды рассчитанные разрабо-
танным методом значения долготы стремятся к значе-
нию, измеренному приемником GNSS. 
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Рис. 6. Выходные сигналы гироскопов, широта и долгота для 4-го участ-
ка полета 

Из рис. 6 видно, что начиная с 10-й секунды значе-
ния широты, рассчитанные разработанным методом, 
колеблются около значения широты, измеренной при-
емником GNSS, а начиная с 15-й секунды (видно по 
численным данным) рассчитанные разработанным ме-
тодом значения долготы стремятся к значению, изме-
ренному приемником GNSS. 

Различие выходных сигналов гироскопов на участ-
ках траектории полета вызваны маневрированием само-
лета из-за турбулентности. 

Для уменьшения влияния шумов гироскопов и ма-
неврирования объекта использовались сглаживающие 
фильтры, параметры которых выбирались исходя из 
минимума ошибки определения широты для каждого 
участка траектории. При этом отчетливо виден пере-
ходной процессе, вызванный инерционностью сглажи-
вающего фильтра. 

В табл. 1 представлены численные результаты рас-
четов погрешностей широты и долготы для указанных 
участков траектории полета. 

Как видно из приведенных результатов, максимальные 
погрешности определения широты, рассчитанные разра-
ботанным методом, не превышают величины 0,0446 град, 
а минимальные – 0,0114 град. Максимальные погрешно-
сти определения долготы равны 0,0592 град, минималь-
ные – 0,0063 град. Причем погрешности определения 
долготы, рассчитанные разработанным методом, значи-
тельно меньше погрешности определения широты. 

ТАБЛ.1. ЧИСЛЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ ПОГРЕШНОСТЕЙ ШИРОТЫ И ДОЛГОТЫ 
ДЛЯ УЧАСТКОВ ТРАЕКТОРИИ ПОЛЕТА  

№ участка  
полета 

Погрешность  
широты, град 

Погрешность  
долготы, град 

1 0.0114 0.0019 
2 0.0446 0.0221 
3 0.0133 0.0592 
4 0.0221 0.0063 
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IV. ВЫВОДЫ 

Предложен автономный способ определения долго-
ты и широты на подвижном основании без предъявле-
ния ограничений на характер траектории подвижного 
объекта. При этом вычисление широты обходится без 
интегрирования показаний акселерометров, а вычисле-
ние долготы требует лишь однократного интегрирова-
ния показаний гироскопов. 

Сравнение результатов расчетных значений широты 
и долготы с реальными данными экспериментального 
полета самолета подтвердили работоспособность мето-
да автономного определения широты и долготы. 

Разработанный способ определения долготы и ши-
роты на подвижном основании может быть альтернати-
вой стандартному методу с двойным интегрированием 

сигналов акселерометров и может применяться в каче-
стве резервного алгоритма без изменения состава инер-
циально-измерительного модуля. 
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Аннотация—Работа посвящена проблеме реализации 

аналитических подходов к улучшению эксплуатационных 
характеристик чувствительных элементов (ЧЭ) бесплат-
форменных инерциальных навигационных систем. Пред-
лагаемое решение проблемы опирается на приведении 
задачи цифровой обработки сигналов ЧЭ к калмановской 
конструкции и настройке такой конструкции на функцио-
нирование в условиях априорной неопределенности и воз-
можных аномальных измерений. Приводятся результаты 
экспериментальных исследований, подтверждающие эф-
фективность применения предлагаемого подхода.  

Ключевые слова—бесплатформенная инерциальная нави-
гационная система, инерциальные чувствительные элемен-
ты, цифровая обработка сигналов, глобальная навигацион-
ная спутниковая система, обобщенный фильтр Калмана. 

I. ВВЕДЕНИЕ 

Современный уровень развития бортовой электрони-
ки позволяет оценивать и компенсировать погрешности 
инерциальных измерителей в режиме реального времени. 
Традиционно такие задачи решаются на уровне вторич-
ной обработки сигналов наблюдений. Для этого исполь-
зуются внешняя по отношению к бесплатформенным 
инерциальным навигационным системам (БИНС) инфор-
мация и математический аппарат обобщенного фильтра 
Калмана (ОФК) [1]. В то же время вопросы применения 
такого математического аппарата для первичной обра-
ботки сигналов рассмотрены, на наш взгляд, еще недо-
статочно. Представляется целесообразным расширить 
область применения современных модификаций ОФК на 
задачи первичной обработки сигналов инерциальных 
измерителей. Кроме того, перспективной, на наш взгляд, 
является задача взаимодействия контуров первичной и 
вторичной обработки сигналов чувствительных элемен-
тов (ЧЭ) БИНС: гироскопов и акселерометров. Рассмат-
риваются следующие режимы взаимодействия контуров 
первичной и вторичной обработки сигналов:  

 при наличии внешней информации функциониру-
ют оба контура обработки сигналов. Выполняется 
адаптивная настройка параметров моделей ошибок 
инерциальных датчиков, корректируются оценки, 
формируемые при первичной обработке сигналов; 

 при отсутствии внешней информации функциони-
рует контур первичной обработки сигналов. В ука-
занном контуре выполняются следующие опера-
ции: парирование аномальных сигналов с помо-
щью робастных процедур, прогнозирование и ком-
пенсация оценок ошибок датчиков, цифровая об-
работка и интегрирование сигналов. Следует отме-
тить, что в контуре первичной обработки выполня-
ется, как правило, только цифровая фильтрация, 
интегрирование и компенсация некоммутативных 

эффектов в сигналах датчиков. Адаптивно-
робастные процедуры обработки сигналов опира-
ются на применение комбинированных статисти-
ческих критериев и согласование прогнозируемых 
и реальных ковариаций обновляющей последова-
тельности. Обновляющая последовательность в 
этих процедурах – это разность между прогнозиру-
емыми и реальными сигналами наблюдений.  

Цель работы – повышение точностных характери-
стик БИНС на основе комбинированной оценки и ком-
пенсации инструментальных дрейфов инерциальных 
измерителей на уровне первичной и вторичной обработ-
ки сигналов. 

Достижение поставленной в работе цели базируется 
на приведении задачи цифровой обработки сигналов к 
конструкции ОФК и настройке такой конструкции на 
функционирование в условиях априорной неопределен-
ности и возможных аномальных измерений. Предлагае-
мые решения опираются на работу [2]. 

II. CТРУКТУРА СИСТЕМЫ ИНТЕГРИРОВАННОЙ 
ОБРАБОТКИ СИГНАЛОВ ИНЕРЦИАЛЬНЫХ ЧУВСТВИТЕЛЬНЫХ 

ЭЛЕМЕНТОВ 

В интегрированных навигационных системах реали-
зуется, как правило, многоуровневая обработка сигна-
лов инерциальных чувствительных элементов [2]. При 
таком подходе гауссовские помехи «подавляются» на 
этапе сглаживания выходных сигналов ЧЭ, а аномаль-
ные и автокоррелированные – на этапе оценивания 
дрейфов с учетом информации о моделях шумов и гео-
физических инвариантах. Оценивание выполняется по 
внешней по отношению к БИНС информации. Пред-
ставляется целесообразным объединение указанных 
контуров в единую структуру.  

Известно [1], что процедуры ОФК включают конту-
ры прогноза параметров и их коррекции на основе обра-
ботки наблюдений. Реализация контура прогноза преду-
сматривает наличие моделей изменения оцениваемых 
параметров между сеансами формирования наблюде-
ний. В работе [2] такие модели предлагается строить по 
сигналам чувствительных элементов в режиме реально-
го времени с помощью ортогональных полиномов Че-
бышева по скользящей выборке отсчетов сигналов ЧЭ. 
Однако такой подход не предусматривает взаимодей-
ствие с контуром обработки внешних наблюдений и 
имеет следующие недостатки: 

 не учитывается динамика изменения оценок 
дрейфов ЧЭ и их ковариаций между сеансами 
наблюдений; 

 не учитывается априорная информация о моделях 
дрейфов ЧЭ при формировании оптимального 
коэффициента усиления ОФК; 
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 затруднено построение процедур контроля и па-
рирования аномальных сигналов на основе стати-
стических критериев согласия [3]. 

Для исключения указанных недостатков предлагает-
ся технология комбинированной обработки сигналов ЧЭ 
по следующему алгоритму. 

Прогноз оценок ошибок инерциального измерительно-
го модуля (ИИМ) между сеансами внешних наблюдений: 
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где 
j

y ; 
j

ŷ  – соответственно измеренное и прогнозиру-

емое значения сигнала j-го ЧЭ. В работе использована 
процедура прогнозирования сигналов с помощью поли-
номов Чебышева [2]; Т – матрица связи векторов оши-
бок ИИМ и БИНС; I – единичная матрица; 
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функции влияния, определяющие уровень доверия к 
поступающим наблюдениям; )β(lnρ(β) f  – функция 

правдоподобия; )β(f  – функция плотности вероятности 
(ФПВ). 

Функции (14) могут быть сформированы с учетом 
«априорных» предположений о законах распределения 
полезного сигнала и шума. В [4] были предложены сле-
дующие значения указанных функций. 

Для кондиционных сигналов можно использовать 
распределение Гаусса с параметрами 

2β5.0)π2ln(5.0)β(ρ g ; ψ (β ) βg j j ; ψ (β ) 1g j  . 

(15) 

Для «выбросов» можно использовать распределение 
Лапласа с параметрами 
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l
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Нечеткость границ между аномальными и кондици-
онными сигналами может быть учтена на основе сверт-
ки ФПВ Гаусса и Лапласа. В [4] показано, что в этом 
случае функции влияния могут иметь вид: 
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Для предотвращения расходимости ОФК [1] необхо-
димо при формировании коэффициента усиления (9) 
учитывать реальные наблюдения (4). Известно [3], что 
необходимое условие достоверного оценивания по j-му 
элементу вектора наблюдений 

i
Z  имеет вид: 
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Опираясь на справочник [5], можно утверждать, что 
для квантиля 001.0)1( а  допуск для параметра (18) 

будет иметь значение 8.11η2
1
 . 

С учетом указанного допуска, а также функций вли-
яния (15), (17) при нарушении условия (18) выполняется 

следующая коррекция дисперсии невязки 2α
j
 в соотно-

шении (8): 
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где 2
1

22
1

22 η/)αη-(νΔα
jjj

 . 

Таким образом, адаптивно-робастная обработка сиг-
налов ЧЭ может быть выполнена по алгоритму (1)–(13), 
(15)–(19).  

III. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ ИССЛЕДОВАНИЙ 

Объектом исследований являлся инерциальный из-
мерительный модуль инерциально-спутниковой навига-
ционной системы БИНС-500 [6] на базе волоконно-
оптических гироскопов (ВОГ).  

На рис. 1 показаны: выходной сигнал   (график си-
него цвета, угл. град./с) одного из ВОГ; сглаженный с 
помощью адаптивно-робастного цифрового фильтра 
сигнал ̂  (график красного цвета) того же ВОГ.    

На рис. 2 и 3 представлены круговые позиционные 
ошибки  S  системы БИНС–500: на рис. 2 – при ис-
пользовании необработанных сигналов ВОГ; на рис. 3 – 
при использовании сигналов ВОГ после адаптивно-
робастной обработки, где 

2
λ

2ˆ  S ; СНССНСБИНСλ cos)λλ( R ; 

R)( СНСБИНС   ; R – радиус-вектор БИНС; СНС – 

спутниковая навигационная система; λ,  – геодезиче-
ские широта и долгота местоположения БИНС; 

 /cград. угл.,ˆ,     

 
Рис. 1. Выходной сигнал одного из ВОГ 

        м,S  

 
Рис. 2. Круговая позиционная ошибка системы БИНС-500 при исполь-
зовании необработанных сигналов ВОГ  

 м,S  

 

Рис. 3. Круговая позиционная ошибка системы БИНС-500 при исполь-
зовании сигналов ВОГ после адаптивно-робастной обработки 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Результаты исследований подтвердили эффектив-
ность объединения в едином технологическом цикле 
контуров первичной и вторичной обработки наблюде-
ний ошибок инерциальных измерителей. Такое объеди-
нение позволяет применять процедуры оценивания па-
раметров в условиях априорной неопределенности от-
носительно моделей шумов и аномальных сигналов.  
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Аннотация—Представлены результаты обработки из-

мерений, полученных с использованием высокоточных 
кольцевых лазерных гироскопов (КЛГ) при текущем до-
стигнутом уровне их отработки с использованием стендов 
моделирования движения. Испытания КЛГ предусматри-
вали выполнение различных схем проведения измерений с 
целью оценки азимута исходя из заданного времени его 
определения. Схемы измерений имитировали работу одно-
осного измерителя с одним КЛГ и одним акселерометром в 
составе гирокомпаса, двухосного измерителя с двумя КЛГ 
и двумя акселерометрами в составе гирокомпаса как с 
поворотом осей измерителей в пространстве, так и без их 
поворотов, а также работу вариантов систем угловой ори-
ентации (СУО) с одной либо двумя поворотными рамами. 
Представлены результаты оценок точности определения 
азимута в зависимости от схем проведения измерений. 
Результаты представлены для нормальных климатиче-
ских условий и в диапазоне заданных рабочих температур. 
По результатам испытаний сделаны выводы о возможной 
степени влияния на точность определения азимута взаи-
мовлияния КЛГ в составе гирокомпаса и в составе СУО с 
фиксированными поворотами части элементов стандарт-
ной структуры БИНС при использовании двухосного либо 
трехосного измерителей. Проведено сравнение эффектив-
ности определения азимута различными схемами проведе-
ния измерений. 

Ключевые слова—кольцевые лазерные гироскопы, опре-
деление азимута, автокомпенсация погрешностей, испы-
тания. 

I. ВВЕДЕНИЕ 

Кольцевые лазерные гироскопы находят широкое 
применение при разработке современных гирокомпасов и 
бесплатформенных инерциальных навигационных систем.  

Главной задачей гирокомпаса является автономное 
высокоточное определение азимута. Аналогичная задача 
решается в режиме начальной выставки БИНС. 

В гирокомпасе, предварительно грубо ориентирован-
ном в плоскости горизонта на земной поверхности, для 
определения азимута возможно применение различных 
схем построения, например, схемы одноосного измери-
теля с одним КЛГ и одним акселерометром в составе, 
схемы двухосного измерителя с двумя КЛГ и двумя ак-
селерометрами в составе.  

В БИНС, имеющей в своем составе триаду ортого-
нальных КЛГ и триаду ортогональных акселерометров, в 
режиме начальной выставки для определения азимута 
при условии ограничения углов наклона также может 
использоваться информация одноосного измерителя (от 
одного горизонтального КЛГ и соосного ему акселеро-
метра), двухосного измерителя (от горизонтальных КЛГ 

и акселерометров), а также – без ограничения рабочих 
углов наклона – информация трехосного измерителя (от 
триады КЛГ и триады акселерометров), что обычно и 
применяется на практике.  

Применение различных измерителей без возможно-
сти изменения положения их рабочих осей в простран-
стве не позволяет максимально использовать потенци-
альную точность чувствительных элементов гирокомпа-
са и БИНС в процессе определения азимута как за счет 
оптимального расположения осей чувствительности из-
мерителей в пространстве, так и путем автокомпенсации 
их погрешностей.   

Например, классическая структура БИНС, включаю-
щая триаду гироскопов и триаду акселерометров, жестко 
установленных на корпусе, не предусматривает приме-
нение автокомпенсации, что не позволяет улучшить ее 
характеристики.   

Простейшим способом применения автокомпенсации 
для БИНС является непрерывное вращение инерциаль-
ного модуля или целиком БИНС вокруг вертикальной 
оси, благодаря чему появляется возможность проводить 
оценку систематических дрейфов гироскопов [1]. 

Более сложными способами применения автокомпен-
сации являются варианты кинематических схем систем 
углового ориентирования, предполагающие применение 
фиксированных поворотов части элементов стандартной 
структуры БИНС. Наиболее оптимально такие СУО мо-
гут содержать одну поворотную раму (наиболее про-
стые, но ограниченные по выполняемым функциям и 
условиям функционирования) и две поворотные рамы 
(более сложные, но обладающие большими возможно-
стями по условиям функционирования), что позволяет 
создавать эффективные структуры гироприборов с точки 
зрения достигаемой массы, габаритов и стоимости. При 
этом поворотные рамы в составе СУО обеспечивают 
фиксированные повороты чувствительных элементов. 

II. РЕЗУЛЬТАТЫ ОЦЕНОК ТОЧНОСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

АЗИМУТА ПРИ ИМИТАЦИИ РАБОТЫ ГИРОКОМПАСА  
И СИСТЕМ УГЛОВОГО ОРИЕНТИРОВАНИЯ 

Измерения, использованные при обработке, получе-
ны с использованием натурных образцов высокоточных 
кольцевых лазерных гироскопов с периметром резонато-
ра 56 см при текущем достигнутом уровне их отработки 
на одноосном и трехосном стендах моделирования дви-
жения. Одноосный стенд представляет собой платформу, 
вращающуюся в азимуте. Кинематическая схема трехос-
ного стенда включает связанную с основанием стенда 
наружную раму подвеса с вертикальной осью вращения, 
установленную в ней среднюю раму подвеса с горизон-
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тальной осью вращения. В средней раме установлена 
платформа, вращающаяся вокруг оси, нормальной к ос-
нованию платформы. С использованием трехосного 
стенда может имитироваться работа вариантов СУО с 
двумя поворотными рамами.  

Испытания образцов высокоточных КЛГ предусмат-
ривали выполнение различных схем проведения измере-
ний с целью оценки азимута исходя из заданного време-
ни его определения. Схемы проведения измерений ими-
тировали работу одноосного измерителя с одним КЛГ и 
одним акселерометром в составе гирокомпаса, двухосно-
го измерителя с двумя КЛГ и двумя акселерометрами в 
составе гирокомпаса [2] как с поворотом осей измерите-
лей в пространстве, так и без их поворотов, а также ра-
боту вариантов СУО с одной либо двумя поворотными 
рамами [3, 4]. В табл. I представлены некоторые резуль-
таты оценок точности определения азимута в зависимо-
сти от схем проведения измерений, возможных к приме-
нению в рассмотренных структурах гирокомпаса и СУО. 
Результаты представлены для нормальных климатиче-
ских условий и в диапазоне заданных рабочих темпера-
тур. Время измерения азимута – 8 минут. 

ТАБЛИЦА I.  РЕЗУЛЬТАТЫ ОБРАБОТКИ ИЗМЕРЕНИЙ ВЫСОКОТОЧНЫХ 
КОЛЬЦЕВЫХ ЛАЗЕРНЫХ ГИРОСКОПОВ НА СТЕНДЕ МОДЕЛИРОВАНИЯ 

ДВИЖЕНИЯ 

Исполь-
зуемый 
измери-
тель 

Схема 
проведе-
ния изме-
рений 

Условия испытаний 

Погреш-
ность 
опреде-
ления 
азимута 
(σ), угл. 
сек. 

Одноос-
ный 
измери-
тель с 
одним 
КЛГ 

Автоком-
пенсация 
погрешно-
стей с 
поворота-
ми в 2 
положения 
в азимуте 

В диапазоне 
положений оси 
измерителя 
относительно 
направления 
на Север от 
300° до 60° и 
от 120° до 240° 

Рабочая 
темпера-
тура 
+20°С 

13,6 

Рабочая 
темпера-
тура 
-50°С 

70,7 

Автоком-
пенсация 
погрешно-
стей с 
поворота-
ми в 3 
положения 
в азимуте 

Рабочая температура +20°С 33,7 

Рабочая температура -50°С 72,5 

Автоком-
пенсация 
погрешно-
стей с 
поворота-
ми в 4 
положения 
в азимуте 

Рабочая температура +20°С 15,3 

Рабочая температура -50°С 46,9 

Рабочая температура +50°С 33,8 

Автоком-
пенсация 
погрешно-
стей с 
поворота-
ми в 12 
положений 
в азимуте 

Рабочая температура +20°С 9,7 

Двухос-
ный 
измери-
тель с 
двумя 

Без авто-
компенса-
ции по-
грешно-
стей изме-

После калибровки с опре-
делением нулевых смеще-
ний КЛГ. 
Рабочая температура +20°С 

37,1 

Исполь-
зуемый 
измери-
тель 

Схема 
проведе-
ния изме-
рений 

Условия испытаний 

Погреш-
ность 
опреде-
ления 
азимута 
(σ), угл. 
сек. 

КЛГ рителя  

Автоком-
пенсация 
погрешно-
стей с 
поворота-
ми в 2 
положения 
в азимуте 

Рабочая температура +20°С 23,1 

Автоком-
пенсация 
погрешно-
стей с 
поворота-
ми в 4 
положения 
в азимуте 

Рабочая температура +20°С 19,5 

 

Проведены серии замеров скорости дрейфа для рабо-
ты одного КЛГ из пары (имитация работы одноосного 
измерителя) и для КЛГ, работающих в паре на одном 
основании (имитация работы двухосного измерителя). 
Некоторые результаты представлены в табл. II. 

ТАБЛИЦА II.  РЕЗУЛЬТАТЫ ЗАМЕРОВ СКОРОСТИ ДРЕЙФА КЛГ 

Используе-
мый изме-
ритель 

Номер КЛГ в 
паре.  

Условия по-
лучения 

оценки пара-
метра 

Среднее значе-
ние случайной 
составляющей 
дрейфа нулевых 
сигналов КЛГ в 
запуске (3σ), °/ч 

Коэффи-
циент 

снижения 
точности 
датчика 

Одноосный 
измеритель с 
одним КЛГ 

1 

По серии 
из 2-х 
часовых 
измерений 

0,00134 

1,473 
Двухосный 
измеритель с 
двумя КЛГ 

По серии 
из 4-х 
часовых 
измерений 

0,00221 

Одноосный 
измеритель с 
одним КЛГ 

2 

По серии 
из 2-х 
часовых 
измерений 

0,00161 

1,211 

Двухосный 
измеритель с 
двумя КЛГ 

По серии 
из 4-х 
часовых 
измерений 

0,00195 

 

III. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В испытываемых высокоточных КЛГ для снижения 
влияния зоны захвата встречных волн используется виб-
роподставка. По результатам имитационных испытаний 
сделан вывод о зависимости точности определения ази-
мута от взаимовлияния КЛГ с виброподставкой друг на 
друга в составе гирокомпаса и в составе СУО с фиксиро-
ванными поворотами части элементов стандартной 
структуры БИНС при использовании двухосного, либо 
трехосного измерителей. 

Особенностью двухосного либо трехосного измери-
телей является то, что они позволяют определять квад-
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рант азимута без поворотов чувствительного элемента. 
При этом теоретически выигрыш по точности определе-
ния азимута при работе двухосного измерителя из-за 
эффекта комплексирования сигналов двух датчиков мо-
жет достигать √2 раз. Однако по результатам проведен-
ных испытаний получено, что взаимовлияние вибриру-
ющих КЛГ в двухосном измерителе может приводить к 
снижению точности работы датчиков в среднем от 1,2 до 
1,5 раза. 

В итоге при использовании фиксированных поворо-
тов одноосный измеритель по сравнению с двухосным 
может иметь сопоставимый уровень точности измерения 
азимута (по результатам проведенных испытаний полу-
чено, что точность одноосного измерителя на КЛГ с 
виброподставкой даже несколько выше по отношению к 
двухосному измерителю). При сопоставимом уровне 
точности главным преимуществом одноосного измери-
теля по отношению к двухосному являются меньшая 
масса и стоимость.  

Проведено сравнение эффективности определения 
азимута различными схемами проведения измерений. 
Известно, что схема проведения измерений при автоком-
пенсации погрешностей поддается оптимизации по кри-
терию «количество положений при автокомпенсации – 
точность определения азимута» [5]. В данном случае 
наибольшую эффективность по обобщенному критерию 
«количество положений при автокомпенсации – точ-
ность определения азимута – масса – габариты – стои-
мость» показала методика измерений, включающая ав-
токомпенсацию погрешностей с поворотами одноосного 
измерителя в 6-12 положений в азимуте.  

Представленные результаты получены и используют-
ся в ходе проводимой в АО «ВНИИ «Сигнал» инициа-
тивной работы по созданию высокоточного лазерного 
гирокомпаса [2], а также работ по совершенствованию 
БИНС на базе кольцевых лазерных гироскопов [6]. 

ЛИТЕРАТУРА 
[1] Анучин О.Н., Емельянцев Г.И. Интегрированные системы 

ориентации и навигации для морских подвижных объектов / под 
общ. ред. акад. РАН В.Г. Пешехонова. СПб., 2003. 389 с. 

[2] Буров Д.А., Морозов А.В. Формирование предложений по 
созданию комплекта высокоточного полевого гирокомпаса // 
Оборонная техника. 2017. № 7–8. С. 61–73. 

[3] Буров Д.А. Структуры систем угловой ориентации с 
автокомпенсацией погрешностей // Оборонная техника. 2017. 
№7–8. С. 105–117. 

[4] Буров Д.А. Анализ структур БИНС с автокомпенсацией 
погрешностей // ХXIV Санкт-Петербургская международная 
конференция по интегрированным навигационным системам. – 
СПб: ОАО «Концерн «ЦНИИ «Электроприбор», 2017. С. 175–184. 

[5] Буров Д.А. Применение вариации Аллана для оптимизации 
гирокомпасирования при автокомпенсации погрешностей 
чувствительных элементов // XXIX конференция памяти 
выдающегося конструктора гироскопических приборов Н.Н. 
Острякова. СПб: ОАО «Концерн «ЦНИИ «Электроприбор», 
2014. С. 342–349. 

[6] Тютюгин Д.Ю., Буров Д.А., Карбулаков А.С., Морозов А.В. 
Разработка перспективной бесплатформенной инерциальной 
навигационной системы на базе высокоточных кольцевых 
лазерных гироскопов для систем навигации наземных 
подвижных объектов // Оборонная техника. 2015. № 11–12. С. 49. 

 

 

204



Особенности использования микромеханических 
акселерометров в задаче мониторинга коротких 
и импульсных неровностей рельсового пути 

 

А.В. Большакова 
Каф. лазерных измерительных и 

навигационных систем, 
Санкт-Петербургский 
государственный 

электротехнический университет 
«ЛЭТИ» им. В.И. Ульянова (Ленина) 

Санкт-Петербург, Россия 
balvas13@yandex.ru 

Д.Ю. Ларионов 
Каф. лазерных измерительных и 

навигационных систем, 
Санкт-Петербургский 
государственный 

электротехнический университет 
«ЛЭТИ» им. В.И. Ульянова (Ленина) 

Санкт-Петербург, Россия 
lariondan@yandex.ru 

А.М. Боронахин 
Каф. лазерных измерительных и 

навигационных систем, 
Санкт-Петербургский 
государственный 

электротехнический университет 
«ЛЭТИ» им. В.И. Ульянова (Ленина) 

Санкт-Петербург, Россия 
amboronahin@etu.ru 

Л.Н. Подгорная 
Каф. лазерных измерительных и 

навигационных систем, 
Санкт-Петербургский 
государственный 

электротехнический университет 
«ЛЭТИ» им. В.И. Ульянова (Ленина) 

Санкт-Петербург, Россия 
lnpodgornaya@etu.ru 

Р.В. Шалымов 
Каф. лазерных измерительных и 

навигационных систем, 
Санкт-Петербургский 
государственный 

электротехнический университет 
«ЛЭТИ» им. В.И. Ульянова (Ленина) 

Санкт-Петербург, Россия 
rvshalymov@etu.ru 

Е.Д. Бохман 
Каф. лазерных измерительных и 

навигационных систем, 
Санкт-Петербургский 
государственный 

электротехнический университет 
«ЛЭТИ» им. В.И. Ульянова (Ленина) 

Санкт-Петербург, Россия 
edbokhman@mail.ru 

А.Н. Ткаченко 
Каф. лазерных измерительных и 

навигационных систем, 
Санкт-Петербургский 
государственный 

электротехнический университет 
«ЛЭТИ» им. В.И. Ульянова (Ленина) 

Санкт-Петербург, Россия 
antkachenko@etu.ru 

Аннотация—Одним из наиболее перспективных 
направлений развития железнодорожной диагностической 
аппаратуры является применение измерительных ком-
плексов, встраиваемых непосредственно в регулярно кур-
сирующие составы. Крайне востребованными для осу-
ществления такого типа мониторинга являются системы 
обнаружения неровностей рельсового пути и определения 
их характеристик. Особенностям реализации последних с 
использованием микромеханических акселерометров, 
устанавливаемых в непосредственной близости к точке 
контакта колесо-рельс, и посвящена настоящая работа.  

Ключевые слова—акселерометр, дефект, колесо, неров-
ность, рельс. 

I. ВВЕДЕНИЕ 

Железнодорожное сообщение остается одним из 
наиболее востребованных способов перевозки пассажи-
ров и грузов [1]. Важно обеспечить безопасность и бес-
перебойность осуществления этого вида перевозок. По-
этому разработка средств и методов контроля состояния 
рельсового пути, не предполагающих существенного 
снижения трафика на контролируемом участке, является 
задачей, значимость которой очевидна. Одним из воз-
можных путей решения этой задачи является использо-
вание встраиваемых систем диагностики рельсового пу-
ти, т.е. измерителей, устанавливаемых непосредственно 
на регулярно курсирующие поезда и не требующих по-
стоянного участия в их работе человека-оператора [2]. 
Решение такой задачи для разных параметров рельсово-

го пути имеет разную степень сложности. Одним из 
сложнейших с этой точки зрения нормативных показате-
лей является обнаружение и измерение характеристик 
импульсных (одиночных) и коротких (обычно периоди-
ческих) неровностей рельсового пути [3]. До сих пор во 
многих странах мира этот класс рельсовых дефектов 
контролируется исключительно с использованием руч-
ных измерителей [4]. 

Целью настоящей работы является обобщение име-
ющихся и предложение ряда новых решений, примени-
мых для осуществления мониторинга коротких и им-
пульсных неровностей с использованием микромехани-
ческих акселерометров, устанавливаемых в непосред-
ственной близости к точкам контакта железнодорожной 
подвижной единицы (вагона или локомотива) и рельсо-
вого пути. 

II. КОНФИГУРАЦИЯ ИЗМЕРИТЕЛЬНОЙ СИСТЕМЫ 

Первый вопрос, который встает перед разработчиком 
анализируемого типа систем, – это место установки и 
датчиковый состав. 

A. Возможные места установки датчиков 

Основными вариантами установки микромеханиче-
ских акселерометров являются подрессоренная часть 
ходовой тележки [5] и буксы колес [6] или, что близко 
по сути, оси колесных пар. В первом случае система мо-
ниторинга будет иметь скорее качественный характер, 
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т.е. будет в состоянии показать ухудшение состояния 
контролируемого участка, но не даст возможности с до-
статочной точностью измерить глубину и протяженность 
неровности на рельсе (в силу влияния характеристик 
гасителей колебаний тележки). Во втором случае пере-
мещение буксы (или конца оси колесной пары) будет 
воспроизводить перемещение точки контакта колесо-
рельс, а значит, эту схему можно использовать как изме-
рительную. 

B. Выбор сотава датчиков 

Следует отметить, что в силу большого разнообразия 
возмущающих воздействий (как по амплитуде, так и по 
частоте), потребуется использование набора датчиков с 
разными характеристиками для создания на их основе 
так называемого виртуального акселерометра (обеспечи-
вающего необходимую точность измерений во всем диа-
пазоне интересующих амплитуд и частот воздействий) 
[7]. Критерии выбора датчиков в формируемый в этом 
случае измерительный модуль основаны как на особен-
ностях подвижного объекта (в первую очередь – рабочей 
скорости) [8], так и на требованиях к точности измере-
ния параметров неровностей (требования нормативов 
могут существенно отличаться) [9]. Алгоритм же фор-
мирования виртуального акселерометра должен базиро-
ваться на результатах калибровочных испытаний. При 
этом недостаточно ограничиться традиционной калиб-
ровкой на вращательном стенде или центрифуге [10]: 
значимым является построение амплитудно-частотной 
характеристики каждого из датчиков по результатам 
испытаний на вибростенде (в условиях, приближенных к 
эксплуатационным) [11]. 

III. ИДЕНТИФИКАЦИЯ ДЕФЕКТОВ В ПОКАЗАНИЯХ ДАТЧИКОВ 

Следующим шагом является разработка алгоритма 
выявления момента прохождения искомого типа дефекта 
по показаниям акселерометра на фоне большого количе-
ства разнообразных вибраций и ударов, которые будет 
регистрировать датчик. Подходом к решению здесь мо-
жет стать установка датчиков на два следом идущих по 
одному рельсу колеса ходовой тележки. В этом случае 
прохождение неровности вызовет отклик в сигнале каж-
дого из них (см. рис. 1), а значение коэффициента вза-
имной корреляции их показаний, смещенных друг отно-
сительно друга на время, затрачиваемое на прохождение 
базы тележки, становится достоверным критерием для 
обнаружения дефекта. Следует также отметить, что в 
сигнале каждого из датчиков помимо информации о со-
стоянии находящегося под ним рельса присутствует 
влияние неровностей на поверхности катания колеса, на 
котором этот датчик установлен. Однако всплески в сиг-
нале акселерометра, связанные с неровностями на по-
верхности катания колеса и рельса, могут быть разделе-
ны, как показано в работе [12]. Обнаружение коротких 
(волнообразных) дефектов по сравнению с импульсными 
может отличаться сравнением огибающих сигналов 
(например, по Гильберту) [13], а не самих измеренных 
ускорений; и/или использованием полосовых фильтров 
для выделения неровностей с заданной пространствен-
ной частотой [14]. 

 

Рис. 1. Последовательное прохождение неровности рельса колесами 
вагона и показания установленных на них акселерометров 

IV. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ НАЙДЕННЫХ ДЕФЕКТОВ 

Последним шагом должно стать определение харак-
теристик выявленного ранее дефекта. Простейшим под-
ходом здесь может стать прямое двойное численное ин-
тегрирование сигнала акселерометра. Однако следует 
отметить, что наличие в показаниях МЭМС-датчиков 
значительных шумов приводит к наличию существенно-
го квадратичного тренда при их интегрировании. Поэто-
му применение этого подхода предполагает использова-
ние промежуточной фильтрации (например, с использо-
ванием дискретного вейвлет-преобразования) [5, 15]. 
Альтернативой в этой области является представление 
сигнала датчика в виде функциональной зависимости, 
определяемой формой контролируемой неровности и ее 
последующее аналитическое интегрирование [16]. Про-
стейшим вариантом представления формы проходимой 
неровности является тригонометрическая функция, од-
нако большей точностью должны отличаться представ-
ления сигнала в виде суммы двух гармоник с разными 
пространственными частотами, либо синусоидального 
сигнала, затухающего по заданному закону (например, 
экспоненциальному) [17]. 

При высоких требованиях к точности измерения па-
раметров неровности (на уровне долей миллиметра) зна-
чение приобретают и размеры пятна контакта между 
колесом и рельсом. Фактически, увеличение диаметра 
пятна контакта (если принять допущение о его круглой 
форме) соответствует увеличению размера бегущего 
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окна, на котором происходит сглаживание сигнала аксе-
лерометра, который был бы получен при гипотетическом 
точечном контакте в системе колесо-рельс. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Следует отметить, что особенности использования 
встраиваемых измерительных комплексов для диагно-
стики коротких и импульсных неровностей рельсового 
пути раскрыты в настоящей работе не в полной мере. 
Помимо проанализированных путей использования мик-
ромеханических акселерометров для контроля этого ти-
па дефектов, существуют альтернативные по физиче-
скому принципу подходы к мониторингу, в первую оче-
редь – оптическое сканирование поверхностей катания 
рельсов. Такие измерители обычно требуют высокоча-
стотной и в то же время высокоточной съемки подсве-
ченного лазером контура рельса и крайне чувствительны 
к попаданию посторонних предметов в поле зрения ка-
меры. Поэтому при многих достоинствах они ограниче-
но применимы на многих железных дорогах мира (в том 
числе и в России), т.к. не являются всепогодными (нали-
чие снега и наледи, частично скрывающих рельсы, явля-
ется здесь практически непреодолимым препятствием). 
Именно поэтому, несмотря на все перечисленные осо-
бенности, требуемые к учету при формировании инерци-
ального измерителя неровностей рельсов, этот тип диа-
гностических систем все чаще и все с большим каче-
ством решения доходит до внедрения в измерительные 
комплексы на железных дорогах разных стран мира. 
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I. ВВЕДЕНИЕ 

Одним из важных факторов, влияющих на здоровье, 
является длительная задержка дыхания во сне, иначе 
апноэ. Ночная задержка дыхания обусловлена прекра-
щением движения грудной клетки и связана с такими 
патологиями, как расстройство центральной нервной 
системы и нарушение работы мышц, обеспечивающих 
дыхательный процесс. Важно на ранних этапах выявить 
неврологические нарушения дыхания. Данная патология 
часто встречается у детей. Распространенность первич-
ного апноэ грудных детей достигает 0,5% среди доно-
шенных новорожденных, 25% среди детей, родившихся 
с весом менее 2500 г, и у 85% детей, весящих при рож-
дении 1000 г и меньше [1]. 

В зависимости от того, насколько тяжелая форма ап-
ноэ у ребенка, рекомендуется следить за дыханием ма-
лыша с помощью специального мониторинга, отслежи-
вающего продолжительность задержки дыхания, для 
своевременного оказания медицинской помощи. 

Существует много методов регистрации параметров 
дыхания, в том числе и для диагностики апноэ. 

Авторами предлагается использовать для регистра-
ции параметров дыхания человека показания микроме-
ханических ДУСов и акселерометров, закрепленных на 
грудной клетке или на животе человека. Акселерометры 
измеряют проекции линейных ускорений перемещения 
грудной клетки человека в процессе дыхания. Измерение 
трех проекций ускорения позволяет исключить влияние 
ускорения свободного падения. Измерение трех проек-
ций угловых скоростей, измеренных трехосным ДУСом, 
позволяет учесть составляющие ускорения, обусловлен-
ные движениями человека, не связанными с дыхатель-
ным процессом [2, 3]. 

II. ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ 

Для регистрации параметров дыхания разработано 
устройство, чувствительным элементом которого явля-
ется инерциальный модуль трехосевого гироскопа и 
трехосевого акселерометра GY-521 (вес – около 5 г, сто-
имость – около 1$). 

Обработка сигналов с чувствительных элементов и 
передача данных по беспроводному интерфейсу wi-fi 
осуществляется модулем ESP8266. 

Для уменьшения шумов датчиков в микропроцессоре 
реализован фильтр Баттерворта четвертого порядка. Эф-
фективность применения фильтра видна из рис. 1, где 
показан результат измерения ускорения по одной оси 
при расположении предлагаемой системы измерения 
параметров дыхания на груди пациента. 

а) 

б) 

Рис. 1. Результаты фильтрации сигнала с акселерометра при изме-
рении ускорения по оси OX: а – сигнал до фильтра; б – сигнал после 
фильтра 

Обработанные данные передаются на компьютер с 
использованием интерфейса Bluetooth (также возможна 
передача на планшет или смартфон с соответствующим 
интерфейсом). 

В качестве источника питания устройства использу-
ется малогабаритная батарейка или литий-ионный акку-
мулятор (3,3–4,8 В). 

В устройстве предусмотрена система зарядки акку-
мулятора через USB-разъем. 

В разработанном устройстве предусмотрен экстрен-
ный режим: если человек перестает дышать больше чем 
на 15 секунд, то пьезоэлемент, установленный в переда-
ющей части, сработает и издаст звук, чтобы человек 
смог проснуться, либо услышал медицинский персонал и 
принял необходимые меры. 
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Для оценки работоспособности предложенной мето-
дики определения параметров дыхания человека, прове-
дены экспериментальные исследования, как на взрослом 
человеке, так и на ребенке (рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Размещение прибора для измерения параметров дыхания на 
человеке 

III. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Анализ результатов экспериментальных исследова-
ний показал, что предложенный метод измерения пара-
метров дыхания работоспособен, позволяет определять 
частоту дыхания, относительную амплитуды дыхания, 
выявить остановку дыхания (при этом запаздывание по 
времени составляет не более 0,5 секунд). 
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I. ВВЕДЕНИЕ 

Измерения аномалий силы тяжести и карты, состав-
ленные на их основе, широко применяются в геолого-
разведке, геофизике и высокоточной инерциальной 
навигации [1]. В связи с необходимостью получения 
измерений на значительных площадях суши и Мирового 
океана гравиметрическая съемка выполняется с подвиж-
ных объектов, в частности с самолетов. Основной про-
блемой при проведении таких съемок является наличие 
инерционных ускорений, вызванных вертикальными 
перемещениями и вибрацией носителя аппаратуры, ко-
торые должны быть компенсированы для обеспечения 
необходимой точности определения аномалий силы тя-
жести (АСТ). Эти инерционные ускорения на несколько 
десятичных порядков превосходят сами значения АСТ, 
представляющие собой оцениваемый полезный сигнал. 
Таким образом, выделение (оценивание) полезного сиг-
нала играет ключевую роль при обработке результатов 
гравиметрической съемки, выполняемой с борта по-
движных объектов.  

Задача выделения полезного сигнала решается в том 
числе и алгоритмическими методами, при построении 
которых в последнее время значительное внимание уде-
ляется построению адаптивных алгоритмов оценивания. 
Необходимость использования адаптивного подхода 
обусловлена тем, что традиционно полезный сигнал и 
помехи измерений описываются случайными процессами 

или последовательностями, свойства или статистические 
характеристики которых известны неточно. Применение 
таких алгоритмов также создает предпосылки и для более 
корректного учета и/или уточнения параметров модели 
чувствительного элемента (ЧЭ) гравиметра в процессе 
съемки. 

Для выполнения гравиметрической съемки широко 
используются мобильные гравиметры серии «Чекан» [2]. 
В гравиметрах данной серии ЧЭ для снижения уровня 
действующих на него возмущающих ускорений погру-
жен в вязкую жидкость. При этом наряду с подавлением 
инерционной помехи искажается и полезный сигнал. 
Учет демпфирующих свойств гравиметра при обработке 
данных съемки выполняется путем применения специ-
ального восстанавливающего фильтра к выходному сиг-
налу гравиметра. Для реализации этой процедуры необ-
ходимо располагать моделью, описывающей процесс 
преобразования входного сигнала в ЧЭ гравиметра. В 
настоящее время в качестве такой модели используется 
апериодическое звено первого порядка с фиксированной 
постоянной времени. Параметры модели определяются в 
результате калибровки ЧЭ гравиметра методом наклона, 
осуществляемой на предприятии-изготовителе [3]. При 
калибровке гравиметра методом наклона выполняется 
идентификация параметров переходной характеристики 
гравиметра. Метод наклона позволяет определить коэф-
фициенты градуировочной характеристики гравиметра с 
точностью лучше 0,05%, а постоянную времени – с точ-
ностью порядка 1%. Такая точность калибровки доста-
точна для проведения морской гравиметрической съем-
ки. При выполнении аэрогравиметрической съемки, ко-
гда необходимо компенсировать инерционную помеху с 
привлечением спутниковых навигационных данных, 
точность определения постоянной времени гравиметра 
требуется на порядок лучше.  

В настоящей работе в рамках байесовского подхода 
рассматривается совместная задача оценивания АСТ и 
уточнения параметров модели ЧЭ гравиметра. Это поз-
воляет более корректно учесть динамические свойства 
ЧЭ гравиметра, а также создает возможность идентифи-
кации и/или уточнения параметров модели как на этапе 
калибровки гравиметра, так и непосредственно в процес-
се проведения гравиметрической съемки.  

Исследование выполнено за счет гранта Российского науч-
ного фонда № 18-19-00627, https://rscf.ru/project/18-19-00627/. 
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II. ПОСТАНОВКА И РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ АДАПТИВНОГО 

ОЦЕНИВАНИЯ ПАРАМЕТРОВ МОДЕЛИ ГРАВИМЕТРА  
ПРИ КАЛИБРОВКЕ 

Предварительно приведем постановку задачи оцени-
вания параметров модели ЧЭ гравиметра непосред-
ственно при его калибровке. Упрощенно передаточную 
функцию ЧЭ гравиметра можно представить в виде апе-
риодического звена 1-го порядка с постоянной времени 
около 100 с [1, 4]. Определение этой постоянной време-
ни является одной из задач калибровки гравиметра. В 
процессе калибровки выполняются наклоны гравиметра 
на угол θ = 5° в горизонтальной плоскости, в результате 
чего на ЧЭ гравиметра действует проекция действитель-
ной силы тяжести:   1 cosg g    , где g – ускорение 
силы тяжести в пункте калибровки. Графики задаваемо-
го воздействия и измерений приведены на рис. 1.  

 
Рис. 1. Задаваемое воздействие g  (красный цвет) и выходной 

сигнал гравиметра 
1z  (голубой цвет) 

Определение постоянной времени гравиметра тради-
ционно решается аппроксимацией по методу наимень-
ших квадратов выходного сигнала, который в общем 
представляет собой экспоненциальную функцию. С дру-
гой стороны, можно поставить и решить задачу оцени-
вания в рамках байесовского подхода [5–7]. В этом слу-
чае решению подлежит совместная задача оценивания 
постоянной времени Т гравиметра и масштабного коэф-
фициента К и выхода гравиметра, представленного в 
виде апериодического звена вида 

1 1

1 1
z z g

T T
    ,  (1) 

по измерениям 

1 грy Kz v  ,   (2) 

где грv  – белошумная составляющая погрешности гра-
виметра. Нетрудно заметить, что эта задача является 
нелинейной и для ее решения необходимо использовать 
соответствующие методы, разрабатываемые в рамках 
байесовской теории фильтрации [5–7]. На рис. 2 приве-
дены погрешности оценивания Т и соответствующие 
расчетные среднеквадатические отклонения (СКО) по-
грешности оценивания, полученные с использованием 
метода сеток, описанного в работах [7–10]. 
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Рис. 2. Оценки параметра Т 

Видно, что оценивание параметра Т осуществляется 
быстрее, чем завершится переходный процесс ЧЭ грави-
метра на рис. 1, достигая СКО 0.1 с на 100 с, что потен-
циально позволяет не дожидаться его завершения в про-
цедуре калибровки и использовать в целом произвольное 
входное воздействие. 

Отметим также, что решение задачи в такой поста-
новке приводит к формированию банка фильтров Кал-
мана, количество фильтров в котором равно числу точек 
сетки. В отличие от ранее использовавшегося алгоритма 
[8–10] с целью сокращения объема вычислений приме-
нялся алгоритм с адаптивной сеткой. На представленном 
графике наблюдаются скачки расчетной СКО, что связа-
но с неточностью аппроксимации ф.п.р.в. при пересчете 
сетки. Процедура адаптивного подбора позволяет суще-
ственно уменьшить количество узлов сетки, что значи-
тельно снижает вычислительную сложность. Так, на ко-
нец интервала оценивания шаг сетки составил около 
0.1 с при 10 точках сетки. Чтобы достичь такой плотно-
сти сетки при априорной неопределенности в 10 с, для 
алгоритма без адаптивной подстройки понадобилась бы 
сетка в 100 точек, т.е. банк из 100 фильтров Калмана. 
Выигрыш кажется небольшим при оценивании одного 
параметра, но он быстро растет в задачах с большим 
числом неизвестных параметров. Уже при двух неиз-
вестных параметрах, для каждого из которых задается 
сетка в 100 значений, общее число точек сетки (и, соот-
ветственно, фильтров в банке) будет 104, в то время как 
при использовании алгоритма с адаптивным подбором 
сетки можно ограничиться банком из 100 фильтров.  

III. СОВМЕСТНАЯ ЗАДАЧА УТОЧНЕНИЯ ПАРАМЕТРОВ 

ЧУВСВТВИТЕЛЬНОГО ЭЛЕМЕНТА И ОЦЕНИВАНИЯ 

АНОМАЛИЙ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ 

Приведем теперь в рамках байесовского подхода по-
становку совместной задачи уточнения параметров ЧЭ 
гравиметра и оценивания АСТ в процессе проведения 
съемки. Для этого к используемым ранее моделям АСТ и 
вертикального ускорения [9–12] необходимо добавить 
модель ЧЭ гравиметра. В общем виде задача может быть 
сформулирована как задача оценивания вектора состоя-
ния вида 
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по измерениям гравиметра грg  и приемной аппаратуры 

спутниковой навигационной системы (СНС): 
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 
   (4) 

В этих соотношениях 1,2,3x  описывает так называе-
мую модель Джордана для АСТ, которая определяется в 
виде 1 2Ag x x    [12]; 4,5,6x  описывает модель вер-

тикального движения объекта, инерционность ЧЭ гра-
виметра отражена в передаточном звене z1; g  – возму-

щающие ускорения; ,гр СНСv v  – белошумные погрешно-

сти гравиметра и СНС соответственно.  

В такой постановке отсутствует необходимость пред-
варительного интегрирования данных гравиметра и/или 
дифференцирования данных СНС, как это часто делается 
на практике, при составлении разностных измерений. В 
отсутствие измерений СНС такая задача будет полно-
стью аналогична задаче обработки данных морской 
съемки. 

Параметры моделей АСТ и вертикальных ускорений 
в (3) определяются следующим образом [9, 10]: α ,V   

где V  – скорость носителя; /2σ / σg g l      – параметр, 

определяющий пространственную изменчивость АСТ, 
где σg  – СКО АСТ, /σ g l   – СКО производной АСТ 

вдоль траектории; га гаq w  – порождающий белый шум 

интенсивности 2 2310га gq     ,  5 1 / 5    – безразмер-

ный коэффициент, 4h x   – вертикальное перемещение 
объекта с СКО, равным h ; 5h x  , 6 ,h x   – верти-

кальные скорость и ускорение. Коэффициенты ja , 

j=1,2,3 определяются как  2 2
3 ,a     

2 2
2 2 ,a       1 2 ,a      где параметр 2 / ,aT    

а aT  – преобладающий период вертикальных перемеще-
ний; 1 / ,     – интервал корреляции, 10,1с  . Ин-

тенсивность порождающего белого шума hw  задается 
величиной  3 1 2 3 1

22 /ha a a a a  ; СКО вертикальных пе-
ремещений h  и вертикальных ускорений 

h
   связаны 

соотношением 2 3 1( ) /hh
a a a   . Возмущающие 

ускорения g  включают в себя ускорения, вызванные 
изменением высоты, эффектом Этвеша и изменением 
нормальной силы тяжести. Следует отметить, что ранее 
в работах [9, 10] эти поправки рассчитывались вне по-
становки задачи байесовского оценивания с использова-

нием данных от СНС. Точность их расчета, как правило, 
не учитывалась в решении задачи. Настоящая постанов-
ка позволит в будущем расширить модель и учитывать 
погрешности определения поправок в самой схеме обра-
ботки.  

Неизвестными или подлежащими уточнению в моде-
ли (3) на практике могут являться несколько параметров. 
В целях определения возможности уточнения парамет-
ров модели в такой постановке непосредственно в про-
цессе проведения съемки было проведено моделирова-
ние решения задачи при неизвестных постоянной време-
ни гравиметра, его масштабного коэффициента и вели-
чины /σ g l  , определяющей СКО изменчивости АСТ. 

Параметры моделирования задавались следующими: 

/σ g l   – 1 мГал/км, σg  – 30 мГал, V – 150 км/ч, 
h

   – 

18 Гал с преобладающим периодом 15 c, среднеквадра-
тические значения белошумных погрешностей измере-
ний гравиметра – 0.5 мГал и СНС – 1 см [13], что соот-
ветствует уровням погрешностей и скоростей при осу-
ществлении съемки АСТ с борта летательного аппарата. 
Результаты оценивания параметров приведены на рис. 3. 
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Рис. 3. Оценки параметров Т, К, 

/σ g l  . Голубым обозначены 

границы сетки 
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Из графиков на рис. 3 видно, что СКО погрешности 
оценивания по этим параметрам составляет порядка 
0,5 c, 0,05 и 0,02 мГал/км соответственно на конец ин-
тервала времени, что подтверждает возможность их 
идентификации в такой постановке. При этом оценка 
найдена с использованием адаптивного подбора пара-
метров сетки с банка из всего 125 фильтров (задана рав-
номерная сетка по 5 точек на параметр). 

После определения параметров таким образом оценка 
АСТ находилась путем решения задачи оценивания в ре-
жиме сглаживания. Погрешность оценивания, приведен-
ная на рис. 4. для режима сглаживания, согласуется с ре-
зультатами моделирования, полученными ранее в [9, 10]. 
Отметим здесь, что в моделировании не учитывались 
возмущающие ускорения g . Это подтверждает возмож-
ность уточнения модели ЧЭ гравиметра и его дополни-
тельной калибровки по результатам проведения съемки 
аналогично [14, 15]. 

 

Рис. 4. Погрешность оценок АСТ в режиме 
сглаживания 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В рамках байесовского подхода предложена поста-
новка совместной задачи уточнения модели ЧЭ грави-
метра и оценивания аномалий силы тяжести на подвиж-
ном объекте, позволяющая корректно учесть динамиче-
ские свойства демпфированного гравиметра. Отмечается 
нелинейный характер сформулированной задачи. Для ее 
решения предложен метод сеток с адаптивной процеду-
рой выбора узлов сетка на каждом шаге обработки. При-
ведены результаты моделирования, подтверждающие 
работоспособность предложенного алгоритма и возмож-
ность идентификации параметров модели ЧЭ гравиметра 
непосредственно в процессе проведения съемки карты 
АСТ совместно с другими неизвестными параметрами 
модели. 
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Аннотация—В докладе рассмотрена работа современ-

ных информационно-измерительных систем (ИИС), в ка-
честве которых могут быть рассмотрены системы различ-
ного назначения, например такие как блок кварцевых 
маятниковых акселерометров и прецизионные поворот-
ные стенды с инерциальными чувствительными элемен-
тами, в качестве которых применены измерители угловой 
скорости различного класса и принципа действия и изме-
рители кажущегося ускорения. Разработана методика 
оценки погрешностей рассмотренных в докладе ИИС на 
основе частотного метода, позволяющая получить ком-
плексную интегральную оценку погрешностей практиче-
ски любой ИИС, что позволяет сформировать применение 
алгоритмов цифровой фильтрации для компенсации по-
грешностей в управляющем процессоре ИИС. 

Ключевые слова—информационно-измерительная си-
стема; измеритель угловой скорости; измеритель кажуще-
гося ускорения; кварцевый маятниковый акселерометр; 
погрешность; частотный метод; прецизионный стенд; 
инерциальный чувствительный элемент; система авто-
матического управления. 

I. ВВЕДЕНИЕ 

Совершенствование технологий бесплатформенных 
инерциальных навигационных систем (БИНС) за по-
следние годы привело к развитию информационно-
измерительных систем, в которых информация с пер-
вичных измерителей – датчиков угловых скоростей и 
кажущихся ускорений комплексируется с информацией 
от спутниковых систем, причем алгоритмы комплекси-
рования информации и цифровой фильтрации, применя-
емые при разработке БИНС, могут основываться на 
весьма широком спектре алгоритмов в зависимости от 
решаемой задачи [1]. 

Кроме того, существенно расширился диапазон из-
мерений прецизионных измерителей угловой скорости. 
Если ранее в электромеханических системах диапазон 
угловых скоростей был напрямую связан с их точно-
стью, то ныне положение радикально изменилось, по-
явились измерители угловой скорости, основанные на 
новых физических принципах, такие как волоконно-
оптические (ВОГ), лазерные (ЛГ), волновые твердо-
тельные (ВТГ) и основанные на явлении ядерного маг-
нитного резонанса (ЯМГ) гироскопы, обладающие вы-
сокой точностью по случайной составляющей дрейфа, 
погрешности масштабного коэффициента и широким 
диапазоном измерения угловых скоростей [2–5]. На 

«ПО «Корпус» (г. Саратов) разработаны акселерометры 
и блоки на их основе с цифровыми регуляторами и ре-
гулируемым диапазоном измерения, с успехом приме-
няемые в системах управления космическими корабля-
ми [6–7], которые могут быть применены в самом ши-
роком классе ИИС [8]. Все прецизионные измеритель-
ные приборы, являющиеся чувствительными элемента-
ми БИНС, вне зависимости от характера построения их 
регуляторов (аналогового или цифрового) являются си-
стемами компенсационного типа, а это означает, что их 
динамические характеристики оказывают влияние на их 
погрешности не менее, нежели статические, и эксплуа-
тационные условия в плане внешних возмущающих 
воздействий играют немаловажную роль при принятии 
решения об использовании того или иного инерциаль-
ного чувствительного элемента в информационно-
измерительной системе. 

В связи с этим получило развитие направление раз-
работки прецизионных стендов с инерциальными чув-
ствительными элементами (ИЧЭ) и цифровыми систе-
мами управления, где в качестве ИЧЭ могут применять-
ся гироскопы указанного типа и навигационного класса 
точности, а также прецизионные акселерометры и высо-
коточные оптические датчики угла, о чем также не раз 
докладывалось на Международных конференциях по 
интегрированным навигационным системам [9–12].  
В связи с этим в последние годы подобные сложные си-
стемы автоматического управления (САУ), решающие 
задачи высокоточного измерения какой-либо величины 
(угловой скорости, линейного ускорения и т.д.) принято 
называть информационно-измерительными системами.  
В связи с этим достаточно актуально встает вопрос о 
комплексной интегральной оценке точностных характе-
ристик подобных систем для применения алгоритмов 
цифровой фильтрации выходного сигнала в управляю-
щем процессоре, в который, как правило, поступает ин-
формация с выхода ИИС для последующей обработки. 

II. ОПИСАНИЕ ИССЛЕДУЕМОЙ ИНФОРМАЦИОННО-
ИЗМЕРИТЕЛЬНОЙ СИСТЕМЫ 

Рассмотрим в качестве примера информационно-
измерительной системы стенд с инерциальными чув-
ствительными элементами и цифровой системой управ-
ления (ЦСУ), где в качестве ИЧЭ применен измеритель 
угловой скорости, находящийся в режиме само-
контроля. Данная схема подробно рассмотрена в рабо-
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тах [13–15]. В качестве ИЧЭ, которые могут быть взаи-
мозаменяемыми рассмотрены лазерный гироскоп (ЛГ), 
волоконно-оптический гироскоп (ВОГ) и поплавковый 
датчик угловой скорости (ДУС), а в принципе любой 
прецизионный измеритель угловой скорости. В качестве 
датчика угла применен угловой энкодер, погрешности 
которого рассматривались в работе [9]. Напомним прин-
цип работы подобной ИИС, представленной на рис. 1.  

 

Рис. 1. Функционально-кинематическая схема ИИС – стенда с цифро-
вой системой управления и ИУС в качестве ИЧЭ 

С управляющего компьютера 15 во второй порт вво-
да-вывода ПВВ2 управляющего процессора 14 поступа-
ет код, пропорциональный задаваемому управляющему 
напряжению Uзад. Из второго порта ввода–вывода ПВВ2 
код передается в ядро процессора 14, где алгоритмиче-
ски реализован сумматор сигналов, а оттуда через пер-
вый порт ввода–вывода ПВВ1 управляющего процессо-
ра 14 – на вход ЦАП 16, реализованный (рис. 1) как 
внешнее по отношению к управляющему процессору 14 
устройство. С выхода ЦАП 16 соответствующее этому 
коду напряжение через усилитель мощности (УМ) 17 
поступает на датчик положения – двигатель бесконтакт-
ный (ДП-ДБ) 18. Двигатель ДП-ДБ 18 задает траверсе 
стенда 2 вращение с угловой скоростью, пропорцио-
нальной подаваемому управляющему напряжению Uзад. 
Измеритель угловой скорости 5, являющийся одновре-
менно и чувствительным элементом стенда, и испытуе-
мым прибором, измеряет заданную угловую скорость и 
формирует на своем выходе сигнал, пропорциональный 
заданной угловой скорости. В случае если выходной 
сигнал ИУС 5 имеет аналоговую форму, то он поступает 
на вход АЦП 10 БПИ 8, а если цифровую – на вход 
ПЛИС 9 БПИ 8. С выхода АЦП 10 сигнал поступает на 
второй вход микроконтроллера 11, а с выхода ПЛИС 9 – 
на первый вход микроконтроллера 11. Микроконтрол-
лер формирует кодовую комбинацию, поступающую в 
формирователь инфракрасного либо радиочастотного 
сигнала, встроенный в микроконтроллер, данный сигнал 
поступает на приемник радиочастотной или инфракрас-
ной информации 13, с выхода которого, преобразован-
ный в код, он поступает в четвертый порт ввода–вывода 
ПВВ4 управляющего процессора 14. Из четвертого пор-
та ввода–вывода ПВВ4 управляющего процессора 14 
код поступает в ядро процессора 14, где в виде алгорит-
ма запрограммирован цифровой регулятор соответ-
ствующего измерительного датчика угловой скорости, 
обеспечивающий требуемые динамические характери-
стики ИУС 5 – чувствительного элемента стенда. Пре-
образовавшись в регуляторе, сигнал об измеренной 
ИУС 5 угловой скорости сравнивается в алгоритмиче-

ски реализованном сумматоре управляющего процессо-
ра 14 с заданным значением угловой скорости, посту-
пившим в виде входного воздействия по стандартному 
интерфейсу через второй порт ввода–вывода ПВВ2 
управляющего процессора 14 от управляющего компь-
ютера 15; в сумматоре формируется разностный управ-
ляющий сигнал, который поступает на вход цифрового 
регулятора системы управления двигателем, запрограм-
мированного в виде алгоритма в управляющем процес-
соре 14 и обеспечивающего требуемые динамические 
характеристики системы управления двигателем 18 
стенда. При этом преобразованный управляющий сиг-
нал поступает на ЦАП 16, откуда в виде аналогового 
сигнала – на усилитель мощности УМ 17, а оттуда – на 
ДП-ДБ 18. Таким образом, реализуется цифровая систе-
ма управления через управляющий процессор 14, рабо-
тающая по разностному принципу – при разностном 
управляющем сигнале, стремящемся к нулю, траверса 2 
стенда вращается с заданной угловой скоростью. При 
подаче с управляющего компьютера 15 гармонического 
или любого другого сигнала система работает анало-
гичным образом. 

С углового энкодера 3 через преобразователь сигна-
ла (ПС) 12 последовательность импульсов, число кото-
рых пропорционально углу поворота платформы стенда, 
поступает в третий порт ввода–вывода ПВВ3 управля-
ющего процессора 14. В управляющем процессоре 14 
происходит вычисление угловой скорости стенда как 
отношения измеренного угла ко времени опроса, изме-
ряемого таймером процессора 14. Использование тай-
мера управляющего процессора 14, а не управляющего 
компьютера 15 связано с тем, что, как правило, в управ-
ляющем компьютере используются операционные си-
стемы, не являющиеся системами реального времени, а 
поэтому не обеспечивающие необходимую точность 
отсчета интервалов времени для вычисления угловой 
скорости стенда. Полученная информация через второй 
порт ввода–вывода ПВВ2 управляющего процессора 14 
через стандартный интерфейс поступает в порт ввода–
вывода управляющего компьютера 15. По тому же ка-
налу поступает информация об угловой скорости, изме-
ренной ДУС 5 – испытуемым прибором. В управляю-
щем компьютере 15 происходит комплексная обработка 
полученных данных об угле и угловой скорости, задан-
ной стендом, и выходной информации ДУС 5, что поз-
воляет формировать выходную информацию о мас-
штабном коэффициенте и динамических характеристи-
ках испытуемого прибора ДУС 5 (в случае подачи на 
вход системы управления стендом гармонического сиг-
нала). Таким образом, осуществляется самоконтроль 
измерителя угловой скорости ДУС 5. Аналогичным об-
разом осуществляется самоконтроль ВОГ и ЛГ, как это 
показано в работах [13–15]. Суть предлагаемой методи-
ки заключается в следующем. Составляется структурная 
схема цифровой системы управления с каждым инерци-
альным чувствительным элементом. В настоящем до-
кладе рассматривается вариант структурной схемы с 
поплавковым ДУС в качестве ИЧЭ как наиболее слож-
ный вариант системы управления. В работах [13–15] 
представлены аналогичные структурные схемы с ВОГ и 
ЛГ. В данной работе поплавковый ДУС взят в рассмот-
рение как ИЧЭ также и потому, что аналогичный способ 
контроля погрешности стенда с поплавковым ДУС в 
режиме «самоконтроля» был рассмотрен в монографии 
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[16] и появилась возможность сравнить результаты мо-
делирования аналоговой и цифровой САУ.  

Формируются на структурных схемах помехи, дей-
ствующие в САУ. В нашем случае на рис. 2 введены 
обозначения: ωα – угловая скорость вращения платфор-
мы 3 стенда; Мг = Нωα – гироскопический момент изме-
рительного ДУС 5 – чувствительного элемента стенда; 
Мβ – момент сопротивления, действующий по оси пре-
цессии измерительного ДУС 5 – чувствительного эле-
мента стенда; Мдм = kдмiдм – парирующий момент датчи-
ка момента измерительного ДУС 5 – чувствительного 
элемента стенда; iдм – ток в цепи обратной связи изме-
рительного ДУС 5 – чувствительного элемента стенда, 
пропорциональный измеряемой угловой скорости; ωβ – 
угловая скорость прецессии гироузла измерительного 
ДУС 5 – чувствительного элемента стенда;   – угол 
прецессии гироузла 7 измерительного ДУС 5 – чувстви-
тельного элемента стенда; Uду – переменное напряжение 
на выходе датчика угла 9 измерительного ДУС 5 – чув-
ствительного элемента стенда; у – напряжение на выхо-
де предварительного усилителя 13 в цепи обратной свя-
зи измерительного ДУС 5 – чувствительного элемента 
стенда; u1 – управляющее напряжение с выхода ЦАП1 
18 в цепи обратной связи измерительного ДУС 5 – чув-
ствительного элемента стенда; Uзад – задающее воздей-
ствие, поступающее в виде кода в порт ввода–вывода 17 
управляющего процессора 15 от управляющего компью-
тера 26; е – разностный сигнал ошибки управления; u2 – 
управляющее напряжение с выхода ЦАП2 16 в цепи 
обратной связи стенда; Мдв – момент, формируемый 
двигателем бесконтактным (ДБ) 18 стенда; Мα – момент 
сопротивления по оси вращения траверсы 2 стенда; Iβ – 
момент инерции гироузла 5-1 измерительного ДУС 5 – 
чувствительного элемента стенда; nβ – момент жидкост-
ного демпфирования измерительного ДУС 5 – чувстви-
тельного элемента стенда; H – кинетический момент 
измерительного ДУС 5 – чувствительного элемента 
стенда; kду – коэффициент передачи датчика угла 5-2 из-
мерительного ДУС 5 – чувствительного элемента стенда; 
kдм – коэффициент передачи датчика момента 5-7 изме-
рительного ДУС 5 – чувствительного элемента стенда;  
s – оператор дифференцирования по Лапласу. 

 

Рис. 2. Структурная схема предлагаемого стенда в случае испытания 
ДУС с электрической аналого-цифровой обратной связью 

III. ОПИСАНИЕ МЕТОДИКИ ИССЛЕДОВАНИЯ 

Суть предлагаемой методики состоит в следующем: 

1. По каждому возмущающему воздействию форми-
руется импульсная переходная функция вида 

 



 dSRK MMM )]sin()()cos()([)( ,     (1) 

где RMα(ω) и SMα(ω) – действительная и мнимая части 
передаточной функции замкнутой системы Фωα/Mα(jω) 
[17]; ωα – нестабильность угловой скорости стенда по 
помехе Mα – нестабильности момента трения по оси 
вращения стенда. 

Аналогичным образом формируются передаточные 
функции и импульсные переходные функции по осталь-
ным помехам, действующим в системе управления.  
В нашем случае это помехи Mβ – нестабильность мо-
мента трения по оси прецессии ДУС и ΔUзад – неста-
бильность источника опорного напряжения. Если си-
стема дискретная, то, соответственно, формируются 
передаточные функции замкнутой системы управления 
по каждой помехе вида Фωα/Mα(z), а импульсная переход-
ная функция записывается в дискретном виде в соответ-
ствии с правилами формирования дискретных функций 
[18]. Помеха в обоих случаях задается в виде случайной 
функции с соответствующим законом распределения 
[20]. Затем формируется интеграл свертки вида [19] 

 

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0
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На выходе имеем массив случайных величин, соот-
ветствующий реакции исследуемой системы на данную 
помеху. В нашем случае будет три массива случайных 
величин, характеризующих нестабильность задаваемой 
стендом угловой скорости на помехи Mα, Mβ и ΔUзад. 

В случае цифровой системы управления выражение 
(2) примет вид [18] 
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Если квантование входного и выходного сигналов 
осуществляется синхронно, при t = nT0 имеем [18] 
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Следует отметить, что при моделировании погреш-
ности ωα,ΔUзад в аналоговой системе управления стендом, 
работающим в режиме «самоконтроля», бралась помеха 
ΔUзад от источника калибровочных напряжений [16]. В 
случае схемы, изображенной на рис. 1, в роли данной 
погрешности выступает погрешность квантования 
управляющего процессора 14 и ЦАП 16.  

2. После получения массивов нестабильностей зада-
ваемой угловой скорости по каждой помехе формиру-
ются массивы функций плотности распределения веро-
ятностей (ф.п.р.в.) по каждой случайной величине [20]. 
В нашем случае рассматриваются ф.п.р.в. φα,Mα, φα,Mβ, 
φα,ΔUзад. 

3. Комплексная погрешность ИИС вычисляется как 
сумма независимых случайных величин по известному 
алгоритму [20]. 

В нашем случае случайная величина ωα,Mα(t), имею-
щая ф.п.р.в. φα,Mα, складывается со случайной величиной 
ωα,Mβ(t), имеющей ф.п.р.в. φα,Mβ. Результат сложения 
определяется выражением [20] 
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IV. РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 

Циклически замыкая этот процесс, можно опреде-
лить функцию плотности распределения вероятности 
линейной комбинации произвольного числа случайных 
величин. В случае дискретных систем выражение (5) 
преобразуется аналогично выражениям (3) и (4). В каче-
стве одной из составляющих погрешности можно рас-
смотреть погрешность оптического датчика угла, по-
грешность которого исследовалась в работе [9], также 
сформировать его ф.п.р.в. и циклически замкнуть ее по 
выражению (5). Таким образом, получается комплекс-
ная оценка погрешности стенда с цифровой системой 
управления по рис. 1. Если в качестве ИЧЭ будут ис-
пользованы ЛГ и ВОГ, то формируются нестабильности 
задаваемой угловой скорости по передаточным функци-
ям соответствующих САУ [13–15]. И оценивается ком-
плексная ф.п.р.в погрешности системы. Формируется 
толерантный интервал погрешности, т.е. ее математиче-
ское ожидание и среднеквадратическое отклонение. По 
результатам моделирования аналоговой САУ [16] сово-
купная ф.п.р.в. носит характер гауссовского случайного 
процесса, а толерантный интервал совокупной ошибки 
по угловой скорости поплавкового ДУС, находящегося 
в режиме самоконтроля, по вышеприведенной методике 
M±3σ составил 1,51723ꞏ10–4 ± ± 6,878ꞏ10–5 °/c или при-
близительно 0,546 ± 0,247 °/ч. Если учесть, что рассмот-
ренный ИЧЭ принадлежит к классу приборов средней 
точности со случайной составляющей дрейфа 0,36 °/ч и 
погрешностью масштабного коэффициента 0,1–0,05 %, 
то результат получился вполне адекватным. Необходи-
мо учесть также и тот факт, что стенд, работающий по 
указанному принципу, будет контролировать масштаб-
ный коэффициент ИУС не очень долго, так как ему не 
нужно ждать полный оборот платформы стенда для из-
мерения осредненного значения угла поворота. Посту-
пающий в систему обратной связи стенда сигнал (не-
важно, аналоговый или цифровой) говорит о мгновен-
ном значении измеренной ИЧЭ угловой скорости, так 
что погрешность масштабного коэффициента можно 
определить достаточно быстро при сравнении показа-
ний оптического датчика угла и сигнала из обратной 
связи поверяемого ДУС, а при малом шаге квантования 
получить достаточно большое количество значений для 
оценки погрешности прибора. Математическое модели-
рование, проведенное при исследовании схемы по 
рис. 1, дало несколько лучшие результаты по критерию 
M±3σ. По результатам моделирования цифровой САУ 
совокупная ф.п.р.в. носит также характер гауссовского 
случайного процесса, а толерантный интервал совокуп-
ной ошибки по угловой скорости поплавкового ДУС, 
находящегося в режиме самоконтроля, по вышеприве-
денной методике составил 0,346 ± 0,187 °/ч. В аналого-
вой системе был применен фотоэлектрический датчик 
угла с погрешностью 0,31 угловой секунды, а в схеме с 
ЦСУ – угловой энкодер фирмы Renishaw с погрешно-
стью 0,05 угловой секунды. Таким образом, основную 
часть совокупной погрешности привносит нестабиль-
ность трения по оси подвеса Мα и собственные погреш-
ности гироскопа. Поэтому применение более точного 
базовым техническим характеристикам прибора, 
например ЛГ со случайной составляющей дрейфа нуле-

вого сигнала 0,01 °/ч и погрешностью масштабного ко-
эффициента 0,0001 %, а также разгрузка оси подвеса 
стенда, например при помощи миниатюрной аэростати-
ческой опоры, позволяют существенно повысить точ-
ностные характеристики системы. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, в докладе представлена одна из воз-
можных методик комплексной интегральной оценки 
погрешности ИИС, построенная на основе частотного 
метода исследования погрешностей САУ [16–20], поз-
воляющая оценить комплексную интегральную по-
грешность ИИС для последующего ее снижения мето-
дом цифровой фильтрации в управляющем процессоре 
ИИС. Для этого необходимо иметь входную информа-
цию о спектральной плотности входных дестабилизи-
рующих воздействий, которым подвергается ИИС в 
условиях эксплуатации, с достаточной точностью ана-
литически определить динамические характеристики 
ИИС, что даст возможность оценить погрешности ИИС, 
вызванные как отдельно взятым дестабилизирующим 
фактором, так и их совместным воздействием на ИИС. 
Стенд с цифровой системой управления, рассмотренный 
в настоящем докладе, является лишь одним из возмож-
ных примеров применения данной методики, которая 
может быть с успехом применена для оценки погрешно-
сти практически любой информационно-измерительной 
системы. 
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Аннотация—В настоящем докладе изложены результа-
ты исследования способов повышения точности микроме-
ханических датчиков. Применен комплексный подход, 
включающий компенсацию погрешности измерений по 
результатам калибровки в заводских условиях, компенса-
цию погрешностей в запуске и компенсацию погрешностей 
в процессе полета летательных аппаратов. 

Ключевые слова—пилотажные системы, микромехани-
ческие датчики, точностные характеристики, калибровка, 
алгоритмическая компенсация, интерполяция. 

Благодаря таким преимуществам, как высокая 
надежность работы в эксплуатации, малое энергопо-
требление, миниатюрные размеры и невысокая стои-
мость, микромеханические датчики находят широкое 
применение при создании гироскопических приборов [1] 
На рис. 1 показана малогабаритная (40×40×40 мм) мик-
ромеханическая курсовертикаль, разработанная в ПАО 
«МИЭА» [2]. 

 
Рис. 1. Микромеханическая курсовертикаль БЧЭММ-1 и летательные 
аппараты, для которых она предназначена 

Однако наряду с указанными преимуществами дат-
чики имеют и существенный недостаток – сравнительно 
невысокие точностные характеристики из-за недоком-
пенсированности, временной и температурной неста-
бильности их нулевых сигналов и масштабных коэффи-
циентов.  

В настоящей работе изложены результаты исследо-
вания способов минимизации этих недостатков. Приме-

нен комплексный подход, включающий компенсацию 
погрешности измерений по результатам калибровки в 
заводских условиях, компенсацию погрешностей в за-
пуске и компенсацию погрешностей в процессе полета 
летательных аппаратов [3]. 

Коэффициенты температурной зависимости нулевых 
сигналов и масштабных коэффициентов, неортогональ-
ность измерительных осей, зависимость от перегрузок, 
измеренные в процессе заводской калибровки, исполь-
зуются при алгоритмической компенсации погрешно-
стей датчиков. 

Алгоритмическая компенсация может быть осу-
ществлена несколькими способами: путем параболиче-
ской интерполяции Лагранжа, интерполяционными 
сплайнами, степенными полиномами или кусочно-
линейной аппроксимацией. Выбор способа компенсации 
зависит от характера изменения погрешности: линейная, 
нелинейная, с одним или несколькими экстремумами. На 
рис. 2 показана интерполяция температурной зависимо-
сти нулевого сигнала гироскопа, осуществленная куби-
ческим сплайном. 

 

Рис. 2. График интерполяции температурной зависимости нулевого 
сигнала гироскопа, построенный с использованием кубического сплайна 

Большой проблемой микромеханических датчиков 
является нестабильность их нулевых сигналов от пуска к 
пуску. Одним из способов сведения к минимуму такой 
погрешности для микромеханических гироскопов явля-
ется компенсация нулевого сигнала в запуске. В запуске 
измеряется нулевой сигнал З

0ш  и сравнивается с запи-
санным значением 0

К
i  в микроконтроллере гироскопи-

ческого прибора, определенным по результатам завод-
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ской калибровки. В процессе полета на каждом такте 
расчета угловой скорости из значения нулевого сигнала, 
определенного в процессе заводской калибровки, произ-
водится вычитание поправочного значения, определен-
ного в процессе запуска гироскопа: 

К
0

З
00 iii   . 

Точностные характеристики микромеханических 
датчиков можно существенно улучшить и путем ком-
пенсации их дрейфа в процессе полета ЛА. С этой целью 
разработан специальный алгоритм, выделяющий и ком-
пенсирующий изменение нулевого сигнала, возникаю-
щее в процессе полета ЛА вследствие случайных некон-
тролируемых воздействий на чувствительный элемент 
гироскопа. Необходимое программное обеспечение реа-
лизуется в дополнительном микропроцессоре гироско-
пического прибора. 

ТАБЛИЦА I.  РЕЗУЛЬТАТЫ АЛГОРИТМИЧЕСКОЙ КОМПЕНСАЦИИ 
НУЛЕВЫХ СИГНАЛОВ МИКРОМЕХАНИЧЕСКИХ ГИРОСКОПОВ 

Способы алгоритмиче-
ской компенсации нуле-

вых сигналов 

Тип гироскопов (фирма-
изготовитель) 

LY503ALH 
STMicroele

ctronics 

ММГ-ЭП2 
ЦНИИ 

«Электро-
прибор» 

STIM210 
Sensonor 

До алг. ком-
пенс. 

ω0,°/с 147,18 0,424 0,074 
Δω0,°/с 1,88 0,35 0,04 

После алг. 
компенс. 

ω0,°/с 1,51 0,04 0,022 
Δω0,°/с 0,29 0,025 0,01 

После учета от 
пуска к пуску 

ω0,°/с 0,5 0,02 0,013 
Δω0,°/с 0,25 0,01 0,008 

После компенс. 
в полете 

ω0,°/с 0,03 0,001 0,00012 
Δω0,°/с 0,015 0,0005 0,00006 

 

В табл. 1 приведены результаты реализации ком-
плексной алгоритмической компенсации нулевых сигна-
лов гироскопов микромеханических датчиков, получив-
ших наиболее широкое применение. 

Как видно из приведенной таблицы, используя ком-
плексный подход, удалось на два порядка уменьшить 
нескомпенсированные нулевые сигналы и повысить их 
стабильность. 

ВЫВОДЫ 
Реализация разработанных алгоритмов позволила по-

высить точностные характеристики микромеханических 
датчиков до уровня, приемлемого для построения одно-
осных и трехосных измерителей угловых скоростей и 
линейных ускорений для комплексных систем управле-
ния широкого класса летательных аппаратов.  

ЛИТЕРАТУРА 
[1] Галкин В.И. гироскопические приборы на микромеханических 

датчиках – Проблемы и пути их решения. LAP LAMBERT Aca-
demic publishing, 2020. С. 165, ISBN: 978-620-2-79865-5. 

[2] Кузнецов А.Г., Галкин В.И., Молчанов А.В., Портнов Б.И., Яку-
бович А.М. Результаты разработки и летных испытаний микро-
механического блока // XIX Санкт- Петербургская международ-
ная конференция по интегрированным навигационным системам, 
СПб.: ГНЦ «ЦНИИ «Электроприбор», 2012. С. 16–26. 

[3] Кузнецов А.Г, Галкин В.И., Воробьев Д.Н., Кондратьев А.В. 
Комплексный подход к повышению точностных характеристик  
микромеханических датчиков для пилотажных систем управле-
ния // Труды Московского института электромеханики и автома-
тики. 2020. Вып. 27 «Навигация и управление летательными ап-
паратами». С. 41–57. 

 

220



Методика определения областей устойчивости 
стационарных колебаний нелинейного  

МЭМС-резонатора при действии систем 
фазовой автоподстройки частоты 

 и автоматической регулировки усиления 
 

А. В. Лукин  
Высшая школа «Механика и процессы управления» Института прикладной математики и механики 

Санкт-Петербургского политехнического университета Петра Великого 
Санкт-Петербург, Россия 

lukin_av@spbstu.ru  
 

Аннотация—Работа посвящена исследованию динами-
ки микромеханического резонатора при действии систем 
фазовой автоподстройки частоты генератора и стабилиза-
ции амплитуды колебаний. Особое внимание направлено 
на изучение фактора нелинейности упругой восстанавли-
вающей силы резонатора. Установлено, что выбор пара-
метров системы управления на основе анализа устойчиво-
сти рабочего резонансного режима для механически ли-
нейной модели, в общем случае, не обеспечивает требуемой 
резонансной фазовой настройки и стабилизации амплиту-
ды колебаний. Обнаружены устойчивые многочастотные 
режимы колебаний, выполнено аналитическое исследова-
ние механизмов их появления и эволюции при изменении 
ключевых параметров системы. Определены реальные 
области стабильной работы системы управления (не сов-
падающие, как было обнаружено, с областями устойчиво-
сти рабочего резонансного режима по причине присут-
ствия в фазовом пространстве системы скрытых притяги-
вающих аттракторов). Разработана методика определения 
подобных областей стабильной работы. Отмечено суще-
ственное усложнение структуры возможных движений в 
системе с увеличением добротности резонатора.  

Ключевые слова—ММГ, ФАПЧ, АРУ, управление, дина-
мика. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Высокие требования к стабильности работы резо-

нансных датчиков (в частности, чувствительных элемен-
тов микроэлектромеханических вибрационных гироско-
пов) приводят к необходимости применения систем 
управления с обратной связью, обеспечивающих посто-
янство амплитуды колебаний резонатора и его частот-
ную настройку на резонанс. Первая из названных задач, 
как правило, решается с помощью системы автоматиче-
ской регулировки усиления (АРУ). Для решения второй 
задачи широкое распространение получили системы фа-
зовой автоподстройки частоты (ФАПЧ). Математическое 
моделирование динамики микроэлектромеханических 
систем (МЭМС) в условиях работы подобных алгорит-
мов управления представляет значительный теоретиче-
ский и прикладной интерес.  

Настоящая работа посвящена качественному (пара-
метрическому) исследованию нелинейной динамики 
МЭМС-резонатора с нелинейной упругой характеристи-
кой при совместном действии систем АРУ и ФАПЧ. Рас-

сматриваются вопросы устойчивости стационарных ко-
лебательных режимов, их эволюции и ветвления в зави-
симости от ключевых механических параметров резона-
тора и параметров системы управления. 

II. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
Исследуем динамику микромеханического резонато-

ра при действии системы управления, предназначенной 
для резонансной частотной настройки и стабилизации 
амплитуды колебаний. Настройка частоты электростати-
ческого двигателя на резонанс обеспечивается системой 
фазовой автоподстройки частоты. Стабилизация ампли-
туды первичных колебаний достигается работой контура 
автоматической регулировки усиления. 

Схема ФАПЧ содержит фазовый детектор, фильтр 
нижних частот (ФНЧ), регулятор и опорный генератор, 
управляемый напряжением (ГУН) [1, 2]. Схема пред-
ставляет собой замкнутую систему управления, задача 
которой состоит в обеспечении требуемой разности фаз 
между выходным сигналом преобразователя емкость-
напряжение датчика перемещений резонатора и опор-
ным сигналом ГУН. 

Амплитудный канал, реализующий схему АРУ, со-
стоит из амплитудного детектора и ПИ-регулятора. 

Математическая модель резонатора в системе ФАПЧ-
АРУ описывается следующей системой уравнений [3, 4]: 

2 3
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0
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(1) 

где x – перемещение резонатора, ωn – собственная часто-

та резонатора, 2 n
nc

Q


     – параметр диссипации (ξ – 
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коэффициент относительного затухания, Q – добротность 
резонатора), β – коэффициент при кубическом члене в 
восстанавливающей силе, θ – фаза ГУН (    – мгно-
венная частота ГУН), z – сигнал управления ГУН, y – 
выходной сигнал фазового детектора, ω0 – собственная 
(свободная) частота ГУН, KVCO – пропорциональный 
коэффициент усиления ГУН, PLL

IK  – интегральный ко-
эффициент усиления регулятора, KG, λPLL – коэффициент 
передачи и частота полюса ФНЧ ФАПЧ, A – выходной 
сигнал схемы АРУ, B – сигнал управления АРУ, r – 
оценка текущей амплитуды колебаний, Kp, AGC

IK  – про-
порциональный и интегральный коэффициенты регуля-
тора схемы АРУ, λAGC – частота полюса ФНЧ АРУ, X0 – 
требуемая амплитуда стационарных колебаний. 

Параметр геометрической нелинейности резонатора β 
удобно связать с отношением к линейной и кубической 
компонент упругой восстанавливающей силы при ам-
плитуде смещения X0: 

3 2
0 0

2

2
0

,

.

n

n

X к X

к
X

 






 (2) 

III. КАЧЕСТВЕННЫЙ АНАЛИЗ НЕЛИНЕЙНОЙ  
ДИНАМИКИ СИСТЕМЫ 

Для качественного (параметрического) исследования 
динамики системы применим метод усреднения. Пред-
ставим искомое решение для механического звена в виде 

x = a(t) cos [θ(t) + ϕ(t)], (3) 

где a(t) – амплитуда, θ(t) + ϕ(t) – мгновенная фаза коле-
баний. Мгновенная фаза ГУН равна θ, поэтому ϕ – раз-
ность фаз между резонатором и ГУН. 

Дифференцируя (3), получим 

sin( ) cos( ) sin( ).x a a a                 (4) 

Потребуем 

cos( ) sin( ) 0.a a          (5) 

Тогда 

sin( ) sin( ) ( )cos( )x a a a                       . 
(6) 

Отметим, что динамика фазы ГУН описывается про-
стым уравнением 

PLL
VCO IK K y  . (7) 

Переменная θ является «быстрой» и может рассмат-
риваться как нормализованное время. Следуя процедуре 

метода усреднения, подставим (3), (4) и (6) в (1), выра-
зим из первого уравнения (1) и (5) ,a   и усредним пра-
вые части системы по явно входящему «времени» θ. Та-
ким образом, мы придем к автономной системе диффе-
ренциальных уравнений, описывающей эволюцию мед-
ленных переменных , , , , ,a z y B r    : 
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PLL
Iz K y  , 

cos
2

PLL cKy y a     
 

   ,                     (8) 

0( )AGC
IB K X r   , 

( ).AGCr a r     

Возможным стационарным периодическим режимам 
системы (1) соответствуют неподвижные точки (поло-
жения равновесия) динамической системы (8): 

0 0 0 0 0 00, , , .
2

y r X a X         (9) 

Стационарные значения z  определяются из уравне-
ния 

2 2 2
0 0 0

3( ) 0.
4VCO nK z X       (10) 

Наконец, 

0 0 0 0[ ]VCOB cX K z   . (11) 

Основной интерес представляет решение, для кото-
рого 

0 2


   , и 0z  имеет знак sgn(ωn – ω0). 

Анализ устойчивости рассматриваемого стационар-
ного режима выполняется путем вычисления собственных 
значений якобиана правой части системы (8) в данной не-
подвижной точке. Для линейного резонатора (κ = 0) об-
ласть устойчивости в пространстве параметров характе-
ризуется условиями [4]: 
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(12) 

Для общего случая к ≠ 0 условия, характеризующие 
устойчивость системы, являются чрезвычайно громозд-
кими и в явном виде не приводятся. 
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IV. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
Среди параметров, входящих в систему уравнений (8), 

выделим группы фиксированных и варьируемых. Значе-
ния фиксированных параметров приведены в табл. 1. 

ТАБЛИЦА I.  ФИКСИРОВАННЫЕ ПАРАМЕТРЫ СИСТЕМЫ 

Параметр Значение 

fn (ωn = 2π fn ) 10 кГц 

f0 (ω0 = 2π f0 ) 9 кГц  

X0 3 мкм 

Kp 1·108 

KG 1·106 

KVCO 1·104 

 

К числу варьируемых относятся параметры Q, к, λAGC, 
λPLL, ,AGC PLL

I IK K . 

Локальный анализ динамики системы в окрестности 
рабочего резонансного режима колебаний с заданной 
постоянной амплитудой позволил найти явный символь-
ный вид условий устойчивости рассматриваемого реше-
ния по параметрам системы управления ФАПЧ-АРУ и 
по механическим параметрам резонатора (степень нели-
нейности силовой характеристики, величина добротно-
сти). Установлено, что выбор параметров системы 
управления на основе анализа устойчивости рабочего 
резонансного режима для механически линейной моде-
ли, вообще говоря, не обеспечивает требуемой стабили-
зации амплитуды и относительной фазы колебаний. 

Численным моделированием обнаружены притяги-
вающие (устойчивые) сложные многочастотные режимы 
колебаний с переменной амплитудой и фазой. Указан-
ные режимы являются нежелательными (паразитными) с 
точки зрения целевых функций резонатора как первич-

ного колебательного контура датчика инерциальной ин-
формации. Отмечена множественность подобных режи-
мов при фиксированных параметрах системы, характе-
ризующихся своими областями притяжения по началь-
ным условиям и иным возмущениям, а также их сосуще-
ствование с рабочим стационарным режимом. Физиче-
ски нестабильные решения соответствуют гистерезис-
ному движению изображающей точки в пространстве 
«амплитуда–частота» воздействия по резонансной (ам-
плитудно-частотной) характеристике (АЧХ) механиче-
ского звена (резонатора): в силу механической нелиней-
ности скелетная кривая имеет наклон вправо, что приво-
дит к возможности явления «срывов» колебаний при 
прохождении через соответствующие предельные точки 
на АЧХ. 

Выполнено аналитическое исследование механизмов 
появления указанных паразитных режимов и их эволю-
ции при изменении ключевых параметров системы: сте-
пени механической нелинейности, добротности резона-
тора и частот полюсов фильтра нижних частот контуров 
ФАПЧ и АРУ. На основе применения программного 
комплекса MATCONT [5] развита численная методика 
нахождения областей существования подобных режимов 
в пространстве параметров системы. 
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Аннотация—Рассматриваются методы навигации и 
управления космическим роботом при сближении с гео-
стационарным информационным спутником в условиях 
неопределенности и неполноты измерения. 
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I. ВВЕДЕНИЕ 
В перспективных системах космической связи пла-

нируется создание геостационарных платформ, которые 
собираются на орбите космическими роботами-мани-
пуляторами (КРМ) из сменных и пополняемых компо-
нентов, а затем регулярно обслуживаются КРМ в тече-
ние нескольких десятилетий.  

В стратегии обслуживания предусмотрено довыве-
дение КРМ на геостационарную орбиту (ГСО) и много-
этапное сближение с геостационарным спутником (це-
лью) с применением плазменной электрореактивной 
двигательной установки (ЭДУ) на расстояние 500 м [1], 
термокаталитической ЭДУ на основе 8 двигателей с 
широтно-импульсной модуляцией (ШИМ) тяги (рис. 1) 
на дальность 50 м [2] и силового гироскопического кла-
стера (СГК) с цифровым управлением, рис. 2. Предпо-
лагается, что система управления движением (СУД) 
робота имеет бесплатформенную инерциальную навига-
ционную систему (БИНС) с инерциальным измеритель-
ным модулем (ИИМ), который корректируется сигналами 
астрономической системы (АС) на основе звездных дат-
чиков и навигационных спутников ГЛОНАСС/GPS. При 
дальности менее 100 м координаты пространственного 
движения КРМ относительно цели определяются также 
видеокамерами и дальномерами. Далее выполняется об-
служивание геостационарного спутника, начиная с его 
облета для визуальной инспекции [3].  

Данная статья развивает результаты [4] и является 
продолжением статьи авторов в трудах этой конферен-
ции, где исследованы задачи управления КРМ при его 
до-выведении на ГСО и сближении с целью на расстоя-
ние 500 м с помощью плазменной ЭДУ. Здесь разраба-
тываются алгоритмы обработки информации, калибров-
ки и юстировки БИНС, а также алгоритмы управления 
КРМ при сближении с целью на дальность 50 м.  

 

 
 

Рис. 1. Схема ЭДУ на основе восьми электрореактивных двигателей 

 
 

Рис. 2. Схема 2-SPE СГК на основе четырех гиродинов 

II. МОДЕЛИ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Для описания пространственного движения КРМ 

применяются геоцентрическая инерциальная система 
координат (ИСК) ,ZYXO III

  обозначения ),(col}{   

),(line][  ],[,)( t  ,  и ~,  для векторов, матриц и 
кватернионов, .1,..2,1 mmi   Используются орби-
тальная система координат (ОСК) КРМ ooo

rO zyx  с по-
люсом rO  и связанная с корпусом КРМ система коорди-
нат (ССК) xyzrO . Корпус робота считается твердым 
телом с массой m  и тензором инерции J , при векторах 
расположения rr  и скорости rv  модель его движения в 
проекции на оси ССК имеет вид  
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Здесь кватернион   представляет ориентацию КРМ 
в ИСК, вектор HJG   , где H  – вектор кинетиче-

ского момента (КМ) СГК; векторы eP , eM  и 
*g HM   представляют тягу термокаталитической 

ЭДУ, моменты этой ЭДУ и СГК, dF  и dT  – векторы 
внешних возмущающих сил и моментов, и используется 
символ *)(  локальной производной по времени.  

На рис. 1 положения ортов ,pe 81p  по осям со-
пел электрореактивных двигателей (ЭРД) определяются 
углами ,e e . Вектор p  точки pO  приложения век-
тора тяги p -го ЭРД определяется параметрами ,xb  yb  и 

zb . Каждый ЭРД имеет ШИМ тяги )(tpp  с нелинейным 
непрерывно-дискретным описанием 

),[)v,,PWM(P)( 1
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 rrrpmrzup tttt,Tttp   

при периоде e
uT  и запаздывании e

zuT . Здесь mP  является 
значением тяги, одинаковым для всех ЭРД, ,e
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Векторы тяги ЭРД ppp p ep   применяются при фор-

мировании векторов )(tp
e pP   и ).(][ tpp

e pM    

Столбец )()( gg pphh  hH h  представляет вектор 
КМ СГК, где 1|| ph , 41p . При цифровом управ-

лении гиродинами (ГД) )},(u{)( gg tt pkk u gg u)(u pkpk t   

),[ 1 kk ttt  в моменты времени uk kTt   с периодом 

,uT  0Nk  вектор }M{ gg
iM  управляющего момента 

СГК формируется в виде );())(()( g
g

g ttht khk uAM   

)()( g tt ku , где }p  и матрица   )()( hhA .  

В составе ИИМ традиционно выделяют (i) подси-
стему определения ориентации с интегрирующими ги-
роскопами при коррекции сигналами от АС и (ii) подси-
стему определения положения с интегрирующими аксе-
лерометрами при коррекции сигналами от спутников 
GPS/ГЛОНАСС. Проблемы обработки сигналов в этих 
подсистемах связаны с численным интегрированием 
кинематических соотношений по информации только о 
векторе дискретных приращений квазикоординат. 

Проблемы калибровки и юстировки подсистемы 
определения ориентации исследовались ранее для 
БИНС спутников землеобзора на низких солнечно-
синхронных орбитах и обслуживающих их КРМ [5]. 
Особенности калибровки и юстировки подсистемы 
определения положения КРМ на ГСО заключаются в 

измерении кажущегося ускорения при обязательном 
учете возмущений от гравитационных полей Земли, Лу-
ны и Солнца, а также в уменьшенном числе навигаци-
онных спутников, сигналы которых доступны для кор-
рекции этой подсистемы. Задача состоит в создании 
алгоритмов обработки дискретной измерительной ин-
формации, калибровки и юстировки БИНС, алгоритмов 
дискретного управления КРМ при его сближении с гео-
стационарным спутником от расстояния 500 м на даль-
ность 50 м и в анализе динамики СУД при таком сбли-
жении на основе компьютерной имитации.  

III. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОРИЕНТАЦИИ И НАВИГАЦИЯ 
В подсистеме определения ориентации выполняется 

калибровка (идентификация и компенсация вектора 
дрейфа b  по угловой скорости   и погрешности m  
масштабного коэффициента измерения) и юстировка – 
идентификация и компенсация погрешности взаимного 
углового положения базисов ИИМ G  и АС A  с исполь-
зованием сигналов АС с периодом oT . 

Для идентификации вектора дрейфа b  используют-
ся векторные значения приращений квазикоординат в 
промежуточных точках с периодом ,qT  кратным перио-
ду дискретности ,oT  методы аппроксимации и полино-
миальной интерполяции в скользящих окнах. Здесь в 
базисе A  выполняется численное интегрирование кине-
матического уравнения для вектора модифицированных 
параметров Родрига (МПР) /4)tg( e , который свя-
зан с кватернионом   явными соотношениями.  

Векторы приращений угловых квазикоординат g
m si , 

0Ns  формируются с периодом oq TT   по формуле  
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  bS tmt   а измеренные АС зна-

чения кватерниона na
m nnn    – в моменты времени 

nt , 0Nn  с периодом oT . Здесь )(g
m t  представляет 

вектор угловой скорости в базисе G  с учетом неизвест-
ных вариаций вектора дрейфа )(t  bb , матрица 

][3  IS  с вектором «скосов» },{ i  31i  
описывает погрешности взаимного углового положения 
базисов G  и A , скалярная функция )(tmm   представ-
ляет медленную вариацию масштабного коэффициента, 
учтены центрированные гауссовские шумы n

n  со сред-
неквадратичным отклонением (СКО) b  и n

n  с СКО 
a  в сигналах ИИМ и АС соответственно. Предполага-

ется малая вариация m масштабного коэффициента, 
когда справедливо условие 11 2 m .  

Задача оценивания значений кватерниона ,ˆ
l 0Nl  

с требуемым периодом ,1 llp ttT    кратном периоду 

oT , решается с применением алгоритмов калибровки и 

юстировки БИНС и получением оценок 
nb̂ , 

nŜ  и nm̂ , 
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постоянных на периоде oT . Здесь оценка 
nb̂  обновляет-

ся online в моменты времени nt , а оценки 
nŜ  и nm̂  по-

лучаются offline на основе обработки информации, 
накопленной на длительных временных интервалах.  

При локальном времени ],0[ oo TnTt   непре-
рывная векторная оценка )(ˆ 

ni  приращения квази-
координат в базисе A  вычисляется по соотношению 

 
nnnnn m biSi ˆ)(ˆ()ˆ)(ˆ1()(ˆ gt ; )(ˆˆ

1 onn T
  ii , 

где векторный интерполяционный полином )(ˆg 
ni  5-го 

порядка формируется в базисе G . Оценка )(ˆ n  векто-
ра угловой скорости )(t  в базисе A  на интервале вре-
мени ],[ 1 nn ttt  получается явным дифференцирова-
нием полинома )(ˆ 

ni . При дискретной оценке дрейфа 

nb̂  применяется дискретный фильтр Луенбергера с пе-

риодом oT  и параметрами, при которых обеспечивается 
качество оценки ,ˆ 

nb  близкое к качеству оценки филь-
тром Калмана. При известной оценке )(ˆ n  локального 
времени ],0[ oo TnTt   в фильтре Луенбергера вы-
полняется интегрирование кинематического уравнения 
для вектора МПР )(ˆ n  на интервале ],[ 1 nn ttt . Это 
позволяет получить значения l̂  и далее искомые оцен-
ки кватерниона l̂ , 0Nl  с периодом pT  [5]. После 
рекуррентной дискретной фильтрации с этим периодом 
получаются векторы ,ˆ f

l  которые применяются в СУД.  

Для юстировки и калибровки ИИМ формируются 
два массива значений векторов – gˆ i  в базисе G  и aˆ i  в 
базисе A , для которых вычисляются значения модулей 

|ˆ|ˆ gg
ii  , |ˆ|ˆ aa

ii   и ортов ggg ˆ/ˆˆ iii  e , aaa ˆ/ˆˆ iii  e  

при 0ˆ m i  и 0ˆ a i . Юстировка ИИМ (оценка матри-
цы 

nŜ ) основана на известном алгоритме QUEST (Qua-
ternion Estimation) для ортов gˆ ie  и aˆ ie . Для калибровки 
погрешности m  масштабного коэффициента вычисля-
ется последовательность значений ,ˆ/ˆ1 am

iiim   да-
лее оценка nm̂  получается их осреднением [5]. 

Ошибки в оценке ориентации определяются кватер-
нионом ,),(

~̂
0 lllll e   eΕ  вектором )1(/ 0

e
lll e e  

/4)(tge
ll  e  с ортом e

le  оси Эйлера и углом ,l  а 
также вектором ошибки .4 e

lill    Для векторов 
fˆ l  погрешности оценки векторов угловой ошибки f

l  
вычисляются на основе таких же соотношений. 

    

Рис. 3. Погрешности оценки вектора дрейфа ИИМ  

 
Рис. 4. Погрешности оценки вектора угловой ошибки 

Эффективность разработанных дискретных алгорит-
мов фильтрации, калибровки и юстировки подсистемы 
определения ориентации проверена компьютерной ими-
тацией при неизвестном векторе дрейфа }b{   ib  с  

компонентами const,b 
i  2.0|b| 

i  угл. сек/c 31i  
и периодами 1oT  с, 1a  угл.сек √Гц на частоте 1 Гц;  

16/1qT  c, 001.0b   угл. сек √Гц на частоте 16 Гц; 

4/1pT  c для формирования измерений fˆ l . 

Имитация выполнялась ]360,0[t  с при угловой 
стабилизации КРМ в ОСК и начальном условии 

0b  )0(ˆ  в фильтре Луенбергера. Установлено, что пе-
реходный процесс идентификации вектора дрейфа за-
вершается при 160t  с, когда точность оценки компо-
нентов  ib̂  вектора   bb b ˆb̂ˆ }{ i  становится 
не хуже 004.0  угл. сек/c по модулю, см. рис. 3. При этом 
получаются погрешности оценки вектора угловой ошиб-
ки f

l , представленные на рис. 4. 

Аналогичные алгоритмы обработки информации, ка-
либровки и юстировки применяются в подсистеме ИИМ 
для определения положения и скорости поступательного 
движения КРМ на ГСО. Здесь используется вектор ка-
жущейся скорости, получаемый интегрированием векто-
ра кажущегося ускорения от действия внешних неграви-
тационных сил, который измеряется кластером акселе-
рометров и представляется в ИСК [6, 7]. Для навигаци-
онного оборудования КРМ на ГСО видимыми являются 
только обратные навигационные спутники, линии визи-
рования которых проходят вблизи горизонта Земли. Ко-
личество таких видимых спутников в среднем составля-
ет 2-4, что затрудняет коррекцию этой подсистемы 
ИИМ. 

IV. ПРОСТРАНСТВЕННОЕ НАВЕДЕНИЕ И УПРАВЛЕНИЕ 
Синтез закона наведения КРМ в поступательном пе-

ремещении выполняется c помощью его параметризации 
векторным сплайном времени и формировании векторов 
положения ),(tp

rr  скорости )(tp
rv  и ускорения )(tp

rw  
КРМ, где моменты времени переключения постоянных 
значений вектора ускорения вычисляются аналитически 
[2,4]. Закон углового наведения робота определяется 
кватернионом ),(tp векторами угловой скорости )(tp  

и углового ускорения )}({)( tt p
i

p  . 

Перемещение цели относительно КРМ определяется 
векторами )()()( ttt rt rrr   и ).()()( ttt rt vv v   В 
дискретном алгоритме управления ЭДУ используется 
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вектор r
p

rr rrr   рассогласования между про-

граммной )()()( r
p

rr
p

tr
pp

r ttt rrrr   и измеренной 
)( rr trr   разностями  положений цели и робота.  

Значения вектора rr  формируются в ССК робота с 
периодом e

uT  в моменты времени .rt  В этом алгоритме 
сначала вычисляется командный вектор e

rI  импульса 
тяги каталитической ЭДУ ),[ 1 rr ttt  по формулам  

),)((; eeeeee
1

p
rrpruurrcrbr kkmTkk wrgIrgg    (2) 

а затем формируются длительности ,rp 81p  вклю-
чения всех 8 ЭРД для реализации ШИМ их тяги [2]. 

Погрешность ориентации КРМ определяется кватер-
нионом ,),( ~

0  pe  eΕ  матрицей t
e3

e ][2 QeIC  , 
где ],[03e  eIQ e вектором МПР e  и вектором угло-

вой погрешности e4  i . В алгоритме цифро-
вого управления ориентацией КРМ с периодом uT  сна-
чала определяются значения векторов углового рассо-
гласования f

kk    и угловой скорости k  для вы-
числения вектора g

kM  управляющего момента СГК 

),~][(

);(~;
eeg

gggg
1

kk
p
κk

p
κkkkk

kpkukkckbk kkkk

mCCJGM

gmgg








      (3) 

где вектор kkk HJG   . Далее вектор g
kM  распреде-

ляется между четырьмя ГД по аналитическим соотноше-
ниям [4] с формированием вектора цифрового управле-
ния ГД )()(g ttk u  при его фиксации ),[ 1 kk ttt . 

V. РЕЗУЛЬТАТЫ  КОМПЬЮТЕРНОЙ ИМИТАЦИИ 
При имитации динамики СУД было принято, что 

сближение КРМ на заданное расстояние 500 м заверша-
ется при 35732*  tt с после поворотного маневра ро-
бота на угол 55.45 град и его угловой стабилизация в 
ИСК )35732,35722[t  с. На рис. 5 цветом выделены 
координаты КРМ по рысканию (синий цвет, ось x ), 
крену (зеленый, ось y ) и тангажу (красный цвет, ось z ), 
а модули векторов отмечены черным цветом.  

Последующее сближение КРМ с целью на дальность 
50 м имитировалось для модели (1) при законах управ-
ления (2) и (3) ]39732,35732[t  c, когда ЭРД с тягой 

5.0Pm   Н имеют период ШИМ 4e uT с, а гиродины с 
КМ 30g h  Нмс управляются с периодом 5.0uT  с. На 
рис. 6 представлены изменения положения и скорости 
цели относительно КРМ при таком сближении. 

Рис. 7 и 8 представляют соответственно рассогласо-
вания в расположении и ошибки угловой стабилизации 
КРМ при сближении с целью. Нетрудно убедиться, что 
несмотря на внешние и параметрические возмущения, а 
также дискретные шумы в измерениях, здесь достигает-
ся точность стабилизации пространственного движения 

робота 5.0  м по расположению и 36  угл. сек по 
ориентации. 

    

Рис. 5. Изменения положения и скорости цели относительно КРМ при 
завершении его перелета и сближении 

 

Рис. 6. Положение и скорость цели относительно КРМ при сближении 

 
Рис. 7. Рассогласование в положении КРМ при сближении с целью 

 
Рис. 8. Ошибки угловой стабилизации КРМ при сближении с целью 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Кратко представлены алгоритмы навигации и управ-

ления пространственным движением робота при его 
сближении с геостационарным спутником, а также ре-
зультаты по эффективности разработанных алгоритмов. 
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Аннотация—В работе проведены исследования, 
направленные на создание мультичастотного твердотель-
ного лазерного гироскопа, работающего в режиме синхро-
низации мод. В качестве активной среды кольцевого лазе-
ра использована широкополосная активная среда 
YAG:Cr4+. Повышение стабильности и уменьшение уровня 
шумов достигалось за счет работы в режиме синхрониза-
ции мод. На основе уравнений, базирующихся на теории 
Лэмба, для многочастотной генерации в лазере составлена 
физико-математическая модель динамики двунаправлен-
ной генерации в гироскопе в режиме синхронизации мод. 
Представлено обоснование системы регистрации сигналов 
биений встречных волн в многочастотном режиме. Опре-
делено влияние фазы и глубины модуляции потерь на ве-
личину области устойчивой синхронизации мод, а также 
параметры генерации, обеспечивающие регистрацию уг-
ловых величин с максимальной точностью. 

Ключевые слова—твердотельный лазерный гироскоп, 
кольцевой лазер, синхронизация мод, керровская синхрони-
зация мод, захват частоты. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
На сегодняшний день лазерные гироскопы [3–5] ши-

роко используются в качестве датчиков угловых величин 
в навигационных системах различного применения. Они 
обладают высокой точностью, большим ресурсом рабо-
ты и высокой механической прочностью. Основная часть 
лазерных гироскопов – гелий-неоновые. Это требует 
применения сложных вакуумных технологий. Такие ги-
роскопы обладают достаточно высоким энергопотребле-
нием, подвержены влиянию магнитных полей. Исполь-
зование гелий-неонового лазера в качестве гироскопа 
связано в первую очередь с возможностью генерации 
очень узких линий, приближающихся к квантовому пре-
делу. Это получается благодаря узкой линии усиления с 
неоднородным уширением, разряженной однородной 
активной среде и малым возмущениям в такой среде. 
Использование же твердотельных активных сред в ос-
новном сдерживается однородным характером уширения 
линии усиления, приводящей к сильной конкуренции 
встречных волн и в результате к неустойчивости режима 
двунаправленной генерации, препятствующей созданию 
высокоточного лазерного гироскопа на таких средах. В то 
же время твердотельные лазерные гироскопы обладают 
рядом положительных качеств [1, 2, 8, 14, 16, 18–20]. Это 
и полностью твердотельная конструкция, и высокая эф-
фективность генерации, и, соответственно, малые тепло-
вые возмущения, и высокая технологичность при изго-
товлении, и очень малое энергопотребление лазера при 

использовании полупроводниковых лазеров для накачки. 
Преодоление основных проблем, связанных с неста-
бильностью двунаправленной генерации, успешно реа-
лизуется в ряде работ. Так, в разработках фирмы Thales 
используются поступательно-колебательные смещения 
активной среды [1, 2] для сглаживания динамических 
решеток инверсии, приводящих к сильной связи в актив-
ной среде. Кроме того, используя еще активное управле-
ние потерями для встречных волн, получают стабильную 
двунаправленную генерацию и точностные параметры 
гироскопа близкие к гелий-неоновым. В тоже время в 
этом гироскопе в качестве активной среды используется 
кристалл YAG:Nd3+, обладающий однородной линией 
уширения и сильной конкуренцией, при генерации 
встречных волн в кольцевом лазере без принятия специ-
альных мер. 

В работе в качестве активной среды использован 
кристалл YAG:Cr4+ [9, 18–21, 26–28], имеющий, с одной 
стороны, очень широкую линию усиления ~76 ТГц, а с 
другой – ионы Cr4+ обладают особенностями взаимодей-
ствия с излучением накачки и излучением генерации, 
приводящие к ослаблению конкуренции при генерации 
встречных волн в кольцевом лазере. Использование 
YAG:Cr4+, Al2O3:Ti3+ и др. широкополосных твердотель-
ных активных сред, позволяющих генерировать большое 
количество синхронизированных продольных мод, дает 
возможность существенно ослабить шумы благодаря 
сужению ширины линии каждой продольной моды при 
генерации в случае синхронизации мод в лазере и тем 
самым повысить точность лазерного гироскопа. Поэтому 
в работе выполнены исследования, направленные на 
создание твердотельного лазерного гироскопа, исполь-
зующие эти возможности. 

II. ДЕТЕКТИРОВАНИЕ СИГНАЛОВ БИЕНИЙ ВСТРЕЧНЫХ ВОЛН 
ПРИ СИНХРОНИЗАЦИИ МОД. ОСОБЕННОСТИ ОПТИЧЕСКОГО 

СМЕСИТЕЛЯ ДЛЯ ФЕМТОСЕКУНДНОГО ЛАЗЕРНОГО 
ГИРОСКОПА 

В лазерном гироскопе при работе в режиме синхро-
низации мод возникает вопрос, какой сигнал будет ре-
гистрировать детектор после оптического смесителя и 
как выделить из него сигнал вращения. Важна и сама 
конструкция, и оптическая схема такого смесителя. 

Синхронизация мод соответствует условию генера-
ции, при котором моды резонатора генерируются с 
примерно одинаковыми амплитудами и синхронизован-
ными фазами. Рассмотрим генерацию 12 n  продоль-

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в 
рамках научного проекта № 20-07-00962 а. 
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ных мод с одинаковыми амплитудами E0. Предположим, 
что фазы l  мод в выходном пучке синхронизованы 
таким образом, что между ними выполняется соотно-
шение [22–24]:   1ll , где   – постоянная вели-
чина. При этом полное электрическое поле E(t) элек-
тромагнитной волны в данной точке выходного пучка 
без учета постоянной части полной фазы можно запи-
сать в виде суммы [22] 

    ltliEtE
n

nl

 


00 exp)( ,       (1) 

где 0  – частота центральной моды, а   – межмодо-
вое расстояние по частоте. Используя (1), полное элек-
трическое поле волны )(tE  можно записать следующим 
образом: 

 titAtE 0exp)()(  ,  

здесь     


tliEtA
n

nl
exp)( 0 .             (2) 

В этом случае функция )(tE  может быть представлена 
в виде синусоидальной волны с несущей частотой, рав-
ной частоте центральной моды 0 , причем амплитуда 

)(tA  модулирована во времени. 

Амплитуду )'(tA  можно вычислить [22], получая 

  
 2'sin

2'12sin)'( 0 t
tnEtA







 .            (3) 

Рассмотрим кольцевой лазер, в котором генерируют-
ся два встречных пучка, в каждом из которых продоль-
ные моды синхронизированы. В этом случае для поля 
каждой из волн можно записать: 

 titAtE 0111 exp)()(  ,             (4) 
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Таким образом, детектируемый после оптического 
смесителя фотодиодом сигнал можно представить как 

 221 )()( tEtEKJ  ,                (8) 

где K – передаточный коэффициент системы регистра-
ции фототока с фотодиода. 

При численном моделировании детектирования сиг-
нала биений в лазерном гироскопе с синхронизацией 

мод можно увидеть (рис. 1, а, б), что сигнал биений бу-
дет представлять последовательность коротких импуль-
сов с частотой повторения, соответствующей межмодо-
вой частоте (сотни МГц), огибающая которых и соот-
ветствует разности частот встречных волн пропорцио-
нальная угловой скорости вращения. При этом импуль-
сы встречных волн для получения интерференции 
должны накладываться друг на друга. Таким образом, 
поскольку амплитуда поля в импульсе может быть 
очень значительной, будет существенно улучшаться 
соотношение сигнал шум при использовании детекти-
рования сигнала только в момент одновременного про-
хождения импульсов встречных волн. В этом случае не 
будет происходить накопления уровня помех в проме-
жутках между импульсами. Поскольку частота следова-
ния импульсов очень высокая, а нестабильность ампли-
туды мала, шумы, связанные с дискретностью измере-
ний, будут очень малы. С другой стороны, для подавле-
ния захвата частоты необходимо предусмотреть генера-
цию импульсов в кольцевом лазере со сдвигом во вре-
мени, чтобы импульсы встречных волн не проходили 
одновременно рассеивающие области: зеркала, актив-
ную среду, дисперсионные элементы. В этом случае 
рассеянное излучение будет слабо влиять на встречные 
волны и захват частоты будет существенно подавлен. 
Чтобы обеспечить одновременно и сдвиг импульсов во 
времени в самом лазере и их синхронное падение на 
фотодетектор в оптическом смесителе необходимо 
предусмотреть оптическую задержку для одного из 
встречных лучей. Временная задержка для пикосекунд-
ных импульсов может быть 1-5 мм оптического пути. 
Для выполнения этих требований можно предложить 
показанную на рис. 2., оптическую схему. Для детекти-
рования сигнала биений с подавлением шума необходи-
мо использовать АЦП со стробированием по сигналам 
генерируемых импульсов. А для обработки полученных 
данных необходимо использовать фильтр нижних частот. 
Что позволит существенно улучшить соотношение «сиг-
нал–шум» и тем самым повысить точность. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 1. Зависимость фототока сигнала биений встречных волн на быст-
родействующем фотоприемнике после оптического смесителя. Огиба-
ющая представляет собой разность несущих частот встречных волн. На 
рис. б показано, что огибающая сигнала состоит из последовательности 
сверхкоротких импульсов, следующих с большой частотой (сотни МГц) 
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Рис. 2. Оптическая схема смесителя обеспечивающего необходимое 
совпадение импульсов на фотодетекторе благодаря оптической за-
держке. Одно из плеч интерферометра больше другого, обеспечивая 
оптическую задержку импульсов встречных волн для их перекрытия 
на фотодетекторе 

Отражающие и полупрозрачное покрытия оптиче-
ского смесителя должны обеспечивать работу в широ-
ком диапазоне длин волн, обусловленном генерацией 
сверхкоротких импульсов. Таким образом, предложен-
ный смеситель дает возможность детектирования сигна-
ла биений встречных волн, обеспечивая повышенный 
уровень соотношения «сигнал–шум» для гироскопа, 
использующий эти возможности. 

III. ОСОБЕННОСТИ ШИРОКОПОЛОСНОЙ АКТИВНОЙ СРЕДЫ 
YAG:CR4+, ИСПОЛЬЗУЕМОЙ В ТВЕРДОТЕЛЬНОМ ЛАЗЕРНОМ 

ГИРОСКОПЕ 
Активная среда YAG:Cr4+, используемая в твердо-

тельном лазерном гироскопе, обладает широкой линией 
усиления и рядом особенностей, приводящих к ослаб-
лению конкуренции встречных волн [21, 26–28]. Описа-
ние активной среды YAG:Cr4+, сделанные, например, в 
работе [21], показывают, что переход между двумя лю-
быми энергетическими уровнями следует разделять на 
два в соответствии с поляризациями и их ориентациями 
относительно оси S4. Это проиллюстрировано на рис. 4. 
Энергетическая схема показана на рис. 3. Особое вни-
мание стоит уделить переходам 3B1→3A2 и 3B1→3E при 
использовании D2d симметрии. 

 
Рис. 3. Схема энергетических уровней в кристалле YAG:Cr4+ 

Основной недостаток твердотельных активных сред, 
мешающий их широкому использованию в лазерных 
гироскопах, это конкуренция встречных волн, связанная 
с однородным уширением. Используя особенности вза-
имодействия при генерации активных центров ионов 
Cr4+ с поляризованным излучением, можно преодолеть 

часть этих недостатков. Так, в работе [21] приведена 
формула для соотношения ортогональных поляризаций. 
Можно получить ситуацию, когда встречные лучи будут 
иметь разные поляризации. Это важно для взаимовоз-
действия волн в гироскопе и может обеспечить незначи-
тельную конкуренцию встречных волн в нем. 

 
Рис. 4. Конфигурация ионов Cr4+. Положение луча в кристаллической 
решетке с Cr4+, π обозначает случай, при котором электрический век-
тор излучения параллелен оси S4, а σ – когда перпендикулярен ей 

IV. ПОДАВЛЕНИЕ ШУМОВ ПРИ СИНХРОНИЗАЦИИ МОД 
Синхронизация продольных мод обычно использует-

ся для генерации сверхкоротких импульсов, длитель-
ность которых обратно пропорциональна ширине спектра 
синхронизированных мод и для широкополосных сред 
может достигать единиц фемтосекунд. При этом излуче-
ние лазера представляет собой последовательность 
сверхкоротких импульсов, следующих друг за другом с 
частотой, соответствующей смещению по частоте одной 
продольной моды относительно другой. В этом случае 
спектр продольных мод излучения лазера становится 
эквидистантным и каждая мода имеет одинаковый фик-
сированный сдвиг по фазе относительно соседних. Полу-
чается такая «гребенка» эквидистантного набора частот, 
связанных с высокой точностью друг с другом в широ-
ком диапазоне частот. Это успешно используется в атом-
ных эталонах частоты для получения высокоточного 
опорного сигнала в радиотехническом диапазоне без по-
тери точности при переносе из оптического. Что говорит 
о высокой точности привязки всех частот продольных 
мод друг к другу при их синхронизации. 

Одним из важных свойств синхронизации продоль-
ных мод является существенное подавление как фунда-
ментальных шумов, присущих лазеру, так и технических, 
связанных с различными возмущениями, благодаря связи 
друг с другом большого количества осцилляторов [6, 15, 
18, 19]. Это позволяет существенно улучшить точност-
ные характеристики лазерного гироскопа при использо-
вании многочастотного режима генерации и синхрониза-
ции продольных мод. Исследования показали [7, 8, 15], 
что синхронизация продольных мод также существенно 
уменьшает область захвата частоты, ослабляя связь 
встречных волн в лазерном гироскопе, особенно при ге-
нерации импульсов, сдвинутых друг относительно друга 
так, чтобы они не пересекались на рассеивающих эле-
ментах кольцевого лазера. Преимущества многочастот-
ного режима генерации при синхронизации продольных 
мод в гелий-неоновых лазерных гироскопах реализовать 
можно только при достаточно большом периметре резо-
натора. В навигационных лазерных газовых гироскопах 
обычно используется работа в двухчастотном или четы-
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рехчастотном режиме генерации (рис. 5, а), и реализовать 
синхронизацию мод невозможно. Более удобными в этом 
плане являются твердотельные лазерные гироскопы, об-
ладающие существенно более широкой линией усиления 
активной среды, для YAG:Cr4+ ширина линии усиления 
достигает f ~ 76 THz. Такие широкополосные активные 
среды позволяют генерировать большое количество про-
дольных мод (рис. 5, б) даже при малом периметре резо-
натора и создать условия для работы в режиме синхрони-
зации мод.  

Сокращение естественной ширины линии генерации 
продольной моды «n» при синхронизации «N» мод опи-
сывается следующим выражением [6]: 

n
fr

n
nsynch n

NNN










 2
2 )1(

121 .       (9) 

Здесь n
fr  – спектральная ширина моды в режиме 

свободной генерации, центральная мода имеет номер n=0. 

Одним из основных недостатков, сдерживающих ис-
пользование твердотельных лазерных сред в лазерных 
гироскопах, является однородное уширение, приводя-
щее к сильной конкуренции встречных волн и в резуль-
тате к неустойчивости двунаправленного режима гене-
рации. Преодоление этого недостатка различными ме-
тодами предлагается в работах [1, 2, 7, 8]. В нашей ра-
боте устойчивая двунаправленная генерация достигает-
ся за счет ряда факторов: использования особенностей 
активных центров в матрице широкополосной активной 
среды YAG:Cr4+ [9], ширина линии усиления (рис. 5) 
которой достигает f ~ 76 THz (для He-Ne активной 
среды – 1.5 ГГц), применения режима синхронизации 
мод и других механизмов подавления конкуренции. 
Широкая линия усиления в этой среде позволяет гене-
рировать большое количество синхронизированных 
продольных мод даже при небольших размерах гиро-
скопа. Это дает возможность значительно уменьшить 
шумы излучения при генерации [6] (9).  

 
а) 

 
б) 
Рис. 5. Контур усиления активной среды и спектр продольных мод He-Ne 
(а) лазерного гироскопа и твердотельного лазерного гироскопа на 
YAG:Cr4+ (б) 

Для получения стабильной синхронизации мод в 
двунаправленном режиме генерации, когда существует 
связь встречных волн через рассеяние на оптических 
элементах, важной задачей становится расширение об-
ласти захвата частот боковыми полосами ближайшей 
продольной моды одного направления. Поэтому в рабо-
те проведено численное моделирование многочастотной 
генерации в кольцевом лазере на YAG:Cr4+ в режиме 
синхронизации мод при воздействии внешних возмуще-
ний, а также процесс их синхронизации при двунаправ-
ленной генерации и с учетом связи встречных волн че-
рез рассеяние. Многочастотная генерация описывалась 
системой уравнений Ван дер Поля (10), которая получа-
ется на основе подхода развитого в работах Лэмба из 
кинетических уравнений для матицы плотности и урав-
нений Максвелла. Также для описания двунаправленной 
генерации и синхронизации мод в лазерном гироскопе 
на YAG:Cr4+ использованы уравнения и подходы для их 
решения, представленные в работах [10–19]. 

При моделировании синхронизация мод обеспечива-
ется модуляцией потерь в резонаторе на межмодовой 
частоте с учетом фазы i для моды, вследствие чего 
возникающие боковые полосы синхронизируют колеба-
ния соседних продольных мод. Для описания многоча-
стотной генерации в режиме синхронизации мод со-
ставлена система уравнений Ван дер Поля для n/2 пар 
встречных волн продольных мод, связанных через рас-
сеяние на оптических элементах: 
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Здесь ei – электрическое поле волн продольных мод 
(ei – в одном направлении (CW), ei+1 – в противополож-
ном (CCW)),I – коэффициенты рассеяния для встреч-
ных волн на оптических элементах, приводящие к за-
хвату частоты, Ki – коэффициенты, описывающие сте-
пень связи продольных мод друг с другом (эта связь 
обусловлена амплитудной модуляцией излучения в ре-
зонаторе, возникающей благодаря керровской линзе и 
диафрагме, на межмодовой частоте и приводит к син-
хронизации мод), r  – случайная составляющая резо-
нансной частоты, 

l  – частота модуляции потерь, i – 
фазы, соответствующие модуляции потерь для каждой 
из волн, i – коэффициенты усиления,  – коэффициент 
насыщения усиления,  – коэффициент потерь,  – глу-
бина модуляции потерь. Разность резонансных частот 
встречных волн для каждой продольной моды 

sii   )(0)1(0  обусловлена эффектом Саньяка и 
пропорциональна угловой скорости вращения 

)(8 0 LnS rots   , где L  и S  – периметр и площадь 
резонатора,   – длина волны генерации, n0 – показатель 
преломления среды. 
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В результате моделирования генерации при синхро-
низации мод определена степень подавления амплитуд-
ных и фазовых шумов в генерируемом излучении, свя-
занных с флуктуациями длины резонатора. Амплитуд-
ные и фазовые шумы в генерируемом излучении приво-
дят к соответствующим флуктуациям сигнала биений 
встречных волн, вызывая ошибку при измерении угло-
вых величин в лазерном гироскопе. 

При численном моделировании определена также 
степень уменьшения связи встречных волн при двуна-
правленной генерации в многочастотном режиме при 
синхронизации мод в сравнении с двухчастотным, дву-
направленным режимом генерации. 

В результате численного моделирования найдено, что 
существует определенный диапазон перестройки частоты 
модуляции потерь, зависящий от глубины модуляции и 
параметров лазера, в котором наблюдается стабильная 
синхронизация мод. В этом случае максимальное подав-
ление флуктуаций частоты и фазы сигналов биений 
встречных волн проявляется в центре этой области. 
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Рис. 6. Формирование последовательности импульсов при синхрони-
зации мод 
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Рис. 7. Нарушение синхронизации мод (структуры импульсов) в ре-
зультате флуктуаций длины резонатора 

 
Рис. 8. Зависимость разности частот продольных мод (1, 3) от разно-
сти их парциальных частот. С увеличением глубины модуляции  
амплитуды волн область захвата боковой полосой соседней моды 
становится больше 

 
Рис. 9. Зависимость частот продольных мод (1, 3) от их парциальных 
частот (индекс n). При n=400 наблюдается захват, связанный с появле-
нием боковой полосы. На графиках к одной из частот (3) необходимо к 
зависимости добавить смещение частоты на 0.01 Гц, соответствующее 
смещению боковой полосы вследствие амплитудной модуляции 

 
Рис. 10. Разность частот продольных мод одного направления в обла-
сти захвата боковой полосой. Выполнение неравенства L13 >  L12 
обеспечивает устойчивую синхронизацию мод. Здесь L12 – это об-
ласть захвата для встречных волн 

 
Рис. 11. Зависимость зоны захвата боковой частотой соседней про-
дольной моды от фазы амплитудной модуляции. Полученная зависи-
мость имеет периодический характер и достигает максимальных вели-
чин при фазе, равной n, где n – целое число 

Таким образом, проведенное моделирование (рис. 6–
11) дало возможность определить параметры механиз-
ма, обеспечивающего синхронизацию мод при наличии 
связи между встречными волнами за счет рассеяния на 
оптических элементах. Это способствовало уменьше-
нию области захвата, а также частотных, фазовых и ам-
плитудных шумов при генерации в кольцевом лазере и 
тем самым улучшить точность лазерного гироскопа. 

V. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА 
В работе была создана экспериментальная установка 

(рис. 13) на основе твердотельного лазерного гироскопа 
с активной средой YAG:Cr4+ [9, 18, 19]. Для возможно-
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L13 
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сти генерации фемтосекундных импульсов в режиме 
синхронизации мод и перестройки длины волны ис-
пользовался дисперсионный резонатор [15, 16] (рис. 13). 
Длина волны генерации могла перестраиваться в широ-
ком диапазоне длин волн, при этом оптимальная 
настройка оказалась вблизи 1.5 мкм. Для накачки ис-
пользовался волоконный иттербиевый лазер, генериру-
ющий на длине волны 1.064 мкм. Кроме того, была изу-
чена возможность использовать в качестве накачки по-
лупроводниковый лазер. В результате оптимизации и 
настройки параметров резонатора лазера была получена 
стабильная двунаправленная генерация в кольцевом 
лазере в режиме синхронизации мод. Резонатор кольце-
вого лазера имеет z-образную конфигурацию и состоит 
из двух сферических зеркал, обеспечивающих фокуси-
ровку излучения моды в активной среде, двух плоских 
зеркал и дисперсионной призмы, вырезанной для пре-
ломляющих граней под угол Брюстера. В качестве ак-
тивного элемента лазера использовался 20 мм длины 
кристалл YAG:Cr4+ с входной и выходной гранями, вы-
резанными под угол Брюстера. Перестройка длины вол-
ны и изменение спектра излучения могла осуществлять-
ся за счет поворота призмы, смещения и изменения 
апертуры диафрагмы, а также поворотом выходного 
зеркала, расположенного за призмой. Полученная дву-
направленная генерация показала высокую стабиль-
ность, выходная мощность в каждом направлении до-
стигала 100 мВт. Чувствительность лазерного гироскопа 
к вращению определялась путем поворота оптического 
стола на небольшой угол. По расщеплению спектров 
частот продольных мод определена чувствительность на 
уровне 1 градуса в секунду (рис. 12). 

 
a) 

 
b) 

Рис. 12. Сигнал биений продольных мод на выходе оптического 
смесителя в покое (a) и при вращении с угловой скоростью 1 градус в 
секунду 

 
Рис. 13. Схема экспериментальной установки твердотельного лазерно-
го гироскопа на YAG:Cr4+ 

Для синхронизации мод использовался керровский 
механизм, когда в активной среде благодаря сильной 
фокусировке излучения формируется керровская линза, 
приводящая к расширению пучка на переднем и заднем 
фронте импульса. Затем когда импульс с таким попе-
речным пространственным распределением проходит 
через диафрагму, то передний и задний фронт сокраща-
ются, обладая большими потерями (рис. 13). Это и при-
водит к селекции более интенсивных и коротких им-
пульсов. В результате в лазере формируется последова-
тельность фемтосекундных импульсов с частотой сле-
дования соответствующей межмодовой частоте. Кер-
ровская линза в активной среде формируется вследствие 
гауссова распределения поперечной структуры поля 
основной моды и обладает очень малыми характерными 
временами благодаря оптическому эффекту Керра, свя-
занному с деформацией электронных оболочек среды и 
приводящему к линейной зависимости показателя пре-
ломления от интенсивности: Innn 20  . При этом 
величина n2 = 6.210-16 см2/Вт очень мала, поэтому тре-
буется очень сильная фокусировка излучения и сверх-
короткие импульсы, обеспечивающие большие интен-
сивности, чтобы получить достаточную для синхрони-
зации мод глубину модуляции потерь. Таким образом, 
получена длительность импульсов порядка 400 фс при 
настройке лазера в режим синхронизации мод. При этом 
наблюдалось уменьшение флуктуаций как интенсивно-
сти и спектра генерируемого излучения, так и частоты 
биений встречных волн. Длительность импульсов опре-
делялась по методу генерации второй гармоники. 
Спектр импульсов выходного излучения показан на 
рис. 14. При этом импульсы излучения в соответствии с 
оценкой 1 2 1 2/ /  3.3 являются практически спек-
трально ограниченными. Сигнал биений встречных 
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волн детектировался на фотоприемнике, размещенном 
на выходе оптического смесителя, и затем регистриро-
вался с помощью скоростного АЦП.  

 
Рис. 14. Оптический спектр выходного излучения при синхронизации 
мод. Наблюдается уширение спектра, обусловленное генерацией сверх-
коротких импульсов 

 
Рис. 15. Зависимость интенсивности каждого из встречных лучей на 
выходе кольцевого лазера при синхронизации мод. Наблюдается по-
следовательность сверхкоротких импульсов с частотой 283 МГц 

Для получения синхронизации мод наряду с керров-
ским механизмом был использован полупроводниковый 
насыщающийся поглотитель SESAM (SAM 1510) (рис. 13), 
позволяющий улучшить начальный запуск синхрониза-
ции мод. 

В целом экспериментальные исследования показали 
высокую стабильность двунаправленной генерации в 
кольцевом лазере и уменьшение флуктуаций сигнала 
биений, что способствовало улучшению регистрации 
углового вращения. 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В качестве оптического смесителя можно использо-

вать смеситель, обеспечивающий расчетную задержку 
импульсов встречных волн так, чтобы они совпадали во 
времени на фотоприемнике. При этом лучше использо-
вать синхронную регистрацию, обеспечивающую боль-
шое соотношение «сигнал–шум». 

Синхронизация мод в двунаправленном режиме ге-
нерации получается более стабильной при сдвиге фазы 
модуляции потерь на . Это может быть обеспечено 
путем использования керровской синхронизации мод. 

Для устойчивой синхронизации мод в двунаправ-
ленном режиме необходимо выполнение неравенства 
L13 > L12, ширина области захвата встречных волн 
должна быть меньше чем область захвата соседней мо-
ды боковой полосой. Величина области захвата частоты 
боковой полосой соседней моды зависит периодически 
от фазы модуляции потерь и максимальна, когда фаза 
равна . 

Генерация в лазере незначительно изменяет уровень 
люминесценции, причем в основном в коротковолновой 
части спектра. В длинноволновой части и рядом с лини-
ей генерации усиление практически не изменяется. Это 
говорит о малом влиянии друг на друга при генерации 
волн с разной частотой. 

В результате расчетов и численного моделирования 
создана экспериментальная установка лазерного гиро-
скопа на основе активной среды YAG:Cr4+. Получена 
керровская синхронизация мод. Изучена динамика гене-
рации и стабильность синхронизации мод при введении 
частотной невзаимности в резонатор. 

В созданном лазере использовано минимальное ко-
личество дополнительных внутрирезонаторных элемен-
тов для обеспечения режима синхронизации мод и дис-
персии, обеспечивающей солитонный режим распро-
странения импульсов в резонаторе. 

Исследования показали, что особенности спектраль-
ных свойств широкополосной активной среды 
YAG:Cr4+, используемой в кольцевом лазере гироскопа 
приводят к малой конкуренции при генерации встреч-
ных волн. Это позволяет получить устойчивую двуна-
правленную генерацию. 

При керровской синхронизации мод использование 
полупроводникового насыщающегося поглотителя 
SESAM улучшает начальный запуск генерации гиро-
скопа в режиме синхронизации мод. 

Экспериментальные исследования показали высо-
кую стабильность двунаправленной генерации и 
уменьшение флуктуаций сигнала биений, что повышает 
точность измерения угловых величин при использова-
нии твердотельного лазерного гироскопа на YAG:Cr4+. 

В целом проведенные исследования показали хоро-
шие перспективы создания твердотельного лазерного 
гироскопа на YAG:Cr4+, работающего в многочастотном 
режиме генерации. 
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Аннотация—В работе проведена оценка значений мак-
симально достижимых точностей четырехчастотного зеема-
новского лазерного гироскопа (ЗЛГ) с непланарным сим-
метричным резонатором с периметром 28 см. Приведены 
результаты измерений случайной шумовой составляющей 
сигнала четырехчастотного ЗЛГ, проведено сравнение с 
двухчастотным ЗЛГ. Оценен вклад магнитного поля в 
ошибку измерений четырехчастотного ЗЛГ. Представлен 
метод улучшения вычитания влияния внешних магнитных 
полей и система регулирования периметра, а также других 
параметров гироскопа, обеспечивающая такой режим рабо-
ты ЗЛГ. Рассчитана эффективность использования допол-
нительных сигналов четырехчастотного ЗЛГ, получаемых 
от интерференции волн с одинаковым направлением обхода 
резонатора. Проведен анализ факторов, влияющих на до-
стижение предельно возможных точностей измерений в 
четырехчастотном ЗЛГ, предложены наиболее перспектив-
ные направления модернизации четырехчастотного ЗЛГ 
для повышения точностных характеристик. 

Ключевые слова—лазерный гироскоп, четырехчастот-
ный лазерный гироскоп, зеемановский лазерный гироскоп, 
инерциальная навигационная система. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Одним из перспективных решений, направленных на 

улучшение точностных характеристик бесплатформен-
ных инерциальных навигационных систем (БИНС), яв-
ляется переход с широко применяемых на сегодняшний 
день двухчастотных [1] ЗЛГ [2] на четырехчастотные ЛГ 
[3, 9–12, 18]. Преимуществом ЗЛГ является отсутствие в 
конструкции механических подвижных элементов, так 
как вывод рабочей точки в линейную область характери-
стики обеспечивается не непосредственным вращением 
лазерного гироскопа вокруг оси чувствительности, а 
наложением на активную среду продольного магнитного 
поля. При этом чувствительность к внешним магнитным 

полям [4], характерная для двухчастотных ЗЛГ, в четы-
рехчастотных ЗЛГ компенсируется детектированием и 
обработкой сигналов, полученных от волн ортогональ-
ных круговых поляризаций, смещение частот которых 
при наложении магнитного поля имеет противополож-
ные знаки. 

II. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ 
ЧЕТЫРЕХЧАСТОТНОГО ЗЛГ 

А. Предел минимальной измеряемой угловой скорости 
Для обеспечения актуальной для современной авиа-

ции точности в БИНС к лазерным гироскопам предъяв-
ляется требование по дрейфу нуля на уровне ≲ 0,01 °/ч во 
всех условиях внешних воздействий. Далее приведена 
оценка теоретического предела минимального возмож-
ного дрейфа четырехчастотного ЗЛГ, который определя-
ется естественными флуктуациями разности частот 
встречных волн [5, 6], то есть в основном спонтанными 
переходами, приводящими к нарушению фазы генериру-
емого излучения. 

Предельная чувствительность лазерного гироскопа 
определяется как средний разброс усредненной за время 
измерения T  частоты биений между встречными волнами 
[5, 6], которая, в свою очередь, связана со спектральной 
плотностью флуктуаций разности частот встречных волн: 

1
2πf

DS
T

 , 
(1) 

 22 2 00
2 0

ω Δωμ γ 1
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p RD
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 
    


, (2) 

237



где fS  – предельная чувствительность лазерного гиро-
скопа, 
T  – время измерения, 
Для расчетов использованы следующие величины, ха-
рактерные для исследуемого гироскопа: 
μ γ  – отстройка частоты генерации относительно цен-
тра линии усиления, 
γ  – ширина линии спонтанного излучения атома, 

341,05457 10 Дж с    – постоянная Планка, 
15

0ω 2,9758 10 /рад с   – частота генерации лазера, 
6Δω 3,14 10 /p рад с   – ширина полосы резонатора 

(указана величина, характерная для экспериментального 
образца четырехчастотного ЗЛГ, в дальнейшем планиру-
ется снижение в 5-10 раз), 

310P Вт  – мощность лазерного излучения (указана 
величина, характерная для экспериментального образца 
четырехчастотного ЗЛГ, в дальнейшем планируется 
снижение в 5 раз), 

0 0 03 ,R D D   – диагональные элементы матрицы плот-
ности (величины порядка 3 и 1 соответственно), 

0,0006D Гц  – спектральная плотность флуктуаций 
разности частот встречных волн (рассчитана на основе 
приведенных выше параметров). 

 
Рис. 1. Теоретическая предельная чувствительность четырехчастотно-
го ЗЛГ в зависимости от времени измерения 

Для четырехчастотного ЗЛГ с непланарным симмет-
ричным оптическим резонатором в форме правильного 
тетраэдра с периметром 28 см предельная чувствитель-
ность определена как средний разброс частоты биений 
между встречными волнами, усредненной за время из-
мерения. Для времени усреднения 600 с получено значе-
ние 0,0007 Гц. 

Полученную величину предельной чувствительности с 
помощью масштабного коэффициента можно пересчитать 
в величину минимальной измеряемой угловой скорости: 

minΩ fS
K

 , 
(3) 

4
λ

SK
L





, (4) 

minΩ  – минимальная измеряемая угловая скорость, 
K  – масштабный коэффициент, 
S  – площадь оптического контура гироскопа, 
λ  – длина волны излучения, 
L  – периметр резонатора. 

 
Рис. 2. Теоретическая минимальная измеряемая четырехчастотным 
ЗЛГ угловая скорость в зависимости от времени измерения 

Для четырехчастотного ЗЛГ, работающего на длине 
волны 632,991 нм, имеющего непланарный симметрич-
ный оптический резонатор в форме правильного тетра-
эдра с периметром 28 см, минимальная измеряемая уг-
ловая скорость при времени измерения 600 с составила 
0,0026 °/ч. 

Б. Коэффициент случайного дрейфа 
Одним из параметров лазерного гироскопа является 

коэффициент случайного дрейфа (ARW – angular random 
walk): 

φ
1

2πf
T DR S

K K
  , (5) 

где φR  – коэффициент случайного дрейфа. 

Для приведенных параметров четырехчастотного 
ЗЛГ значение коэффициента случайного дрейфа 
0,0011  °/√ч. 

В. Ошибка измерения угла 
Через коэффициент случайного дрейфа можно опре-

делить ошибку в измерении угла, накапливаемую за 
время работы: 

φ φσ R T , (6) 

где φσ  – ошибка измерения угла. 

 
Рис. 3. Ошибка измерения угла четырехчастотным ЗЛГ в зависимости 
от времени измерения 

Для приведенных параметров четырехчастотного 
ЗЛГ минимальная ошибка измерения угла за час работы 
составляет 0,0011°. 
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III. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ 
ПАРАМЕТРОВ ЧЕТЫРЕХЧАСТОТНОГО ЗЛГ 

А. Среднеквадратическое отклонение 
Все дальнейшие измерения проведены на эксперимен-

тальном образце четырехчастотного ЗЛГ без гермообо-
лочки и магнитных экранов. Среднеквадратическое от-
клонение характеризует измеряемые лазерным гироско-
пом исходные данные. Для четырехчастотного ЗЛГ с не-
планарным симметричным оптическим резонатором в 
форме правильного тетраэдра с периметром 28 см полу-
чены значения: поляризация 1 – 0,013 °/ч, поляризация 2 – 
0,104 °/ч, четырехчастотный режим – 0,051 °/ч. 

Б. Вариация Аллана 
Проведены экспериментальные исследования точ-

ностных характеристик экспериментального образца 
четырехчастотного ЗЛГ. Случайная шумовая составля-
ющая сигнала четырехчастотного ЗЛГ определена расче-
том вариации Аллана: 

   
1 21σ 12 1 1

M
y yi iM i


    

, (7) 

где σ  – вариация Аллана, M  – количество интервалов 
усреднения измеренных значений, y  – усредненные за 
временной интервал τ  измеренные значения. 

 
Рис. 4. Вариация Аллана четырехчастотного ЗЛГ в зависимости от вре-
мени усреднения сигнала 

Вариация Аллана четырехчастотного ЗЛГ составила 
0,02-0,03 °/ч при времени усреднения не более 150 с. 

В. Коэффициент случайного дрейфа (ARW) 

φ σR T  . (8) 

 
Рис. 5. Коэффициент случайного дрейфа четырехчастотного ЗЛГ в 
зависимости от времени усреднения сигнала Коэффициент случайного 
дрейфа четырехчастотного ЗЛГ составил 0,004-0,006 °/√ч при времени 
усреднения не более 120 с 

Г. Ошибка измерения угла 
За время измерения с учетом наличия дрейфа лазер-

ный гироскоп дает ошибку в измерении угла, определя-
емую следующим образом: 

φ σ T  . (9) 

 
Рис. 6. Ошибка измерения угла четырехчастотным ЗЛГ в зависимости 
от времени усреднения 

Для четырехчастотного ЗЛГ с указанными выше ха-
рактеристиками получены значения: поляризация 1 – 
0,0039° (на 600с), поляризация 2 – 0,0124° (на 600 с), 
четырехчастотный режим – 0,0068° (на 600 с). 

IV. СПОСОБЫ ПОВЫШЕНИЯ ТОЧНОСТНЫХ 
ХАРАКТЕРИСТИК ЧЕТЫРЕХЧАСТОТНОГО ЗЛГ 

А. Учет разницы в магнитных чувствительностях 
волн ортогональных круговых поляризаций 
Так как теоретический предел точности четырехча-

стотного ЗЛГ превосходит точность, достигнутую на 
экспериментальном образце, важно определить источни-
ки ошибок и разработать методы их компенсации. Пер-
вая исследованная остаточная составляющая ошибки 
измерений – магнитная. Вследствие различной диспер-
сии коэффициента преломления в гелий-неоновом лазере 
по частоте генерируемые в четырехчастотном ЗЛГ волны 
ортогональных круговых поляризаций имеют разную 
чувствительность к магнитному полю. Это приводит к 
неполной компенсации магнитной чувствительности че-
тырехчастотного ЗЛГ при обработке сигналов волн орто-
гональных круговых поляризаций. В качестве решения 
данной проблемы предложено дополнительное детекти-
рование сигналов биений волн, распространяющихся в 
одном направлении в оптическом резонаторе [7]: 
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(10) 

  – угловая скорость вращения; 
N  – количество импульсов биений (индексы «+» и «–» 
относятся к положительному и отрицательному полупе-
риодам работы зеемановской частотной подставки, ин-
дексы ЛКП и ПКП обозначают излучение левой и правой 
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круговых поляризаций, CW и CCW – волны, распростра-
няющиеся в резонаторе по и против часовой стрелки); 
K  – масштабный коэффициент лазерного гироскопа; 

ЗT  – период зеемановской частотной подставки. 

Система регулирования периметра четырехчастотного 
ЗЛГ как правило строится таким образом, чтобы обеспе-
чить равенство частотных смещений волн ортогональных 
круговых поляризаций зеемановской частотной подстав-
кой, что достигается при равенстве магнитных чувстви-
тельностей волн ортогональных круговых поляризаций. 
Если принять, что это условие заведомо выполняется, то 
в формуле (10) последний множитель обращается в ноль, 
при этом формула для определения угловой скорости 
вращения принимает традиционный вид, не зависящий от 
сигналов биений волн, сонаправленных в контуре резо-
натора. Тем не менее на практике система регулирования 
периметра работает в режиме непрерывной подстройки, 
отслеживая внешние воздействия. Управляющий сигнал 
подается на пьезодвигатель, после чего происходит сме-
щение зеркал, Таким образом, система регулирования 
периметра удерживает равными магнитные чувствитель-
ности волн ортогональных круговых поляризаций с 
определенной точностью, но в высокоточном приборе 
является важным учет относительно небольшого разли-
чия указанных величин. Детектирование двух дополни-
тельных сигналов позволяет рассчитывать на улучшение 
предельных точностей в четырехчастотном ЗЛГ. 

Ошибка от разницы магнитных чувствительностей 
волн ортогональных круговых поляризаций может да-
вать ощутимый вклад при воздействии магнитного поля 
Земли. Дополнительные детектируемые сигналы позво-
ляют учесть разницу между магнитными чувствительно-
стями волн ортогональных круговых поляризаций и про-
вести более полную компенсацию магнитной составля-
ющей ошибки измерений. 

Б. Учет разницы в условиях для встречных волн  
в лазерном гироскопе 
С точки зрения дальнейшего повышения точности 

четырехчастотного ЗЛГ, перспективным является учет 
прочих невзаимных эффектов, влияющих по-разному на 
встречные волны ортогональных круговых поляризаций. 

Например, важным является учет эффекта Физо-
Френеля, связанного с существующим в газоразрядной 
трубке лазера потоком атомов при накачке постоянным 
током. Как следствие, коэффициенты преломления оп-
тической среды для встречных волн имеют неравные 
значения. 

В. Оцифровка выходных сигналов 
Точность измерений четырехчастотного ЗЛГ может 

быть ухудшена схемой детектирования выходных сигна-
лов. Интерференционные картины, получаемые при све-
дении встречных лучей, детектируются фотоприемника-
ми на выходе оптического смесителя излучения. При 
этом сигнал биений от фотоприемников после усиления 
и фильтрации превращается в прямоугольные импульсы 
с помощью компараторов – при превышении сигнала 
фотоприемника над установленным порогом, формиру-
ется импульс сигнала биений. При этом для срабатыва-
ния компаратора используется значение сигнала в одной 
точке, что может приводить к значительным флуктуаци-

ям фазы при изменении амплитуды. Кроме того, имеет 
место взаимное проникновение излучения ортогональ-
ных круговых поляризаций вследствие неполного разде-
ления лучей волн ортогональных круговых поляризаций 
поляризатором, контраст которого ограничен технологи-
ей и качеством изготовления. Таким образом, на фото-
приемниках единовременно имеется не только основной 
сигнал, но и примесь сигнала от волны ортогональной 
круговой поляризации. Следовательно, срабатывание 
компаратора не соответствует истинному импульсу сиг-
нала, что ограничивает точность лазерного гироскопа. 
Использование вместо компараторов АЦП может суще-
ственно уменьшить такие ошибки, одновременно дав 
еще дополнительные параметры работы лазерного гиро-
скопа. Для компенсации проникновения сигнала одной 
поляризации в другой, можно было бы использовать как 
аналоговое вычитание, так и цифровое, существенно 
ослабляя помехи от взаимопроникновения сигналов. 

V. ВЫВОДЫ 
Таким образом, обозначены подходы к определению 

теоретического предела точности четырехчастотного 
ЗЛГ, а также представлена фактическая точность экспе-
риментального образца четырехчастотного ЗЛГ, предло-
жен метод повышения точности компенсацией остаточ-
ной магнитной составляющей ошибки измерений и даль-
нейший учет невзаимных эффектов, по-разному влияю-
щих на волны ортогональных круговых поляризаций. 

VI. ЧЕТЫРЕХЧАСТОТНЫЙ ЗЕЕМАНОВСКИЙ ЛАЗЕРНЫЙ 
ГИРОСКОП С НЕПЛАНАРНЫМ СИММЕТРИЧНЫМ 

РЕЗОНАТОРОМ, ОСОБЕННОСТИ ВЫЧИТАНИЯ ВЛИЯНИЯ 
ВНЕШНИХ МАГНИТНЫХ ПОЛЕЙ  

Современные лазерные гироскопы [1–7, 18] (рис. 7) 
широко используются как датчики угловой скорости и 
ориентации, определяя точность работы БИНС. Такие 
гироскопы характеризуются рядом положительных ка-
честв: высокой точностью, быстрым выходом на рабо-
чий режим, малой чувствительностью к ускорениям и 
ударам, высокой механической прочностью. Тем не ме-
нее повышение точности, а особенно уменьшение чув-
ствительности к воздействию внешних магнитных полей 
лазерных гироскопов с магнитооптической частотной 
подставкой, является важнейшей задачей [8–15], реше-
ние которой актуально ввиду возрастающих требований 
по точности в навигации. 

Нелинейность выходной частотной характеристики и 
образование области захвата частоты [1, 17, 18] (рис. 15), 
в которой разность частот встречных волн равна нулю и 
измерение вращения вызывает большие сложности, обу-
словлена связью встречных волн через рассеяние на опти-
ческих элементах резонатора. Одним из подходов, обес-
печивающих создание частотной подставки, является ис-
пользование магнитооптических явлений [2–4, 7–15, 18], 
для чего лазерный гироскоп делается чувствительным к 
магнитному полю благодаря либо эффекту Фарадея, либо 
работающим совместно эффектам Зеемана и затягивания 
частоты. Это позволяет путем наложения магнитного по-
ля сместить рабочую точку на выходной частотной харак-
теристике в линейную область и измерять малые враще-
ния с высокой точностью. Но в этом случае лазерный ги-
роскоп оказывается чувствительным к внешним магнит-
ным полям, что существенно ухудшает его точность.  
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Рис. 7. Фотография четырехчастотного лазерного гироскопа во время 
настройки оптического смесителя 

Для уменьшения магнитной чувствительности таких 
гироскопов используют одновременную генерацию на 
модах с левой и правой поляризацией (рис. 9), так назы-
ваемый четырехчастотный режим генерации [18]. Но 
чувствительность разности частот встречных волн при 
воздействии магнитного поля для мод с ортогональной 
круговой поляризацией, хотя и имеет разный знак, по 
величине может отличаться в зависимости от ряда усло-
вий. Для зеемановских лазерных гироскопов величина 
расщепления частот генерации встречных волн опреде-
ляется зеемановским расщеплением уровней и аномаль-
ной дисперсией усиливающей активной среды. Диспер-
сионная кривая зависит от усиления, интенсивности ге-
нерации, ширины и симметричности контура усиления, 
который может изменяться при изменениях температу-
ры, однородного уширения, давления, состава рабочей 
смеси, соотношения изотопов неона, гелия, а также дру-
гих параметров рабочей смеси. 

 
Рис. 8. Схема экспериментальной установки четырехчастотного лазер-
ного гироскопа 

Сумма частот зеемановских биений пучков ортого-
нальных поляризаций [15]: 

1 2f f    , 
(11) 

( , )K     , (12) 

где   – расстройка частоты, 
  – ширина полосы резонатора, 

  – превышение усиления над потерями, 
  – зеемановское расщепление подуровней, 
  – межмодовый интервал, 

),( K  – функция магнитной чувствительности к рас-
стройке. 

Это выражение (11), с одной стороны, определяет 
точность системы поддержания периметра, а с другой – 
остаточную чувствительность к влиянию магнитного 
поля. Для получения максимального подавления влия-
ния магнитных полей необходимо сделать, чтобы чув-
ствительность к смещению частоты (рис. 11) по модулю 
для волн левой и правой поляризации была одинаковой. 
Еще более сильное подавление влияния магнитных по-
лей может быть достигнуто, если первая производная 
при изменении величины магнитного поля будет мини-
мальна. Что можно осуществить, выбирая оптимальную 
рабочую точку для гироскопа. 

 
Рис. 9. Спектр сигнала биений волн одного направления, имеющих 
левую и правую круговые поляризации и аналогично, но противопо-
ложного направления. Межмодовый интервал ~462.6 МГц. Два боль-
ших пика соответствуют встречным направлениям волн, а малые пики 
возникают в результате взаимодействия волн через рассеяние на эле-
ментах резонатора 

Таким образом, в работе представлены результаты по 
созданию нового четырехчастотного зеемановского ла-
зерного гироскопа с непланарным резонатором в форме 
правильного тетраэдра (рис. 7, 8). Показана возможность 
максимального подавления влияния внешних магнитных 
полей за счет оптимального выбора рабочей точки, вы-
сокой точности системы регулирования периметра и 
использования как магнитных экранов, так и активного 
экранирования. 

В гироскопе был использован непланарный резонатор 
(рис. 7, 8), в котором все углы падения на зеркала имеют 
30 градусов, а отношение p к s компоненты эллиптичного 
пучка на выходе лазера получилось равным 4.5, что мо-
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жет быть хорошо скомпенсировано с помощью специ-
ального многослойного отражающего покрытия, преоб-
разовав поляризацию излучения в круговую. Круговая 
поляризация изучения необходима для возможности раз-
деления пучков с левой и правой поляризацией. Это лег-
ко можно осуществить, используя фазовую пластинку 
/4, преобразуя круговые ортогональные поляризации в 
ортогональные линейные, которые можно разделить с 
помощью поляризатора на основе наклонного многослой-
ного покрытия. При работе четырехчастотного гироскопа 
очень важно разделение сигналов биений от разных поля-
ризаций, и именно компенсация эллиптичности обеспечи-
вает малое проникновение одного сигнала в другой. 

В работе проведена оптимизация распределения поля 
моды (рис. 10) в непланарном резонаторе четырехча-
стотного лазерного гироскопа с целью уменьшения по-
терь в резонаторе, обеспечения устойчивости распреде-
ления поля на зеркалах и диафрагме при температурных 
деформациях резонатора и смещениях зеркал при работе 
системы регулирования периметра. В результате опти-
мизации получены зависимости размеров перетяжек в 
ортогональных плоскостях для астигматичного пучка в 
зависимости от размеров диафрагмы в резонаторе для 
разной кривизны используемых сферических зеркал.  

 
Рис. 10. Распределение поля и интенсивности основной и первой по-
перечной моды в поперечном сечении диафрагмы. Рассчитаны потери 
для соответствующих мод, обусловленные негауссовой диафрагмой. 
Астигматичность пучка, ввиду незначительности, при расчете потерь, 
не учитывалась. Приведены потери для мод на диафрагме при диамет-
ре 1.32 мм и 1.4 мм 

 
Рис. 11. Зависимость величины подставки сигналов биений ортого-
нальных поляризаций Asin и Bsin при перестройке частоты генерации 
в лазерном гироскопе. Перестройка происходила пилообразным (от 
времени) напряжением, подаваемым на пьезодвигатели 

Для определения областей оптимальной работы ги-
роскопа при перестройке частоты измерена зависимость 
мощности генерируемого излучения в одном направле-
нии для излучения левой и правой поляризации (рис. 12). 

Для этого выходное излучение направлялось на компен-
сирующее покрытие, превращающее эллиптическую 
поляризацию в круговую и после сдвига фазы на в 
две ортогональные линейные, которые разделялись с 
помощью призмы Глана. Интенсивность измерялась с 
помощью ФЭУ с красным фильтром. Область перекры-
тия кривых соответствует наличию четырехчастотного 
режима работы. Одним из грубых методов настройки 
длины периметра может быть выведение длины резона-
тора в точку равенства мощностей генерации волн с ле-
вой и правой поляризацией. Это будет обеспечивать ста-
билизацию частоты. В этом случае, для генерируемых в 
гироскопе волн с левой и правой поляризацией, чувстви-
тельность к воздействию магнитного поля будет разная. 

 
Рис. 12. Зависимость интенсивности излучения на выходе кольцевого 
лазера в одном направлении для ортогональных круговых поляриза-
ций при перестройке частоты. Измерения проводились при незначи-
тельном превышении усиления над порогом. Увеличение превышения 
усиления приводит к увеличению перекрытия областей генерации 
волн с левой и правой круговой поляризацией 

Оптимальным методом стабилизации длины пери-
метра резонатора является подход, основывающийся на 
сравнении частот знакопеременных подставок. Для 
уменьшения остаточной чувствительности зеемановско-
го четырехчастотного лазерного гироскопа к внешним 
магнитным полям рабочая точка, определяемая частота-
ми генерации излучения мод с левой и правой поляриза-
цией относительно контура усиления, была выбрана так, 
чтобы обеспечивалось равенство по модулю чувстви-
тельностей к магнитному полю для мод ортогональных 
поляризаций. В соответствии с кривыми на рис. 11 рабо-
чая точка с равными чувствительностями к магнитному 
поля соответствует пересечению зависимостей величин 
подставок для волн ортогональных поляризаций от пере-
стройки периметра. Без использования экранов и актив-
ного экранирования получено подавление чувствитель-
ности к влиянию внешних магнитных полей более чем 
на два порядка. 

 
Рис. 13. Зависимость сигнала величины внешнего магнитного поля 
измеряемого в четырехчастотном режиме работы. Измеряемый сигнал 
может использоваться для дополнительной компенсации внешнего 
магнитного поля 
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В четырехчастотном гироскопе, вычитая сигналы 
вращения, полученные для волн с левой и правой поля-
ризацией, получается сигнал пропорциональный вели-
чине внешнего магнитного поля (рис. 13). Этот сигнал 
может быть использован для компенсации остаточного 
влияния магнитного поля в физико-математической мо-
дели или в качестве сигнала в системе активного экрани-
рования. Необходимо отметить, что ослабление величи-
ны магнитного поля в области активных промежутков, 
получаемое при работе активной системы экранирования, 
существенно уменьшает влияние нелинейных эффектов и 
повышает как степень экранирования, так и стабильность 
работы системы регулирования периметром. 

 
Рис. 14. Структурная схема электронных блоков обеспечивающих 
работу четырехчастотного лазерного гироскопа 

Экспериментальные исследования проводились на 
установке (рис. 8, 14), включающей в себя созданный че-
тырехчастотный зеемановский лазерный гироскоп с не-
планарным резонатором с периметром 28 см в форме пра-
вильного тетраэдра, комплект контрольно измерительной 
аппаратуры: осциллограф, блоки питания, радиотехниче-
ский спектроанализатор, мультиметры, компьютер, блок 
управления гироскопом, АЦП, радиоэлектронные схемы, 
созданные для системы управления периметром (СРП) и 
другие приборы. Так же использованы созданные про-
граммы, обеспечивающие сбор данных измеряемых пара-
метров гироскопа, а также их обработку. Для управления 

гироскопом создан специальный электронный блок, обес-
печивающий необходимые сбор и обработку данных, ре-
жимы управления, а также блоки поджига и поддержания 
разряда в лазерном гироскопе. Для обеспечения работы в 
четырехчастотном режиме использовалась ~ 53/47% смесь 
изотопов Ne20 и Ne22 неона в активной среде. Соотноше-
ние изотопов очень важно для обеспечения симметрично-
сти контура усиления, что обеспечивает лучшее вычита-
ние влияния магнитных полей. 

 
Рис. 15. Выходная частотная характеристика четырехчастотного ла-
зерного гироскопа для ортогональных поляризаций. Граница области 
захвата L~100 Гц 

В работе проведены исследования захвата частоты 
при работе гироскопа в четырехчастотном режиме 
(рис. 15). В резонаторе использованы зеркала, нанесен-
ные на подложки с малой шероховатостью, что и опре-
делило малую область захвата частоты встречных волн. 
Измерение выходной частотной характеристики лазер-
ного гироскопа показало, что граница захвата ~100 Гц и 
наблюдается гистерезис, вход и выход из области захвата 
находятся в разных точках. При этом граница захвата для 
волн разных поляризаций незначительно отличается. 

 
Рис. 16. Зависимость частоты сигнала биений лазерного гироскопа в 
четырехчастотном режиме работы от величины внешнего магнитного 
поля в режиме активного и пассивного экранирования. Чувствитель-
ность к магнитному полю 0.001 Гц/Гс, что соответствует 0.0018 гра-
дусов в час на Гаусс 

Для определения остаточной магнитной чувстви-
тельности (рис. 16) были проведены измерения влияния 
внешнего магнитного поля на сигнал вращения лазерно-
го гироскопа в четырехчастотном режиме генерации с 
внешним экраном и активной системой подавления маг-
нитного поля работающей по сигналам, получаемым из 
сигналов биений (рис. 13). Величина магнитного поля 
регулировалась изменением тока во внешней катушке и 
измерялась с помощью магнетометра. Полученная зави-
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симость (рис. 16) показала чувствительность к магнит-
ному полю на уровне 0.0018 градусов в час на Гаусс.  

В целом в результате проведенных исследований, со-
здан зеемановский четырехчастотный лазерный гиро-
скоп, обладающий малой чувствительностью к внешним 
магнитным полям и дрейфом нуля порядка нескольких 
тысячных градуса в час. 

VII. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 В результате проведенных исследований получе-

ны оптимальные области частот генерации в пре-
делах контура усиления активной среды, а также 
необходимая амплитуда подставки, обеспечива-
ющие максимальное подавление влияния магнит-
ного поля на дрейф гироскопа.  

 Создана система управления гироскопом, выво-
дящая его в режим минимальной магнитной чув-
ствительности, а также система активного маг-
нитного экранирования.  

 Использование разработанных методов в четы-
рехчастотном лазерном гироскопе в совокупности 
позволяет получить ослабление влияния магнит-
ного поля более чем на три порядка.  

 Чувствительность к внешним магнитным полям 
составила 0.0018 градусов в час на Гаусс. 

  Ряд полученных результатов может быть исполь-
зован не только в четырехчастотном зееманов-
ском лазерном гироскопе, но и на двухчастотных 
зеемановских лазерных гироскопах с квазичеты-
рехчастотным режимом работы. 

Авторы выражают особую благодарность 
Е.А. Шурыгину за проведенные измерения. 
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Аннотация—Одним из источников ошибки показаний 
волоконно-оптического гироскопа (ВОГ) является темпе-
ратура окружающей среды. В частности, температурное 
воздействие на чувствительный элемент ВОГ – волоконно-
оптический контур (ВОК) вызывает ошибку угловой ско-
рости, которая пропорциональна пространственным и 
временным градиентам температуры окружающей среды. 
Для компенсации этой ошибки ВОК оснащают датчиками 
температуры, которые могут устанавливаться как на 
внешний корпус катушки, так и непосредственно на само 
волокно [1]. С увеличением скоростей изменения темпера-
туры критическим моментом становится время детекти-
рования этих изменений: несовпадение во времени данных 
ВОГ и температурных измерителей может негативно отра-
зиться на результатах компенсации. Установка датчиков 
температуры на поверхность оптического волокна увели-
чивает механическое воздействие на волокно, что может 
привести к возникновению ошибок, например, при вибра-
циях. Разницу во времени между моментом регистрации 
температуры и реакцией гироскопа на изменение темпера-
туры ВОК можно вычислить с помощью методов оптими-
зации [2]. Однако методы оптимизации не всегда могут 
отличить локальный максимум от глобального, что может 
привести к неверному вычислению информации о данной 
разнице. Целью работы является рассмотрение способов 
измерения температуры волоконно-оптического контура 
для определения разницы во времени между реакцией ги-
роскопа и регистрацией соответствующего этой реакции 
значения температуры датчиками температуры. 

Ключевые слова—волоконно-оптический гироскоп, ВБР, 
распределенное измерение температуры. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Для повышения точностных характеристик волокон-

но-оптических гироскопов в широких диапазонах темпе-
ратур необходимо снижать зависимость показаний угло-
вой скорости от пространственных и временных гради-
ентов температуры. В частности, изменение температу-
ры волоконно-оптического контура (ВОК) влечет за со-
бой ошибку детектирования угловой скорости. Для вы-
числения ошибки угловой скорости в литературе встре-
чается следующее условие [3]: 

( / )T T T

d TE D T D dT dt D
dt


      , (1) 

где DTΔT – дрейф, обусловленный температурой (ΔT), 
DṪ(dT/dt) – дрейф, обусловленный изменением темпера-
туры во времени (dT/dt), DTΔT·( /d T dt ) – дрейф, обу-
словленный изменением температурного градиента во 
времени DTΔT·( /d T dt ). 

Ряд работ посвящен вопросу улучшения работы ал-
горитма компенсации: уточнению вида зависимости (до-
бавление квадрата и куба температуры и т.д.), а также 
улучшению работы самого алгоритма термокомпенсации 
(1) (точность подбора коэффициентов, увеличение вы-
числительной эффективности решения задачи оптимиза-
ции). В рамках данной статьи предлагается обзор потен-
циальных методов и направлений исследования ВОК для 
повышения точностных характеристик волоконно-
оптического гироскопа. 

II. КОНСТРУКЦИЯ ВОК 
В классическом представлении ВОК для гироскопов 

навигационного класса точности представляет собой 
длинный отрезок волокна (~1 км), намотанный на ци-
линдрический каркас (рис. 1). 

 
Рис. 1. Разрез ВОК: желтым цветом показаны буферные слои опти-
ческого волокна, зеленым – чувствительная часть ВОК  

Для снижения различных эффектов, включая про-
странственные температурные градиенты, оптическое 
волокно наматывается на цилиндрический каркас поверх 
буферных слоев оптического волокна, а сверху закрыва-
ется дополнительными буферными слоями волокна. Для 
уменьшения взаимодействия поляризационных мод в 
волокне зазоры между слоями волокна заполнены спе-
циальным компаундом. 
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III. СПОСОБЫ ИЗМЕРЕНИЯ ТЕМПЕРАТУРЫ  
ОПТИЧЕСКОГО КОНТУРА 

A. Измерение температуры окружающей среды 
Исследователи в статье рассматривают проблему оп-

тимального положения термопар. Для этого датчики за-
крепляют в различных местах конструкции с целью вы-
явления наилучшего места расположения термодатчика 
для повышения эффективности алгоритмов компенсации. 

Авторы статьи [4] выявили оптимальные места рас-
положения датчиков температуры путем моделирования 
распространения тепла в конструкции ВОК. В результа-
те авторы предлагают располагать датчики температуры 
в наиболее и наименее прогретые места ВОГ. 

Для измерения температуры волокна отдельные то-
чечные датчики не подходят, поэтому необходимо ис-
пользовать методы, в которых чувствительным элемен-
том является само волокно. 

B. Точечное измерение температуры оптического  
волокна 
Для псевдораспределенного измерения температуры 

в оптическом волокне могут использоваться волоконные 
Брэгговские решетки (ВБР): сдвиг резонансной длины 
волны ВБР определяется выражением 

2 2B
n nn l n T
l l T T


                      

, (2) 

где λB – резонансная длина волны ВБР; n – показатель 
преломления; Λ – период ВБР; l  – изменение длины, 
вызванное деформирующим напряжением; T  – темпе-
ратура. 

В связи с особенностями конструкции ВОК при воз-
действиях на волокно могут возникнуть деформирую-
щие напряжения, что не позволит интерпретировать ин-
формацию о сдвиге резонансной длины волны как след-
ствие однозначно температурного воздействия. 

C. Распределенное измерение температуры  
оптического волокна 
На сегодняшний день широкое развитие получили 

распределенные системы измерения температуры (DTS) 
с использованием оптического волокна. Одним из таких 
способов является метод на основе излучения Рамана: 
его преимущество заключается в том, что натяжение в 
волокне не влияет на показания температуры. Использо-
вание данного метода продемонстрировано в работе [5], 
где исследователи заменили двулучепреломляющее оп-
тическое волокно на многомодовое. Авторы проводили 

измерения с целью выбора подходящего компаунда для 
ВОК. Такой метод исследования позволяет производить 
измерения в отрезках волокна до нескольких километ-
ров, но пространственное разрешение таких измеритель-
ных систем на сегодняшний день составляет 1 м; при 
этом радиус ВОК в современных волоконно-оптических 
гироскопах не превышает 10 см. Такое соотношение не 
позволит оценить пространственные градиенты в ВОК. 

Развитие методов рефлектометрии позволило улуч-
шить разрешение измеряемой температуры: приборы на 
основе метода рефлектометрии рассеяния (OBR) позво-
ляют на расстоянии до 70 м получать рефлектограмму с 
пространственным разрешением 1 мм [6]. Учитывая, что 
диаметр ВОК может варьироваться от десятков милли-
метров [7] до десятков сантиметров [8], с использованием 
данного метода возможно провести измерение распреде-
ления температуры сразу в нескольких витках волокна. 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В рамках работы рассмотрены методы измерения 

температуры волоконно-оптического контура, оценены 
их достоинства и недостатки. Для проведения исследо-
ваний макетов ВОК рекомендуется рассмотреть возмож-
ность использования комбинаций приведенных способов 
измерения температуры волокна для построения наибо-
лее полной тепловой модели, что позволит снизить 
ошибку угловой скорости, вызванной изменением тем-
пературы окружающей среды. 
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Аннотация—Представлена MCVD-технология поляри-
зационно-устойчивых одномодовых волоконных светово-
дов с эллиптической сердцевиной, легированной 20 мол% 
GeO2 для волоконно-оптических гироскопов, затухание и 
h-параметр которых на длине волны 1.55 мкм равны соот-
ветственно 2 дБ/км и 3∙10–5. 

Ключевые слова—MCVD-технология, поляризационно-
устойчивые оптические волокна, германо-силикатные во-
локна, волоконно-оптические гироскопы, кислородо-
дефицитные германиевые центры. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Интерферометрические волоконно-оптические дат-

чики являются важнейшей частью многих современных 
систем навигации. Чувствительным элементом таких 
приборов является многовитковый кольцевой интерфе-
рометр Саньяка, работающий по известному принципу 
[1]. Наиболее распространенные варианты таких интер-
ферометров требуют применения оптических волокон 
(ОВ), сохраняющих состояние поляризации. Востребо-
ванность такого рода навигационных приборов в самых 
различных областях [2] накладывает на световоды до-
полнительные требования, в том числе к изгибостойко-
сти, оптическим потерям и т.д. 

Сохранению состояния поляризации в одномодовом 
волоконном световоде способствует двулучепреломле-
ние, что обеспечивается анизотропией напряженного 
состояния сердцевины или ее эллиптичной формой. Вто-
рое конструктивное решение для световода из кварцево-
го стекла с германосиликатной сердцевиной по простоте 
конструкции волокна и ее технологии выгодно отличает-
ся от первого. Однако изготовление таких световодов 
наиболее простым методом химического парофазного 
осаждения (MCVD) не реализовано до настоящего вре-
мени, так как для таких световодов необходимо создание 
большой разницы показателей преломления сердцевины 
и оболочки (∆n), что влечет за собой аномально высокий 
уровень оптических потерь (ОП) [3]. Основная причина 
этого явления заключается в дефиците кислорода цен-
тральной части германосиликатной сердцевины [4], что 
приводит к образованию дефектов, повышающих зату-
хание световодов. 

Недавно предложено техническое решение по устра-
нению дефектной по содержанию кислорода части серд-
цевины в одномодовых световодах, высоколегирован-
ных GeO2 [5] при MCVD методе их изготовления. Этот 
факт определяет новые технологические возможности 
для изготовления германосиликатных ПОВС с эллипти-
ческой сердцевиной и малыми ОП. 

Цель настоящей работы заключалась в разработке 
технологических приемов по снижению ОП в высоколе-
гированном GeO2 поляризационно-устойчивом одномо-
довом световоде с эллиптической сердцевиной (ПОВС) 
и исследовании его оптических свойств.  

II. ТЕХНОЛОГИЯ ИЗГОТОВЛЕНИЯ СВЕТОВОДА 
Процесс изготовления заготовки ПОВС состоял из 

следующих этапов: 

 получение предзаготовки MCVD методом; 

 нарезание боковых канавок на предзаготовку; 

 высокотемпературное кругление предзаготовки; 

 перетяжка круглой предзаготовки до диаметра 
1.5 мм; 

 сплавление перетяжки с кварцевой трубой с 
наружным диаметром 25 и толщиной стенки 3 мм. 

Предзаготовка ПОВС изготовлена на автоматизиро-
ванном комплексе OFC-12-729. На внутреннюю поверх-
ность метровой трубы из кварцевого стекла марки F-300 
с наружным диаметром 25 мм и толщиной стенки 3 мм 
наносили слои оболочки из чистого кварцевого стекла и 
слои сердцевины, легированной 20 мол% GeO2. После-
дующим сжатием трубы при температуре 2200-2250 ○С 
уменьшали диаметр внутреннего канала до 2-3 мм. В 
процессе этой операции трубу продували кислородом, 
содержащим не более 5∙10–3 масс. % влаги. Последую-
щей операцией внутреннего травления смесью SF6 и 
кислорода при температуре 1700-1800 ○С удаляли до 30 
% внутреннего дефектного слоя сердцевины. Оконча-
тельное сжатие трубы в штабик осуществляли при тем-
пературе 2250 ○С. На рефрактометре Р-101 измерены 
радиальный профиль ПП и геометрические параметры 
поперечного сечения предзаготовки (табл. 1, рис. 1). 
Профиль ПП сердцевины свидетельствует о существен-
ном устранении при газофазном травлении градиента 
концентрации германия по центру сердцевины, обуслов-
ленного высокой летучестью GeO2. Следует отметить, 
что ширина дефектной по содержанию кислорода зоны 
существенно больше зоны дефектной по содержанию 
германия, что обусловлено разной скоростью диффузии 
этих атомов. 

Эллиптическую форму сердцевины создавали из-
вестным методом [6], заключающимся в нарезании бо-
ковых канавок на предзаготовку и ее высокотемператур-
ном круглении. После перетяжки круглой предзаготовки 
до диаметра 1.5 мм ее сплавляли с кварцевой трубой с 
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наружным диаметром 25 мм и толщиной стенки 3 мм. 
Полученная таким образом заготовка имела наружный 
диаметр ≈ 16 мм и эллиптическую сердцевину с осями 
длиной 0.47 и 0.19 мм 

 
Рис. 1. Радиальный профиль показателя преломления в предзаготовке 

ТАБЛИЦА 1. ПАРАМЕТРЫ ПРЕФОРМЫ 

∆n Диаметр  
преформы, мм 

Диаметр  
сердцевины, мм 

Диаметр  
покрытия, мм 

0.03 15.5 2.6 5.6 
 

Из полученной заготовки в графитовой печи со скоро-
стью 60 м/мин при температуре ≈ 2050 ○С вытянули 1 км 
ПОВС диаметром 125 мкм и эллиптичной сердцевиной 
3×5 мкм. Во время вытяжки наносилось защитное двух-
слойное УФ отверждаемое эпоксиакрилатное покрытие 
толщиной 65 мкм.  

III. ИЗМЕРЕНИЕ ОПТИЧЕСКИХ СВОЙСТВ ИЗГОТОВЛЕННОГО 
СВЕТОВОДА 

С помощью спектроанализатора методом разрыва 
был измерен спектр поглощения, полученного ПОВС 
(рис. 2). При вводе излучения в волокно его изгибали для 
вывода высшей моды. Длину волны ее отсечки опреде-
ляли на двухметровом отрезке волокна методом изгиба 
на этом же приборе. По интенсивности пика поглощения 
ОН-группами на длине волны 1.25 мкм, равного 12 дБ/км 
следует, что их содержание ≈ 6∙10–4 масс %. ОП на длине 
волны 1.31 и 1.55 мкм равны соответственно 6.1 и 2 дБ/км. 
Длина волны отсечки моды LP11 измерялась на отрезке 
ОВ длиной 2 м путем наматывания части ОВ на катушку 
с малым диаметром и составила 1310 нм. Коэффициент 
связи ортогональных поляризационных мод (H-параметр) 
измерялся методом скрещенных поляризаторов [7] на 
ПОВС длиной 1 км на длине волны 1.55 мкм для двух 
ортогональных мод и равен 3∙10–5 и 2∙10–4 м–1. Такие из-
мерения проводили с волокном, намотанным на катушку 
диаметром 160 мм. Мощность излучения, изотропно вве-
денного в световод, отличалась для двух ортогональных 
мод на выходе из волокна на 10 %, что свидетельствует о 
дихроизме ПОВС с эллиптической сердцевиной.  

С помощью микрометра и комплекта для измерения 
оптических потерь было также измерено затухание на 
изгибе ОВ на 180° на длине волны 1550 нм, которое со-
ставило не более 0,1 дБ на виток до диаметра изгиба 
3 мм. Для сравнения, в стандартных германосиликатных 

ОВ SMF-28 при подобном изгибе диаметром в 6 мм 
набирается порядка 17 дБ ОП. 

 
Рис. 2. Спектральная зависимость ОП ПОВС с эллиптической сердце-
виной 

IV. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ И ВЫВОДЫ  
В настоящей работе представлена технология одномо-

довых ОВ, сохраняющих поляризацию излучения, с эл-
липтической высоколегированной GeO2 сердцевиной, 
которые не уступают по поляризационной устойчивости 
аналогичным световодам фирмы «Draka» [9]. Предложен-
ная технология существенно проще аналога, но несколько 
уступает по ОП световодов на длине волны 1.55 µm  
(2 вместо 1 дБ/км). Этот недостаток легко устранить. 
Используя технологию упрочнения волокна боросили-
катной оболочкой [8], ОП ПОВС можно снизить до 
уровня рэлеевского рассеяния ≈ 0.5 дБ/км. Поляризаци-
онная устойчивость световодов (h–параметр = 3∙10–5 м–1) 
является достаточной для применения такого световода 
в волоконно-оптических гироскопах [1] и обеспечена не 
высокой твердостью кварцевого стекла сердцевины в 
отличие от аналога [9], а оболочкой, окружающей серд-
цевину. Одномодовый световод с аналогичной геомет-
рией германосиликатной сердцевины и фторсиликатной 
оболочкой имел h-параметр на уровне 0.003 м–1 [7], хотя 
∆n на 16% больше, чем у ОВ фирмы «Draka». Деполяри-
зация излучения, возможно, связана с низкой вязкостью 
стекла сердцевины и оболочки. Высокий уровень ∆n 
также позволяет обеспечить изгибостойкость получен-
ного световода, что делает возможным его использова-
ние в малогабаритных датчиках.  

Таким образом, получен сохраняющий поляризацию 
излучения одномодовый световод с эллиптической серд-
цевиной, высоколегированной GeO2, со свойствами, 
приемлемыми для использования в волоконно-
оптических гироскопах. Технология их изготовления 
выгодно отличается от аналогов простотой, высокой 
производительностью и малыми затратами. Изложенные 
в работе принципы повышения поляризационной и ра-
диационной стойкости ПОВС могут служить основой 
для дальнейшего совершенствования их технологии. 
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Аннотация—Анализируются эффекты, связанные с 

влиянием обратного рассеяния на амплитудно-частотные 
характеристики лазерного гироскопа. Показано, что раз-
деление источников обратного рассеяния на диссипатив-
ную и консервативную составляющие позволяет адекватно 
их описать. Опора на результаты модельных эксперимен-
тов позволяет избежать ошибок, связанных с использова-
нием трендовых расчетных зависимостей, полученных при 
введении целого ряда упрощающих допущений.   

Ключевые слова—лазерный гироскоп, кольцевой резона-
тор, обратное рассеяние, комплексные коэффициенты свя-
зи, амплитудно-частотная характеристика, коррекция 
масштабного коэффициента. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Обратное рассеяние (ОР), вызванное неоднородностя-

ми покрытий зеркал, является одним из основных источ-
ников погрешности лазерного гироскопа (ЛГ) на основе 
кольцевого He-Ne лазера с длиной волны λ=632,8 нм. Су-
ществуют три основных параметра, характеризующих 
точность ЛГ. Это стабильность сдвига нуля, случайный 
дрейф нуля и нелинейность масштабного коэффициента. 
Два последних из перечисленных параметров определя-
ются ОР. Не случайно, что совершенствование техноло-
гий полировки подложек и методов нанесения много-
слойных диэлектрических зеркал явилось ключевым 
фактором, позволяющим современным ЛГ решать мно-
гие прецизионные задачи навигации, измерения угловых 
перемещений, геодезии и геофизики. 

В теории кольцевых газовых лазеров [1–5] влияние 
ОР на амплитудно-частотные характеристики ЛГ описы-
ваются при помощи двух линейных параметров, так 
называемых комплексных коэффициентов связи (ККС), 
представляющих собой части поля собственных колеба-
ний кольцевого резонатора, попадающих в результате 
ОР во встречную волну:  

)exp( ,, ccwcwccwcwcw,ccw ir r . (1) 

Здесь под индексами «cw» и «ccw» подразумеваются 
волны в направлении по и против часовой стрелки соот-
ветственно, rcw и rccw – модули ККС, φcw и φccw – фазовые 
сдвиги, возникающие в процессе ОР. 

Поля встречных волн ОР формируются двумя типами 
источников рассеяния света: диссипативными и консер-
вативными, отличающимися величиной фазового сдвига. 
При диссипативном рассеянии света фазовый сдвиг со-
ставляет 180°, тогда как при консервативном ОР эта ве-
личина равна 90°. При этом диссипативное ОР является 
причиной синхронизации частот встречных волн кольце-

вого лазера, возникающей при регистрации малых ско-
ростей вращения (так называемый порог захвата). Оба 
типа источников ОР приводят к нелинейным искажени-
ям масштабного коэффициента (МК) ЛГ. Причем дисси-
пативное ОР дает нелинейную поправку МК отрица-
тельного знака, а консервативное ОР – положительного.  

Более того, анализ статистики составляющих ОР по-
казал [6], что консервативные и диссипативные источни-
ки ОР формируются двумя независимыми (или некорре-
лированными) массивами источников. Это свойство 
формирования полей ОР существенно усложняет про-
цесс сборки датчиков ЛГ, превращая его в своего рода 
«лотерею» со значительным разбросом величин ССС. 

Измерения величин ККС в кольцевых резонаторах ЛГ 
[7] позволили обнаружить целый ряд интересных осо-
бенностей физических механизмов формирования полей 
ОР. Выяснилось, что консервативное ОР превалирует в 
многослойных диэлектрических зеркалах (со слоями 
T2O5-SiO2 и TiO2-SiO2). Поэтому нелинейная поправка 
МК имеет, как правило, положительный знак (positive 
scale factor correction). 

Заметим, что словосочетание «как правило» обяза-
тельно присутствует при обсуждении результатов изме-
рений ККС. Связано это с тем, что поля ОР внутри КР 
формируются вследствие интерференции массивов точеч-
ных источников со случайной фазой. По этой причине 
гистограммы распределений диссипативных и консерва-
тивных составляющих хорошо описываются распределе-
нием Рэлея [8]. Поэтому стандартное отклонение изме-
ренных значений оказывается сопоставимо с его средним 
значением для большого количества датчиков ЛГ, собран-
ных из зеркал примерно одинаковых по качеству. 

Основная часть теоретических и экспериментальных 
работ (а общее их число составляет несколько сотен ста-
тей и патентов), посвященных исследованию эффектов 
ОР в кольцевом газовом лазере, была опубликована в 60–
90-х годах прошлого века. Однако при всем обилии 
опубликованных статей и патентов нельзя утверждать, 
что в нашем понимании эффектов ОР не осталось «бе-
лых пятен».  

В последнее время всплеск интереса к эффектам ОР 
подогревается работами нескольких групп исследовате-
лей, занимающихся ЛГ сверхбольшого (до нескольких 
десятков метров) периметра резонатора [9]. Такие ЛГ 
используются для измерения стабильности угловой ско-
рости вращения Земли. В этом случае угловая скорость 
вращения Земли является одновременно частотной под-
ставкой, выводящей КЛ из режима захвата частот 
встречных волн и измеряемой величиной. Эксперименты 
показывают, что причина медленного дрейфа частоты 
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биений ВВ ЛГ сверхбольшого размера связана с ОР. Ис-
пользование модели интерференции полей ОР консерва-
тивных и диссипативных источников позволяет добиться 
хорошего качественного и количественного согласия с 
результатами экспериментов [10]. 

II. СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ ДЛЯ ИНТЕНСИВНОСТИ  
И РАЗНОСТИ ФАЗ ВСТРЕЧНЫХ ВОЛН В КОЛЬЦЕВОМ ГАЗОВОМ 

ЛАЗЕРЕ И ОСНОВНЫЕ ТРЕНДЫ ПОВЕДЕНИЯ АМПЛИТУДНО-
ЧАСТОТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК ЛАЗЕРНОГО ГИРОСКОПА 
При описании эффектов, связанных с влиянием об-

ратного рассеяния на амплитудно-частотные характери-
стики кольцевого лазера, воспользуемся следующей си-
стемой из трех уравнений для интенсивностей и разности 
фаз ВВ КЛ: 
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где Icw и Iccw – интенсивности встречных волн кольцевого 
лазера в направлении по и против часовой стрелки, ψ – 
разность фаз встречных волн, Ω – частота подставки, α – 
коэффициент усиления активной среды минус потери 
кольцевого резонатора δ. Коэффициенты β и θ являются, 
соответственно, параметрами само- и взаимного нели-
нейного насыщения встречных волн в активной среде (βr 
и θr – вещественные части этих параметров, β и θ – мни-
мые), c – скорость света, L – периметр кольцевого резо-
натора. 

Эта система уравнений взята из работ [4, 5]. По срав-
нению с общепринятой системой уравнений (см., напри-
мер, [1]) в правую часть уравнения для фазы добавлена 
составляющая, связанная с учетом вещественных частей 
параметров само- и взаимного насыщения. Это, в част-
ности, позволяет выявить влияние консервативной со-
ставляющей ОР на порог захвата. Заметим, что при 
настройке на центр линии усиления активной среды ве-
личины параметров βr и θr равны нулю, и фазовое урав-
нение (4) приобретает более привычную форму. 

К другим упрощающим анализ системы уравнений 
(2)–(4) допущениям можно отнести предположение мало-
сти превышения усиления над потерями (η= (α-δ)/δ <<1), 
а также равенство потерь ВВ. 

Однако следует заметить, что и при введении этих 
упрощений аналитического решения системы уравнений 
(2)–(4) для произвольных значений ККС не удается по-
лучить. Связано это главным образом с тем, что коэффи-
циенты поляризуемости активной среды α, β и θ являют-
ся функциями частоты. Это означает, что при решении 

системы этих уравнений мы должны опираться на мо-
дель поляризуемости активной среды, а это существенно 
усложняет численное решение. 

Попытка численного решения, предпринятая автора-
ми работы [11] при описании медленного дрейфа частоты 
биений ЛГ сверхбольшого размера, оказалась неудачной. 
Авторы при проведении своих расчетов необоснованно 
ввели еще одно упрощающее допущение: пренебрегли 
влиянием взаимного нелинейного насыщения ВВ в ак-
тивной среде He-Ne лазера с длиной волны λ=632,8 нм, 
что не соответствует действительности: при рабочих 
давления (5-10 торр) He-Ne газовой смеси параметры 
нелинейного само- и взаимного насыщения различаются 
по величине примерно в 2 раза [12]. 

Вызывает также вопрос о правомерности использова-
ния этой системы уравнений, которая выведена в пред-
положении малости превышения усиления над потерями. 
В частности, Ф. Аронович [1] предлагал в качестве кри-
терия малости считать величину превышения усиления 
над потерями (η=α/δ–1) менее 0,2. Заметим, что в реаль-
ных условиях работы ЛГ величина η= 2–10. 

Поэтому на расчетные зависимости, полученные в ре-
зультате анализа системы уравнений (2)–(4) (с введением 
упрощающих допущений), следует относиться критиче-
ски, рассматривая их в качестве трендов поведения столь 
сложной системы, которую представляет собой кольце-
вой газовый лазер.  

Такую трендовую зависимость удается получить для 
случая диссипативного ОР с величиной φ=2π. Равенство 
интенсивностей ВВ приводит к хорошо известному фа-
зовому уравнению 

)sin(


Ldt
d . (5) 

Здесь зависимость разностной частоты ВВ Δν КЛ при 
приближении частоты подставки Ω к порогу захвата ΩL 
определяется следующим образом:  

22)( L , 
(6) 

disL r
L
c2 , (7) 

где rdis – модуль диссипативной составляющей ОР. 

В случае консервативного ОР (φ=π) трендовая зави-
симость Δν(Ω) имеет следующий вид [13]: 

22)( cons , 
(8) 

conscons r
L
c2 , (9) 

где rcons – модуль консервативной составляющей ОР. 

На рис. 1 для наглядности приведены зависимости 
Δν(Ω) для двух видов ОР. В случае чисто консервативно-
го ОР расчет указывает на возможность отсутствия син-
хронизации частот ВВ при нулевой угловой скорости 
вращения КЛ. Такой режим работы в кольцевых He-Ne 
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лазерах с длиной волны λ=632,8 нм в экспериментах не 
наблюдается.  

Однако при проведении экспериментов с кольцевыми 
волоконно-оптическими гироскопами удается наблюдать 
разностную частоту ВВ в отсутствии вращения [14]. В 
этом случае источником консервативного ОР являются 
торцы волокон гироскопа в переходных зонах, характе-
ризующиеся скачком величины показателя преломления 
в местах перехода пассивной и активной областей воло-
конно-оптического гироскопа.  

На языке нелинейных поправок масштабного коэф-
фициента ЛГ (относительно идеального ЛГ) можно ска-
зать, что диссипативное и консервативное ОР дают раз-
личающиеся по знаку поправки: знак «+» – источники 
консервативного ОР и знак «-» – источники диссипатив-
ного ОР. 

 
Рис. 1. Расчетные зависимости частоты биений ВВ КЛ от скорости 
вращения (безразмерные величины) в отсутствие ОР (штриховая ли-
ния), при консервативном ОР (точечная линия) и диссипативном ОР 
(сплошная линия), ΩL=Ωc=1 

Особое место при анализе системы уравнений (2)–(4) 
занимает так называемый режим слабой связи. В этом 
случае частотная подставка значительно превышает по-
рог захвата (Ω>>ΩL). Используя метод малых возмуще-
ний, удается получить аналитические соотношения для 
частоты биений и интенсивностей ВВ [3, 4]. Нелинейная 
поправка МК описывается следующим соотношением: 
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где Ωg – прочность предельного цикла КЛ, ΔΩc – полоса 
кольцевого резонатора. Коэффициенты S+ и S– прямо 
пропорциональны диссипативной и консервативной со-
ставляющим ККС: 
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Соотношение (10) можно использовать при опреде-
лении значений диссипативной и консервативной со-
ставляющих ОР при измерении нелинейных поправок 
масштабного коэффициента ЛГ ΔK [15]. На рис. 2 пред-
ставлена типичная зависимость ΔK(Ω) датчика ЗЛК-20 
(НИИ «Полюс»). 

 
Рис. 2. Зависимость нелинейной поправки МК датчика ЗЛК-20 произ-
водства НИИ «Полюс» (с выключенной знакопеременной подставкой) 
от угловой скорости вращения. Сплошная линия – результат расчета с 
использованием соотношения (10) 

Измерения этой зависимости в широком диапазоне 
значений превышения усиления над потерями выявили 
нелинейный характер поведения прочности предельного 
цикла. На рис. 3 представлены результаты измерений 
зависимости Ωg(η), где η – превышение усиления над 
потерями. 

 
Рис. 3. Зависимость прочности предельного цикла зеемановского ЛГ 
(датчик ЗЛК-20) от превышения усиления над потерями (эксперимен-
тальные точки). Расчет – линейная зависимость 

При этом поведение постоянной составляющей ин-
тенсивности генерации КЛ I0 не проявляет насыщения и 
следует линейной зависимости: 




0I , (15) 

Таким образом, линейной зависимости прочности 
предельного цикла КЛ от превышения усиления над по-
терями в эксперименте не наблюдается, и это ставит под 
сомнение правомерность использования системы урав-
нений (2)–(4). 
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Однако ситуация не столь безнадежна. Мы имеем 
возможность «подправить» трендовую зависимость (11) 
введением в нее эмпирически полученной зависимостью 
Ωg(η). Возможно, что с точки зрения «чистой теории», 
это выглядит неверным, однако для описания такого 
важного параметра, как масштабный коэффициент ЛГ, 
такой подход правомерен. Тем более что при аппрокси-
мации зависимости ΔK(Ω) выяснилось, что величины 
параметров ОР S+ и S– остаются линейными коэффици-
ентами и не зависят от значений параметра η [15].  

Без опоры на результаты модельных экспериментов 
использование модернизированных трендовых зависи-
мостей ведет к принципиально неверным выводам. В 
качестве примера приведем результаты работ [16–18]. 
Выводы авторов, основанные на анализе системы урав-
нений (2)–(4), своими подходами кардинально отлича-
ются от нашей трактовки и представляются нам ошибоч-
ными.  

Автор работ [16, 17] приводит результаты расчетов 
ширины зоны захвата кольцевого He-Ne лазера. Он 
утверждает: 1) при асимметричном ОР (т.е., при rcw ≠ rccw) 
положения левой и правой границ зоны захвата разли-
чаются; 2) порог захвата уменьшается при росте превы-
шения усиления над потерями. 

Следует заметить, что структура системы уравнений 
(2)–(4) нечувствительна к замене индексов направления 
вращения. Параметры ОР S+ и S– не изменяются при за-
мене направлений по и против часовой стрелки и наобо-
рот. Поэтому при использовании соотношения (11) в 
качестве трендовой зависимости при определении левой 
и правой границы различие между ними появиться не 
может.  

Второе утверждение автора относительно зависимо-
сти ΩL(η) относится главным образом к методу измерения 
порога захвата. В ранних экспериментах (60–70-х годов 
прошлого века) порог захвата определялся величиной 
подставки Ω, при которой исчезают биения частот 
встречных волн [19, с. 258]. 

Такой метод измерения имеет серьезные недостатки, 
связанные с влиянием гистерезисных явлений. Для того 
чтобы определить границу «мертвой зоны», частотную 
подставку медленно уменьшают. В результате ширина 
мертвой зоны зависит от скорости уменьшения частот-
ной подставки. Как правило, чем медленнее мы умень-
шаем подставку (типичная величина времени релаксации 
составляет несколько минут), тем меньшую величину 
порога захвата мы получаем (3-5 раз). По этой причине 
этот метод не используется в настоящее время в метро-
логии ЛГ. 

Теперь приведем комментарий относительно резуль-
татов работы [18], где авторы объяснили медленный 
дрейф частоты биений сдвигом нуля ЛГ сверхбольшого 
размера, вызванного ОР. Это выглядит очень странно, 
так как эффекты ОР не могут вызвать сдвига нуля ЛГ. 
Все изменения частоты биений являются результатом 
нелинейных искажений МК (смотри соотношение (10)). 

Рабочий режим ЛГ сверхбольшого размера характе-
ризуется следующим соотношением параметров: Ω>>Ωg, 
ΩL. Поэтому соотношение (10) выглядит следующим 
образом: 
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Таким образом, мы получаем то же самое соотноше-
ние для поправки к частоте биений, которое авторы ра-
боты [18] приписали сдвигу нуля ЛГ. Еще раз подчерк-
нем, что эффекты ОР приводят только к нелинейным 
искажениям частотной характеристики и не приводят к 
сдвигу нуля ЛГ. 

III. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Разделение источников ОР на консервативную и дис-

сипативную составляющие позволяет корректно описать 
АЧХ ЛГ. При этом необходимо помнить, что исходная 
система уравнений для интенсивностей и разности фаз 
ВВ не имеет аналитического и численного решения. Для 
получения аналитических трендовых зависимостей при-
ходится вводить целый ряд упрощающих допущений, не 
всегда согласующихся с реальным режимом работы ЛГ 
(например, малость превышения усиления над потерями).  

Опора на результаты модельных экспериментов дает 
возможность избежать ошибок при интерпретации. В 
частности, использование эмпирически полученной за-
висимости прочности предельного цикла от превышения 
усиления над потерями позволяет адекватно описать 
АЧХ ЛГ в приближении слабой связи.  
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Аннотация—Работа посвящена влиянию упругой ди-
намической крутильной деформации виброподвеса лазер-
ного гироскопа на точность определения ориентации по 
показаниям блока чувствительных элементов бескардан-
ной инерциальной навигационной системы, а также мето-
ду калибровки параметров этих деформаций и их компен-
сации в режиме навигации. Методика калибровки являет-
ся расширением стандартного метода для систем навига-
ционного класса точности на поворотном стенде с гори-
зонтальной осью вращения, разработанного ранее Н.А. 
Парусниковым в 2009 году. Расширение заключается во 
включении параметров упругих деформаций виброподве-
сов в оцениваемый вектор состояния линейной динамиче-
ской системы. Исследуются условия наблюдаемости новых 
компонент и ковариации ошибок их оценки, приводятся 
результаты экспериментов. 

Ключевые слова—инерциальные навигационные систе-
мы, лазерные гироскопы, виброподвес, упругие деформации, 
калибровка. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Лазерные гироскопы, используемые в бескарданных 

инерциальных навигационных системах (БИНС), имеют 
особенность, связанную с наличием зоны захвата 
встречных лучей. Она не позволяет регистрировать из-
менение ориентации при малых угловых скоростях. Од-
ним из способов выхода из зоны захвата является уста-
новка лазерного гироскопа на так называемый вибро-
подвес, создающий высокочастотные колебания корпуса 
гироскопа [1, 2]. Эти колебания сдвигают рабочий диа-
пазон измерения в зону линейной характеристики, а 
ошибки, связанные с остаточными кратковременными 
прохождениями через зону захвата, осредняются за счет 
случайной составляющей колебаний. Лазерный гиро-
скоп, таким образом, совершает относительно корпуса 
БИНС псевдослучайные вибрации с амплитудой порядка 
единиц угловых минут на частотах порядка сотен герц, 
то есть с угловыми скоростями порядка десятков граду-
сов в секунду. В показаниях гироскопа эти колебания 
большей частью устраняются, например, с помощью 
измерений датчика относительной угловой скорости или 
путем специальной фильтрации. Остаточные не ском-
пенсированные колебания имеют величину порядка де-
сятых долей градуса в секунду. 

При этом поворот корпуса гироскопа относительно 
БИНС происходит как за счет устройств, возбуждающих 
колебания виброподвеса (пьезоэлектрических пластин), 
так и благодаря моменту других, внешних, сил, возни-
кающих в точках крепления. Из-за них среднее положе-
ние вибраций смещается от нуля, и в показаниях гиро-
скопа появляется дополнительная систематическая по-
грешность. 

Влияние описанного эффекта на точность решения 
навигационной задачи существенно зависит от траекто-
рии движения объекта. Оказывается, что во многих слу-
чаях им можно пренебречь: например, в случае если 
ориентация объекта относительно вертикали большую 
часть времени в среднем постоянна, и при этом объект 
редко испытывает значительные перегрузки. Однако в 
авиации существуют траектории реальных полетов, в 
которых исключительно за счет упругой деформации 
виброподвесов лазерных гироскопов погрешность коор-
динат достигает свыше километра за час полета. Приме-
ры таких смоделированных ошибок координат на реаль-
ных траекториях приведены на рис. 1. Наличие соответ-
ствующих погрешностей подтверждается также и в 
стендовых испытаниях. 

 
Рис. 1. Примеры смоделированных ошибок координат, вызванных 
упругой деформацией виброподвесов лазерных гироскопов, на реаль-
ных полетных траекториях 

В литературе [3, 4] рассматриваются изгибные де-
формации осей виброподвесов лазерных гироскопов. 
При этом для их калибровки проводятся специальные 
эксперименты. В данной работе рассматривается калиб-
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ровка модели для наиболее существенных из наблюдае-
мых деформаций — поворотов вокруг оси виброподвеса, 
а также их компенсация и влияние на навигационное 
решение. По сравнению с изгибными деформациями 
оси, крутильная эластичность виброподвеса всегда 
намного выше в силу его конструкции, и поэтому в 
первую очередь может проявиться в ошибках навигаци-
онного решения. 

II. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ПОГРЕШНОСТИ 
Сформулируем фактически наблюдаемые в БИНС по-

грешности, связанные с упругой динамической деформа-
цией виброподвеса лазерного гироскопа, в виде модели. 

Рассмотрим один гироскоп. Пусть действующие на 
него перегрузки вызывают малый поворот виброподвеса 
за счет упругих деформаций. При включенном вибро-
подвесе это означает смещение среднего положения, 
вокруг которого происходят его колебания. В данной 
работе исследуются только деформации, возникающие 
при действии перегрузки вдоль оси чувствительности 
гироскопа, наличие которых экспериментально под-
тверждено. Возможные деформации, возникающие при 
ортогональных перегрузках, еще предстоит исследовать 
в будущем. Коэффициенты линейной связи угла поворо-
та и удельной силы обозначим μi, где i ϵ {X, Y, Z} – но-
мер гироскопа: 

                                         γi = μi fi, (1) 

где γi – угол поворота, а fi – проекция удельной силы 
реакции, действующей в основании виброподвеса. Ко-
эффициенты μi на практике достаточно малы, чтобы счи-
тать поле сил внутри блока чувствительных элементов 
однородным, а также чтобы пренебрегать погрешностя-
ми их измерений. Таким образом, в дальнейшем вместо fi 
в (1) можно использовать измерения акселерометров 
(ньютонометров) fi′. Если перейти к угловым скоростям, 
проекция измеряемой лазерным гироскопом угловой 
скорости на его ось чувствительности изменится на ве-
личину 

                           ∆νi = −dγi / dt = −μi dfi / dt,  (2) 

где ∆νi – дополнительный дрейф, связанный с упругой 
деформацией виброподвеса лазерного гироскопа. 

III. ЗАДАЧА КАЛИБРОВКИ 
Для того чтобы в режиме навигации компенсировать 

описанные выше дополнительные дрейфы ориентации c 
использованием модели (1), необходимы оценки коэф-
фициентов μi. Учитывая их малость, в большинстве экс-
периментов на поворотных стендах удельную силу реак-
ции, действующую на блок чувствительных элементов 
БИНС, можно считать постоянной и совпадающей с ре-
акцией опоры. В этом случае для производной вектора 
удельной силы по компонентам в (2) и матрицы L пере-
хода от опорных (навигационных) осей к приборным 
имеем: 

df / dt ≈ −d[L·g]/dt = −[dL/dt]·g − L·dg/dt = ω×[L·g] =  ω×f, 
f = [fX, fY, fZ]T,    ω = [ωX, ωY, ωZ]T,    g = [0, 0, −g0]T. 

Последнее равенство следует из кинематического 
уравнения Пуассона, связывающего производную мат-

рицы ориентации и угловую скорость ω приборного 
трехгранника (вращением Земли здесь пренебрегаем), и 
постоянства проекций вектора удельной силы тяжести g 
в опорных осях.  

Рассмотрим далее модель инструментальных по-
грешностей гироскопов. Например, стандартная модель 
содержит постоянные дрейфы νi

0, погрешности мас-
штабных коэффициентов Θii и перекосы осей чувстви-
тельности Θij, j ≠ i, с высокочастотными стохастически-
ми составляющими типа белого шума νi

s: 

                          ω′ − ω = −ν0 − Θ·ω − νs, (3) 

где ω′ – тройка измерений гироскопов, ν0, νs – столбцы из 
соответствующих компонент, а Θ – матрица из элемен-
тов Θij. Рассмотренные выше дополнительные дрейфы, 
связанные с упругой деформацией виброподвеса, внесут 
систематический вклад в инструментальную погреш-
ность гироскопов. В исходную модель (3) добавятся до-
полнительные слагаемые (2): 

ω′X − ωX = … − μX (ωZ fY − ωY fZ), 
ω′Y − ωY = … − μY (ωX fZ − ωZ fX), 
ω′Z − ωZ = … − μZ (ωY fX − ωX fY). 

В этом виде описанная модель пригодна (и использует-
ся) для стендовой калибровки БИНС.  

В настоящей работе используется методика стендо-
вой калибровки Н.А. Парусникова (МГУ им. М.В. Ломо-
носова) для БИНС в сборе, в которой задача калибровки 
сводится к оцениванию вектора состояния линейной 
динамической системы с измерениями [5, 6]. В вектор 
состояния входят малые компоненты вектора конечного 
поворота – кинематической ошибки ориентации БИНС, 
вычисленной по показаниям гироскопов ω′, а также все 
параметры модели ее инструментальных погрешностей. 
В качестве измерений используется разность модельной 
(вычисленной на основе показаний инерциальных дат-
чиков) удельной силы реакции и ее истинного вектора, 
противоположного силе тяжести. В качестве алгоритма 
оценивания используется фильтр Калмана.  

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ ЗАДАЧИ КАЛИБРОВКИ 
Для проверки выполнения условий наблюдаемости 

введенных параметров μi в калибровочном эксперименте 
и проведения ковариационного анализа было выполнено 
моделирование. План вращений в эксперименте совпада-
ет с серийно применяемой в АО «ИТТ» методикой ка-
либровки БИНС и состоит из начальной выставки, набора 
вращений вокруг каждой из приборных осей, установ-
ленной горизонтально, и ряда статических положений. 
После начальной выставки БИНС переходит в режим 
счисления ориентации. Алгоритм оценивания на протя-
жении всего эксперимента после начальной выставки 
используется один и тот же, без разделения на этапы. 

Использовались модельные данные, полученные 
имитатором БИНС на трехосном поворотном стенде. В 
показаниях лазерных гироскопов смоделировано нали-
чие упругих динамических деформаций виброподвеса с 
коэффициентами μi = 10″/g. Здесь и далее в единицах 
измерения g = 9.8 м/с². В отсутствие шумов измерений 
при моделировании длительность калибровки сокращена 
вчетверо по сравнению с реальным экспериментом. 
Стенд вращается последовательно вокруг каждой из 
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приборных осей БИНС по профилю угловой скорости, 
представленному на рис. 2. 

 
Рис. 2. Имитируемый профиль угловой скорости вращения стенда 
при моделировании 

Далее проводится обработка данных. На рис. 3 ниже 
представлено изменение во времени оценок коэффициен-
тов упругой деформации виброподвеса и их ожидаемые 
ковариации σi (i ϵ {X, Y, Z}). Анализ результатов обра-
ботки модельных данных показывает, что наблюдаемость 
новых параметров модели инструментальных ошибок в 
стандартном калибровочном эксперименте, используе-
мом в АО «ИТТ» имеется и параметры оцениваются пра-
вильно. Ожидаемая точность оценки в соответствии с 
ковариациями на конец эксперимента составляет порядка 
долей угловой секунды на единицу удельной силы в g. 

 
Рис. 3. Оценки коэффициентов упругой динамической деформации 
виброподвесов при моделировании калибровки 

Хорошая наблюдаемость исследуемых коэффициен-
тов объясняется тем, что при вращении БИНС вокруг 
горизонтальной оси погрешности измерений, связанные 
с упругими поворотами виброподвесов гироскопов во-
круг осей, ортогональных оси вращения, не осредняются 
и приводят к росту угла отклонения модельной (вычис-
ленной БИНС) оси вращения от фактической в верти-
кальной плоскости. При этом скорость роста этого от-
клонения в среднем пропорциональна угловой скорости 
вращения. Ни одна из стандартных инструментальных 
погрешностей не может приводить к такому эффекту. 

V. ОБРАБОТКА ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ 
На рис. 4 приведены результаты обработки реального 

эксперимента. На графике показаны во времени угловая 
скорость вращения стенда (для удобства поделена на 10), 
фактические оценки коэффициентов линейной связи 
угла упругого поворота оси виброподвеса и удельной 
силы и оценки ковариаций их ошибки. Оценки коэффи-
циентов для трех гироскопов близки друг другу и со-
ставляют около 1.05–1.25 [угл.сек]/g. 

 
Рис. 4. Оценки коэффициентов упругой динамической деформации 
виброподвесов в реальном эксперименте 

Далее приведено сравнение навигационных решений 
в первом цикле вращения БИНС (вокруг первой прибор-
ной оси, расположенной горизонтально), первое из кото-
рых не учитывает наличия упругих деформаций вибро-
подвеса, а во втором они компенсируются с использова-
нием оцененных коэффициентов из модели (1). При этом 
скоростная ошибка уменьшается с примерно 8 м/с до 
примерно 1.2 м/с.  

 
Рис. 5. Влияние компенсации упругих динамических деформаций 
виброподвеса лазерного гироскопа на скоростные ошибки навигаци-
онного решения в калибровочном эксперименте 

В данном цикле ось вращения направлена на север. 
Именно поэтому, как описано в конце предыдущего разде-
ла, основная ошибка, вызванная деформацией вибпропод-
весов, проявляется в северной компоненте модельной ско-
рости. Конечно, в реальных полётах подобный тип движе-
ния встречается редко, и потому исследуемые погрешно-
сти могут достаточно долго оставаться незамеченными. 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В работе описана модель упругих крутильных дина-

мических деформаций осей виброподвесов лазерных 
гироскопов БИНС и способ ее калибровки. Параметры 
этих деформаций оцениваются в стандартных калибро-
вочных экспериментах, и для исследуемой системы их 
величина составляет около 1 [угл.сек]/g. Компенсация 
этих деформаций на этапе счисления ориентации суще-
ственно улучшает точность навигации при определен-
ных движениях БИНС.  

Например, в рассмотренном эксперименте при враще-
нии вокруг горизонтальной оси с угловой скоростью по-
рядка 30°/сек в течение 20 минут, скоростная ошибка без 
компенсации составляет до 8 м/с и уменьшается до 1.2 м/с. 
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Аннотация—В работе исследуется оптико-электронная 
система, измеряющая параметры колебаний чувствитель-
ного элемента в лазерном гироскопе с виброподставкой 
для их последующей компенсации. Рассмотрены динами-
ческая модель системы, модель ее оптического канала и 
алгоритм обработки выходных сигналов системы. С их 
использованием проведено моделирование процесса рабо-
ты измерительной системы в условиях реальных динами-
ческих возмущений. 

Ключевые слова—лазерный гироскоп, кольцевой лазер, 
виброподставка, оптико-электронная измерительная си-
стема, математическое моделирование. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Широкое распространение среди лазерных гироско-

пов (ЛГ) получили приборы с виброподставкой [1–3]. В 
таких гироскопах чувствительный элемент (ЧЭ), пред-
ставляющий собой кольцевой лазер, совершает крутиль-
ные колебания относительно основания прибора, что 
вносит дополнительную составляющую в его выходной 
сигнал. Точностные характеристики гироскопа суще-
ственно зависят от качества ее вычитания [4]. В [5] для 
определения параметров относительных колебаний ЧЭ и 
их последующей компенсации предложено использовать 
оптико-электронную измерительную систему (ОЭИС), 
свободную от недостатков известных систем и способов 
вычитания [6–12]. 

При воздействии на ЛГ различных динамических 
возмущений параметры конструкции ОЭИС могут изме-
няться. Настоящая работа посвящена исследованию 
функционирования измерительной системы в таких 
условиях. В работе рассматриваются динамическая мо-
дель движения компонентов ОЭИС, модель ее оптиче-
ского канала, а также алгоритм обработки выходных 
сигналов системы. Первая модель позволяет определять 
изменение взаимного расположения компонентов ОЭИС 
при различных видах и уровнях динамических возмуще-
ний. Вторая модель, в свою очередь, позволяет получать 
выходные сигналы системы с учетом этого расположе-
ния. Алгоритм обработки сигналов ОЭИС осуществляет 
их преобразование в параметры относительных колеба-
ний ЧЭ. Исследование проводилось путем математиче-
ского моделирования с использованием записи парамет-
ров движения реального объекта. 

II. ОПТИКО-ЭЛЕКТРОННАЯ ИЗМЕРИТЕЛЬНАЯ СИСТЕМА 

A. Принцип действия и основные компоненты 
ОЭИС состоит из транспаранта, оптико-электронного 

модуля и электронного блока обработки сигналов (рис. 1). 
Принцип действия системы основан на регистрации ла-
зерного излучения, отраженного от участков транспаранта 
с микрометками. Миниатюрный транспарант жестко за-
крепляется на моноблоке ЧЭ, который при помощи виб-
ропривода совершает рабочие угловые колебания относи-
тельно основания ЛГ. Оптико-электронный модуль уста-
навливается на основании гироскопа и формирует лазер-
ное излучение, которое проецируется на транспарант в 
виде трех световых пятен (центрального и двух дополни-
тельных). При движении ЧЭ это излучение модулируется 
микрометками, отражается от транспаранта и регистриру-
ется фотоприемником оптико-электронного модуля. 
Дальнейшая обработка и преобразование сигналов осу-
ществляется в электронном блоке системы. 

 
Рис. 1. Общая функциональная схема оптико-электронной системы:  
1 – транспарант; 2 – чувствительный элемент (кольцевой лазер); 3 – 
оптико-электронный модуль; 4 – объектив; 5 – электронный блок 
обработки сигналов; 6 – световые пятна 

Центральное световое пятно служит для формирова-
ния сигналов в блоке автоматической фокусировки из-
лучения на поверхность транспаранта. Подстройка осу-
ществляется за счет пьезоактюатора, перемещающего 
объектив внутри оптико-электронного модуля. Дополни-
тельные световые пятна расположены на поверхности 
транспаранта с различным сдвигом по отношению к его 
микрометкам и позволяют сформировать два выходных 
синусно-косинусных квадратурных сигнала. Значение 
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фазы этих сигналов несет информацию о величине и 
направлении перемещения ЧЭ с транспарантом, что поз-
воляет определять параметры его рабочих колебаний. 

B. Динамическая модель 
Компоненты ОЭИС разделяются на подвижные (объ-

ектив и транспарант) и установленные на основании ЛГ 
(все остальные компоненты). Транспарант закреплен на 
моноблоке ЧЭ, который посредством упругих торсионов 
связан с основанием гироскопа. Объектив связан с осно-
ванием ЛГ через актюатор перемещения. Таким образом, 
в модели достаточно учесть только движение ЧЭ и объ-
ектива относительно основания гироскопа. 

Объектив и ЧЭ представляют собой твердые тела, 
имеющие по шесть степеней свободы. Движение этих 
тел складывается из перемещения их центров масс и 
вращения вокруг них. Исходя из этого, динамическая 
модель построена с использованием теоремы о движе-
нии центра масс совокупности материальных точек и 
динамических уравнений Эйлера [13, 14]. В модели учи-
тываются следующие параметры: 

 силы и моменты упругости, действующие со сто-
роны точек крепления подвижных компонентов; 

 силы и моменты вязкого демпфирования; 

 активные силы и моменты, связанные с управля-
ющими сигналами; 

 сила тяжести. 

На вход модели подаются параметры движения объ-
екта: 

 ускорение, сообщаемое основанию ЛГ; 

 угловая скорость вращения гироскопа; 

 угловое ускорение ЛГ. 

Динамическая модель позволяет определять взаим-
ное расположение компонентов ОЭИС при различных 
условиях функционирования. 

C. Модель оптического канала 
В модели последовательно рассматриваются: 

 прохождение лазерного излучения через переда-
ющий канал ОЭИС; 

 отражение этого излучения от транспаранта с 
микрометками; 

 распространение излучения в приемном канале 
измерительной системы. 

При этом выполняются указанные ниже вычисления 
[15–17]: 

 расчет параметров лазерного пучка и волновых 
фронтов; 

 трассировка лучей и расчет аберраций; 

 аппроксимация оптических полей на поверхно-
стях волновых фронтов; 

 расчет дифракционных картин. 

Также в модели используются элементы методики 
расчета полей в оптических системах чтения и записи 
информации на цифровых оптических дисках [18]. 

Модель оптического канала позволяет рассчитать 
амплитуду оптического поля на фотоприемнике оптико-
электронного модуля с учетом конкретного расположе-
ния компонентов системы, аберраций и явления дифрак-
ции. По полученному распределению амплитуды фор-
мируются выходные квадратурные сигналы ОЭИС. 

D. Алгоритм обработки сигналов 
Рассматриваемый алгоритм содержит следующие 

стадии: 

 грубое определение параметров квадратурных 
сигналов (амплитуд и смещений); 

 сглаживание этих сигналов; 

 корректировка амплитуд и смещений; 

 выделение фазы квадратурных сигналов. 

На первой стадии выполняется оценка максимальных 
и минимальных значений сигналов на небольшом интер-
вале времени, по которым грубо вычисляются парамет-
ры амплитуды и смещения. Сглаживание сигналов про-
изводится с помощью низкочастотного фильтра. Коррек-
тировка амплитуд и смещений осуществляется путем 
применения алгоритма градиентного спуска, в котором 
минимизируется функционал, составленный по основ-
ному тригонометрическому тождеству. Выделение фазы 
квадратурных сигналов выполняется с помощью следя-
щего цифрового контура [19]. Значение и скорость изме-
нения этой фазы позволяют перейти к параметрам рабо-
чих колебаний ЧЭ, в первую очередь к углу чэ  поворо-
та ЧЭ относительно основания ЛГ. 

III. МОДЕЛИРОВАНИЕ ИЗМЕРИТЕЛЬНОГО ПРОЦЕССА 

A. Условия моделирования 
Моделирование работы ОЭИС было проведено путем 

последовательного применения рассмотренных моделей. 
Схема процесса моделирования приведена на рис. 2. 

 
Рис. 2. Схема процесса моделирования 

Исследование проводилось в двух вариантах: без 
внешних возмущений (ЛГ находился в покое) и с воз-
мущениями (гироскоп находился в движении). Для их 
учета была использована запись параметров движения 
реального объекта, соответствующая участку выполне-
ния маневров. Линейное ускорение основания ЛГ при 
этом достигало величины 2,5 g, а его угловая скорость – 
60 град/с. Эти воздействия подавались на вход динами-
ческой модели ОЭИС. 
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B. Результаты моделирования 
Первым исследовался случай отсутствия возмуще-

ний. Моделирование показало, что погрешность чэ  
измерения системой относительного угла поворота ЧЭ в 
таких условиях находится в пределах ±0,05 угл. сек  
(рис. 3, красная линия). Эта погрешность обусловлена 
технологическим несовершенством используемого 
транспаранта. 

После этого рассматривался случай наличия внешних 
возмущений. Исследование показало, что решающее 
влияние на погрешность измерительной системы оказы-
вает паразитное движение ЧЭ вместе с транспарантом. 
При указанных выше возмущениях погрешность изме-
рительной системы возросла и оказалась в пределах 
±1 угл. сек (рис. 3, синяя линия). 

 
 

Рис. 3. Погрешность ОЭИС: при отсутствии (красная линия) и при 
наличии (синяя линия) возмущений 

Для снижения полученной погрешности предложено 
применять две ОЭИС, расположенные диаметрально по 
отношению к оси вращения ЧЭ (рис. 4). Сложение пока-
заний двух измерительных систем позволяет скомпенси-
ровать возросшую погрешность и вернуть ее значение 
обратно в диапазон ±0,05 угл. сек. (рис. 5, зеленая линия).  

 
Рис. 4. Схема расположения измерительных систем 

Амплитуда рабочих колебаний ЧЭ в данном исследо-
вании была выбрана равной 3 угл. мин (размах составил 
6 угл. мин). С учетом величины достигнутой погрешно-
сти ОЭИС подавление составляющей виброподставки 
при ее вычитании по показаниям системы составит не 
менее 70 дБ. Такой уровень подавления превосходит 
параметры некоторых цифровых фильтров [7, 8] при 
отсутствии искажений характеристики ЛГ в области ча-
стоты виброподставки. 

 
Рис. 5. Погрешность ОЭИС при наличии возмущений: без 
компенсации (синяя линия) и с компенсацией (зеленая линия) 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Проведено моделирование оптико-электронной си-

стемы, предназначенной для измерения параметров ко-
лебаний чувствительного элемента в лазерном гироскопе 
с виброподставкой. Рассмотрены динамическая модель 
измерительной системы, модель ее оптического канала и 
алгоритм обработки выходных сигналов системы. С по-
мощью этих моделей проанализирована работа системы 
в условиях воздействия реальных динамических возму-
щений. Математическое моделирование показало, что 
наибольшее влияние на погрешность измерительной 
системы оказывает паразитное движение чувствительно-
го элемента. Измерение его относительного положения 
при таком движении выполняется с погрешностью в 
пределах ±1 угл. сек. Эта погрешность может быть су-
щественно уменьшена за счет использования двух опти-
ко-электронных систем. Суммарная погрешность пары 
измерительных систем находится в диапазоне 
±0,05 угл. сек и обусловлена технологическим несовер-
шенством используемых транспарантов. При достигну-
той величине погрешности измерительная система обес-
печивает подавление составляющей виброподставки на 
уровне 70 дБ и не вызывает искажений характеристики 
гироскопа в области частоты рабочих колебаний чув-
ствительного элемента. 
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Аннотация—Разработана методика определения точ-
ностных параметров акселерометров на двухосном пово-
ротном стенде. Ее применение позволяет сократить время 
калибровки отдельных инерциальных датчиков, а также 
проводить сбор данных во время динамического измере-
ния температур. В работе приведены результаты расчетов 
основных параметров акселерометров типа Q-flex, полу-
ченных на основе экспериментальных данных. Приведена 
математическая оценка навигационной ошибки, возника-
ющей из-за наличия погрешностей акселерометров. Бла-
годаря математической оценке навигационных ошибок 
определяется пригодность использования акселерометров 
на подвижных объектах.  

Ключевые слова—акселерометр Q-flex, инерциальная 
навигационная система, точностные параметры акселе-
рометров, методика калибровки. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Для точного определения координат летательного 

объекта используются современные инерциальные дат-
чики, такие как лазерные гироскопы и акселерометры, 
входящие в состав бесплатформенных инерциальных 
навигационных систем (БИНС). При работе инерциаль-
ных датчиков возникают погрешности, которые приво-
дят к медленному накоплению ошибок инерциальных 
навигационных систем (ИНС). В связи с этим актуаль-
ной является задача нахождения оптимальных составля-
ющих БИНС (акселерометров, гироскопов и их комплек-
тующих), а также разработка методик испытаний для 
дальнейшего моделирования как приборов, находящихся 
отдельно, так и размещенных в БИНС. 

В работе представлены сравнительные характеристи-
ки акселерометров типа Q-flex: Er-S1-EI пр-ва Ericco 
International Limited, Китай (далее Er); AК-18 пр-ва АО 
«Серпуховский завод «Металлист», г. Серпухов (далее 
AК18); KA-1, пр-ва АО «ПНППК», г. Пермь (далее 
KA1); конструкция Q-flex акселерометров представлена 
на рис.1. Метрологические характеристики акселеромет-
ров определены через стандартную линейную модель 
погрешностей смещения нуля (СН) и масштабного ко-
эффициента (МК) [1]. Приведено сравнение остаточных 
погрешностей акселерометров (после компенсации мат. 

модели), сравнение навигационной ошибки для опреде-
ления пригодности использования акселерометров. 

 
Рис. 1. Схема акселерометров типа Q-flex 

В статье излагается разработанная и реализованная 
методика определения точностных параметров акселе-
рометров, в которую входит программа поворотов на 
двухосном стенде (ДС) имитации пространственного 
движения и программа обработки данных. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

А. Акселерометры типа Q-flex 
Навигационные маятниковые акселерометры исполь-

зуются в ИНС для определения кажущегося ускорения. 
Точность преобразования ускорения в электрический 
сигнал принято определять погрешностью смещения 
нуля и погрешностью масштабного коэффициента (или 
чувствительностью), а также влиянием температуры и 
временных параметров на эти величины. Смещение нуля 
(СН) – систематическая ошибка, связанная с показанием 
прибора при нулевом значении ускорения, имеющая 
размерность в м/c^2 или мкg. СН имеет определяющее 
значение для акселерометров, расположенных в попе-
речных плоскостях ИНС, так как вносят существенную 
ошибку в определение скорости. 

Функция преобразования (ФП) сигнала акселеромет-
ров может быть представлена в виде [2] 
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где dY  – действительная индивидуальная ФП акселеро-
метра; 1K  – действительный коэффициент преобразова-
ния (КП) акселерометра; ia  – измеряемая проекция ка-
жущегося ускорения на ось чувствительности акселеро-
метра; 1Ak  – коэффициент асимметрии КП; 0a , pa  – не-
измеряемые проекции кажущегося ускорения на его ось 
подвеса и ось маятника соответственно; 

(0 )K a   – со-
ответственно смещение нуля (СН) ФП; 2K  – коэффици-
енты квадратичной нелинейности ФП; pM  , 

0M   – 
аддитивные систематические коэффициенты перекрест-
ной чувствительности и погрешности базовой плоскости 
(БП) (как малые углы неортогональности оси чувстви-
тельности относительно осей подвеса и маятника соот-
ветственно); ipM  – мультипликативный систематический 
коэффициент перекрестной чувствительности и соответ-
ствующей погрешности. 

Упрощенную модель (1) можно представить в сле-
дующем виде: 

 1 0 0 (0 )(1 )d i p pY K K a M a M a K      . (2) 

В (2) не учтено следующее: квадратичная нелиней-
ность, что может привести к нелинейному виду ФП; 

ipM , 
так как порядок величины достаточно мал; коэффициент 
асимметрии коэффициента преобразования, вместо него 
используется погрешность коэффициента преобразова-
ния. Модель (2) имеет погрешность аппроксимации в  
3 раза большую, чем модель (1) для акселерометров с 
трансформаторным датчиком угла [2].  

Погрешность аппроксимации A  рассчитывается по 
формуле [2] 

 
1

d iY YA
K


  , (3) 

где 
iY  – идеальная (без погрешностей) линейная ФП. 

Эта погрешность является ошибкой, которую вносят 
инерциальные датчики в ошибку ИНС. 

Б. Оценка навигационной ошибки  
Рассмотрим скоростную и координатную ошибку при 

прямолинейном движении объекта, когда ошибками ги-
роскопов можно пренебречь. 

Ошибка определения пространственной координаты 
БИНС, отсчитываемой вдоль горизонтальной оси ИНС, 
определяется как интеграл от скорости при нулевом 
начальном условии (после выставки ИНС) и имеет вид [3]: 
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где t – время, Ts – период Шулера, δa – погрешность ак-
селерометра, 0  – начальная ошибка определения 
вертикали,   – погрешность гироскопа, R – радиус 
Земли. 

Поскольку исследуется вклад акселерометров в 
ошибку определения координаты, для упрощения будем 
считать гироскопы идеальными. 

Ошибка носит колебательный характер и достигает 
своего максимального значения при половине периода 
Шулера: 

 42,17
2
STt мин  . (5) 

Тогда максимальная ошибка координаты при 
максимальной погрешности акселерометра имеет вид: 
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Таким образом, полученное выражение (6) можно 
использовать как оценку вклада ошибок акселерометров 
при худшей их реализации в ошибку определения 
местоположения. Под худшей реализацией подразумева-
ется максимально возможная по модулю погрешность 
аппроксимации сигнала акселерометра с учетом выбран-
ной модели. 

В. Методика исследования метрологических 
характеристик акселерометров 
Экспериментальная часть исследования проводилась 

на двухосном стенде с точностью позиционирования и 
неортогональностью (НО) осей стенда не более 2″, в 
температурном диапазоне [–30;60] °С. 

Задавались повороты вокруг горизонтальной оси 
стенда для вычисления таких параметров, как КП и СН, 
при положениях осей чувствительности акселерометров, 
сонаправленных или направленных противоположно . 
Тогда, пренебрегая погрешностями, малыми по величине 
для такого положения акселерометров (

0 0,p pM a M a ), 
модель (1) представима в виде 
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Для определения углов НО и отклонения БП от гори-
зонтали проводились повороты на 180° вокруг верти-
кальной оси. ФП тогда принимает следующий вид:  

 sin( ) ,

sin( ) ,
d

d

Y K g a

Y K g a

    

    




  

  
 (8) 

где   – угол неортогональности оси чувствительности 
акселерометра;   – отклонение базовой плоскости  
(рис. 2).  
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Рис. 2. Углы неортогональности и отклонения базовой плоскости для 
двух положений акселерометра 

III. РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 
В работе представлены акселерометры типа Q-flex – 

КНР (Er), пермский (KA1) и серпуховский (AK18). Необ-
ходимо провести разделение погрешностей СН и КП, что 
возможно с помощью разработанной методики поворотов 
на специализированном стенде. Для преобразования сиг-
нала акселерометров использовался 24-битный ΔΣ АЦП с 
точностью измерения не менее 0,001% (не менее 18 дво-
ичных разрядов с учетом знака).  

А. Расчет коэффициента преобразования и смещения 
нуля 
Предложенная методика для оптимизации стандарт-

ных испытаний заключается в повторяющихся поворотах 
акселерометров, закрепленных внутри стенда, вокруг го-
ризонтальной оси двухосного стенда с выдержкой 100 с в 
положениях 0° и 180°. Повороты осуществляются при 
изменении внешней температуры внутри камеры тепла–
холода в температурном диапазоне [–30;50] °С. При по-
мощи разработанной программы на ЭВМ происходит 
усреднение сырых данных, разделение данных, полу-
ченных в разных положениях осей двухосного стенда. К 
достоинствам методики относится динамическая реали-
зация поворотов, которая позволяет определить точ-
ностные характеристики не только в квазистационарных 
температурных точках, но и во всем температурном диа-
пазоне; сокращение времени необходимого для исследо-
ваний метрологических характеристик инерциальных 
датчиков. 

По формуле (6) были получены следующие значения 
погрешностей КП и СН от температуры (табл. 1). 

ТАБЛИЦА 1. ЛИНЕЙНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ ПОГРЕШЕНОСТЕЙ 
УПРОЩЕННОЙ МОДЕЛИ 

Акселе-
рометр 

Коэффициенты погрешностей КП и СН 

0K  
1K  (1/°C) 

0a  мкg 
1a  мкg/°C 

AK-18 0,00154 6,7E-5 2623 –10,8 

KA1 2,46E-4 1,15814E-4 –1963 12,4 

Er 0,00246 –4,41977E-6 –621 –10,1 

 

Б. Расчет углов неортогональности и отклонения 
базовой плоскости 
Методика заключалась в повороте акселерометров 

вокруг вертикальной оси c шагом 45° для горизонталь-
ного положения осей чувствительности акселерометров. 

По формуле (8) были получены следующие значения 
углов отклонения чувствительного элемента (ЧЭ) аксе-
лерометра (табл. 2). 

ТАБЛИЦА 2. УГЛЫ НЕОРТОГОНАЛЬНОСТИ И ОТКЛОНЕНИЯ БАЗОВОЙ 
ПЛОСКОСТИ 

Акселе-
рометр 

Углы отклонения НО и БП 
 ''  '' 

AK-18 743'' 124'' 

KA1 279'' 124'' 

Er 170'' 124'' 

В. Оценка навигационной ошибки 
Погрешность аппроксимации нулевого сигнала аксе-

лерометра (3) отображена на рис. 3. Невоспроизводи-
мость менее 50 мкg для каждого акселерометра. 

 
Рис. 3. Погрешность аппроксимации исследуемых акселерометров 

Вклад максимальной ошибки нулевого сигнала аксе-
лерометров (рис. 3) в максимальную ошибку определе-
ния координаты (6) при ошибках гироскопов, равных 
нулю, имеет следующие значения (табл. 3). 

ТАБЛИЦА 3. ПОГРЕШНОСТЬ КООРДИНАТЫ ИНС ДЛЯ ER, KA1, AK-18 

Расчетная по-
грешность 

Углы отклонения НО и БП 
Er KA1 AK-18 

maxa , мкg 150 600 800 

Δr км 1,375 5,5 7,34 

 
Из [2] следует, что погрешность выбранной нами 

упрощенной модели (2) в 3 раза больше погрешности 
полной модели (1). Позволим себе оценку: максимальное 
значение погрешности аппроксимации, которое мы под-
ставляем в уравнение (5), может быть в 3 раза меньше. В 
таком случае ошибка определения координаты умень-
шится в 3 раза и будет составлять 0,45 км для Er акселе-
рометра. 
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IV. ВЫВОДЫ 
В работе исследованы точностные характеристики 

кварцевых акселерометров типа Q-flex для дальнейшего 
использования в качестве датчиков первичной информа-
ции. Рассчитаны погрешности аппроксимации, по ре-
зультатам которых проведена оценка навигационной 
ошибки. Для акселерометра Er рассчитанная ошибка 
координат с учетом выбранной упрощенной модели (2) 
составила 1,37 км. По сравнению с другими рассматри-
ваемыми в работе акселерометрами, акселерометр Er 
является наиболее подходящим для проведения даль-
нейших испытаний и установки в ИНС.     
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Аннотация—Исследована динамика индикаторного 
гиростабилизатора, в котором в качестве чувствительного 
элемента применен гироскоп на сферическом шарикопод-
шипниковом подвесе. Показаны взаимовлияния датчиков 
углов и моментов в гироскопе, которые ухудшают каче-
ство стабилизации и управления гиростабилизатора. Мо-
дернизация конструкции гироскопа обеспечила уменьше-
ние шума в выходном сигнале гироскопа и увеличение 
скорости управляемого движения гиростабилизатора. 

Ключевые слова—гироскоп, гиростабилизатор, сфери-
ческий шарикоподшипниковый подвес. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Стабилизация оптической аппаратуры (оборудова-

ния) является одной из распространенных задач решае-
мой при помощи гиростабилизаторов. В статье рассмат-
ривается подобный стабилизатор, имеющий две оси ста-
билизации. Вокруг вертикальной оси стабилизатор имеет 
неограниченный угол прокачки, а диапазон отклонений 
вокруг горизонтальной оси ограничен углами до ±45°. 
Чувствительным элементом гиростабилизатора является 
гироскоп Д-7, выполненный по схеме гироскопа со сфе-
рическим шарикоподшипниковым подвесом [1].  

Гироскоп работает в двух основных режимах:  

 свободного гироскопа с углами прокачки не более 
0,5 °; 

 удержания ротора (арретирования), при этом ги-
роскоп работает как датчик угловой скорости с 
электрической пружиной в обратной связи. 

Режимы работы гироскопа обусловлены режимами 
работы гиростабилизатора:  

 стабилизация – удержание заданного направления 
при эволюциях основания; 

 управление через гироскоп – изменение угловой 
ориентации оборудования совместно с режимом 
стабилизации или без него; 

 быстрая смена угловой ориентации (переброс) – 
подача управляющего сигнала непосредственно 
на двигатели стабилизации.  

В первых двух режимах работы гиростабилизатора 
Д-7 является свободным гироскопом, скоростью прецес-
сии которого можно управлять амплитудой напряжения, 
приложенного к катушкам электромагнитных датчиков 
момента. При перебросе гиростабилизатора Д-7 исполь-
зуется в режиме арретирования. 

Гироскоп Д-7 обеспечивает требуемую точность ги-
ростабилизатора в режиме стабилизации. В режиме 
управления имеется возрастание шумовой составляющей 
выходного сигнала и не обеспечивается требуемая угло-
вая скорость управляемой прецессии гироскопа. В ре-
жиме переброса с угловыми скоростями более 70 °/с ро-
тор гироскопа ложится на упор.  

Расширение диапазона угловой скорости прецессии в 
первую очередь связано с преобразователями энергии – 
датчиками угла и момента. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Разработать математическое описание с учетом взаи-

мовлияния электромагнитных процессов в датчиках угла 
и момента серийного и модернизированного гироскопов. 

Выполнить математическое моделирование работы 
гиростабилизатора в режимах стабилизации, управления 
и переброса для параметров серийного и модернизиро-
ванного гироскопов. Оценить достигнутые результаты 
по точности и угловой скорости управления гиростаби-
лизатора с модернизированным гироскопом. 

III. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ  
ДАТЧИКОВ УГЛА И МОМЕНТА 

Гироскоп Д-7 имеет четыре индукционных датчика 
угла 1 (рис. 1), попарно включенные в дифференциаль-
ную схему и ориентированные по направлению осей 
чувствительности. Четыре датчика момента 2 имеют 
независимое включение и смещены на угол 45° относи-
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тельно датчиков угла. Оба преобразователя имеют еди-
ный магнитопровод замыкания магнитного потока 
(якорь) 3, расположенный в торцевой поверхности рото-
ра (ротор на рис. 1 не показан). 

 
Рис. 1. Расположение датчиков угла (1), момента (2) и магнитопровода (3) 

Исследование взаимовлияния датчиков угла и момен-
та гироскопа выполнено при следующих допущениях: 

 магнитные сопротивления материала якоря и сер-
дечника катушек не изменяются при изменении 
их взаимного положения; 

 магнитопроводы не насыщены; 

 изменение магнитной проводимости цепи обуслов-
лено только изменением величины воздушного за-
зора; 

 потоки рассеяния малы и не оказывают влияния 
на изменение магнитной проводимости зазора. 

Выходной сигнал индукционного датчика угла при 
дифференциальной схеме включения определяется вы-
ражением 

   HRIIU 21   

где U  – выходное напряжение, 1I , 2I  – токи в катушках 
чувствительности датчика угла; HR  – сопротивление 
нагрузки. 

Токи в катушках датчиков угла зависят от углового 
положения ротора (магнитопровода) и для одной пары 
катушек чувствительности, принимая допущение об их 
идентичности, описываются уравнениями [2]: 
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где  L  – индуктивность датчика в функции угла от-
клонения ротора, R  – активное сопротивление катушки, 

0  – магнитная проницаемость воздуха, w  – число вит-
ков катушки, S  – площадь полюсного наконечника, l  – 
расстояние от оси вращения ротора до центра полюсного 
наконечника, 0  – воздушный зазор в начальном поло-
жении ротора,   – текущий угол отклонения ротора, 1 , 

2  – суммарные ЭДС всех источников для первой и вто-
рой катушек чувствительности датчика угла. 

Источниками ЭДС являются все катушки датчиков 
момента и вторая пара катушек датчиков угла. Наводи-
мая ЭДС от одного источника определяется выражением 


dt

dIGww u
mu   

где ε – наводимая ЭДС, uw  – число витков катушки ис-
точника ЭДС, mG  – суммарная магнитная проводимость 
от катушки источника до катушки датчика угла, uI  – ток 
в катушке источнике. 

Очевидно, что выходной сигнал второго датчика угла 
будет описываться выражениями, аналогичными (1)–(3) 
с параметрами, соответствующими второй координате 
углового отклонения ротора  .  

Цепь преобразования выходного сигнала датчика угла 
в контуре управления гиростабилизаторатом включает 
аналого-цифровой преобразователь и демодулятор. Ча-
стота дискретизации сигнала составляет 500 Гц, разряд-
ность данных 216 – 32768 ед.кода соответствуют 0,5 ° 
углового отклонения ротора гироскопа. 

Изменение тока в обмотке датчика момента может 
быть описано одним из уравнений, подобным (2), с па-
раметрами, определяемыми конструкцией датчика, без 
наводимой ЭДС, при учете влияния на величину зазора 
двух координат движения [2]: 

  

 
,

sinsinl

cos
dt
dcos

dt
dlSw

I

RIU
,Ldt

dI

DMDM

DM

DMDMDM
DM

DM






























 














2

0

2
0

4
24

2

1

 

где  
 

DMDMDM Sw

sinsinl

,L 




 2
0

0 4
2

1 , 

DMU  – напряжение, подаваемое на датчик момента, 

DMI , DMR  – ток и сопротивление обмотки датчика мо-
мента, DMw , DMS  – число витков и площадь попереч-
ного сечения магнитопровода. 

Прикладываемое напряжение DMU  формируется 
цифроаналоговым преобразователем, т.е. это напряже-
ние дискретно по времени и квантовано по уровню. Раз-
рядность 212, частота дискретизации 10 кГц. Исходя из 
расположения катушек датчиков момента (рис. 1), для 
создания момента относительно одной из осей чувстви-
тельности гироскопа необходимо подавать управляющие 
напряжения на два датчика момента одновременно. 

Моделирование работы гироскопа с индукционным 
датчиком угла выполнено для двух вариантов матема-
тического описания: с учетом и без учета ЭДС, наводи-
мой датчиками момента. Математическая модель гиро-
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скопа при постоянном кинетическом моменте ротора 
имеет вид [3]: 


























,Mm)(H
mh)(A

,Mm)(H

mh)(A

рВYZ

ПX

рВZX

ПY








 

где С и А – соответственно осевой и экваториальный мо-
менты инерции ротора, X , Y , Z  – угловые скоро-
сти движения основания, H – кинетический момент рото-
ра, h – коэффициент демпфирования, M , M  – сум-
марные моменты управления, создаваемые датчиками мо-
ментов, рВm  – удельный радиально-восстанавливающий 
момент Пm  – удельный перекрестный момент, вектор 
которого перпендикулярен вектору радиально-
восстанавливающего момента,.  

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
На рис. 2 приведены результаты моделирования, 

представляющие собой разности выходного сигнала дат-
чиков угла после демодуляции и фильтрации при учете 
наводимой ЭДС, полученные при функционировании 
гироскопа в режиме арретирования для угловых скоро-
стей основания по одной из осей чувствительности 10 °/с 
(рис. 2, а) и 20 °/с (рис. 2, б). 

Из результатов моделирования следует вывод о 
необходимости исключения взаимовлияния датчика угла 
и момента для обеспечения более высокого соотношения 
«сигнал–шум» в выходном сигнале в переходных режи-
мах (изменение угловой скорости основания). С этой 
целью в конструкцию ротора внесены изменения: на 
каждой из торцевых поверхностей размещены по одному 
магнитопроводу – один для датчиков угла, второй для 
датчиков момента [4].  

Пространственное разнесение датчиков угла и мо-
мента позволило увеличить количество последних до 
восьми. Отсутствие взаимовлияния позволяет улучшить 
значение характеристики «сигнал–шум» при переменной 
угловой скорости основания.  

Выполнено моделирование работы гиростабилизатора 
при использовании математического описания гироскопов 
Д-7 и Д-7М как системы, состоящей из механической, 
индукционной и электромагнитной частей. Структурная 
схема гиростабилизатора приведена на рис. 3. 

При моделировании использовались известные мате-
матические модели кинематики движения гиростаблиза-
тора [3], выражения (1)–(4) для датчиков угла и момента, 
при описании усилительно-преобразующего тракта учи-
тывалась дискретизация сигнала по времени и квантова-
ние по уровню. 

В режиме стабилизации точностные характеристики 
гиростабилизатора при использовании в качестве чув-
ствительного элемента модернизированного гироскопа 
Д-7М и Д-7 практически идентичны (гироскопы имеют 
различные величины кинетического момента). Это сви-
детельствует о том, что проведенная модернизация не 

привела к ухудшению характеристик прибора в режиме 
свободного гироскопа. 

Погрешности стабилизации для Д-7 по каналу Y – 
0,0355 °/с, по каналу Z – 0,00305 °/с; для Д-7М по каналу 
Y – 0,0315 °/с, по каналу Z – 0,00299 °/с.  

В режиме управления на обмотки датчиков момента 
гироскопов двух типов подавались напряжения номина-
лов 1, 2 В со скоростями нарастания 2 В/с, 4 В/с. В гиро-
скопе Д7 учитывается взаимовлияние датчиков момента 
на датчики угла. Для создания момента по одной оси 
работают два электромагнита. В Д-7М взаимовлияние 
отсутствует, момент по каждой из осей создается тремя 
датчиками момента. Результаты моделирования приве-
дены на рис. 4. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 2. Влияние датчиков момента на датчики угла 

 
Рис. 3. Структурная схема гиростабилизатора 
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Рис. 4. Угловые скорости платформы в режиме управления 

В режиме управления угловые скорости прецессии 
гиростаблизатора на базе гироскопа Д-7М существенно 
больше (минимум в 1,5 раза) и увеличиваются с увели-
чением амплитуды приложенного напряжения. При этом 
во время изменения амплитуды напряжения на датчике 
момента в выходном сигнале отсутствует шумовая со-
ставляющая, обусловленная их взаимовлиянием. Макси-
мальная угловая скорость управляемой прецессии в мо-
дернизированном гироскопе составляет 160 °/с с обеспе-
чением устойчивости гироскопа и без изменения конту-
ров управления. 

При работе гиростабилизатора в режиме переброса 
работа гироскопа в режиме арретирования показана на 
рис. 5 для двух вариантов гироскопов. Достижимая уг-
ловая скорость переброса гиросокопа Д-7 составляет 
порядка 70 °/с. Увеличение угловой скорости в режиме 
арретирования приводит к потере устойчивости ввиду 
нелинейного характера момента электромагнитных дат-
чиков. 

В модернизированном гироскопе обеспечивается уг-
ловая скорость переброса до 180 °/с, однако колебательный 
характер выходного сигнала ограничивает практическое 
применение Д-7М до угловых скоростей переброса по-
рядка 150-160 °/с [5]. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Разработана математическая модель гироскопа Д-7 с 

учетом процессов, протекающих в электромеханических 
преобразователях энергии. На основании результатов 
моделирования выработаны рекомендации по модерни-
зации гироскопа Д-7. 

Разработано математическое описание модернизиро-
ванного гироскопа Д-7М и проведен сравнительный ана-

лиз функционирования с гироскопом Д-7 в составе двух-
осного стабилизатора. Показано, что точностные харак-
теристики гиростабилизатора с обоими гироскопами 
идентичны, но эксплуатационные характеристики гиро-
стабилизатора с гироскопом Д-7М улучшены по скоро-
сти управления. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 5. Режим арретирования: гироскоп Д-7 (а) и Д-7М (б) 
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За основу принята схема трехкомпонентного измери-
теля угловой скорости на основе гироскопа Ковалевской 
на пружинном подвесе [1–2]. Устройство прибора пояс-
няется чертежами рис. 1–2. 

Рис. 1. Кинематическая схема пружинного подвеса гироскопа Кова-
левской 

Рис. 2. Электрокинематическая схема, поясняющая работу систем 
радиальной коррекции и электромеханических ОС 

На чертежах приняты следующие обозначения: 1 – 
ротор гироскопа Ковалевской; 2 – гирокамера (ротор с 
кожухом); 3 – пружинная опора; 4 – корпус прибора; 5 и 
5' – датчики перемещений гирокамеры вдоль оси Oy, 
разность сигналов которых, деленная на 2L, определяет-
ся ниже: 

/5 5 5
,y y y   (1) 

5

2
y
L




 , (2) 

где y50 – поступательное перемещение центра подвеса 
гирокамеры. Формулы (1)–(2) позволяет определить угол 
α поворота гироскопа для малых углов (рис. 2). Т.о., при 
разности сигналов датчики 5 и 5' образуют датчик угла α 
(ДУα); 6 и 6' – датчики перемещений кожуха вдоль оси 
OX, разность сигналов которых позволяет определить 
угол β по формуле, аналогичной (1). Таким образом, 6 и 
6' образуют датчик угла β (ДУβ). При суммировании 
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сигналов датчиков 5 и 5' получают сигнал о двойном 
радиальном перемещении гирокамеры вдоль оси OY: 

5 5' 50 'ˆ ˆ 2y y y  . (3) 

При суммировании сигналов датчиков 6 и 6' 
получают сигнал о двойном радиальном перемещении 
гирокамеры вдоль оси ОХ, а из их разности выводят 
формулу для угла  : 

6 6 602 ;x x x  
  

6 .
2
x
L




  (4) 

Далее для поступательных перемещений гирокамеры 
2 используем переменные x и y без индексов, т.к. они 
привязывают перемещения к осям чувствительности 
датчиков перемещений. Две пары датчиков перемеще-
ний, алгоритмами которых являются формула (3) и пер-
вая формула (3а) сумм перемещений соответствующих 
датчиков, далее будем называть датчиками суммарных 
поступательных перемещений. 

Разнесенные датчики силы 7 и 7' образуют датчик 
моментов ДМx. Разнесенные датчики силы 8 и 8' обра-
зуют датчик моментов вокруг оси Oy (Мкy). Моменты 
сил коррекции от сигналов (ДУα), (ДУβ), которые уси-
ливаются усилителями 9 и 10, обозначены Мкy, Мкx. 
Они образуют два контура межосевой радиальной кор-
рекции. Кроме того, Rэ – эталонное сопротивление для 
съема информации об угловых скоростях ωх и ωу. В со-
став прибора входят (рис. 2) чувствительный элемент 11 
в виде гироскопа Ковалевской, источники электрическо-
го питания 12 (не показаны), компьютерно управляющий 
блок (13). В состав прибора введены два контура элек-
тромеханических обратных связей, их входами являются 
сигналы разностей координат относительных поступа-
тельных движений x и y гирокамеры от датчиков пере-
мещений и координат вx  и вy  эталонной модели гиро-
скопа Ковалевской. При этом каждый контур обратной 
связи содержит последовательно соединенные соответ-
ствующие датчик суммарных перемещений, корректи-
рующее устройство, усилитель, нагруженный на допол-
нительно введенную обмотку в каждой из пары датчиков 
силы 7 и 7' (ось ох) или 8 и 8' (ось оу), составляющих при 
соответствующем соединении датчик суммарной силы, 
приложенной к центру подвеса гирокамеры для коррек-
ции его положения. На вторые обмотки и, следователь-
но, на входы поступают сигналы от систем межосевой 
радиальной коррекции. 

Соответствующие пружины подвеса гирокамеры со-
здают противодействующие силы  ;  x yC yC x  по соответ-
ствующим осям. Для разгона ротора 1 в конструкции 
прибора применен трехфазный синхронный электродви-
гатель. Обмотки запитываются от источника переменно-
го тока с частотой 0,05…0.5 кГц. В соответствии с тео-
рией в гироскопе Ковалевской применено соответству-
ющее распределение масс и моментов инерции [1].  

Работа трехкомпонентного измерителя угловой ско-
рости описана в [1–2]. В состав прибора введены два 
контура электромеханических обратных связей по раз-
ностям перемещений гирокамеры и эталонной модели и 
их производным по времени. После корректирующих 
устройств и усилителей сигналы подключены к допол-

нительно введенным обмоткам датчиков силы для обес-
печения развязки сигналов по угловому и поступатель-
ным движениям. Элементы и блоки измерения угловой 
скорости z  в начальный момент времени 0t  в блоке 
начальной выставки определяют x(t0), 0 0 0( ), ( ), ( )x t y t y t   по 
сигналам суммарных датчиков перемещения 5, 5’ и 6, 6’ 
гирокамеры. В момент их ввода в эталонную модель 
происходит ее запуск, и она генерирует по алгоритмам 
(10) в блоке 13 сигналы   , ввx y , из них вычитаются мед-
ленно изменяющиеся сигналы, определяются соответ-
ствующие их первые и вторые производные для двух 
контуров электромеханических обратных связей. Для 
них в блоке вычисления и управления 13 вырабатывают-
ся по алгоритмам (9) соответствующие переменные, с 
помощью, например, наблюдающего устройства иден-
тификации Льюинбергера определяются производные по 
времени и по алгоритмам (12), (13) определяется оценка 
третьего компонента угловой скорости ПО ˆz . 

Запишем дифференциальные уравнения углового 
движения гироскопа: 

sin ;nx y zJ n K H K H mlW                (5) 
cos ,n x zJ n K H K H mlW                  (6) 

где α, β – углы поворота ротора относительно резалевой 
системы координат; Kα, Kβ – коэффициенты передачи 
радиальной коррекции;   ,n n   – коэффициенты демп-
фирования. На рис. 2 принято: K K K   . На выходе 
компьютерно управляющего блока 13 реализуются 
оценки угловых скоростей: 

/ ; / .x ny y nx
Kдм KдмIy K H Ix K H
Н Н

           (7) 

где Кny – коэффициент жесткости пружин по углу β; 
Кnx – коэффициент жесткости пружин вокруг оси ох; 
K∂м коэффициент передачи датчика момента. 

Дифференциальные уравнения относительного по-
ступательного движения центра масс ротора с учетом 
указанных выше сил, введенных сил позиционной кор-
рекции   , yxU U  и сил инерции   ,x ymW mW  имеют вид: 

2 cos 2x x z x xMx n x C x m l t M y mW U          ,  (8а) 
2 sin 2y y z y yMy n y C y m l t M x mW U          ,  (8б) 

1 1( ) ( ); ( ) ( ),x в в y в вU K x x N x x U K y y N y y             (8в) 

где xn , yn  – коэффициенты демпфирования;   , yxC C  – ко-
эффициенты жесткости электростатического подвеса; 

  , yxW W  – медленно изменяющиеся компоненты кажущего-
ся ускорения объекта;   , yxU U  – члены коррекции для со-
ответствующих осей по разности сигналов от датчиков 
поступательных перемещений и эталонной модели, а так-
же их производных по времени (уравнения (8c), реализу-
емой в блоке 13. Далее будем считать, что кажущиеся 
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ускорения либо скомпенсированы, например, по сигналам 
акселерометров, либо пренебрежимо малы. Принимаем 

nx = ny = n1, Cx = Cy = C, 

C0 = C/M; 2h = n1/M; n = N/M; K = K1/M,    (9) 

где K1, N – коэффициенты передачи электромеханиче-
ских обратных связей; C0 – квадрат частоты собственных 
недемпфированных колебаний, обеспечиваемых меха-
ническими пружинами подвеса. 

Здесь описываются только колебания относительно 
среднего положения, определяемого ускорениями по 
соответствующей оси, а также управление по разности 
положений и скоростей гирокамеры и эталонной модели. 
Такая форма более удобна и для реализации следующей, 
эталонной (компьютерной) модели гироскопа Ковалев-
ской в вычислительно-управляющем блоке 13: 


2

0 0 0

2
0 0 0

2 cos ,

2 sin .

mx hx C x l t
M
my hy C y l t
M

    

    

 

 
 

Применен датчик оборотов ротора для определения ча-
стоты его вращения 

0 . Начальные значения перемеще-
ний и их скоростей берутся по результатам измерений в 
гироскопе Ковалевской с датчиков суммарных перемеще-
ний и вводятся в эталонную модель в блоке 13. Колебания 
эталонной модели определяются путем решения в реаль-
ном времени уравнений (10) в блоке 13. Обозначим пере-
менные поступательных относительных перемещений 
гирокамеры с учетом виртуальных поступательных пере-
мещений модели гироскопа Ковалевской   , ввx y . Движе-
ния x и y определяют с помощью датчиков 5, 5’ и 6, 6’. 

Применив в вычислительно-управляющем блоке 13 (в 
бортовом компьютере) фильтр нижних частот или проце-
дуру осреднения, отделяют колебания x , y  с частота-

ми 0  от низкочастотных движений 0x , 0y  и от эталон-
ных колебаний   , ввx y : 0 вx x x x    ; 0 вy y y y    . 

Нетрудно видеть, что при 0x yW W  ; 0z   имеет 

место 0x y    . Значит, при отсутствии полезного z  
и вредного xW , yW  сигналов введенные электромехани-
ческие обратные связи устраняют колебания, которые бы 
имели место в этом случае в приборе [1], что является 
недостатком. В данном приборе он устранен. Повышает-
ся точность и расширяется диапазон измерения прибора. 
В бортовом компьютере определяют оценки x̂ , ŷ . В 
нем же вычисляют с помощью алгоритмов, например, в 
виде наблюдающего устройства идентификации Льюин-
бергера (основы компьютерной программы) производ-
ные по времени  , , , y xx y   . 

Из (8) выводят алгоритм определения оценки угловой 
скорости ˆ z , для чего первое уравнение в (8) вначале 
умножают на y , второе уравнение в (8) умножают на x , 
вычитают из первого выражения второе, приводят чле-

ны, а затем делят на приведенный коэффициент при z . 
Получают: 

2
0

2 2

( ) ( ) ( ) ( cos sin )
ˆ

2( )
x y

z

mxy yx C xy yx u y u x l y t x t
M

x y


         




       

 
, (11) 

( ( ) ( )),
( ( ) ( )).

x в в

y в в

u K x x n x x
u K y y n y y

   

   

 
 

               (12) 

Необходимо отметить и увеличенное значение коэф-
фициента 

0C K  при члене с непосредственно измеряе-
мыми координатами, что также повышает точность 
определения z . 

На рис. 3 приведены результаты моделирования ра-
боты описанного предлагаемого измерителя по уравне-
ниям (9) с эталонной моделью (10) и по алгоритму (13) 
при следующих значениях параметров:  

m=0.01,кг; M=0.02,кг; ;x yС C C   1
0 157,8, ;c   

h=111, 1;c  2
0 0 ;С   l= 510 , ;м  

63.14 10 , ;x y
НK K
м

    

141, ;x y
Н сn n

м


 
 1, .z

рад
с

    

 

Рис. 3. График ошибки экваториальных движений, оценки угловой 
скорости ˆ z  и ее погрешности 

Как видно из графика рис. 3, управление по разности 
сигналов прибора и эталонной модели позволяет быстро 
скорректировать ошибку в начальных условиях, умень-
шить амплитуду колебаний гирокамеры в зазоре до ам-
плитуды колебаний эталонной модели с ошибкой x  на 
три порядка меньше указанной амплитуды порядка 3.5 
мкм. Алгоритм вычисления оценки угловой скорости ПО 
вокруг оси собственного вращения гироскопа ˆ z  при этом 
остался невозмущаемым. Показана эффективность введе-
ния электромеханических ОС, обеспечивающих реаль-
ность практического использования данного прибора. 
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Аннотация—В работе рассмотрена возможность 
использования новой углоизмерительной технологии на 
базе 2D-шкал в системах калибровки систем навигации и 
ориентации. Проведено моделирование и получены оцен-
ки погрешности измерений для фотоприемных матриц с 
различным размером информационного поля. 

Ключевые слова—угловые измерения, 2D-шкала, циф-
ровая камера, оптическая марка, опорное направление. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Калибровку систем навигации и ориентации необ-

ходимо проводить с помощью моделирующих стен-
дов посредством определения погрешностей инерци-
альных измерителей (гироскопов и акселерометров) 
путем сравнения выходных сигналов инерциальной 
системы с данными моделирующего стенда. Динами-
ческие испытательные стенды, используемые в целях 
полунатурного моделирования, должны обеспечивать 
движение относительно нескольких осей (до пяти) с 
нестабильностью скорости вращения лучше тысячной 
или десятитысячной процента, обеспечивать позицио-
нирование в произвольном угловом положении с по-
грешностью менее 1-2 угловой секунды. Эффектив-
ность работы моделирующих стендов, в свою очередь, 
определяется их конструктивными особенностями, 
приводом и в значительной степени средствами угло-
вых измерений, используемыми для управления дви-
жением поворотных платформ стенда [1, 2]. 

В настоящее время используется целый ряд мето-
дов точного измерения углов для поворотных плат-
форм с погрешностью на уровне долей угловой се-
кунды [3, 4]. Все эти методы основаны на использова-
нии круговых шкал (растровых или дифракционных), 
где расстояние между соседними штрихами шкалы, 
деленное на ее радиус, определяет угловую цену де-
ления шкалы. Дальнейшее увеличение разрешения 
достигается использованием различных методов ин-
терполяции. Поскольку расстояние между штрихами 

практически невозможно сделать меньше длины све-
товой волны из-за дифракционных ограничений, даль-
нейшее уменьшение цены деления достигается только 
увеличением радиуса круговой шкалы. Все это свиде-
тельствует о том, что известные измерительные техно-
логии на основе радиальных шкал достигли технологи-
ческого предела и дальнейшее повышение их точности 
ограничено реальными размерами таких шкал. 

В данной работе предложена принципиально новая 
концепция построения измерителей угла на основе 
2D-шкал, т.е. шкал, представляющих собой двумерное 
множество элементов с известным расположением. 
Измерение угла в таком методе производится с помо-
щью регистрации поворота 2D-марки светочувстви-
тельной матрицей цифровой камеры с соответствую-
щей обработкой изображения. Такой подход позволя-
ет сформировать угловую шкалу на значительно 
меньшей площади и повысить точность измерений. 

II. ИЗМЕРЕНИЕ УГЛА С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 2D-ШКАЛ 
В работе [5] была изложена новая концепция из-

мерения угла и приведены результаты модельных и 
экспериментальных исследований. 

Был предложен новый универсальный малогаба-
ритный измеритель угла, основанный на измерении 
угла поворота изображения марки на светочувстви-
тельной матрице цифровой камеры. Конфигурация оп-
тической марки (рис. 1) представляет собой двумерное 
множество элементов, например ортогональную ре-
шетку из элементов в форме круга с относительной 
яркостью 1 на фоне с относительной яркостью 0. 

Поскольку ортогональная решетка обладает свой-
ством симметрии относительно поворотов на опреде-
ленные углы (0, 90, 180 и 270 градусов), необходимы 
метки, однозначно определяющие ориентацию марки. 
В марке использованы три элемента, имеющие боль-
ший диаметр по сравнению с остальными и образую-
щие неравносторонний треугольник. Положение этого 
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треугольника определяет ориентацию решетки и 
обеспечивает диапазон измерения 0–360о. 

 
Рис. 1. Конфигурация оптической марки 

Схема измерителя угла, иллюстрирующая новую 
концепцию, приведена на рис. 2. Оптическая марка 2 с 
осветителем вращается вместе с ротором 1 и изобра-
жается объективом 3 на фотоприемной матрице циф-
ровой камеры 4. Выходной сигнал с выхода цифровой 
камеры 4 подается в компьютер 5, который выполняет 
преобразование и обработку видеоданных, обеспечи-
вая определение угла поворота марки относительно 
координат фотоприемной матрицы.  

 
Рис. 2. Схема измерителя угла 

Рассматриваемая концепции измерения угла обес-
печивает переход от анализа одномерной растровой 
шкалы к анализу двумерного информационного поля, 
что требует совершенно новых конструктивных реше-
ний и технологии обработки данных. Важным при этом 
является высокий уровень усреднения координат эле-
ментов марки, пропорциональный M2, где M – число 
элементов в измерительном поле, поскольку вычисле-
ние средневзвешенных координат выполняется для M 
элементов по оси X и для M элементов по оси Y. Об-
щее число элементов в анализируемом поле может со-
ставлять при этом от несколько сотен до нескольких 
десятков и сотен тысяч. Ограничения связаны исклю-
чительно с размерами фотоприемной матрицы, полем 
зрения оптики и их разрешающей способностью. 

В связи с высоким уровнем усреднения, измеритель-
ная система становится чрезвычайно устойчивой к влия-
нию дестабилизирующих факторов, например шума 
приемника излучения. Следствием этого является высо-
кая разрешающая способность новой измерительной 
технологии, что позволяет использовать измерительное 
поле малых размеров. Погрешность измерений на 
уровне 1 угловой секунды может быть получена на све-
точувствительной матрице размером 5 мм. Это почти на 
два порядка меньше габаритов растровых датчиков. 

Следствием новой технологии является потеря 
привязки результатов измерения угла к оси вращения. 
Очевидно, что любые поперечные поступательные 
смещения не будут приводить к изменению результа-
тов измерения угла. В этом существенное отличие от 
известных измерительных технологий, для которых 
основным ограничителем точности является люфт 
ротора относительно статора в пределах зазора под-
шипников. 

Возможность синтеза изображений марки с любым 
произвольным углом поворота со сколь угодно высо-
кой точностью позволяет получить для данной техно-
логии эталоны угла в форме цифровых файлов. Это 
совершенно новая ситуация для метрологии. 

В этом нет никакого противоречия. Ведь в отличие 
от множества измеряемых величин, для которых су-
ществуют физические эталоны, угол – по определе-
нию величина безразмерная.  

Совокупность перечисленных свойств и возмож-
ностей позволяет говорить именно о новой концепции 
измерения угла, а сама концепция может служить ос-
новой для создания широкого класса достаточно про-
стых, компактных и недорогих датчиков и измерите-
лей плоского угла различного назначения и уровня 
точности. 

Было разработано несколько вариантов конструк-
ции измерителей угла, выполнена разработка про-
граммного обеспечения, оптимизация параметров из-
мерительной марки и метрологические исследования. 

III. ПЕРЕДАЧА НАПРАВЛЕНИЯ 
Одним из возможных направлений использования 

рассматриваемой технологии является решение зада-
чи привязки объектов к опорным направлениям.  

Задачи пространственной ориентации очень часто 
приходится решать с помощью бесконтактных опти-
ческих измерений углов между некоторыми направ-
лениями, задаваемыми в пространстве призмами или 
зеркалами. Такие измерения обычно проводятся с по-
мощью теодолитов или тахеометров. Эти приборы 
очень удобны для проведения измерений, но из-за их 
довольно малых габаритов точность угловых измере-
ний не очень высока. Обычно она ограничена одной 
угловой секундой или немного лучше. В некоторых 
задачах точность должна быть на уровне одной деся-
той угловой секунды. Одним из способов достижения 
столь высокого уровня точности является использова-
ние поворотного стола с достаточно хорошей точно-
стью позиционирования и установка на его платформе 
высокоточного автоколлиматора. 

Поворотный стол обычно содержит угловой энко-
дер (чаще всего это оптический энкодер) и привод. 
Привод должен обеспечивать прецизионные повороты 
на заданные углы в автоматическом режиме. Цифро-
вой автоколлиматор должен быть установлен на 
платформе поворотного стола. Задачей автоколлима-
тора является оптическая связь с отражателями, зада-
ющими угловые направления. Система позициониро-
вания платформы должна обеспечивать попадание 
изображения марки автоколлиматора в поле зрения 
ПЗС-матрицы. Угловые положения поворотного стола 
должны определяться устройством измерения угла, 
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ротор которого установлен на роторе поворотного 
стола, а статор – на корпусе поворотного стола. В ка-
честве устройства измерения угла обычно используют 
инкрементный оптический энкодер, работающий в 
динамическом и статическом режимах. Угловое по-
ложение отражателя, задающего угловое направление, 
определяется суммированием показаний оптического 
энкодера и автоколлиматора [6].  

Точность системы измерения угла определяется 
точностью автоколлиматора и поворотного стола. Для 
достижения среднеквадратичной погрешности изме-
рения угла между двумя угловыми направлениями, 
равной 0,3 угл.с, необходимо иметь погрешности по-
воротного стола и автоколлиматора не более 0,2 угл.с. 
На данный момент автоколлиматоры с такой точно-
стью производятся рядом компаний.  

Точность поворотного стола обычно определяется 
точностью оптического энкодера и качеством шари-
коподшипников, в которых установлен шпиндель. На 
данный момент угловым оптическим энкодером с ука-
занной выше точностью является прибор RON 905 
производства компании Heidenhain. При использова-
нии интерполятора RON 905 имеет точность в преде-
лах ±0,2 угл.с. К недостаткам углоизмерительной си-
стемы на основе поворотного стола следует отнести 
высокие требования к соосности и сравнительно 
большую громоздкость конструкции.  

Использование теодолита гораздо удобнее, однако 
точностные характеристики теодолитов обычно нахо-
дятся в лучшем случае на уровне 0,5 угл.с.  

Технология угловых измерений с использованием 
2D-шкал позволяет обеспечить высокую точность 
измерений и при этом сохранить габариты системы на 
уровне, характерном для теодолитов, и даже умень-
шить их. 

IV. ТОЧНОСТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СИСТЕМЫ НА 
ОСНОВЕ 2D-ШКАЛ 

Использование новой углоизмерительной техноло-
гии в задаче передачи направления требует предвари-
тельной оценки ожидаемой точности системы. В про-
цессе исследований достаточно трудно эксперимен-
тально определить оптимальные конфигурации марки 
и предельные метрологические возможности новой 
измерительной технологии. Поэтому возникла необ-
ходимость разработки математической модели изме-
рителя угла, использующей генератор изображений 
марки с любым углом поворота и стандартным для 
данного измерителя алгоритмом обработки изображе-
ния марки и вычисления угла. Создание программы 
генерации изображения марки интересно также в свя-
зи с возможностью получения для данной измери-
тельной технологии цифровых эталонов угла в форме 
файлов изображений. 

Для корректного и полного описания изображения 
марки в программе моделирования необходимо, что-
бы генератор при формировании изображения марки 
обеспечивал учет следующих параметров: 1) размер 
фотоприемной матрицы в пикселах, 2) диаметр эле-
ментов марки, 3) шаг решетки марки, 4) оптическую 
передаточную функцию объектива, 5) шумы фотопри-
емной матрицы, 6) количество кадров, по которым 

производится усреднение результатов для одного из-
мерения, 7) количество измерений, по которым произ-
водится усреднение при получении окончательного 
результата измерения.   

В разработанной программе синтеза предусмотрена 
также возможность дополнительно вводить дисторсию, 
пространственный шум в топологии марки, менять 
сдвиг сетки и центра вращения, генерировать наклон 
марки и наклон матрицы к оптической оси объектива. 

Главная проблема разработки модели состояла в 
формировании дискретизированного изображения 
марки для произвольного угла. Формирование дис-
кретного массива данных из аналитического описания 
решетки элементов методом поэлементного интегри-
рования весьма затруднительно. Поэтому был исполь-
зован метод формирования дискретизированных эле-
ментов марки с дробным сдвигом центра элемента 
относительно решетки отсчетов через фазу преобра-
зования Фурье [7]. 

Программа метрологического моделирования поз-
волила проводить оценку инструментальной погреш-
ности измерителя угла для любых параметров изме-
рителя. 

Были рассмотрены варианты построения системы 
с камерами различного разрешения – 5 Мпикс, 26 
Мпикс, 65 Мпикс и 105 Мпикс. 

Для камеры с разрешением 26 Мпикс  
(5120×5120 пикс), размером пиксела 4.5 мкм и размером 
матрицы 23×23 мм результаты модельных измерений 
для оптимальных параметров марки (период 43 пикс, 
диаметр элемента 36 пикс) в диапазоне 0–45 град с ша-
гом 0.05 град представлены на рис. 3. СКО результата 
измерения составляет 0.004 угл.с; 3σ=0.012 угл.с. Полу-
ченные результаты дают возможность рассчитать про-
гноз погрешности для камеры 26 Мпикс. 

 
Рис. 3. Инструментальная погрешность измерителя угла для камеры 
26 Мпикс 

При погрешности определения координат пятна  
σ =0.03 пикс, области анализа изображения марки, 
представляющей собой круг радиусом R=2550 пикс, и 
числа пятен, используемых для обработки, N=9060 
получаем оценку инструментальной погрешности из-
мерения угла порядка Δφ=0.03 угл.с. 

В результате цикла исследований были определены 
оптимальные параметры марки и оптическая передаточ-
ная функция для измерителя угла с камерой 65 Мпикс. 
Были получены результаты модельных измерений для 
камеры с разрешением 65 Мпикс (5344×7000пикс), 
размером пиксела 3.2 мкм и размером матрицы 
30×22,4 мм, при оптимальных параметрах марки (пе-
риод 42 пикс, диаметр элемента 36 пикс) в диапазоне 
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80-90 град с шагом 0.05 град. Результаты представле-
ны на рис. 4.  

 
Рис. 4. Инструментальная погрешность измерителя угла для камеры 
65 Мпикс 

Полученные результаты дают возможность рас-
считать прогноз погрешности для камеры 65 Мпикс. 
Для σ =0.03 пикс, R=2550 пикс и N=15240, получаем 
Δφ=0.015 угл.с. 

По результатам исследований была сформирована 
таблица прогнозируемых погрешностей измерения 
угла для фотоприемных матриц с различным разме-
ром информационного поля. 

ТАБЛИЦА. ПРОГНОЗ ПОГРЕШНОСТИ 

Информ. 
поле, 

Мпикс 

Размер  
матрицы, мм 

Размер  
пиксела, мкм 

Оценка погреш-
ности, угл. с 

1,5 6,6×5,3 5,2 0,42 
5 8,4×7,1 3,45 0,15 
26 23×23 4,5 0,03 
65 29,9×22,4 3,2 0,014 
105 36,1×29,4 3,2 0,007 
 
По результатам расчетов был построен график за-

висимости оценки погрешности цифрового измерите-
ля угла от размеров информационного поля фотопри-
емной матрицы (рис. 5). 

 
Рис. 5. Зависимость оценки погрешности измерителя угла от разме-
ров информационного поля фотоприемной матрицы 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Проведенные исследования точностных характе-

ристик углоизмерительной системы на основе 2D-
шкалы показывают перспективность данного направ-
ления развития цифровых технологий. Представляют-
ся актуальными работы с использованием развивае-
мого подхода по созданию теодолитов, гониометров, 
поворотных столов и многоосных стендов для калиб-
ровки и испытания навигационных систем. 
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Аннотация—В данной статье рассматривается реализа-
ция с практическим подтверждением применимости метода, 
основанного на подборе параметров корректирующего кон-
тура, используя математическую модель маятникового 
компенсационного акселерометра и программные средства. 
Используя предложенный метод, получены определенные 
значения параметров корректирующего контура. Проведе-
ны моделирование работы акселерометра с данным коррек-
тирующим контуром и экспериментальная оценка. Показа-
но полное соответствие результатов моделирования и ре-
зультатов экспериментальной оценки. 

Ключевые слова—маятниковый акселерометр, резонанс, 
область достижимости, математическое моделирование. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
К современным измерительным приборам, применя-

емым в навигации, предъявляются высокие требования в 
части динамических параметров подвижной системы 
приборов, так как они влияют непосредственно на каче-
ство измерений. 

Одной из проблем синтеза корректирующего контура 
(КК) маятникового компенсационного акселерометра 
(МКА) является наличие резонанса подвижной системы, 
отрицательно влияющего на динамические параметры 
замкнутой системы акселерометра (перерегулирование и 
время переходного процесса тока обратной связи, резо-
нансные частоты АЧХ).  

Рассматриваемый акселерометр представляет собой 
газонаполненный МКА, включающий в себя: 

 чувствительный элемент, представляющий упру-
гий подвес на растяжках; 

 фотоэлектрический датчик угла; 

 магнитоэлектрический датчик момента; 

 встроенный усилитель мощности с КК. 

В рассматриваемом МКА возникает резонанс, кото-
рый проявляется резким подъемом АЧХ замкнутой си-
стемы МКА на частоте от 350 до 550 Гц, подвижной си-
стемы [1]. 

В настоящее время одним из способов синтеза КК 
является метод, основанный на использовании желаемых 
ЛАЧХ разомкнутой системы акселерометра. Данный 
метод позволяет определить структуру КК, однако не 
обеспечивает отсутствие резонанса подвижной системы 
в заданном диапазоне частот. 

Уменьшение резонанса подвижной системы МКА 
может быть осуществлено различными путями:  

 уточнением параметров элементов КК; 

 экспериментально; 

 с использованием математической модели (ММ) 
МКА. 

На практике подбор параметров элементов КК – про-
цесс достаточно трудоемкий ввиду необходимости после 
каждого уточнения проводить оценку динамических 
параметров МКА. Экспериментальный подход требует 
значительного количества итераций и значительного 
объема средств. Поэтому целью данной работы стала 
реализация с практическим подтверждением примени-
мости метода, основанного на подборе параметров КК, 
используя ММ МКА и программные средства. 

II. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ МКА 
ММ МКА реализована в виде структурных схем в 

среде динамического моделирования на основе системы 
дифференциальных уравнений. 

Структурные схемы замкнутой системы МКА и КК 
приведены соответственно на рис. 1 и 2. 

 
Рис. 1. Структурная схема замкнутой системы МКА 
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Рис. 2. Структурная схема КК замкнутой системы МКА 

Механическая часть МКА и КК, построенных с ис-
пользованием желаемых ЛАЧХ, могут быть представле-
ны в виде передаточных функций четвертого и третьего 
порядков соответственно. Общая передаточная функция 
МКА имеет седьмой порядок: 

 
3 9 2 14

6 3 10 2 14 14reg
0.91849s +1.35073 10 s +93.88000s+1.66000 10

8.
W

56803 10 s +8.37722 10 s +2.0468 10 s+1.00025 10
s =  

   
. 

В результате моделирования построена АЧХ замкну-
той системы МКА (рис. 3). На АЧХ имеет место резкий 
подъем (резонанс) на частоте ~440 Гц. Наличие резонан-
са подтверждено экспериментально и отрицательно ска-
зывается на динамических параметрах замкнутой систе-
мы акселерометра [2–3]. 

 
Рис. 3. АЧХ замкнутой системы МКА 

Для обеспечения нормальной эксплуатации с требуе-
мым качеством МКА определены следующие критерии 
качества замкнутой системы МКА: 

 амплитуда резонанса подвижной системы МКА в 
диапазоне частот от 350 до 550 Гц не должна пре-
вышать 40 усл.ед.; 

 перерегулирование переходного процесса тока 
обратной связи 35%  ; 

 время установления переходного процесса tп тока 
обратной связи Ioc на уровне ±5% от установив-
шегося значения tуст не более 0,03 с. 

III. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ КК 
На основе вышесказанного поставлена следующая 

задача: для МКА, заданного ММ, представленной через 
электронные элементы, применяемые в конструкции 
КК, необходимо найти такие параметры КК 

g dob vh oy g oyR ,  R ,  R ,  R ,  C ,  C , при которых будут обеспе-
чены заданные критерии качества замкнутой системы 
МКА (рис. 4), то есть динамические параметры подвиж-

ной системы МКА достигнут заданных временных и 
частотных областей достижимостей при наложенных 
ограничениях на номинальные значения электронных 
элементов КК: 

g g g

dob dob dob

vh vh vh

oy oy oy

g g g

oy oy oy

R    R   R ,

R R R ,
R  R  R ,
R  R  R ,

C    C    C ,

C  C   C ,

 

 

 

 

 

   
где R R R    – диапазон изменения соответствующего 
параметра R от минимального до максимального значения. 

 
Рис. 4. Структурная схема КК 

Варьируемыми параметрами являются 
g dob vh oy g oyR ,  R ,  R ,  R ,  C ,  C . 

Для решения поставленной задачи применена среда 
динамического моделирования. Использованы модули 
оптимизации среды, с помощью которых задаются необ-
ходимые допустимые временные и частотные области 
достижимостей динамических параметров подвижной 
системы МКА (рис. 5 и 6). 

В результате решения поставленной задачи были по-
лучены определенные значения параметров КК: 

g dob vh

oy g
8

o
8

y
7

100 Ом 0.0264 Ом 31707 ОмR ,                 R ,           R ,

R ,1.9657 10 Ом 2.3386 10 Ф   C ,        C 1.5204 10 Ф. 

  

   

 

 
Рис. 5. Временная область достижимости тока Ioc МКА 

 
Рис. 6. Частотная область достижимости параметров МКА 
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IV. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
Проведено моделирование МКА с КК с данными зна-

чениями параметров. Моделирование показало соответ-
ствие АЧХ и переходного процесса критериям качества 
замкнутой системы МКА (рис. 7–9), определенным для 
нормальной эксплуатации с требуемым качеством [4–7]. 

 
Рис. 7. Переходной процесс тока Ioc при воздействии ускорения 1g 

 
Рис. 8. ЛАЧХ тока Ioc 

Для проверки правильности модели динамические 
параметры замкнутой системы МКА были оценены экс-
периментально. Экспериментальные результаты совпали 
с результатами моделирования (рис. 10 и 11). На АЧХ 
замкнутой системы МКА амплитуда резонанса в диапа-
зоне частот от 350 до 550 Гц существенно снижена и 
меньше амплитуды, заданной в критериях качества. 

 
Рис. 9. АЧХ замкнутой системы акселерометра с уменьшенным резо-
нансом 

 
Рис. 10.  Экспериментальная АЧХ замкнутой системы МКА 

 
Рис. 11.  Переходный процесс по току обратной связи МКА 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Применение современных компьютерных технологий 

при построении и оптимизации корректирующих контуров 
(регуляторов) является эффективным вычислительным 
аппаратом, который существенно сокращает время разра-
ботки и удешевляет процесс проектирования в целом. 

Математическое моделирование в среде динамиче-
ского моделирования позволяет не только подбирать 
параметры регуляторов, но и определять оптимальную в 
частных случаях структуру регуляторов, используя ите-
ративный подход. 
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Аннотация—разработан способ измерения ширины зо-

ны захвата в лазерных гироскопических датчиках по нели-
нейным искажениям масштабного коэффициента, возника-
ющим при вращении датчика с угловой скоростью, равной 
амплитуде его частотной подставки. Достоверность пред-
ставленного способа подтверждается сходимостью резуль-
татов измерения ширины зоны захвата с данными, полу-
ченными известными методами на тех же приборах. 

Ключевые слова—лазерный гироскопический датчик, 
выходная характеристика, зона захвата, масштабный 
коэффициент, частотная подставка. 

I. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Связь встречных волн через обратное рассеяние или 

захват частот [1] является хорошо известным физическим 
эффектом, существенно ограничивающим точность гиро-
скопических систем при малых угловых скоростях [2–4]. 

В настоящий момент разработчиками лазерных гиро-
скопов предложено множество способов борьбы с этим 
эффектом [5–7]. Однако ни одна существующая оптико-
физическая схема лазерного гироскопического датчика 
не позволяет полностью его нивелировать, поэтому изме-
рение ширины зоны захвата является актуальной задачей. 

В АО «НИИ «Полюс» им. М.Ф. Стельмаха» разрабо-
тан типоряд лазерных гироскопических датчиков на ос-
нове кольцевых He-Ne лазеров с неплоским резонатором 
и магнитооптической частотной подставкой на эффекте 
Зеемана [8–10]. Это позволяет вывести рабочую точку 
датчика из зоны захвата на линейную область выходной 
характеристики. Применение магнитооптической ча-
стотной подставки [11–12] обеспечивает лазерным гиро-
скопическим датчикам большую устойчивость к меха-
ническим воздействиям, по сравнению с аналогичными 
приборами с механической частотной подставкой и 
оптоволоконными датчиками [13–14]. 

Однако в лазерных гироскопических датчиках это 
приводит к появлению нелинейности выходной характе-
ристики и нестабильности масштабного коэффициента 
при скоростях вращения близких к амплитуде частотной 
подставки [15, 16]. Поэтому задача контроля ширины 
зоны захвата в условиях реальной работы датчика явля-
ется актуальной [17, 18]. 

Целью работы является разработка способа измере-
ния ширины зоны захвата лазерного гироскопического 
датчика по искажениям частотной характеристики при 
скоростях вращения близких к амплитуде частотной 
подставки. 

II. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ  
Как было сказано ранее, применение периодической 

частотной подставки приводит к существенному нели-

нейному характеру поведения выходной характеристики 
лазерного гироскопического датчика при угловых ско-
ростях истинного вращения близких к амплитуде ча-
стотной поставки [15]. В этой зоне частотная зависи-
мость масштабного коэффициента испытывает осцил-
ляцию по типу аномальной дисперсии вблизи частоты 
поглощения, что является следствием сильной связи 
встречных волн [19]. 

Данный эффект вызван обратным рассеянием света 
[1] на зеркалах лазерного гироскопического датчика в 
следствие неоднородности их поверхности. Выделяют  
2 типа источников обратного рассеяния: диссипативный 
(S+) и консервативный (S–) [20]. Они отличаются величи-
ной фазового сдвига излучения, попадающего во встреч-
ную волну. 

Физический смысл их различия заключается в сле-
дующем: диссипативное обратное рассеяние вызвано 
неоднородностями показателя поглощения зеркал; кон-
сервативное обратное рассеяние вызвано неоднородно-
стями их показателя преломления. К явлению захвата 
частот встречных волн приводит именно диссипативная 
составляющая обратного рассеяния (S+). 

Данные параметры влияют на выходную частотную 
характеристику лазерного гироскопического датчика с 
периодической частотной подставкой следующим об-
разом: 

 диссипативная составляющая обратного рассея-
ния S+ определяет ширину области значительных 
нелинейных искажений масштабного коэффици-
ента в диапазоне угловых скоростей вращения, 
близких к амплитуде частотной подставки. А 
также S+ влияет на скорость возрастания функции 
частотной характеристики в зоне захвата; 

 величина консервативной составляющей обратно-
го рассеяния S– определяет величину малых нели-
нейных искажений масштабного коэффициента 
при угловых скоростях вращения, не входящих в 
диапазон угловых скоростей, близких к амплиту-
де частотной подставки. 

На рис. 1 представлена выходная характеристика ла-
зерного гироскопического датчика. На ней показаны 
диапазоны угловых скоростей, соответствующие нели-
нейным искажениям масштабного коэффициента, кото-
рые определяются параметрами S+ и S–. 

Таким образом, опираясь на представленные теоре-
тические данные можно разработать способ определения 
ширины зоны захвата по нелинейным искажениям мас-
штабного коэффициента лазерного гироскопического 
датчика. 
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Рис. 1. Общий вид зависимости нелинейных искажений масштабного 
коэффициента лазерного гироскопического датчика от угловой скоро-
сти вращения 

III. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ 

A. Описание экспериментальных работ 
В первой части экспериментального исследования (в 

период с 2018 года по 2020 год) были проведены изме-
рения масштабных коэффициентов лазерных гироскопи-
ческих датчиков типа ЗЛК-20 и ЗЛК-16 [20] при не-
скольких угловых скоростях, вблизи амплитуды частот-
ной подставки и на значительном удалении от нее. 

Измерения проводились на одноосевом испытатель-
ном стенде с вертикальной осью вращения. Общее коли-
чество лазерных гироскопических датчиков, участво-
вавших в эксперименте, за данный временной период 
составило около 350 штук. 

Далее проводился расчет значений нелинейных ис-
кажений масштабного коэффициента (∆K) при разных 
угловых скоростях. Последующая аппроксимация полу-
ченной зависимости позволила рассчитать диссипатив-
ную (S+) и консервативную (S–) составляющие обратного 
рассеяния, что подробно описано в работе [20]. Это поз-
волило полностью описать выходную частотную харак-
теристику каждого отдельно взятого лазерного гироско-
пического датчика и убедиться во взаимной независимо-
сти величин S+ и S– [21]. 

Дальнейшая статистическая обработка массива полу-
ченных данных позволила установить зависимость для 
вычисления ширины зоны захвата по трем специально 
подобранным значениям масштабного коэффициента. 

B. Расчет ширины зоны захвата 
Два из трех значений масштабного коэффициента (K1 

и K2) лазерного гироскопического датчика измеряются 
при угловой скорости (Ω), близкой к амплитуде частот-
ной подставки (Ω0). Третий масштабный коэффициент 
(K3) измеряется при угловой скорости, на порядок пре-
вышающей амплитуду частотной подставки, например 
при угловой скорости 400 °/с. Данная угловая скорость 
соответствует линейному участку зависимости масштаб-
ного коэффициента датчиков ЗЛК-20 и ЗЛК-16 от угло-
вой скорости вращения, что позволяет принять значение 
K3 за опорное. 

Масштабные коэффициенты K1 и K2 измеряются при 
угловых скоростях на 1 и 2 °/с (соответственно) меньше 
угловой скорости, равной амплитуде частотной подстав-
ки, которая определяется индивидуально для каждого 
типа датчика и находится в диапазоне 30-40 °/с. 

Далее рассчитывается отклонение (∆Ki) масштабных 
коэффициентов ∆K1 и ∆K2 относительно опорного значе-
ния K3 по формуле (1): 

∆iippm 

Учитывая, что масштабный коэффициент K3 является 
опорным, его относительное отклонение ∆K3 обращается 
в ноль. 

В результате имеем набор значений ∆Ki, каждое из 
которых получено при разных угловых скоростях вра-
щения зеемановского гироскопического датчика. Графи-
чески эта зависимость представлена на рис. 2. 

 
Рис. 2. Экспериментальная зависимость нелинейных искажений мас-
штабного коэффициента от угловой скорости вращения лазерного 
гироскопического датчика. 

Во второй части эксперимента было установлено, что 
зависимость масштабных коэффициентов от ширины 
зоны захвата носит полиномиальный характер и может 
быть описана квадратным уравнением (2): 

∆∆aΩL
bΩLc. 

Значением функции (2) является разность нелиней-
ных искажений двух масштабных коэффициентов отно-
сительно третьего (опорного) масштабного коэффициен-
та, соответствующего линейному участку выходной ха-
рактеристики. Аргументом функции (2) является ширина 
зоны захвата (ΩL). 

В результате аппроксимации экспериментальной за-
висимости (рис. 3) были определены эмпирические ко-
эффициенты (a, b, c) для исходного квадратного уравне-
ния, представленные в табл. 1. 

 
Рис. 3. Аппроксимация зависимости разности нелинейных искаже-
ний масштабного коэффициента от ширины зоны захвата для датчи-
ков типа ЗЛК-20 (1) и ЗЛК-16 (2) 
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ТАБЛИЦА 1. ЭМПИРИЧЕСКИЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ 

Тип датчика Коэффициенты 
a b c 

ЗЛК-20 4273.9 82.222 2.9076 
ЗЛК-16 2179.3 14.385 0.3062 
 

Это позволило описать зависимость масштабных ко-
эффициентов от ширины зоны захвата через разность их 
нелинейных искажений.  

При известном значении функции (2) с применением 
эмпирических коэффициентов ширина зоны захвата для 
каждого конкретного лазерного гироскопического дат-
чика вычисляется путем решения данного квадратного 
уравнения по формуле (3): 

ΩLbbac∆∆a°c 

IV. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 
Как видно из табл. 1, значения эмпирических коэф-

фициентов значительно отличаются друг от друга в за-
висимости от типа лазерного гироскопического датчика 
(ЗЛК-20 или ЗЛК-16). Это отличие обусловлено как раз-
ной амплитудой частотной подставки, применяющейся в 
данных типах датчиков, так и различием в длине оптиче-
ского контура, которая для ЗЛК-20 составляет 200 мм, а 
для ЗЛК-16 – 160 мм. 

Для подтверждения достоверности результатов изме-
рений, получаемых данным способом, был проведен 
сравнительный анализ ширины зоны захвата (ΩL), рас-
считанной по формуле (3), (способ 1) и измеренной по 
известной методике [17] (способ 2), на 20 датчиках типа 
ЗЛК-20 и 20 датчиках типа ЗЛК-16. Полученные значе-
ния были усреднены. Результаты эксперимента приведе-
ны в табл. 2. 

ТАБЛИЦА 2. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТА 

Тип датчика Способ 
1 2 

ЗЛК-20 <ΩL> = 0.084 °/c <ΩL> = 0.089 °/c 
ЗЛК-16 <ΩL> = 0.117 °/c <ΩL> = 0.105 °/c 

 

Как видно из табл. 2, совпадение средних значений 
<ΩL>, измеренных двумя принципиально разными спо-
собами, составляет более 90% для обоих типов лазерных 
гироскопических датчиков, что говорит о достоверности 
результатов, полученных в данной работе. 

Как было сказано ранее, всем типам лазерных гиро-
скопических датчиков со знакопеременной частотной 
подставкой свойственна нелинейность выходной харак-
теристики. Учитывая это, способ определения ширины 
зоны захвата по нелинейным искажениям масштабного 
коэффициента может быть применим и для других типов 
лазерных гироскопических датчиков. С учетом проведе-
ния дополнительных исследований его можно адаптиро-
вать для лазерных датчиков на виброподвесе. 

V. ВЫВОДЫ 
Предложенный способ измерения ширины зоны за-

хвата был успешно апробирован на участке испытаний 

лазерных гироскопических датчиков в АО «НИИ «По-
люс» им. М.Ф. Стельмаха на серийно выпускаемых при-
борах. 

Значения ширины зоны захвата, полученные пред-
ставленным способом, хорошо согласуются со значени-
ями, которые были получены с помощью альтернатив-
ных методов измерения [17, 18]. Это позволяет судить о 
высокой достоверности результатов, полученных в дан-
ной работе. 

Основными преимуществами представленного спо-
соба перед известными альтернативными способами 
измерения ширины зоны захвата в лазерных гироскопи-
ческих датчиках являются: 

 полная автоматизация процесса измерений; 

 исключение ошибок измерения, вызванных чело-
веческим фактором; 

 отсутствие необходимости входа в зону захвата 
или работа вблизи нее, что не соответствует 
штатному режиму работы датчиков; 

 сокращение времени и уменьшение трудоемкости 
процесса измерения ширины зоны захвата.  

Указанные преимущества достигаются за счет сокра-
щения количества входных данных, требуемых для рас-
чета, интеграцией с процессом измерения других выход-
ных параметров датчика и более высокой автоматизации 
измерений, которую демонстрирует данный способ. 
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Аннотация—Исследуется динамика волнового твердо-
тельного гироскопа, работающего в компенсационном ре-
жиме функционирования датчика угловой скорости. При 
этом учтены разночастотность и нелинейность. Получены 
формулы масштабного коэффициента гироскопа и угловой 
скорости дрейфа. Показано, что дрейф гироскопа с емкост-
ными датчиками управления прямо пропорционален разно-
частотности, коэффициенту нелинейности и квадрату ам-
плитуды колебаний резонатора. Приведен числовой пример. 

Ключевые слова—волновой твердотельный гироскоп, 
датчик угловой скорости, разночастотность, нелинейность, 
дрейф. 

I.  ВВЕДЕНИЕ  
В настоящее время вопросам совершенствования 

волнового твердотельного гироскопа уделяется большое 
внимание [1–7]. Гироскопы такого типа находят широ-
кое применение в автомобильной электронике, меди-
цинской технике, робототехнике, в товарах широкого 
потребления. В работе [8] проведено исследование ди-
намики гироскопа, работающего в режиме датчика уг-
ловой скорости. Дан анализ технических характеристик 
микромеханического волнового гироскопа как единой 
микромеханической системы, содержащей механиче-
скую часть (резонатор) и электронные модули. С этих 
позиций рассмотрены вопросы возбуждения и управле-
ния колебаниями резонатора для достижения требуемых 
характеристик по чувствительности, линейности и ра-
бочей полосе частот пропускания прибора. В [9, 10] 
рассматривается динамика волнового твердотельного 
гироскопа в режиме датчика угловой скорости.  

Однако в этих работах не рассматривается дрейф уг-
ловой скорости, обусловленный упругой анизотропией 
резонатора и нелинейностью колебаний. Поэтому в дан-
ной работе ставится задача исследования влияния раз-
ночастотности и нелинейности на дрейф волнового 
твердотельного гироскопа в режиме датчика угловой 
скорости  

II. УРАВНЕНИЯ КОЛЕБАНИЙ РЕЗОНАТОРА 
Рассматривается цилиндрический кварцевый резона-

тор, один край которого свободен, а другой жестко при-
креплен к подвижному основанию. Для поддержания 
незатухающих колебаний цилиндрической оболочки 
используются емкостные датчики управления, располо-
женные вблизи от свободной кромки резонатора.   

Предположим, что основание прибора вращается от-
носительно оси, перпендикулярной его плоскости с уг-

ловой скоростью Ω, которую в дальнейшем будем счи-
тать малой по сравнению с характерной частотой коле-
баний резонатора ω . Тогда система дифференциальных 
уравнений, описывающая динамику резонатора в одно-
модовом приближении, имеет вид [11]: 
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sin cos ,

c s

c s

f f f g h f h g f g f

u t u t

g g g f h g h f f g g

u t u t

          

   

           

   

  

 
  (1) 

где f  и g  – обобщенные координаты основной формы 
колебаний резонатора в двух фиксированных точках, 
отстоящих друг от друга под углом в 45°, и нормализо-
ванные относительно рабочего зазора емкостного датчи-
ка управления; * * * *sin 4 , cos 4s ch h h h     – компо-

ненты, характеризующие упругую анизотропию, *h  – 
модуль разночастотности,   – угол ориентации главной 
оси жесткости относительно отсчетных осей; / Q    – 
коэффициент демпфирования, Q – коэффициент доброт-
ности; v – нормализованная угловая скорость; *  – коэф-

фициент нелинейности; * * * *
1 2 3 4, , ,u u u u  – нормализованные 

амплитуды сигналов возбуждения колебаний резонатора; 
точкой обозначено дифференцирование по времени t;  

0  – частота внешнего гармонического возбуждения 
основной моды колебаний резонатора.  

Отметим, что для составления уравнений динамики 
резонатора электромеханической системы в [11] приме-
няется методика, предложенная В.Ф. Журавлевым [12].  

При определении функции Лагранжа использовано 
выражение для кинетической потенциальной энергии 
резонатора с малыми геометрическими погрешностями 
изготовления и потенциальной энергии электростатиче-
ского поля управляющих конденсаторов. Учитывая, что 
функция нормального прогиба резонатора является ко-
нечной по отношению к номинальному зазору между 
резонатором и неподвижными электродами, получены 
выражения для нелинейных управляющих воздействий 
на резонатор. Внутренние потери при колебаниях учи-
тывались с помощью модели Кельвина−Фойгта. Внеш-
ними потерями пренебрегали, считая объем корпуса 
прибора вакуумированным. 
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Методики определения компонент, характеризую-
щих упругую анизотропию с учетом коэффициента не-
линейности представлены в [13, 14].   

Будем полагать, что частота внешнего воздействия 
близка к собственной частоте колебательного контура, т.е.  

0 , ,       

где λ – поправка к частоте, которая вводится для 
настройки резонансного режима работы гироскопа на 
подвижном основании. 

III. ОСРЕДНЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ 
Систему (1) будем исследовать методом усреднения 

Крылова–Боголюбова [15]. С этой целью введем мед-
ленные переменные 1 1 2 2, , ,p q p q  по следующим фор-
мулам: 

1 0 1 0

2 0 2 0

1 0 0 1 0 0

2 0 0 2 0 0

sin cos ,
sin cos ,

cos sin ,
cos sin .

f p t q t
g p t q t

f p t q t
g p t q t

   

   

     

     





                (2) 

Подставляя (2) в (1) и проводя осреднение по явно 
входящему времени [16, 17], приходим к системе урав-
нений движения в медленных переменных 1 1 2 2, , ,p q p q : 

1 2 1 2 1 1

1 2 1 2 1 2

2 1 2 1 2 3

2 1 2

1 1

1 2

2

4

3

412 2

2 2
2 2
2

2

,
,

2 ,
,2

c s

c s

c s

c s

q q h p h p p u
p p h q h q q u
q q h p h p p u
p p h q h q q u

q k
p k
q k
p k

     

    

   

    

     

    

  



     






    (3) 

где * /    , * /c ch h  , * /s sh h  , * /i iu u  , 

1, 2,3, 4i  ; 1 1 2Ek p q X   ,  2 1 2 ,Ek Xq p   

3 2 1 4 2 1, ;k p q k qE X E p X      
22 2 2

1 2 213( ) / 4E q p q p    , 2 1 1 2( ) / 2X p q p q   – не-
линейные слагаемые модели. 

Значения 1 4,...u u  являются управляющими сигнала-
ми системы (3), позволяющими стабилизировать ампли-
туды колебаний двух нормальных форм колебательного 
контура. Отметим, что в электронном контуре гироско-
па физически реализуется схема осреднения Крылова–
Боголюбова: измеряемые индукционными датчиками 
высокочастотные функции времени f , g  с помощью 
контуров обработки сигналов [17] представляются в 
виде (2). Таким образом, медленные переменные 

1 1 2 2    p q p q  системы (3) являются измеряемыми.   

IV. УПРАВЛЕНИЕ ДВИЖЕНИЕМ РЕЗОНАТОРА  
В КОМПЕНСАЦИОННОМ РЕЖИМЕ ДАТЧИКА  

УГЛОВОЙ СКОРОСТИ  
Рассмотрим функционирование микрогироскопа в 

режиме датчика угловой скорости компенсационного 

типа. В этом случае задается первичная возбуждающая 
волна с заданным значением амплитуды колебаний. Из-
за вращения основания возникает вторая волна, пучно-
сти которой располагаются под углом / 4  к пучностям 
первичной возбуждающей волны. Целью управления 
является возбуждение и поддержание заданной ампли-
туды колебаний первичной возбуждающей волны и 
полная компенсация колебаний второй волны. Сигналы 
управления, необходимые для компенсации, позволяют 
определить угловую скорость основания гироскопа.  

Зададим программные значения ,A B  амплитуд ко-
лебаний двух нормальных форм 1 0,A q B  , при этом 

2 1 2 0q p p   , где 1 1 2 2, , ,q p q p  – заданные значения 
медленных переменных.    

Построим пропорциональный регулятор (П-регулятор). 
Зададим управление 1 4,...u u  в виде обратной связи по 
измерению медленных переменных 1 1 2 2, , ,p q p q : 

 1 1 1 12 3 42 2, , , ,ос ос ос осu K q q u K p u K q u K p          
(4) 

где осK  – коэффициент усиления в цепи обратной свя-
зи. В дальнейшем будем рассматривать гироскоп, рабо-
тающий в резонансе 0  . 

Уравнения замкнутой системы управления примут вид: 

 
 
 
 

1 1 2 2 1

1 1 2 2

2

1 1

1 2

2 3

2

2 1 1

2 2 1 4 1

)

) / 2

)

( / 2,

( ,

( / 2

) / 2.

,

(

ос c s ос

ос c s

ос c s

ос c s

K q h p h p q K q

K p h q h q p

K q h p h p q

K p h q

q k

p k

pp h q

q k

k

     

      

    

 



 

 

  

  

    









 (5) 

При исследовании устойчивости замкнутой системы 
дифференциальных уравнений (5) учтем, что ,,c s осh h K  . 
Пренебрегая слагаемыми, содержащими параметры 

,,c sh h  , построим характеристическое уравнение 

 22 2 2( ) 0осs K        

и найдем его корни: 

1,2 3,4( ), ( ).ос осs K i s K i             

Так как коэффициент осK , коэффициент демпфиро-
вания γ принимают только положительные значения, то 
действительные части корней характеристического 
уравнения отрицательны. Следовательно, решение си-
стемы асимптотически устойчиво. 

Таким образом, решение замкнутой системы (5) мож-
но представить в виде суммы асимптотически устойчиво-
го решения, зависящего от начальных условий 

1 10 1 10 2 20 2 20(0) , (0) , (0) , (0)q q p p q q p p     и частно-
го решения 
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 

 
 

( ) /2
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( ) /2

2 20

2

2

cos( / 2) sin( / 2)

( ) / ( ( )

cos( / 2) sin( / 2)

cos( / 2) sin( / 2)

/ ( ( ) ,

cos( / 2

,

)

)

,

)

ос

ос

ос

ос

K t

ос ос ос
K t

K t

ос ос
K t

q e t q t

K q K K

p e p t p t

q e q t q t

K q K

p e

q

p t

 

 

 

 

   

    

   

    

   

 



 

 

 10 sin( / 2) .p t 

 

Анализ установившегося решения  

2
1 1

2
2 1 1 2

2

2
( ) / ( ( ) ,)

/ ( ( ) ), 0, 0,
ос ос ос

ос ос

q K q K K

q K q K p p

 





 

   

     
    (6) 

показывает, что имеется статическая ошибка регулиро-
вания, вызванная наличием угловой скорости основа-
ния. Значения установившихся амплитуд колебаний 

1 2,q q  отличаются от программных значений 1 2,q q  на 
величину, зависящую от коэффициента усиления осK  и 
угловой скорости основания v , коэффициента демпфи-
рования  . 

Отметим, что отношение установившихся значений 
(6) пропорционально угловой скорости основания:  

2

1
.

ос

q v
q K

 
 

 

Таким образом, угловая скорость основания v  мо-
жет быть определена по измерениям установившихся 
значений: 

  2

1
.ос

q
v K

q
                                (7) 

Точность определения угловой скорости основания 
зависит от уровня случайных и систематических по-
грешностей в измерениях медленных переменных.  

Пусть установившиеся значение 1q  отличается от 
программного 1q  на величину 1 1 1q q q  . Тогда, учи-
тывая, что 1 1/ 1q q   ( 5

1 110 , 0.05q q   [11]), расклады-
вая в знакочередующийся убывающий ряд и удерживая 
первые члены ряда, получим  

1

1 1 1 1 11
1

1

1 1 1

1

1 1 q
q q q q qqq

q
  



 
 

 


  






 

        (8) 

с относительной погрешностью, не превышающей 

1
2

1( / )q q . 

Учитывая, что  

32 / ,осuq K                          (9) 

где 3 3 ,u U     – параметр, характеризующий элек-
тростатические датчики управления [11], 3U  – напря-
жение управления, и то, что угловая скорость равна 

/ (4 )Бv K , где БK  – масштабный коэффициент 
Брайана цилиндрического резонатора, получим 

3ГK U  ,                                (10) 

где 
2

2 2
1

( )
1

4 ( )
ос ос

о ос
Г

Б с
K

K v K
K К q v K

     




 
    

 
 – масштаб-

ный коэффициент гироскопа с относительной погреш-

ностью, не превышающей 
2

2

2

2
( )

( )
ос

ос

v K
v K

 
 
 


 

  

 


.  

Проводя замену 1 1 1q q q   и линеаризацию систе-
мы (5) относительно 1 1 2 2, , ,q p q p , которые имеют поря-
док 10–5 [11], получим  

 
 
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1 1 2 2 1

1 1 2 2 1
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K q h
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q
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p h p q

K p h q h q p

  

  

    
 



      

      

      

      









   (11) 

где 2
1 1

3
4

q    – параметр, характеризующий нелиней-

ность. 

Для определения стационарного решения системы 
(11) выпишем неоднородную систему линейных алгеб-
раических уравнений с постоянными коэффициентами 
относительно медленных переменных 1 1 2 2, , ,q p q p : 

1

1

1 1 2 2 1

1 1 2 2 1 1 1

2 2 1 1 1

12 2 1 1 1

( (
(

(

) ) ,
) ,

1) ) ,
3

) ( )
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     (12) 

V. ВЛИЯНИЕ НЕЛИНЕЙНОСТИ И СОСТАВЛЯЮЩЕЙ 
РАЗНОЧАСТОТНОСТИ sh  НА УГЛОВУЮ СКОРОСТЬ ДРЕЙФА 

Полагая, что hc = 0, с учетом (12) получим: 
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Для кварцевого цилиндрического резонатора [11] 
, ,oc sK h  1 . Поэтому слагаемыми 1 1 1 2 1 2, ,q pp    

пренебрегаем, а 11q  оставляем, т.к. 1q  1 2 2, ,p q p .  

В результате получим: 
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1 2 2 1
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

             (13) 

Решая систему (13), находим статические погрешно-
сти регулирования: 
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  

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                (14) 

Вычислим отношение статических погрешностей: 

2 2
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2
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3
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h qq q
q q

v
K K Kq


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С учетом (8) получим 
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2
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q q

h q
v K

K
  
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
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Подставляя (14) и (9) в (15), найдем угловую ско-
рость гироскопа 

3 дрГK U  ,                            (16) 
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h q
K K
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  – угловая скорость дрейфа. 

Таким образом, разночастотность совместно с нели-
нейностью вызывает угловую скорость дрейфа гироско-
па, пропорциональную коэффициенту нелинейности, 
составляющей разночастотности sh , квадрату заданной 
амплитуды колебаний первичной возбуждающей волны 
и обратно пропорциональную коэффициенту обратной 
связи и масштабному коэффициенту Брайана. Коэффи-
циент Брайана может быть незначительно увеличен при 
изменении высоты цилиндрического резонатора. Изме-
нения коэффициента усиления в цепи обратной связи 
ограничены [8]. Поэтому существенно снизить уход 
гироскопа можно, уменьшая амплитуду колебаний и 

составляющую разночастотности sh . Однако следует 
учитывать, что при малых амплитудах колебаний сни-
жается отношение сигнала к шуму, а улучшение балан-
сировки повышает стоимость прибора. 

VI. ВЛИЯНИЕ НЕЛИНЕЙНОСТИ И СОСТАВЛЯЮЩЕЙ 
РАЗНОЧАСТОТНОСТИ ch  НА УГЛОВУЮ СКОРОСТЬ ДРЕЙФА 

Учитывая, что сh  1 , и полагая, что 0sh  , полу-
чим: 
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Решая систему линейных уравнений (17), получим: 
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Используя формулы (7), (8), (9), (10), найдем: 
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VII. ЧИСЛОВОЙ ПРИМЕР   
Рассмотрим волновой твердотельный гироскоп с ци-

линдрическим резонатором, изготовленным из кварце-
вого стекла с нанесением на его поверхность металли-
ческого покрытия и работающим в режиме датчика уг-
ловой скорости. Принимаем следующие размеры ци-
линдрического резонатора [11]: радиус R = 20 мм, тол-
щина h = 1 мм, высота H = R. При данных значениях 
параметров резонатора его характерная частота соб-

ственных колебаний 120890c   (3260 Гц). При доб-

ротности 55 10Q    получаем коэффициент демпфиро-

вания 1/ 0.0417cQ     . При коэффициенте обратной 
связи осK  = 500 с–1, масштабном коэффициенте Брайа-
на данного цилиндрического резонатора 0.327, заданной 
амплитуды колебаний первичной возбуждающей волны 

1q  = 0.05, коэффициенте нелинейности   = 0.561 с–1 и 
составляющей разночастотности sh  = 0.314 с–1 (0.05 Гц) 
дрейф, вычисленный по формуле (16), равен 0.195 °/час. 
Также проводилось численное моделирование, которое 
подтвердило проведенные расчеты.   

VIII. ЗАКЛЮЧЕНИЕ  
Получена формула определения дрейфа угловой 

скорости волнового твердотельного гироскопа, работа-
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ющего в режиме датчика угловой скорости. При этом 
учтены разночастотность и нелинейность. Показано, что 
уход гироскопа, пропорционален коэффициенту нели-
нейности, составляющей разночастотности sh , квадрату 
заданной амплитуды колебаний первичной возбуждаю-
щей волны и обратно пропорционален коэффициенту 
обратной связи и масштабному коэффициенту Брайана. 
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Аннотация—Предложен метод решения задачи идентифи-

кации параметров волнового твердотельного гироскопа по 
данным временных рядов сигналов, полученных с датчиков 
съема информации. Динамическая модель гироскопа описы-
вается системой обыкновенных дифференциальных уравне-
ний второго порядка с неизвестными коэффициентами, свя-
занными с параметрами прибора (номинальная собственная 
частота колебаний, номинальный коэффициент затухания, 
амплитуды и углы 4-й гармоники неоднородности по массе и 
по жесткости). Алгоритм идентификации параметров основан 
на использовании авторегрессионной модели временного ряда 
и однослойной нейронной сети NNAR, реализующей прогноз 
его динамики после обучения. Найденные весовые коэффици-
енты нейронной сети позволяют идентифицировать искомые 
параметры резонатора гироскопа. 

Ключевые слова—волновой твердотельный гироскоп, вре-
менной ряд, нейронная сеть, прогноз, авторегрессия. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Волновой твердотельный гироскоп (ВТГ) относится к 

классу кориолисовых вибрационных гироскопов [1–3] и 
функционирует на основе эффекта прецессии упругих 
волн, возбужденных в осесимметричных твердых телах 
(резонаторах). Точность прибора зависит от технологиче-
ских факторов изготовления и неоднородностей его гео-
метрии и физических характеристик. Точное определение 
рабочих характеристик прибора и параметров неоднород-
ностей необходимо для его последующей балансировки. 
Ранее были предложены аналитические подходы к иден-
тификации параметров неоднородности ВТГ [4-6]. Однако 
данные подходы достаточно громоздки, требуют форми-
рования специальной системы линейных алгебраических 
уравнений (СЛАУ) и в ряде случаев, особенно при нали-
чии шумов, могут быть неустойчивыми вследствие плохой 
обусловленности матрицы такой СЛАУ.  

В настоящей работе предлагается решение поставлен-
ной проблемы с помощью технологии машинного обуче-
ния на основе построения нейросетевой авторегрессионной 
модели временных рядов (NNAR) [7, 8], соответствующих 
сигналам, поступающим с датчиков ВТГ. Обучение 
нейронной сети осуществляется методом скользящего окна 
путем итерационного прохода по обучающим сегментам 
временных рядов. После удовлетворения критерия сходи-
мости получается набор коэффициентов авторегрессии в 
виде весов нейронной сети прогноза. Далее по этим весо-

вым коэффициентам возможно определение искомых па-
раметров неоднородностей распределения массы и доброт-
ности резонатора ВТГ с помощью замены производных по 
времени в системе дифференциальных уравнений динами-
ки ВТГ конечными разностями соответствующего порядка. 

II. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
Рассмотрим кольцевую модель свободных колебаний 

неидеального ВТГ: 

IV2 2

IV2 2

( ) ( )

( ) ( ) 0,

w w w w w w

w w w w
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 

   
 (1) 

где ( , )w w t  – радиальное перемещение точки на кром-
ке кольца, м; 2 4/ ( )EJ SR  ;   – плотность материала, 
кг/м3; S  – площадь поперечного сечения, м2; R  – радиус 
средней нейтральной линии, м; E  – модуль упругости ма-
териала, Па; 4 /12J h  – момент инерции поперечного 
сечения относительно нейтральной оси, м4; h – толщина, м; 
ξ – время затухания, с.  

В качестве начальных условий заданы перемещения и 
ускорения точек резонатора: 

0 1( ,0) ( ), ( , 0) ( ).w w        

Пусть физические параметры неоднородны и могут 
быть разложены в ряд Фурье по углу  : 
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Здесь (1) (1) (2) (2), , ,lc ls lc ls     – компоненты амплитуд l-й 
гармоники дефекта затухания и упруго-массовой анизо-
тропии. 

Представим решение (1) в виде эволюции волны, воз-
бужденной по второй форме колебаний: 
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( , ) ( )sin(2 ) ( )cos(2 ).w t p t q t     (3) 

Подставив (3) и (2) в (1), можно получить систему диф-
ференциальных уравнений относительно амплитуд ,p q : 
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 (4) 

где 0 06 5   – собственная частота колебаний идеаль-
ного резонатора по второй форме. 

С помощью соответствующей измерительной схемы 
можно получить значения амплитуд в дискретные момен-
ты времени: 

( ), ( ) ( 0,1, 2,...).n n n np p t q q t n    (5) 

Задача заключается в оценке параметров модели (4) 
(1) (1) (2) (2) 2
4 4 4 4 0 0, , , , ,c s c s       по значениям временных рядов 

(5) на ограниченном интервале времени [0, ]t T . 

III. МЕТОД РЕШЕНИЯ 
Полагая, что динамический процесс, описываемый си-

стемой (4), является достаточно гладким и, кроме того, 
квазипериодическим, используем однослойную линейную 
нейронную сеть авторегрессии (NNAR) [7]: 
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где * *,j jp q  – прогнозируемые значения; 1 2,i iw w

 

– компо-
ненты векторов весовых коэффициентов; m – длина дву-
мерного «скользящего» окна; M – длина обучающего сег-
мента двумерного временного ряда. 

Обновление весов NNAR на эпохах 1,2,...k   прово-
дится по дельта-правилу, начиная с некоторого начального 
набора (0) (0)

1 2,i iw w : 

 
 
 

 

( ) ( 1) *
1,2 1 1,2 1

( ) ( 1) *
1,2 1,2

( ) ( 1) *
2,2 1 2,2 1

( ) ( 1) *
2,2 2,2

,

;

,

.

k k
i i i j j

k k
i i i j j

k k
i i i j j

k k
i i i j j

w w p p p

w w q p p

w w p q q

w w q q q










 




 



  

  

  

  

 (7) 

Здесь (0,1]   – норма обучения.  

Поскольку уравнения системы (4) в общем случае свя-
заны, связанными между собой являются и значения 
( , )j jp q . Принимая в расчет эту неявную зависимость, 
можно использовать также сокращенную модель прогноза: 

* *

1 1

, ( ,..., ).
m m

j i j i j i j i
i i

p w p q v q j m M 
 

     (8) 

Обучение нейронной сети осуществляется путем ите-
рационного прохода скользящего окна по обучающему 
сегменту временных рядов длины M от первого отсчета 
( )j m  до крайнего правого ( )j M  с единичным вре-
менным лагом. 

После удовлетворения критерия сходимости (малость 
нормы разности между векторами спрогнозированных зна-
чений *( )jp , *( )jq  и реальными измеренными значениями 
( )jp , ( )jq ) будем иметь набор итоговых весов 1 2,i iw w

  
прогнозной модели (6). 

Оценка параметров модели (4) по найденным весовым 
коэффициентам авторегрессионной модели (6) произво-
дится по следующему алгоритму: 

1) заменим производные по времени в (4) с помощью 
конечных разностей m-го порядка; 

2) представим крайние правые значения сеточных 
функций ( , )j jp q  через предшествующие значения 

1 1( , ),j jp q  2 2( , ),...j jp q   в виде, аналогичном (6); 

3) сопоставив оба представления, выразим искомые 
параметры (1) (1) (2) (2) 2

4 4 4 4 0 0, , , , ,c s c s       через весовые 
коэффициенты 1 2,i iw w . 

IV. ЧИСЛЕННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 
Рассмотрим сначала случай идеального резонатора ВТГ, 

когда 2 2
0 const,   0 const   . Тогда (4) примет вид: 

2 2
0 0 0
2 2
0 0 0

0,

0.

p p p
q q q

  

  

  

  

 
 

 (9) 

Очевидно, что прогноз необходимо осуществлять по 
схеме (8). Возьмем для определенности амплитуду p. 
Пусть длина окна прогноза 2m  , тогда 

*
1 1 2 2 ( ,..., ).j j jp w p w p j m M     (10) 

В соответствии с предложенным алгоритмом заменим 
производные по времени в первом уравнении (9) конечно-
разностными аппроксимациями второго порядка точности 
по временному шагу  : 
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1 2 2
1 1

2
( ) , ( ) .

2
j j j j j

j j

p p p p p
p t p t

 
  

 

  
    (11) 

Подставим (11) в (9) и выразим jp  через предшеству-
ющие значения: 

2 2 2
0 0 0

1 22 2
0 0 0 0

2 0.5 1
.

0.5 1 0.5 1j j jp p p
    

      

 
 

 
 (12) 

Сравнение выражений (10) и (12) дает выражения, свя-
зывающие веса нейронной сети прогноза и параметры ВТГ: 

22 1 2
0 0 2

1 2 2

(1 ) 1
, .

1 0.5 (1 )
w w w

w w w


 


  
 

  
 (13) 

Примем следующие значения физических параметров: 
0 38598.5   рад/с; 7

0 2.0 10    с. 

В вычислительном эксперименте используем параметры: 
51 10    с; 0.0025T   с (M=250 отсчетов); 1  . 

В ходе эксперимента после 250000 эпох обучения на 
интервале ( , 4 )T T  была достигнута квадратичная погреш-
ность прогноза менее 0.1 %. Были получены следующие 
значения весов: 

1 20.997, 1.851.w w    

Относительная погрешность вычисления значений соб-
ственной частоты и коэффициента затухания по формулам 
(13) оказалась менее 1·10–7.  

Следует отметить, что даже незначительное увеличе-
ние длины окна m приводит к существенному снижению 
количества эпох, требуемому для обеспечения одной и той 
же точности прогноза, однако при этом усложняется зада-
ча интерпретация весовых коэффициентов. 

Исследуем далее динамику неоднородного ВТГ. Пусть 
в (4) 

(1)
4 0.0114,с  (1)

4 0.1462;s  (2)
4 0.0249,с   (2)

4 0.0154.s    

Обучение проведем на том же интервале (0, )T  и с тем 
же шагом  , но длина скользящего окна прогноза 4m  . 
Значения весовых коэффициентов после 50000 эпох обу-
чения: 

1 2 3 40.5231, 0.063, 0.4042, 0.8109.w w w w     

 
С помощью сокращенной модели (8) можно добиться 

удовлетворительного качества прогноза с погрешностью 
порядка 2%. Связь между весами и параметрами неодно-
родности более сложная, чем в случае идеального резона-
тора, однако по-прежнему наблюдается непрерывная вза-
имосвязь между ними, что позволяет сделать вывод о воз-
можности построения эмпирических зависимостей. 

Результаты численного эксперимента позволяют сде-
лать вывод о том, что с увеличением размера скользящего 
окна быстро растет точность прогноза и уменьшается ко-
личество необходимых эпох обучения для ее обеспечения. 
В то же время это приводит к усложнению структуры и 
увеличению числа весовых коэффициентов нейронной 
сети, что затрудняет аналитическую интерпретацию ре-
зультатов обучения. Другим возможными параметром оп-
тимизации является норма обучения, а также выбор самого 
метода обучения. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Предложен метод оценки параметров неидеального 

ВТГ на основе линейной нейросетевой авторегрессионной 
модели. Решена также задача прогнозирования динамики 
колебаний, являющаяся важной при оптимизации алго-
ритмов инерциальной навигации. Метод отличается гиб-
костью и эффективностью, а также позволяет получить 
явную интерпретацию весовых коэффициентов прогноз-
ной модели двумерного временного ряда. Предложенный 
подход может использоваться для оценки параметров дру-
гих типов вибрационных гироскопов. 
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Аннотация—В докладе обсуждаются проблемы регу-

ляризации моделей механики космического полета, кос-
мической инерциальной навигации, прогноза движения 
космических тел и аппаратов. Приводятся результаты 
сравнительного исследования точности численного инте-
грирования классических ньютоновских дифференциаль-
ных уравнений (ДУ) пространственной ограниченной за-
дачи трех тел (Земля, Луна и космический аппарат) в де-
картовых координатах и построенных нами регулярных 
кватернионных ДУ этой задачи в четырехмерных пере-
менных Кустаанхеймо-Штифеля (KS-переменных). 

Ключевые слова—кватернионная регуляризаця моделей 
механики космического полета, космической инерциальной 
навигации, прогноза движения космических тел и аппаратов. 

I. ПРОБЛЕМА РЕГУЛЯРИЗАЦИИ УРАВНЕНИЙ НЕБЕСНОЙ 

МЕХАНИКИ И АСТРОДИНАМИКИ  

Как известно, в основе описания движения, навига-
ции и прогноза движения космических тел, в том числе 
космических аппаратов, и космической инерциальной 
навигации лежат векторные ньютоновские дифференци-
альные уравнения возмущенной пространственной за-
дачи двух тел (например, Земля и космический аппарат) 
и возмущенной пространственной ограниченной задачи 
трех тел (например, Земля, Луна и космический аппарат 
(КА)) или эквивалентные им скалярные уравнения в 
декартовых или криволинейных координатах. Эти урав-
нения являются существенно нелинейными и вырожда-
ются при соударении объекта (КА) с телом притяжения, 
например с Землей или Луной (при равенстве нулю рас-
стояния между объектом и телом притяжения), что де-
лает использование этих уравнений неудобными при 
изучении движения объекта в малой окрестности тела 

притяжения или его движения по сильно вытянутым 
орбитам и при решении задач инерциальной навигации 
в космосе. Указанная особенность (сингулярность) 
уравнений движения объекта в космосе (деление на 
ноль) создает не только теоретические, но и практиче-
ские (вычислительные) трудности. Проблема устране-
ния указанной особенности в уравнениях движения тел, 
порождаемой силами гравитации, получила название 
проблемы регуляризации и является в настоящее время 
одной из основных проблем небесной механики и меха-
ники космического полета (астродинамики). Эта про-
блема является также актуальной и в космической 
инерциальной навигации, поскольку в ее основе лежит 
численное интегрирование уравнений движения мате-
риальной точки (объекта) в декартовых или криволи-
нейных координатах в гравитационном поле планеты 
(или планет), в котором движется объект.  

Указанная проблема регуляризации восходит к Эй-
леру (Euler, 1765) и Леви-Чивита (Levi-Civita, 1920), 
давшим решения одномерной и двумерной задачам о 
соударении двух тел (в случаях прямолинейного и плос-
кого движений). Эффективная регуляризация уравнений 
возмущенной пространственной задачи двух тел была 
предложена Кустаанхеймо и Штифелем (Kustaanheimo, 
Stiefel, 1964–1965) и развита Штифелем и Шейфеле в 
широко цитируемой книге [1] (1971). История регуляри-
зации задачи трех тел начинается со знаменитых работ 
Пуанкаре (Poincare, 1907) и Зундмана (Sundman, 1912). 
Примеры преобразований, удовлетворяющих требова-
нию регуляризации всех столкновений двух тел с по-
мощью одного «глобального» преобразования в плоской 
ограниченной задаче трех тел, приведены в работах 
Thiele (1896), Burrau (1906), Birkhoff (1915) и Lemaitre 
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(1955). Вальдфогель (Waldvogel, 1972) получил гло-
бальную регуляризацию плоской задачи трех тел с про-
извольными массами. В работе Арсеза и Заре (Aarseth, 
Zare, 1974) [2] с использованием канонического форма-
лизма Гамильтона и двух преобразований Кустаанхей-
мо–Штифеля построена теория восьмимерной регуляри-
зации уравнений возмущенной пространственной не-
ограниченной задачи трех тел. Эта теория развита в ши-
роко цитируемой книге Арсеза (Aarseth 2003) [3]. Одна-
ко она неприменима к регуляризации уравнений возму-
щенной пространственной ограниченной задачи трех 
тел (в механике космического полета). 

Наиболее эффективная регуляризация особенностей 
уравнений небесной механики и астродинамики, по-
рождаемых гравитационными силами, достигается за 
счет перехода от трехмерного пространства декартовых 
координат к четырехмерному пространству новых ко-
ординат (к четырехмерным переменным Кустаанхеймо–
Штифеля или к другим четырехмерным переменным, 
введенным Челноковым), а также за счет регуляризую-
щего преобразования времени и использования допол-
нительных энергетических переменных. Четырехмер-
ность нового используемого пространства делает есте-
ственным использование четырехмерных гиперком-
плексных переменных (кватернионов Гамильтона) для 
описания движения в таком пространстве и для решения 
проблемы регуляризации. В настоящее время признано, 
что кватернионный метод является наиболее эффектив-
ным методом регуляризации моделей небесной механи-
ки и астродинамики. Приоритет в разработке этого ме-
тода, как указано в работе Waldvogel (2008) [4], принад-
лежит Челнокову (1981, 1984) [5, 6].  

Челноковым построены новые кватернионные регу-
лярные модели небесной механики и астродинамики, 
основанные на дифференциальных уравнениях возму-
щенной пространственной задачи двух тел, возмущен-
ного центрального движения и возмущенной простран-
ственной ограниченной задачи трех тел [5–14]. Даны их 
эффективные приложения к решению актуальных задач 
оптимального управления орбитальным движением 
космических аппаратов (совместно с Сапунковым) и 
инерциальной навигации в космосе [15–26].  

Актуальность и важность кватернионной регуляриза-
ции особенностей уравнений астродинамики, порождае-
мых ньютоновскими силами гравитации, подтверждается 
большим количеством публикаций в этом направлении в 
ведущих научных журналах других ученых (в большин-
стве своем в зарубежных журналах), в частности публи-
кациями Velte (1978), Vivarelli (1983, 1988, 1991), Шагова 
(1990); Deprit, Elipe и Ferrer (1994), Vrbik (1995, 1998), 
Waldvogel (2006, 2008), Saha (2009), Zhao (2015), Breiter и 
Langner (2017, 2019). В работах Stiefel and Scheifele 
(1971), Бордовицыной (1984), Fukushima (2005, 2007), 
Pelaez, Hedo, Rodriguez (2007), Bau, Bombardelli, Pelaez и 
Lorenzini (2015), Amato, Bombardelli, Bau, Morand, Rosen-
gren (2019) приводятся результаты сравнения численного 
решения уравнений орбитального движения небесных и 
космических тел в переменных Кустаанхеймо–Штифеля, 
параметрах Эйлера и в других переменных, которые сви-
детельствуют об эффективности использования перемен-
ных Кустаанхеймо–Штифеля и параметров Эйлера в за-
дачах  небесной механики и астродинамики.  

II. СРАВНИТЕЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ТОЧНОСТИ 

ЧИСЛЕННОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ УРАВНЕНИЙ 

ПРОСТРАНСТВЕННОЙ ОГРАНИЧЕННОЙ ЗАДАЧИ ТРЕХ ТЕЛ 

(ЗЕМЛЯ, ЛУНА, КОСМИЧЕСКИЙ АППАРАТ)  

Нами выполнено сравнительное исследование точ-
ности численного интегрирования классических ньюто-
новских дифференциальных уравнений пространствен-
ной ограниченной задачи трех тел (Земля, Луна и кос-
мический аппарат) в декартовых координатах и постро-
енных нами регулярных кватернионных дифференци-
альных уравнений этой задачи в четырехмерных пере-
менных Кустаанхеймо–Штифеля (KS-переменных). 

Дифференциальные уравнения ограниченной задачи 
трех тел (КА, Земля, Луна) в декартовых координатах 
имеют вид: 
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В этих уравнениях 0x , 0y , 0z  – декартовы координа-
ты КА в системе координат 0 0 0 0M X Y Z , начало 0M  ко-
торой совпадает с центром масс Земли, а координатные 
оси параллельны осям инерциальной системы координат; 

0xv , 0yv , 0zv  – проекции вектора скорости КА на оси 

системы координат 0 0 0 0M X Y Z ; 0r  – модуль радиус-
вектора 0r  КА, проведенного из точки 0M , т.е. расстоя-
ние от центра масс Земли до КА; 1r  – модуль радиус-
вектора 1r  КА, проведенного из точки 1M , т.е. расстоя-
ние от центра масс Луны до КА; 01r  – модуль радиус-
вектора 01r  Луны, проведенного из точки 0M , т.е. рас-
стояние между центрами масс Земли и Луны; f

 
– грави-

тационная постоянная; 0m , 1m  – массы Земли и Луны 

соответственно; 01x , 01y , 01z
 
– декартовы координаты 

центра масс Луны в системе координат 0 0 0 0M X Y Z . 

Построенные нами регулярные кватернионные диф-
ференциальные уравнения ограниченной задачи трех 
тел в KS-переменных имеют вид: 
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В этих уравнениях 0u  – кватернион, компоненты 

00u , 01u , 02u , 03u  которого являются KS-переменными 
и характеризуют местоположение КА в системе коорди-
нат 0 0 0 0M X Y Z ; 0s  – кватернион с компонентами 00s , 

01s , 02s , 03s , характеризующими скорость КА в системе 
координат 0 0 0 0M X Y Z ; t – реальное время,   – фиктив-

ное время (независимая переменная); *
0h  – кеплеровская 

энергия КА, являющаяся дополнительной переменной;  
i, j, k – векторные мнимые единицы Гамильтона. 

Для входящих в регулярные кватернионные диффе-
ренциальные уравнения величин dr0/dτ

 

и (dr0/dτ)∙r01 

справедливы соотношения: 
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Декартовы координаты 01x , 01y , 01z  центра масс 
Луны в системе координат 0 0 0 0M X Y Z , входящие и в 
классические ньютоновские, и в регулярные кватерни-
онные дифференциальные уравнения, задавались соот-
ношениями: 
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Исследована точность определения траектории дви-
жения КА в поле тяготения Земли и Луны для четырех 
орбит: круговой (влияние поля тяготения Луны не учи-
тывается), двух эллиптических со средним эксцентриси-
тетом 0,05 и одной эллиптической с большим эксцен-

триситетом 0,85 (гравитация Луны учитывается). Траек-
тория КА определялась численным интегрированием 
приведенных классических ньютоновских дифференци-
альных уравнений в декартовых координатах и предло-
женных нами регулярных кватернионных дифференци-
альных уравнений в KS-переменных методом Рунге–
Кутты 4-го порядка. Уравнения в KS-переменных инте-
грировались в новом времени τ, называемым фиктив-
ным. Оно является новой независимой переменной в 
регулярных уравнениях и связано с реальным временем 
t дифференциальным соотношением, содержащим рас-
стояние от КА до Земли. В реальном времени шаги ин-
тегрирования регулярных кватернионных и классиче-
ских ньютоновских дифференциальных уравнений сов-
падали. На интервале времени в 50 оборотов КА выпол-
нялось прямое, а затем обратное интегрирование урав-
нений движения. Точность численного решения опреде-
лялась максимальным отклонением обратной траекто-
рии КА от прямой для всех орбит, кроме круговой, для 
которой точность определялась разницей между траек-
торией, полученной численным интегрированием, и 
истинной траекторией, полученной из аналитического 
закона движения, который в случае круговой орбиты 
нам известен. 

Приведем описания орбит, а также условия и резуль-
таты моделирования для каждой из них. Первая орбита – 
круговая. По этой орбите объект движется вокруг Земли 
на расстоянии 10000 км

 
от ее центра. Период обращения 

объекта вокруг Земли составил 2,8 часа, интервал инте-
грирования – 50 оборотов (около 139 часов), шаг инте-
грирования в реальном времени – 30 с. Вторая орбита и 
две остальные орбиты взяты из книги Бордовицына [27]. 
Эксцентриситет второй орбиты – 0,05, период оборота – 
2 часа, интервал интегрирования – 100 часов, шаг инте-
грирования в реальном времени – 30 с. Эксцентриситет 
третьей орбиты – 0,05, период оборота – 20 часов, ин-
тервал интегрирования – 1000 ч, шаг интегрирования в 
реальном времени – 360 с. Эксцентриситет четвертой 
орбиты – 0,85, период оборота – 20 часов, интервал ин-
тегрирования – 1000 часов, шаг интегрирования в ре-
альном времени – 60 с. 

Регулярные кватернионные уравнения в KS-
переменных показали значительно более высокую точ-
ность, чем уравнения в декартовых координатах: для кру-
говой орбиты точность оказалась выше на 2 порядка, для 
эллиптических орбит со средним эксцентриситетом – на 
4 порядка, для эллиптической орбиты с высоким экс-
центриситетом – на 7 порядков. Параметры всех орбит, 
кроме первой, взяты из книги Бордовицыной [27], в ко-
торой приводятся результаты численных исследований 
ряда авторов пространственной задачи двух тел с ис-
пользованием известных канонических уравнений в KS-
переменных и уравнений в декартовых координатах. 
Сравнение этих результатов с нашими показало, что они 
в целом согласуются между собой. 

Полученные нами результаты подтверждают значи-
тельные преимущества регулярных кватернионных 
уравнений в KS-переменных в задачах прогноза движе-
ния небесных и космических тел, а также в задачах кор-
рекции параметров орбитального движения КА и инер-
циальной навигации в космосе. 

Нами также предложены новые регулярные кватер-
нионные уравнения функционирования платформенных 
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и бесплатформенных инерциальных навигационных 
систем, построенные в рамках возмущенной простран-
ственной ограниченной задачи трех тел (Земля, Луна, 
космический аппарат), которые имеют достоинства ре-
гулярных кватернионных уравнений астродинамики и 
могут быть использованы при полете на Луну. 
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Аннотация—Рассматривается задача начальной вы-
ставки БИНС на основе метода векторного согласования 
(гирокомпасирования). Задача начальной выставки БИНС 
математически сводится к решению неоднородной систе-
мы линейных алгебраических уравнений, матрица коэф-
фициентов которой может быть плохо обусловлена. С ис-
пользованием метода регуляризации А.Н. Тихонова реше-
ния некорректных задач предложен кватернионный алго-
ритм начальной выставки БИНС. Приводятся примеры 
расчетов и проведен анализ полученных результатов. 

Ключевые слова—БИНС, кватернион, начальная вы-
ставка, метод гирокомпасирования, метод регуляризации 
А.Н. Тихонова. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Для функционирования алгоритмов инерциальной 

ориентации и навигации бесплатформенной инерциаль-
ной навигационной системы (БИНС) непосредственно 
перед работой этих алгоритмов требуется проводить ма-
тематическую начальную выставку БИНС. Эффективным 
методом математической начальной выставки (не калиб-
ровки!) БИНС считается метод векторного согласования. 
Сущность его состоит в определении взаимной ориента-
ции приборного Y (связанного с блоком чувствительных 
элементов БИНС) и опорного X трехгранников по резуль-
татам измерений проекций не менее чем двух неколлине-
арных векторов на оси обоих трехгранников. Нами рас-
сматривается определение начальной ориентации объек-
та с помощью метода гирокомпасирования [1, 2], являю-
щегося разновидностью метода векторного согласова-
ния. Этот способ начальной выставки основан на ис-
пользовании информации о проекциях векторов кажу-
щегося ускорения a и абсолютной угловой скорости ω 
объекта в системах координат X и Y. Считается, что 
вдоль осей связанной системы координат Y установлены 
три одноосных акселерометра и три гироскопа (вообще 
говоря, три измерителя абсолютной угловой скорости 
любой физической природы), измеряющие проекции 
векторов a и ω. Если при этом будут известны проекции 
этих же векторов на оси базовой системы координат X, 
то можно установить взаимную ориентацию трехгран-
ников X и Y. 

Нами решается задача начальной выставки БИНС в 
случае неподвижного основания, когда акселерометры 
измеряют проекции gi (i=1, 2 ,3) вектора ускорения силы 
тяжести g (точнее измеряют проекции –gi вектора –g), а 
гироскопы измеряют проекции ui вектора u угловой ско-

рости вращения Земли на связанные с объектом оси. 
Проекции этих же векторов на оси нормальной геогра-
фической системы координат (НГСК) X также опреде-
ляются по известным формулам. Связь между проекци-
ями векторов u и g в системах координат Y и Х устанав-
ливается известными кватернионными соотношениями. 
В этих соотношениях неизвестной величиной является 
кватернион ориентации объекта в системе координат Х. 
Выделяя в уравнениях скалярную и векторную части, 
получаем переопределенную систему линейных алгеб-
раических уравнений (СЛАУ), где неизвестной величи-
ной является вектор конечного поворота θ, совмещаю-
щего системы координат Х и Y (отметим, что при полу-
чении уравнений предполагается отсутствие полуоборо-
та системы координат Х относительно Y). Таким обра-
зом, математическая постановка задачи начальной вы-
ставки БИНС на основе гирокомпасирования заключает-
ся в нахождении неизвестного вектора θ из полученной 
переопределенной СЛАУ. 

При нахождении вектора θ непосредственно из СЛАУ 
(алгоритм 1) и данным, содержащим погрешности изме-
рений, компоненты вектора θ находятся также с погреш-
ностями (в особенности компонента вектора θ, отвечаю-
щая за курс объекта ψ). В зависимости от априорно за-
данных в ходе численных экспериментов величин углов 
курса ψ, крена θ,  тангажа γ объекта и погрешностей дан-
ных задачи (показаний гироскопов и акселерометров), 
погрешность нахождения угла курса объекта Δψ может 
отличаться в целом ряде случаев от погрешностей 
нахождения углов крена θ  и тангажа Δγ на два-три (в 
основном) и более порядков. Поэтому, чтобы сгладить 
эти эффекты, к задаче нами применялся метод регуляри-
зации А.Н. Тихонова [3] (алгоритм 2), который заключа-
ется в умножении левой и правой части СЛАУ на транс-
понированную матрицу коэффициентов этой СЛАУ и в 
прибавлении к элементам главной диагонали матрицы 
коэффициентов вновь полученной СЛАУ (в случае необ-
ходимости, в зависимости от величины определителя 
этой матрицы) параметра регуляризации системы. 

Ранее этот подход был успешно применен авторами 
при юстировке космического манипуляционного ком-
плекса [4]. Альтернативные подходы к решению подоб-
ных задач представлены, например, в [5].  

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ НАЧАЛЬНОЙ ВЫСТАВКИ БИНС 
Рассмотрим задачу начальной выставки БИНС на не-

подвижном основании, когда акселерометры измеряют 

Работа поддержана РФФИ, грант 19-01-00205.
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проекции вектора ускорения силы тяжести g, а гироскопы 
измеряют проекции iu  )3,2,1( i  вектора u угловой ско-
рости вращения Земли на связанные с объектом оси си-
стемы координат Y. Проекции этих же векторов ,*

ig *
iu  

на оси НГСК Х будем считать известными и равными: 

,0,φsin,φcos

,0,,0
*
3

*
2

*
1

*
3

*
2

*
1





uuuuu

gggg
 (1) 

где   – географическая широта точки нахождения объ-

екта, 151029,7  сu  – угловая скорость суточного 
вращения Земли, g – ускорение силы тяжести в этой точ-
ке, определяемое по показаниям акселерометров 

)3,2,1( igi , 2/12
3

2
2

2
1 )( gggg  . 

Связь между проекциями векторов u и g в системах 
координат Y и Х устанавливается кватернионными соот-
ношениями: 

νuνu  XY
~ ,    νgνg  XY

~ , (2) 

где кватернион vνiiiν  03322110   опре-
деляет взаимную ориентацию базисов Y и Х (компоненты 
этого кватерниона j  (j=0,1,2,3) – параметры Эйлера, 
характеризующие эту ориентацию);   означает кватер-
нионное произведение, YY gu ,  и XX gu ,  – отображения 
векторов u, g на базисы Y и Х: 

.,φsinφcos
,,

221

332211332211
igiiu

iiigiiiu
guu

ggguuu

XХ

YY



 (3) 

В кватернионных уравнениях (2) неизвестной вели-
чиной является кватернион ν  ориентации объекта в си-
стеме координат Х. 

Выделяя в уравнениях (2) скалярную и векторную 
части (в соответствии с методом решения такого рода 
уравнений), получим: 

  0,  θu ,                                (4) 
  uθu ],[ ,                              (5) 

  ,0,  θg                                 (6)  
  gθg ],[ ,                              (7) 

где ,, YXXY uuuuuu    

., YXXY gggggg    

Здесь vνθ )/1( 0  – вектор конечного поворота, 
совмещающего системы координат Y и Х (отметим, что 
при получении уравнений (4) из (2) полагалось, что 

00  , т.е. что отсутствует полуоборот системы коор-
динат Y относительно Х); [.,.] и (.,.) означают векторное и 
скалярное произведения соответственно. 

Математическая постановка задачи начальной выстав-
ки БИНС на основе гирокомпасирования заключается в 
нахождении неизвестного вектора θ  из СЛАУ (4)–(7). 

III. АЛГОРИТМ 1 НАЧАЛЬНОЙ ВЫСТАВКИ БИНС 
Для определения θ  умножим обе части уравнения (7) 

векторным способом на вектор u , отсюда с учетом (4) 
получим 

  guugθ ,/],[ . (8) 

Аналогично, если (5) умножить на вектор g , то с 
учетом (6) 

  guguθ ,/],[ . (9) 

Решения (8) и (9) равнозначны, так как (u+, g–)=–(u–, g+) 
и однозначно определяют вектор θ, если (u+, g–)=–(u–, g+)0. 
В скалярной форме решения (8), (9) имеют вид: 

,
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

gugugu
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(11) 

Скалярное произведение  gu,  является инвариан-
том относительно поворота системы координат. Инвари-
ант можно использовать для нормировки данных от эле-
ментной базы БИНС при решении задачи начальной вы-
ставки. Если (u+, g–)=–(u–, g+)=0, то 0],[  gu , так как 
системы линейных уравнений, решениями которых яв-
ляются (8)–(11), являются совместными. В этом случае 
комбинируются проекции уравнений (5) и (7): из одного 
уравнения берутся две проекции, а из другого одна. В 
результате перебора различных комбинаций систем 
уравнений можно получить три варианта формул для 
определения проекций вектора θ : 

3 1 1 3
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1 2 2 1
θ u g u g

u g u g

   

   





,  





1221

3223
2θ

gugu

gugu
, 

,0
1221

3333
3θ 






gugu

gugu
 

(12) 
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(13) 
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(14) 

Знаменатели в формулах (12)–(14) являются проекци-
ями векторного произведения ],[  gu . Если хотя бы 
одна из проекций этого произведения отлична от нуля, то 
для определения вектора конечного поворота можно вос-
пользоваться соответствующей формулой из (12)–(14). 

Если (u+, g–)=–(u–, g+)=0 , 0],[  gu  и 0],[  gu , 
то для определения координат вектора конечного пово-
рота из уравнений (5) и (7) с учетом того, что θ 3=0, 
можно получить формулы: 

,0θ,/θ,/θ 3312321   uuuu  
(15) 

.0θ,/θ,/θ 3312321   gggg  (16) 

Таким образом, для решения задачи начальной вы-
ставки получены формулы, определяющие координаты 
вектора конечного поворота θ  при различных взаимных 
расположениях векторов .,,,  gguu  

IV. АЛГОРИТМ 2 НАЧАЛЬНОЙ ВЫСТАВКИ БИНС 
Как показали численные эксперименты (см. разд. 5 

доклада), при нахождении вектора θ  непосредственно 
из СЛАУ (4)–(7) по алгоритму 1 и данным, заданным с 
погрешностями, одна из компонент вектора θ  (которая 
отвечает за курс объекта) находится также с существен-
ной погрешностью (в сравнении с другими двумя иско-
мыми компонентами вектора θ ). Поэтому, чтобы сгла-
дить эти эффекты, было решено применить к задаче 
начальной выставки БИНС метод регуляризации  
А.Н. Тихонова [3]. 

С учетом введенных обозначений метод регуляриза-
ции для переопределенной СЛАУ (4)–(7) имеет вид в 
векторно-матричной форме: 

Вθ ТТ АЕАА  )(  , 
(17) 

Вθ ТТ АЕАА 1)(   , (18) 

где Е – единичная матрица размерности 33, 0α  – 
некоторый малый параметр (параметр регуляризации), 
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Т обозначает транспонирование матрицы, –1 – обраще-
ние матрицы. Следует отметить, что матрица коэффи-
циентов в СЛАУ (17) получается симметрической. 

Окончательно, после всех проведенных преобразова-
ний, СЛАУ (17) принимает в безразмерной форме вид: 
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где 2/8154.9 смg мск   – ускорение силы тяжести в 
районе г. Москвы. Относительно параметра регуляриза-
ции α  отметим, что если элементы матрицы А и вектора 
В заданы с некоторым ε-приближением, то параметр 
регуляризации может быть вычислен, например [6], по 
формуле ε5.0α n , где n – порядок итоговой квадрат-
ной матрицы коэффициентов СЛАУ (17). Выражения 
(18), (19) образуют алгоритм начальной выставки БИНС 
на основе мгновенной информации, получаемой от чув-
ствительных элементов БИНС. 

V. ОПИСАНИЕ ЧИСЛЕННОГО ЭКСПЕРИМЕНТА 
Ниже приводятся описание численного эксперимен-

та, проведенного по алгоритмам 1 и 2 начальной выстав-
ки БИНС на неподвижном основании, на основе боль-
шого массива проведенных вычислений. Расчеты прово-
дились для следующих значений местоположения объ-
екта: долгота 37,57 град, широта 55,7945 град и высота 
над уровнем моря 1000 м. 

В ходе численного эксперимента из СЛАУ (19) по 
заданным элементам матрицы коэффициентов и вектора 
правой части находился вектор θ , из которого далее 
определялись углы ориентации объекта. При этом эле-
менты матрицы коэффициентов и вектора правой части 
СЛАУ (19) строились по априорно задаваемым углам 
ориентации объекта и известным проекциям векторов u 
и g в НГСК. 

При нахождении вектора θ  непосредственно из (4)–(7) 
по алгоритму 1, в зависимости от априорно заданных ве-
личин углов ориентации объекта γ,θ,ψ  и вносимых по-
грешностей данных задачи (показаний гироскопов и аксе-
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лерометров объекта), погрешность нахождения угла курса 
объекта ψ  может отличаться в целом ряде случаев от 
погрешностей нахождения других углов ориентации объ-
екта γ,θ   на два-три (в основном) и более порядков. 

Анализ результатов численного эксперимента пока-
зал, что погрешности нахождения углов ориентации 
объекта γ,θ,ψ   с применением метода регуляризации 
по алгоритму 2 стали носить между собой сопоставимый 
по порядку (более регулярный) характер. 

Отметим подробнее некоторые особенности алго-
ритмов.  

1. При наличии погрешностей в показаниях акселе-
рометров и гироскопов в обоих алгоритмах хуже двух 
других углов находится угол курса объекта ψ. 

2. С учетом детерминированных погрешностей в по-
казаниях гироскопов 0.01 град/час и отсутствии погреш-
ностей акселерометров угол курса объекта ψ находится 
по алгоритму 2 с погрешностями, лежащими в интервале 
(0.01–0.087) град.  

3. При наличии детерминированных погрешностей в 
показаниях гироскопов величиной 0.01 град/час (одинако-
вая погрешность для всех гироскопов) и наличии детерми-
нированных погрешностей акселерометров 0.00005 м/с2 
или 0.0001 м/с2 (одинаковая погрешность для всех аксе-
лерометров) угол курса объекта ψ находится по алгорит-
му 2 с погрешностями, лежащими в интервале (0.0035–
0.006) град. Во всех перечисленных случаях предыдущего 
и данного пунктов углы крена ϑ и тангажа γ находятся с 
меньшими погрешностями, лежащими в интервале 
(0.0001–0.001) град. 

4. Отметим парадоксальный факт: если гироскопы 
объекта имеют погрешности равные 0.01 град/час, то 
наличие малых погрешностей в показаниях акселеро-
метров (0.00005 м/с2 или 0.0001 м/с2) положительно вли-

яет на точность алгоритма 2 с методом регуляризации 
(это, видимо, можно объяснить тем, что входная инфор-
мация алгоритма становится более сбалансированной). 

5. Во всех изученных случаях углы ориентации объ-
екта находились по алгоритму 2 существенно лучше, чем 
по алгоритму 1. Отметим, что в докладе представлены 
формулы для определения погрешности начальной вы-
ставки БИНС на неподвижном основании при заданных 
детерминированных погрешностях измерения векторов 
силы тяжести и угловой скорости вращения Земли. 

В докладе получены алгоритмы 1 и 2 начальной вы-
ставки БИНС для мгновенной входной информации, 
когда известны проекции векторов ω и a (u и g) на свя-
занные оси. Также решена задача начальной выставки на 
основе интегральной информации БИНС по приращени-
ям интегралов от проекций на связанные координатные 
оси векторов абсолютной угловой скорости и кажущего-
ся ускорения объекта. 
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Аннотация—Развивается подход к построению кон-
структивно более простых, но алгоритмически более 
сложных, чем обычные с кардановыми подвесами, бес-
платформенных гирокомпасов. В них функции ориента-
ции и кардановых подвесов, по сигналам закрепленных на 
борту объекта гироскопов и акселерометров, выполняются 
в бортовых компьютерах. В данной работе за основу бе-
рутся дифференциальные уравнения движения одноро-
торных с косвенной коррекцией гирокомпасов в кардано-
вых подвесах, а, с другой стороны, алгоритмы бесплат-
форменной инерциальной системы ориентации (БИСО) [1] 
для построения алгоритмов работы бесплатформенного 
гирокомпаса. Показана аналогия свойств исходного с кос-
венной коррекцией и аналитически построенного бес-
платформенно-компьютерного гирокомпаса. Показано 
применение коррекции неинерциальной природы для по-
вышения точности гирокомпасов. 

Ключевые слова—гирокомпас, ориентация, алгоритмы, 
бортовой компьютер, подвижный объект, корректирую-
щие сигналы. 

I. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Тенденцией развития инерциальной навигации явля-

ется переход от платформенных к бесплатформенным 
инерциальным навигационным системам (БИНС), кото-
рые не имеют сложного карданова подвеса. Датчики 
первичной инерциальной информации (трехкомпонент-
ный гироскопический измеритель угловой скорости 
(ТГИУС) с трехкомпонентным измерителем кажущегося 
ускорения (ТИКУ)) являются одинаковыми по составу, 
хотя в БИНС они имеют более широкие диапазоны из-
мерений и более высокие точности. Использование их 
сигналов, функционирование системы, а также кардано-
ва подвеса и устройств коррекции в ней выполняют бор-
товые компьютеры (БК). Алгоритмы БИНС известны [1], 
[2] и др. Они являются общими, базируются на примене-
нии различных разновидностей уравнений маятников 
Шулера. Для ряда применений систем достаточно ис-
пользовать не полноразмерную БИНС, а усеченную, ко-
торая обеспечивает выдачу информации по отдельным 
параметрам движения подвижных объектов (ПО), 
например только по углам ориентации. Этот подход уже 
использован на практике [1] и др. В частности, при по-
строении алгоритмов [1] за исходные приняты диффе-
ренциальные уравнения движения гировертикали с ради-
альной позиционно-интегральной коррекцией. В данной 
статье для формирования алгоритмов БК бесплатфор-
менного гирокомпаса (БГК) используются дифференци-
альные уравнения движения однороторного гирокомпаса 
с косвенной инерциальной коррекцией [2] или, что очень 
близко, корректируемого однороторного гирокомпаса [2, 
3] (КГК). По виду алгоритмы функционирования БГК 

отличаются от уравнений движения КГК [2, 3]. В то же 
время ниже будет показано, что дифференциальные 
уравнения ошибок КГК и БГК близки по двум углам 
друг к другу, что свидетельствует о практической иден-
тичности свойств сопоставляемых приборов, в первую 
очередь, о свойстве измерения угла курса с очень близ-
кими по величине погрешностями. Отметим, что БГК 
моделирует платформу трехосного гиростабилизатора, а 
поэтому конструктивно он гораздо проще КГК, в част-
ности, не нужны горизонтальные кардановы подвесы. 

II. СХЕМЫ И МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ КГК И БГК 
При построении уравнений функционирования БГК 

за основу берутся схемы КГК и БГК (рис. 1, рис.2), а 
также дифференциальные уравнения БГК для описания 
виртуального движения трехгранника , моделируемого 
в БК по аналогии с [4]. 

 
Рис. 1. Корректируемый гирокомпас в кардановом подвесе 

 
Рис. 2. Функциональная схема бесплатформенно-компьютерного ги-
рокомпаса 
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Рис. 3. Опорная система координат 

 
Рис. 4. Схема поворотов СК, связанной с ПО 

Вводятся в рассмотрение следующие правые ортого-
нальные системы координат (рис. 3–5): – инерциаль-
ная; η – сопровождающая географическая [1], ось  
которой направлена по вертикали места, оси  и  
лежат в плоскости горизонта; Х – система координат(СК), 
связанная с ПО, причем ось ОХ1 – продольная, ОХ2 – 
нормальная, ОХ3 – поперечная, направленная на правый 
борт. Точку О совмещаем с центром масс ПО; Х' – систе-
ма координат, поворачивающаяся относительно  на 
угол курса;  – углы курса, тангажа и крена; – 
оценки этих углов на выходе БК;  – ком-
поненты абсолютных угловых скоростей ПО и кажуще-
гося ускорения точки О; – оценки этих параметров на 
выходах ТГИУС и ТИКУ. 

Приведем уравнения движения по углам ошибок КГК 
[2] в переменных данной статьи, для чего приводятся 
соотношения соответствия параметров. Дифференци-
альные уравнения движения КГК: 

ߚ൫̇ܪ − ഥ߱ఎଵ߯ + ഥ߱ఎଶ൯ = ݊൫߯ + ఎܹଵ ݃⁄ ൯ ఎଷܯ−
௞ , 

൫߯̇ܪ + ഥ߱ఎଵߚ + ഥ߱ఎଷ൯ = ൫߯ߝ݊− + ఎܹଵ ݃⁄ ൯ + .ఎଶܯ
௞     (1) 

 
Рис. 5. Схема поворотов моделируемой в БК географической сопро-
вождающей системы 

где H – кинетический момент; n – коэффициент переда-
чи горизонтальной коррекции;  – коэффициент пере-
дачи горизонтальной азимутальной коррекции; 

 моменты сил коррекции неинерциальной 
природы – от GPS, магнитометров и других приборов. 
Для БГК корректирующие сигналы вводятся от неинер-
циальных навигационных систем аналогично КГК. В 
статье за положительный угол принят угол, отсчиты-
ваемый против часовой стрелки. Для перехода к обще-
принятым обозначениям после решения следует у угла 
курса  изменить знак на обратный;  – углы гео-
графической долготы и широты места; R- радиус Земли, 
принятой за сферу; О3 – центр Земли; ,  –
компоненты переносной угловой скорости системы ко-
ординат  и кажущегося ускорения точки O по ее осям 

OXi  соответственно. 

Переносные угловые скорости трехгранника в проек-
циях на его оси определяются по формулам: 

      (2) 

Здесь ,  – компоненты абсолютной скорости 
точки О ПО по осям  и  соответственно; ,  – 
компоненты скорости движения ПО относительно Земли. 

В данной работе используются кинематические урав-
нения Эйлера. Для их вывода были записаны формулы 
для проекций абсолютной угловой скорости поворотов 
ПО на оси трехгранника η, а затем разрешены относи-
тельно производных по времени от углов ориентации 

. В кинематические уравнения введены члены 
коррекции по оси  Следуя методике, приведенной в 
[1], по другим осям – члены горизонтальной и азиму-
тальной позиционной коррекции по аналогии с [2], [3]. 
Тогда будем иметь следующие алгоритмы БГК: 

,  (3) 

,    (4) 

3 1 3
k skk W     


.         (5) 

где ;  (i=1,2,3) – оценки соответствующих пере-

менных на выходах ТГИУС и ТИКУ; ,  – угловые 
скорости коррекции от ТИКУ вырабатываемые в БК; 

,  – члены внешней коррекции, формируемые в 
БК от датчиков скорости и широты от внешних систем 
[2–3], за счет которых прибор назван корректируемым 
ГК; ,…,  – коэффициенты передачи по соответ-

ствующим переменным. При = =0 прибор в кар-
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дановом подвесе называют ГК с косвенным управлени-
ем. Будем называть в работе его компьютерный аналог 
бесплатформенным ГК с косвенной коррекцией (управ-
лением). Задав начальные значения ,  и имея на вы-
ходе БК оценки углов ориентации, представим их в виде 

; ; ,     (6) 

где ψ, θ, γ – истинные углы ориентации; Δψ, Δθ, Δγ – их 
малые погрешности, отсчитываемые вокруг осей 
Оη3,ОХ'1,ОХ1. Для удобства обращения эти погрешно-
сти приводят, как в [6] к осям трехгранника , модели-
руемого в БК: 

  (7) 

III. АНАЛИЗ СВОЙСТВ КГК И БГК 
В (7) сохранены члены, линейные относительно Δψ, 

Δθ, Δγ. По аналогии с [6] после преобразований получи-
ли уравнения ошибок БГК: 

ߙ̇ = −߱̄ఎଵ − ߱ఎଵ௞ − ߱̄ఎଶ߯ + ߱̄ఎଷߚ +  ,ఎଵ߱߂

,  (8) 
. 

где (i=1,2,3) – суммарные угловые скорости поворо-

тов трехгранника  относительно географического от 
погрешностей ТГИУС и ТИКУ, а также от угловых ско-
ростей внешней коррекции. Не учитывая члены второго 
порядка малости, имея в виду, что [2] 

ఎܹଵ = ఎܹଵ + ݃߯− ఎܹଷߚ + ߂ ఎܹଵ , 

2 3 1 2W g W W W        


, 
, 

где …  – погрешности акселерометров, при-
веденные к первой и третьей осям трехгранника, будем 
иметь преобразованные по отношению к (8) дифферен-
циальные уравнения погрешностей БГК: 

ߙ̇ + ݇ఊ݃ߙ + ݇ఊூ݃∫ ߬݀ߙ = −ഥ߱ఎଵ − ݇ఊ൫− ఎܹଵߚ − ఎܹଷ −
௧
௧బ

∆ ఎܹଷ൯ +		 + ݇ఊூ݃∫ ൫− ఎܹଵߚ − ఎܹଷ − ∆ ఎܹଷ൯݀߬
௧
௧బ

+ ∆߱ఎଵ −
ഥ߱ఎଶ߯ + ഥ߱ఎଷߚ, 

ߚ̇ − ݇ఏ݃߯ − ഥ߱ఎଵ߯
= −ഥ߱ఎଶ + ݇ఏ൫ ఎܹଷߚ + ఎܹଵ + ∆ ఎܹଵ൯
− ∆߱ఎଶ − ഥ߱ఎଷߙ − ഥ߱ఎଶ௦௞ , 

߯̇ + ݇ట݃߯ + ഥ߱ఎଵߚ = − ഥ߱ఎଷ − ݇ట൫− ఎܹଷߚ + ఎܹଵ +
∆ ఎܹଵ൯ − ∆߱ఎଷ + ഥ߱ఎଶߙ − ഥ߱ఎଷ.௦௞                 (9) 

Параметрам и переменным в [2] поставлены в соот-
ветствие обозначения: 

3 2 3 2/ ; / ; / ; / .k k k kn H K n H K M H M H           
(10) 

Осям  соответствуют оси  в 
данной статье, углам   соответствуют углы 

 в данной статье, а угол α в данной статье – это угол 
отклонения моделируемого в БК географического трех-
гранника от плоскости горизонта. В (9) (i=1,2,3) 
можно ввести с соответствующими коэффициентами в 
состав  (i=1,2,3). Левые части системы дифференци-
альных уравнений (10) совпадают с левыми частями 
уравнений (66) КГК в [2] с точностью до обозначений. 
Уравнение (9) описывает поведение трехгранника  по 
углу α, т.е. процесс приведения его к плоскости горизон-
та с последующей стабилизацией. Оно практически не 
связано с двумя другими уравнениями (10). При этом 
условии уравнения (10) описывают поведение трехгран-
ника  по двум другим углам погрешностей (β, χ), где 
угол β – погрешность по углу курса, и χ – погрешность 
по другому углу отклонения трехгранника от плоскости 
горизонта. Отметим, что дифференциальные уравнения 
движения (9) и (10) по углам ошибок получаются из ал-
горитмов (4), (5), (7) с учетом значений: 

ψ=θ=χ=0; vη1=vη3=0. 

После выкладок получили уравнения (9) и (10). Для 
оценки гирокомпасного эффекта по уравнениям (10) по-
ложим, что погрешности в ТГИУС и ТИКУ отсутствуют, 
т.е. Δωηi=ΔWηi=0 (i=1,2,3). Сведя систему уравнений к 
единственному по углу ошибки курса, оставив члены 
уравнений одинакового порядка малости, получим: 

   1 1 1 3 2K g K g K g K g                      
(11) 

Обозначив 2h K g 2
0 1 1( )K g      ,     (12) 

приведем левую часть уравнения (11) к стандартной 
форме: 

 2
0 1 3 22 Ωh K g K g               . 

В установившемся режиме при  погрешность 
курса будет равна: 

3 2

1 1
уст

K
K

  

 

 


 

        (13) 

В случае подключения коррекции от GPS и других 
источников информации методические погрешности 
будут устранены, и останутся погрешности от датчиков 
первичной инерциальной информации, так что погреш-
ность по курсу будет определяться формулой: 

2
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Для начальной выставки назначают величину часто-
ты собственных колебаний порядка Ω0≈1Гц=6,28 с-1, а 
оптимальный показатель затухания – 

h= с-1.                   (15) 
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Решением уравнения для нулевых начальных усло-
вий будет формула: 

ߚ =
ቀ൫ఠഥആభା௄೭௚൯ఠഥആయି௄ഗ௚ఠഥആమቁ

ఆబమ
⋅ ቂ1 − ఆబ

ఆ
еି௛௧ ݐߗ)݊݅ݏ +

ቃ(ߣ ଶߗ		; = ଴ଶߗ − ℎଶ; ߣ݃ݐ		 = ߗ
ℎൗ .             (16) 

После затухания переходного процесса 
(τпп≈3/h=0,676с) имеет место статическая ошибка βст. 

С учетом того, что для всех широт применения КГК 
и БГК kψg>>Ucosφ, имеем: 

tan /cn K K    .             (18) 

Пример. 1.Режим начальной выставки. Коэффициен-
ты передачи kθ, kψ определяются из (12), (13). Для 
уменьшения ошибки начальной выставки к ее оконча-
нию коэффициент ݇ట  нужно существенно уменьшить. 
Тогда легко обеспечивается заданная точность выставки. 

2. Рабочий режим. После проведения начальной вы-
ставки производят перенастройку параметров на частоту 
Шулера невозмущаемости к горизонтальным ускорени-
ям ПО, которые возникают после начала его движения. 
При отсутствии внешней коррекции, т.е. при 

 условие настройки БГК с косвенным 
управлением на частоту Шулера по углам β и χ имеют 
вид формулы 

h=0;	ߗ଴ = ඥ߱̄ఎଵ(߱̄ఎଵ + ݇ఏ݃); ߗ଴=1,23·10-3с-1. (19) 

Для этого режима полагают  не учитывают 
погрешности датчиков первичной информации, члены 
второго порядка малости. Сведя два последних диффе-
ренциальных уравнения в системе (9) к углу β, получим 
упрощенное уравнение: 

ߚ̈ + 2ℎ̇ߚ + Ω଴ଶߚ = −ഥ̇߱ఎଷ ௵ܭ− ഥ߱ఎଵ ఎܹଵ.          (20) 

Так как ഥ̇߱ఎଷ =
ିௐആభ

ோ
, а при ఎܸଷ = 0	имеем ഥ߱ఎଵ =

 :правая часть этого уравнения примет вид ,߮ݏ݋ܷܿ

1 1/ 0W R K Ucos W   .  (21) 

Из этого уравнения имеем: . После этого 

из формулы (12) получаем 

2
0 cos / .

cos
gU g R

RU



    (22) 

Это – квадрат частоты маятника Шулера. Такие же со-
отношения будут получены для карданового ГК из диф-
ференциальных уравнений (1) с учетом обозначений (10).  

По углу α начальная выставка осуществляется так же, 
как для рассмотренных двух углов (канал по углу α фак-
тически независим от углов ). Настройка на частоту 

Шулера по производится для первого уравнения систе-
мы (9) в соответствии с формулами [4]: 

kγ=0; v= ඥ݃/ܴ = ඥ݇ఊூ݃ или Rk I /1 .         (23) 

Условие kγ=0, т.е. отсутствие демпфирования в кана-
ле – необходимое условие обеспечения свойства инвари-
антности БГК к действию ускорений .  

Введение сигналов внешней коррекции неинерциаль-
ной природы производится на этапе начальной выставки 
и в рабочем режиме, когда имеются указанные сигналы в 
соответствии с методикой и алгоритмами [2, 3]. 

Достоинством БГК по отношению к КГК являются 
меньшие, примерно вдвое, вес и габариты, а также стои-
мость, большие возможности использования современ-
ной элементной базы, в первую очередь БК, и идеология 
построения системы. Подтвердим это по данным зару-
бежных приборов. Так, если для классического гироком-
паса «Гирокомпас Standard 22» типа «Аншютц» имеем 
[5–6] данные: Динамическая погрешность: 0,4°sec φ. 
Масса системы (основной прибор): 17,5 кг. Установив-
шаяся погрешность: 0,1°sec φ. Время приведения в ме-
ридиан: 1 час – быстрый пуск, 3 часа – нормальный пуск. 
Сертификат: РМРС. Цена порядка 15-20 тыс. евро. 

Что касается БГК, то он может быть выполнен на ос-
нове микроэлектромеханических датчиков (МЭМС) типа 
ADIS16495-1 (3 ММГ и 3 ММА) с неинерциальной кор-
рекцией. Стоимость каждого ADIS16495 2399$, дрейф 
0.8 угл. град/час. И могут для дублирования применяться 
микроакселерометры, например, ADXL356 с дрейфом 5 
микроg, стоимостью каждого порядка 33 доллара (Фир-
ма «ANALOG DEVICES»). С учетом стоимости микро 
GPS (97.15 доллара [8]), микроконтроллера и микроэлек-
троники общая стоимость БГК в 1.5-2 раза будет меньше 
стоимости ГК. По массе и габаритам разница будет в 
несколько раз больше в пользу БГК. 

1. В подтверждение на основе [6–7] приведем данные 
по кардановым гироскопам: 1. Standard-22 (Аншютц) с 
гиросферой с маятниковостью и поддерживающей жид-
костью; Гюйс. Точность 0.1-0.5 угл. град. Масса прибо-
ров 15-30 кг. Стоимость 10-20 тыс. евро.  

2. Приведем данные по приборам 2-го типа [6–7]: 
Navigat 2100; SGB-2000; LKF-95 и др. – на тройках воло-
конно-оптических гироскопов и тройках акселеромет-
ров, видимо – это БГК. Точность (0.5-1) угл. град, масса 
10-20 кг, стоимость (4-8) тыс. евро. Все типы приборов 
используют сигналы лагов, ГНСС, а второго типа – ещё 
и компаса для начальной инициализации. Первый тип 
приборов – основной на судах, второй – резервный. 

В заключение отметим, что при начальной выставке 
требуется малое время готовности БГК. Для обеспечения 
этого условия, как показано в примере, частота собствен-
ных колебаний Ω0 делается выше на 1-3 порядка чем ча-
стота Шулера, в зависимости от типа ПО за счет , а 
коэффициенты kγ, kθ подбираются из условия оптимально-
сти для двух характеристических уравнений – одно для (9), 
а второе – для (10). В рабочем режиме обеспечиваются 
условия (11)–(12) при . Итак, показан вариант 
БГК с двумя типами настройки на частоту Шулера: по 

,032  kcc



 

0,K 

1K
Rcos 

, 

)3,1( iW i

Ikk  ,

0  kk
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горизонту – угол  [1], а также по курсу и другому углу 
ошибки по горизонту [2] – это является новым. 
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Аннотация—Изложены основы фундаментальной тео-
рии двумерного осциллятора Ван-дер-Поля с внешним 
эффективным управлением [1]. Рассматриваются вопросы 
формирования обратных связей эффективного управления 
колебаниями осциллятора Ван-дер-Поля. Под эффективно-
стью управления понимается выбор таких законов форми-
рования обратных связей, которые обеспечивают наиско-
рейший выход осциллятора на стационарный режим 
функционирования. Изучается одномерный и двумерный 
осциллятор, совершающий плоские колебания. Представ-
лены прикладные аспекты реализации принципиальной 
теории двумерного осциллятора Ван-дер-Поля с внешним 
эффективным управлением в перспективных высокоточ-
ных инерциальных датчиках, представлены инженерно-
конструкторские решения в современных разработках 
волновых твердотельных гироскопов нового поколения на 
основе высокодобротных кварцевых полусферических 
резонаторов для высокодинамичных объектов авиацион-
но-космического назначения. 

Ключевые слова—одномерный и двумерный осциллятор 
Ван-дер-Поля, постоянная Ляпунова, предельный цикл, вол-
новой твердотельный гироскоп (ВТГ) 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Модель двумерного осциллятора Ван-дер-Поля ис-

пользуется обычно для изучения работы волнового твер-
дотельного гироскопа (кварцевого полусферического 
резонатора). Осциллятор в свободном режиме (в отсут-
ствии возмущающих сил и управления) описывает эл-
липтическую траекторию в горизонтальной плоскости с 
произвольными главными полуосями и с произвольным 
наклоном большой полуоси эллипса основной формы 
колебаний к оси абсцисс. Интерес к рассмотрению новой 
математической модели двумерных автоколебаний вы-
зван двумя причинами. Во-первых, на практике находят 
широкое применение современные гироскопические си-
стемы, где подобная модель востребована. Во-вторых, в 
отличие от известного одномерного осциллятора Ван-
дер-Поля, двумерная модель как математический объект 
гораздо богаче своими свойствами, поскольку помимо 
потенциальных и диссипативных сил в ней могут рас-
сматриваться и силы более сложной природы, определя-

ющие различные особенности поведения гармонического 
осциллятора.  

В данной работе рассматриваются вопросы формиро-
вания обратных связей эффективного управления коле-
баниями двумерного осциллятора Ван-дер-Поля. Под 
эффективностью управления понимается выбор таких 
законов формирования обратных связей, которые обес-
печивают наискорейший выход осциллятора на стацио-
нарный режим функционирования. Цель работы – иссле-
дование новых возможностей повышения точностных 
параметров волновых твердотельных гироскопов инте-
грирующего типа – в режиме свободной волны. Иссле-
дуются два типа осциллятора – классический, с одной 
степенью свободы, совершающий прямолинейные коле-
бания, и двумерный, совершающий плоские колебания. 
В докладе рассматривается нелинейная колебательная 
система – осциллятор Ван-дер-Поля с управлением по 
полной энергии колебаний. Вместо традиционной формы 
обратной связи по амплитуде колебаний в таком осцил-
ляторе рассмотрены проблемы реализации обратной свя-
зи с управлением по полной энергии колебаний. Отме-
тим, что вид обратной связи выбранный Ван-дер-Полем 
и используемый в различных последующих работах, по 
нелинейным методам, где это уравнение используется в 
качестве примера, для многих технических приложений 
не является наилучшим. 

II. ОДНОМЕРНЫЙ ОСЦИЛЛЯТОР ВАН-ДЕР-ПОЛЯ С 
УПРАВЛЕНИЕМ ПО ЭНЕРГИИ КОЛЕБАНИЙ 

Вместо традиционной формы обратной связи в клас-
сической системе уравнений Ван-дер-Поля [2] рассмот-
рим обратную связь с управлением по энергии колебаний 
эквивалентного осциллятора: 

ݔ̈ +ݔ = 2௡(ܧ௡  (2.1)                      ,ݔ̇(଴௡ܧ	−
где          ܧ = ଵ

ଶ
ଶݔ̇݉) + (ଶݔܿ = ௠

ଶ
ଶݔ̇) + ଶݔଶ).          (2.2) 

В отличие от обычных записей уравнения Ван-дер-
Поля обратная связь здесь представлена в более общем 
виде. Единственной причиной введения обратной связи в 
одномерном случае является стремление обеспечить пе-
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риодический процесс, несмотря на неизбежное присут-
ствие в реальных системах диссипативных сил. 

Найдем такое ݊ ∈ (0,1, . . ),  чтобы стационарное, 
асимптотически устойчивое решение уравнения (2.1) 
отвечало максимальному по модулю отрицательному 
показателю Ляпунова. Для этого приведем уравнение 
(2.1) к  нормальной форме Коши 

ݔ̇ = ݕ
ݕ̇ = −ଶx + m൫(ݕଶ + ଶݔଶ)୬ − ଴ଶݕ)) +ଶݔ଴ଶ)୬)൯̇ݕ

̇
(2.3)  

Выполним в системе уравнений (2.3) замену исход-
ных переменных (ݔ, (ݕ → ݔ			:(,ݎ) = ,ݏ݋ܿݎ ݕ =  .݊݅ݏݎ

Получаем систему: 

ݎ̇ = ݉ଶ௡ାଵ(ݎଶ୬ − ݎ(଴ଶ୬ݎ ଶ݊݅ݏ 	, 
̇ = −+ ݉ଶ௡ାଵ(ݎଶ௡ −  .       (2.4)	ݏ݋ܿ	݊݅ݏ(଴ଶ௡ݎ

Осредняем систему (2.4) по быстрой переменной – 
фазе [3]:  

ݎ̇ = 	݉ଶ௡(ݎ௡ − ,ݎ(଴௡ݎ ̇ = −	.								(2.5) 

Стационарное решение системы (2.5) имеет вид 

ݎ = ଴ݎ ,  = −̇ + 0 

или в исходных переменных	(ݔ, (ݕ →  			:(,ݎ)

ݔ = ,ݏ݋ܿݎ ݕ = ݔ			,݊݅ݏݎ = ݐ(	଴cosݎ + ).      (2.6) 

Для исследования устойчивости этого решения запишем 
уравнение в вариациях в первом уравнении системы (2.5): 

 (2.7)                            .ݎߜ଴୬ݎ݉ଶ୬݊=ݎ̇ߜ

Устойчивость (2.7) имеет место при коэффициенте    0. 

Модуль показателя Ляпунова   = ݊||݉ଶ୬ݎ଴୬ݎߜ моно-
тонно возрастает при увеличении 	݊, что говорит о том, что 
управление с обратной связью по энергии колебаний являет-
ся существенно более эффективным, чем управление с из-
вестной классической обратной связью по амплитуде. 

III. ДВУМЕРНЫЙ ОСЦИЛЛЯТОР ВАН-ДЕР-ПОЛЯ  
С УПРАВЛЕНИЕМ ПО ЭНЕРГИИ КОЛЕБАНИЙ 

Уравнения двумерного управляемого осциллятора 
Ван-дер-Поля получены в следующем виде [1]: 

ଵ̈ݍ           + ଵݍ = ܳଵ = ܧ)݀− − 1 2⁄ ଵ̇ݍ̇( − ଶݍܭ݌ − ̇ݍଶ, 
ଶ̈ݍ       + ଶݍ = ܳଶ = ܧ)݀− − 1 2⁄ ଶ̇ݍ̇( + ଵݍܭ݌ + ̇ݍଵ,   (3.1) 

ܧ        = 1 2⁄ ଵଶݍ) + ଵଶݍ + ଵଶݍ + ,(ଵଶݍ ܭ = ଶݍଵݍ −  .ଶݍଵݍ

Осциллятор в свободном режиме (݀ = ݌ =  =0) опи-
сывает эллиптическую траекторию в плоскости (ݍଵ,  ଶ) сݍ
произвольными главными полуосями и с произвольным 
наклоном большой полуоси к оси абсцисс ݍଵ. Также как 
и в одномерном случае, обратная связь должна фиксиро-
вать значение удвоенной полной энергии. В отличие от 
классического одномерного осциллятора Ван-дер-Поля, в 
котором посредством специальной обратной связи под-
держивается постоянной амплитуда колебаний, в дву-
мерном случае (3.1) можно стабилизировать полную 
энергию колебаний (коэффициент обратной связи d), 

площадь эллипса (квадратура с коэффициентом обрат-
ной связи p), его наклон к оси абсцисс и его прецессию 
(коэффициент ). Задачи управления в двумерной систе-
ме (3.1) гораздо содержательнее, чем в одномерной си-
стеме (2.1). Общее решение системы (3.1) при равных 
нулю правых частях определяет известное уравнение 
эллиптической траектории в параметрической форме [4]: 

ଵݍ = ݐݏ݋ଵܿݔ + ,ݐ݊݅ݏଷݔ ଶݍ = ݐݏ݋ଶܿݔ +  (3.2)         .ݐ݊݅ݏସݔ

Скорость движения по этой эллиптической траектории: 

ଵ̇ݍ = ݐ݊݅ݏଵݔ− + ,ݐݏ݋ଷܿݔ ଶ̇ݍ = ݐ݊݅ݏଶݔ− +  (3.3) . ݐݏ݋ସܿݔ

Произвольные постоянные (x1,x2,x3,x4) в выражениях 
(3.2) и (3.3) в дальнейшем будут рассматриваться как 
медленно меняющиеся фазовые переменные, в том слу-
чае, когда правые части не равны нулю и малы в сравне-
нии с восстанавливающей силой осциллятора. Два пер-
вых интеграла системы (3.1) в случае ܳ = 0 представля-
ют собой полную энергию колебаний [5] 

ܧ																 = 1 2⁄ ଵଶݍ) + ଶଶݍ + ଵଶݍ + (ଶଶݍ =  
= 1 2⁄ ଵଶݔ) + ଶଶݔ + ଷଶݔ + (ସଶݔ = 1 2⁄ ଶݔ .              	(3.4) 

и момент количества движения (кинетический момент) 

ܭ       = ଶ̇ݍଵݍ − ଶݍଵ̇ݍ = ସݔଵݔ −  ଷ .                (3.5)ݔଶݔ

Площадь эллипса (квадратура) [6]: 

																݇ݎ = 1 2⁄ ଶݍଵ݀ݍ)∮ − (ଶݍଶ݀ݍ =  
= 1 2⁄ ∫ ଶݍଵݍ)

ଶ
଴ − ݐ݀(ଶݍଵݍ = 	(3.6)                     ܭ 

где ݎ– большая полуось эллипса, ݇ – малая полуось. 

Используя формулы (3.2) и (3.3) в качестве замены 
переменных (ݍଵ, ,ଶݍ ,ଵݍ̇ ଶݍ̇ ,1ݔ)→( ,2ݔ ,3ݔ 4ݔ ) в уравнениях 
(3.1), получим, после осреднения по времени, новые 
уравнения в фазовых переменных: 

ݔ̇                  = −݀ܵ݁ଶ − ଷ݁ܭ݌ − ݁ଵ,                         (3.7) 
                     ܵ = ଶݔ) − 1) 2⁄ , ܭ = ସݔଵݔ −  ଷ.          (3.8)ݔଶݔ

IV. БАЗИС ИНФИНИТЕЗЕМАЛЬНЫХ ЭВОЛЮЦИЙ 
В четырехмерном пространстве x многообразие K0 

представляет собой трехмерный конус. Если Q0, то точка 
x(t) в фазовом пространстве x  (1ݔ, ,2ݔ ,3ݔ   .движется (4ݔ

В конфигурационном пространстве q(q1,q2) этому со-
ответствует эволюция начальной (невозмущенной) траек-
тории, эллипса, или отрезка прямой. Будем отталкиваться 
от начальной траектории в виде. отрезка прямой, посколь-
ку в реальных технических приложениях чаще всего это и 
требуется. Имеется четыре типа простейших эволюций: 

 прецессия формы колебаний − вращение отрезка 
прямой в плоскости q(q1,q2), когда существует 
такая вращающаяся система координат, в плоско-
сти q(q1,q2), в которой этот отрезок неподвижен; 

 изменение амплитуды колебаний, когда меняется 
лишь длина отрезка прямой; 
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 изменение частоты колебаний q(t) вдоль непо-
движного отрезка; 

 наконец, разрушение формы колебаний, это такая 
эволюция, которая не сводится к первым трем.  
Всем этим типам эволюции прямолинейной формы 
колебаний в плоскости q(q1,q2), соответствуют 
определенные направления движения точки x(t) в 
фазовом пространстве. Каждому из этих направле-
ний соответствует один из четырех векторов, обра-
зующих базис инфинитезимальных эволюций, по-
строенный по аналогии c публикацией [7]: 

݁ଵ = ,2ݔ] ,1ݔ− ,4ݔ ଶ݁	   [			3ݔ− = ,1ݔ				] ,2ݔ ,3ݔ  ,[				4ݔ
݁ଷ = ,4ݔ] ,3ݔ− ,2ݔ− ସ݁  [1ݔ− = ,3ݔ		] ,4ݔ ,1ݔ−  (4.1)								,[2ݔ−

где ݁ଵ – определяет прецессию прямолинейной формы, ݁ ଶ – 
вариацию амплитуды, ݁ଷ  – разрушение прямолинейной 
формы и ݁ସ – изменение частоты колебаний. 

Вычислим матрицу скалярных произведений (матрица 
Грама): 

 = ቱ

(݁ଵ, ݁ଵ) . . (݁ଵ, ݁ସ)
.											.					.											.
.											.					.											.

(݁ସ, ݁ଵ) . . (݁ସ, ݁ସ)

ቱ = ቱ
ଶݔ 0 0 ܭ2		
0 ଶݔ ܭ2− 0
0
ܭ2

ܭ2−
0

		ଶݔ 	0
0 ଶݔ			

ቱ  

В работах [2, 4] для системы (3.1) приведен базис ин-
финитезимальных эволюций ее фазового состояния в 
окрестности нулевой квадратуры (ܭ = ଶݍଵݍ − ଶݍଵݍ = 0), 
соответствующей прямолинейным колебаниям в плоскости 
,ଵݍ) ଶݍ ). Компоненты этого базиса позволяют выяснить, 
какие трансформации претерпевает эллиптическая траек-
тория свободного двумерного осциллятора под воздей-
ствием перечисленных в [5] сил. 

V. ДВУМЕРНЫЙ ОСЦИЛЛЯТОР ВАН-ДЕР-ПОЛЯ  
С ЭФФЕКТИВНЫМ УПРАВЛЕНИЕМ 

Задачи управления в системе (3.1) гораздо содержа-
тельнее, чем в системе (2.1). Помимо управления амплиту-
дой плоских колебаний можно управлять площадью опи-
сываемого эллипса, отношением его полуосей и наклоном 
большой полуоси к оси абсцисс. 

В публикации [1] система (3.7) изучалась в перемен-
ных (S,K,) при 0. Было показано, что устойчивость 
многообразия S  0 , K  0, определяется отличным от 
нуля коэффициентом Ляпунова по переменной S, в то 
время как по квадратуре колебаний устойчивость имеет 
место с нулевым коэффициентом Ляпунова, т.е. опреде-
ляется лишь нелинейными членами. Для повышения эф-
фективности управления достаточно в (3.7) увеличить 
амплитуду обратной связи при малых x, для чего (3.7) 
следует изменить так [7]: 

ݔ̇ = −݀ܵ݁ଶ − ܭ)݌ ଷ݁(ܧ = −݀ܵ݁ଶ −⁄ ܭ2) ⁄(ଶݔ ݁ଷ,			(5.1) 

ܵ,  определены (3.8). Перейдем в уравнениях (5.1)−(3.8) ܭ
от переменных x к переменным  ܵ , -В этом случае име .ܭ
ем 

ܵ̇ = ௗௌ
ௗ௫
ݔ̇ = ݔ ቀ−݀ܵ݁ଶ − ݌ ଶ௄

௫మ
݁ଷቁ               (5.2) 

В силу (4.1) x  e2, а в силу (4.2) произведение  
(e2  e3)  2K, поэтому (5.2) переписывается в виде 

ܵ̇ = −݀ܵ(2ܵ + 1) − ݌4 ቆ
ଶܭ

2ܵ + 1
ቇ																		(5.3) 

Аналогично 

ܭ̇ = ୢ௄
ୢ୶
ݔ̇ = ݁ଷ ቀ−݀ܵeଶ − ݌ ଶ௄

௫మ
݁ଷቁ = ܭܵ݀)2− −  (5.4) ,(ܭ݌

ܵ̇ = −݀ܵ(2ܵ + 1) − ݌4 ቀ ௄మ

ଶௌାଵ
ቁ,																									(5.5) 

ܭ̇ = ܵ݀−)ܭ2 −  .(݌

Система (5.5) содержит особую точку S=K=0, харак-
теризующую стационарный режим колебаний с постоян-
ной энергией x21 и с равной нулю квадратурой x1x4 x2 
x3  0. Линеаризация системы (5.5) в окрестности этой 
точки приводит к системе 

ܵ̇ = −݀ܵ, 
ܭ̇                                       =  (5.6)																																	ܭ݌2−

Таким образом, рассмотренное управление приводит 
к линейным в окрестности стационарного режима урав-
нениям в вариациях с характеристическими числами d и 
2p. Поставленная в работе цель достигнута. В системе 
(3.1) новое управление выглядит так 

ଵ̈ݍ + ଵݍ = ܧ)݀− − 1 2⁄ ଵ̇ݍ̇( − ܭ)݌ ⁄(ܧ  ,ଶݍ
ଶ̈ݍ + ଶݍ = ܧ)݀− − 1 2⁄ ଶ̇ݍ̇( − ܭ)݌ ⁄(ܧ  ଵ,        (5.7)ݍ

ܧ			 = 1 2⁄ ଵଶݍ) + ଶଶݍ + ଵଶݍ̇ + ,(ଶଶݍ̇ ܭ = ଶ̇ݍଵݍ −  .ଶݍଵ̇ݍ

Двумерные уравнения Ван-дер-Поля (5.7) с учетом 
стабилизации значения полной энергии и квадратуры, а 
также с управлением прецессией стоячей волны и стаби-
лизацией частоты автоколебаний, приобретают вид 

ଵ̈ݍ	 + ଵݍ = ܧ)݀− − 1 2⁄ ଵ̇ݍ̇( − ܭ)݌ ⁄(ܧ ଶݍ − ̇ݍଶ + сݍଵ, 
ଶ̈ݍ + ଶݍ = ܧ)݀− − 1 2⁄ ଶ̇ݍ̇( − ܭ)݌ ⁄(ܧ ଵݍ + ̇ݍଵ + сݍଶ. (5.8) 

В уравнениях (5.8) перейдем от переменных (q1,q2) 
переменным (S, K) по формулам 

ܵ = ܧ2 − 1 2⁄ = ଵଶݍ) + ଶଶݍ + ଵଶݍ̇ + (ଶଶݍ̇ − 1 2⁄ , 
ܭ = ଶ̇ݍଵݍ −  (5.9)																																						ଶ.ݍଵ̇ݍ

После осреднения по времени получаем уравнения 
вида (5.5) на два порядка меньше исходных уравнений 
[7]. 

Изложенная модель двумерного осциллятора Ван-
дер-Поля находит техническое применение в качестве 
модели волнового твердотельного гироскопа. 

Расширенная математическая модель двумерного ос-
циллятора Ван-дер-Поля с внешним управлением эффек-
тивно используется для изучения режимов функциониро-
вания нового волнового твердотельного гироскопа (квар-
цевого полусферического резонатора) [6]. 

VI. ТЕХНИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ТЕОРИИ В ВОЛНОВЫХ 
ТВЕРДОТЕЛЬНЫХ ГИРОСКОПАХ 

Базовый конструктивный элемент современного 
двухдетального ВТГ, имеет кварцевый полусферический 
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резонатор из высококачественного и высокодобротного 
плавленого кварца [8]. Рабочая поверхность резонатора 
напыляется тонким слоем золота или платины. Такое 
тонкое покрытие позволяет контролировать форму упру-
гой деформации кромки резонатора с помощью специ-
альной системы емкостных датчиков и управлять формой 
(модой) упругих рабочих колебаний, изменяя электриче-
ские потенциалы на управляющих электродах.  

Необходимое для функционирования ВТГ движение 
(колебания резонатора в пределах упругих деформаций 
кромки полусферы) не связано ни с износом, ни с дегра-
дацией материала, поэтому практически не ограничивает 
долговечности самого прибора [9].  

Такой уникальный физический принцип работы ВТГ 
дает новому гироскопу целый ряд основных преиму-
ществ: полное отсутствие вращающихся частей, малое 
время готовности, малые габаритно-массовые характери-
стики, весьма длительный рабочий ресурс прибора; высо-
кая температурная стабильность основного конструкци-
онного материала полусферы (чистого плавленого квар-
ца); высокая приборная точность и малая случайная по-
грешность; устойчивость к условиям окружающей среды 
(температура, удары, вибрации, гамма излучение и силь-
ные магнитные поля); весьма небольшая потребляемая 
мощность датчика; сохранение инерциальной информа-
ции при полном кратковременном отключении бортового 
электропитания.  Все перечисленные выше преимущества 
переводят ВТГ в класс одних из наиболее перспективных 
гироскопов [9]. Для высокодинамичных объектов авиа-
ционно-космического назначения реализована новая 
конструкция ВТГ на базе двухдетального промышленно-
го инерциального датчика (ИД) нового поколения с по-
лусферическим кварцевым 30-мм беззубцовым резонато-
ром и полусферическими электродами разработки «НПП 
«Медикон». Гироскоп функционирует в интегрирующем 
режиме свободной волны. Новая функциональная элек-
троника имеет многоканальную цифровую «пушпуль-
ную» схему управления по специальному алгоритму [10] 
съема, детектирования первичных сигналов инерциаль-
ного датчика и определения параметров стоячей волны. 
Данный алгоритм разработан и реализован сотрудниками 
«Лаборатории Механики Систем» В.Ф.Журавлевым и 
С.Е.Переляевым (Института Проблем Механики 
им.А.Ю.Ишлинского РАН). Авторами синтезирована 
многоканальная система прямого цифрового управления. 

Аппаратная часть цифровой системы реализована на 
базе нового модуля контроллеров гироскопа (МКГ), 
включающего трехпроцессорную структуру обработки 
первичных синусных и косинусных сигналов одновре-
менно трех гироскопов в одной системе на кристалле 
(FPGA/ПЛИС) на базе нового поколения ПЛИС серии 
«Xilinx-7».  Встроенные ПЛИС (FPGA) седьмой серии, 
созданные на основе современной высокопроизводи-
тельной и низкоэнергетической 28 нм технологии обес-
печивают беспрецедентное увеличение производитель-
ности системы, при этом потребляя на 50% меньше энер-
гии. По сравнению с одноядерной структурой, работаю-
щей даже с большей тактовой частотой, классическая 
реализация алгоритма имеет меньшую скорость выпол-
нения команд из-за необходимости чаще обращаться к 
медленным регистрам периферийных устройств самого 
процессора. 

Разработанный модуль МКГ-2 позволяет реализовать 
новую «пушпульную» схему управления гироскопом на 

основе двумерного осциллятора Ван-дер-Поля. Обработ-
ка первичных сигналов и оценка вектора состояния ВТГ 
производится цифровыми методами с помощью высоко-
скоростного сбора данных. Данная задача решена с по-
мощью быстродействующего 16-разрядного АЦП с ча-
стотой сэмплирования не менее 3 млн. выборок в секун-
ду. Аппаратная часть электронного модуля управления 
содержит процессор обработки сигналов, буферы анало-
го-цифровых преобразователей (АЦП), синтезатор ча-
стот, асинхронный микроконтроллер последовательного 
интерфейса [8]. Цифровой процессор по специальным 
алгоритмам обработки определяет углы ориентации вол-
ны, полную энергию и квадратную составляющую коле-
баний кварцевого резонатора и, используя эту информа-
цию, вычисляет соответствующие весовые коэффициен-
ты для эффективного управления стоячей волной прибо-
ра. Аппаратно-программная реализация бортового ма-
шинного алгоритма обработки информационных и фор-
мирования управляющих сигналов производится парал-
лельно в отдельном процессоре современной програм-
мируемой логической интегральной схемы (ПЛИС) но-
вого поколения. Каждый из каналов формирователей 
сигналов управления содержит ряд цифроаналоговых 
преобразователей (ЦАП), на вход которых в цифровом 
виде поступает информация о весовых коэффициентах 
управления, и как опорные, сигналы синусов и косинусов 
и их производные с электродов информационных сигна-
лов ИД, т.е. с выходов малогабаритных быстродейству-
ющих аналого-цифровых преобразователей (АЦП). Ал-
горитм управления и приема данных от каждого АЦП 
реализован в ПЛИС (FPGA) типа “Kintex-7” с помощью 
отдельного «конечного автомата» (finite state machine) 
[8,9]. Результаты преобразования каждого входного АЦП 
преобразуются «конечным автоматом» в параллельный 
16-битный код, сопровождаемый признаком готовности. 
Данная информация поступает на входы быстродей-
ствующего цифрового процессора (ЦП) реального вре-
мени. В этом машинном реализованном на кристалле ЦП 
по специальному синтезированному алгоритму форми-
руются законы прямого цифрового многоканального 
управления, которые в виде напряжений с выходов ЦАП 
подаются на управляющие электроды ИД, расположен-
ные на плате кварцевого узла возбуждения, съема и 
управления (ВСУ) прибора. Новый полностью цифровой 
модуль электроники – модуль контроллеров гироскопов 
(МКГ-2) включает трехпроцессорную структуру обра-
ботки выходных аналоговых сигналов трех инерциаль-
ных датчиков (гироскопов). Модуль МКГ-2 реализован 
на базе современной программируемой системы на кри-
сталле (FPGA) типа «Kintex-7» с встроенными контрол-
лерами, последовательным интерфейсом и главным 64-
битным цифровым процессором [8,9]. Программа, реали-
зующая алгоритм обработки информационных и форми-
рования управляющих сигналов каждого из трех каналов, 
выполняется параллельно в отдельном процессоре 
(“Micro-Blaze”). Малогабаритный модуль МКГ-2 обра-
ботки сигналов трех гироскопов с реализованными аппа-
ратно на одном кристалле ПЛИС встроенными контрол-
лерами, последовательным интерфейсом и главным 64-
битным процессором обеспечивает заданную точность 
вычислений, а также формирования коэффициентов 
управления и фазы сигнала, на уровне необходимом для 
получения нестабильности дрейфа нуля нового ВТГ не 
более 0.003 град/ч. 
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VII. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Новый высоконадежный интегрирующий гироскоп 

ВТГ-30 с цифровым выходом является высокоточным 
прибором автономной ориентации, разработанным рос-
сийскими специалистами для широкого круга задач авиаци-
онно-космического назначения. Гироскоп включает миниа-
тюрный инерциальный датчик (сконструирован на базе высо-
кодобротного беззубцового кварцевого [10] резонатора 
диаметром 30мм) и модуль функциональной цифровой 
обслуживающей электроники (МКГ). МКГ  многока-
нальная система съема и прямого преобразования пер-
вичных аналоговых сигналов ИД, цифровой обработки и 
формирования дискретных сигналов управления. В 
настоящее время изготовлена опытная партия таких ги-
роскопов и проводятся отработочные испытания новой 
конструкции высокоточного прибора (дрейф не более 
0.005 град/ч). Отработочные испытания ВТГ показали, 
что прибор способен весьма успешно конкурировать с 
волоконно-оптическими (ВОГ) и кольцевыми лазерными 
гироскопами (КЛГ) навигационного класса точности по 
цене промышленного производства, превосходя послед-
ние по показателю надежности функционирования в са-
мых различных и жестких условиях эксплуатации. 
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Аннотация—Представлены результаты применения 
разработанного рекуррентного алгоритма построения 
сглаживающих сплайнов, в котором предусматривается 
априорная неопределенность параметра сглаживания и 
наличие в измерениях как белошумной, так и коррелиро-
ванной во времени составляющих помехи. Сплайн форми-
руется с учетом апостериорных вероятностей возможных 
значений параметра сглаживания. Алгоритм позволяет 
использовать сглаживающие сплайны для получения не-
прерывных оценок параметров движения по дискретным 
измерениям без предварительного определения модели ди-
намики рассматриваемого объекта и при описании помех 
измерений с помощью различных стохастических процес-
сов. Проведены эксперименты с камеральной обработкой 
натурных данных. Проанализированы погрешности полу-
ченных с помощью сплайнов оценок скорости малогаба-
ритного самолета при его маневрировании по курсу и во 
время посадки. Для построения сплайнов использованы 
прецизионные навигационные решения на основе измерений 
глобальных навигационных спутниковых систем. Рассмот-
рены варианты с дискретностью измерений от 0,1 с до 1 с. 
В качестве эталонных данных использованы результаты 
сильносвязанного инерциально-спутникового комплексиро-
вания на частоте 200 Гц.  

Ключевые слова—сглаживающий сплайн, параметры 
движения, глобальная навигационная спутниковая система. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Сглаживающие полиномиальные сплайны позволя-

ют получить аппроксимацию непрерывных процессов 
на основе баланса между отклонениями аппроксимации 
от измерений и нежелательными свойствами самой ап-
проксимации. Такие сплайны могут быть полезны, ко-
гда аппроксимируемый процесс, в принципе, трудно 
описать с помощью типовых для задач байесовского 
оценивания марковских моделей, либо когда предвари-
тельно требуется идентифицировать большое число па-
раметров и структуру этих моделей.  

В классической постановке задача построения сгла-
живающего сплайна предусматривает наличие в изме-
рениях только белошумной помехи. В этой постановке 
для моментов времени , 0,kt k n , называемых узлами, 
имеются измерения k k ky s v  , где ( )k ks s t , ( )s t  – 
сплайн m-й степени, kv – центрированная гауссовская 
белошумная помеха с известной дисперсией 0kr  . 
Предполагается, что сплайн обладает дефектом 1, т.е. 

( )s t  и производные ( ) ( ), 1, 1js t j m   непрерывны во 

внутренних узлах , 1, 1kt k n  . Нужно найти такой 
сплайн ( )s t , который с учетом указанных условий не-
прерывности минимизирует критерий [1-3]  

0

2 2
0 ( ) / [ ( )]ntn

k k kk t
J y s r L s t dt     ,  (1) 

где L[] – линейный дифференциальный оператор, >0 –
параметр сглаживания. Для кубических сглаживающих 
сплайнов зачастую используется [ ( )] ( )L s t s t  .  

В более общем случае измерения содержат как бело-
шумную, так и коррелированную во времени (цветную) 
составляющие помехи – k k ky s   , где 

k k k kG x v   , kx  – одно- или многомерный марков-
ский процесс, подчиняющийся уравнению 

1k k k kx F x w   с начальным условием 0x  и порожда-
ющим белым шумом kw , имеющими центрированное 
гауссовское распределение. Здесь 0x , kw , kv  взаимно 
некоррелированы. Ковариационные матрицы для 0x  и 

kw , переходная матрица kF , а также матрица-строка kG  
– известны. В этом случае критерий принимает вид [10] 

0

T 1 2( ) ( ) ( ) [ ( )]nt
t

J y s P y s L s t dt      , (2) 

где T
0( ,..., )ny y y ; T

0( ,..., )ns s s ; P  – ковариаци-

онная матрица вектора помех T
0( ,..., )n    . Очевид-

но, что (1) является частным случаем (2). 

Для построения сглаживающего сплайна на основе 
критерия (1) сначала были разработаны нерекуррентные 
методы [1-3, 8], реализация которых при большом числе 
узлов n наталкивается на серьезные трудности. Затем 
появились более удобные для практического примене-
ния рекуррентные методы на базе процедур калманов-
ской фильтрации и сглаживания [4, 5]. Но и они не ли-
шены недостатка – еще до обработки измерений для них 
требуется определить модели вектора состояния на всем 
интервале решения 0[ ; ]nt t . При добавлении нового из-
мерения или изменении параметра сглаживания модели 
приходится пересчитывать. Публикаций по рекуррент-
ным методам построения сглаживающих сплайнов на 
основе критерия (2), учитывающего присутствие в из-
мерениях коррелированной составляющей помехи, на 
данный момент найти не удалось. 
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В [6, 7] был представлен рекуррентный алгоритм по-
строения кубического сглаживающего B-сплайна по 
критерию (1), в котором модели для вектора состояния 
вычисляются не сразу для всего интервала решения, а 
последовательно, по мере обработки измерений. В этом 
алгоритме вектор состояния на каждом k-м шаге реше-
ния ( 1, )k n  включает четверки коэффициентов, опреде-
ляющих B-сплайн на интервале 1[ ; ]k kt t . В настоящее 
время этот алгоритм доработан и сделан более универ-
сальным. Теперь он опирается на более общий критерий 
(2), учитывающий присутствие коррелированной состав-
ляющей помехи. Алгоритм вырабатывает оценки коэф-
фициентов кусочно-полиномиальной формы сплайна. На 
каждом k-шаге решения вектор состояния здесь имеет 

вид  T0 T,..., ,m
k k k kX a a x , где , 0,j

ka j m  – коэффициенты 

кусочно-полиномиального представления сплайна на 
интервале 1[ ; ]k kt t . Доработанный алгоритм пригоден 
не только для решения задачи сглаживания на закреп-
ленном интервале. Им можно воспользоваться и в зада-
чах оценивания по нарастающей выборке измерений: 
сглаживание с постоянным запаздыванием и в закреп-
ленной точке, фильтрация. Применение ранее упомяну-
тых рекуррентных методов в этих задачах затруднено из-
за необходимости пересчитывать результаты с каждым 
новым измерением. В новом алгоритме можно учесть 
еще и изменчивость параметра  от времени.  

Нетривиальной проблемой при построении сглажи-
вающего сплайна является выбор параметра сглажива-
ния  в условиях его априорной неопределенности. В 
настоящее время для выбора  используются критерии 
обобщенной перекрестной проверки, несмещенного 
риска, обобщенной функции правдоподобия [5, 8–12]. В 
исследуемом алгоритме предусматривается вычисление 
апостериорных вероятностей возможных значений   
параметра  – ( | )y  P  . Представляется, что апо-
стериорная вероятность – это более объективный пока-
затель достоверности параметра . Итоговый сглажива-
ющий сплайн строится по средневзвешенным коэффи-
циентам сплайнов, соответствующим различным . В 
качестве весов выступают апостериорные вероятности.  

Настоящий доклад посвящен анализу возможностей 
применения нового алгоритма построения сглаживаю-
щих сплайнов для непрерывного оценивания скорости 
по данным глобальных навигационных спутниковых 
систем (ГНСС). Следует отметить, что скоростные 
ГНСС-решения, несмотря на первоочередную важность 
координат, не остаются без внимания исследователей 
[13]. Как правило, речь идет о решениях по одномомент-
ным измерениям ГНСС, которые, как известно, посту-
пают на сравнительно низкой частоте. Для получения 
высокочастотных решений может применяться комплек-
сирование измерений ГНСС и данных инерциального 
измерительного модуля (ИИМ), способного вырабаты-
вать показания на частотах в сотни герц и выше. Понят-
но, что ИИМ существенно повышает стоимость навига-
ционного обеспечения. При этом точность ИИМ на базе 
микромеханических чувствительных элементов может 
оказаться не достаточной, а более точные ИИМ, напри-
мер, на волоконно оптических или лазерных гироскопах, 
не всегда применимы на малогабаритных объектах, та-

ких как беспилотные летательные аппараты. В этой свя-
зи получение непрерывных оценок скорости с опорой 
только на данные ГНСС представляет определенный 
интерес. В камеральном режиме эти оценки могут слу-
жить в качестве эталонных при испытаниях других при-
боров. Еще одним применением непрерывных оценок 
скорости можно назвать управление полетом ведомого 
аппарата по ведущему. Такое управление предполагает 
формирование и передачу на ведомый аппарат информа-
ции о движении ведущего с постоянным запаздыванием.  

В докладе представлены результаты экспериментов, 
подтверждающих эффективность применения сглажи-
вающих сплайнов с априорно неопределенным парамет-
ром сглаживания для оценивания скорости реального 
самолета с частотой, намного превышающей частоту 
данных ГНСС. Выявлены преимущества таких сплайнов 
перед интерполяционными. Проанализирована чувстви-
тельность к отклонению параметра сглаживания от 
наиболее вероятного значения. Несмотря на пригодность 
рассматриваемого алгоритма для решения задачи оцени-
вания по нарастающей выборке измерений и возмож-
ность учета изменчивости параметра сглаживания , в 
данной работе исследования ограничиваются задачей 
сглаживания на закрепленном интервале с постоянным . 

II. УСЛОВИЯ ЭКСПЕРИМЕНТОВ 
Для оценки эффективности применения сглаживаю-

щих сплайнов с априорно неопределенным параметром 
сглаживания были проведены эксперименты с каме-
ральной обработкой натурных данных, зарегистриро-
ванных на малогабаритном самолете. Рассматривался 
участок траектории самолета длительностью 1000 с, где 
выполнялся горизонтальный маневр по курсу на полто-
ра оборота с путевой скоростью ~80 м/с, а также 120-
секундный участок с быстрым изменением высоты при 
совершении посадки.  

В роли измерений для построения сплайнов высту-
пали прецизионные навигационные решения, получен-
ные в дифференциальном режиме по фазовым двухча-
стотным измерениям ГЛОНАСС и GPS от приемников 
NovAtel SE-D-RT2-G-J-Z [14] (мобильный) и NovAtel 
DL-V3-L1L2-G [15] (базовый). Частота измерений при-
емников и полученных по ним решений – 10 Гц. Одно-
временно с измерениями ГНСС на самолете на частоте 
200 Гц были зарегистрированы данные ИИМ LCI 
(Northrop Grumman Litef GmbH) [16], построенного на 
волоконно оптических гироскопах и относящегося к 
тактическому классу. C помощью пакета камеральной 
обработки Inertial Explorer [17] проведено сильносвя-
занное комплексирование измерений ГНСС и данных 
ИИМ с учетом смещений антенны приемника относи-
тельно центра измерений ИИМ. В результате получены 
эталонные значения географических координат и со-
ставляющих скорости на частоте 200 Гц.  

В экспериментах использовались сглаживающие ку-
бические сплайны со штрафом на вторую производную. 
Помимо них в эксперименте также участвовали интер-
поляционные линейные и кубические сплайны [4]. По-
следние определялись при естественных краевых усло-
виях – 0( ) ( ) 0ns t s t   . Сплайны строились по измере-
ниям широты φ, долготы  и высоты h, взятым из нави-
гационных ГНСС-решений с дискретностью t в 0,1, 
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0,2, 0,5 и 1 с. Величина t определяет длину интервалов 
1[ ; ]k kt t  между соседними узлами сплайнов. Производ-

ные сплайнов для φ, , h использовались при получении 
оценок географических составляющих скорости 

1( )NV R   , 2 ( cos)EV R    , ZV h   с учетом ради-
усов кривизны 1 2( ), ( )R R   земного эллипсоида. Ана-
лизировались погрешности оценок на частоте эталон-
ных данных – 200 Гц.  

Для помех измерений φ,  использовалась модель в 
виде белого шума, а для помех измерений h – модель в 
виде суммы белого шума и узкополосного марковского 
процесса второго порядка [18]. Параметры моделей 
определялись на основе анализа имеющихся реализаций 
навигационных ГНСС-решений. Таким образом, сгла-
живающие сплайны для φ,  определялись по критерию 
(1), а сплайны для h – по критерию (2).  

Отметим, что для участка траектории длительностью 
1000 с при дискретности измерений t=0,1 с количество 
узлов сплайна составляет n=104. Построение сглаживаю-
щего сплайна нерекуррентным методом в этом случае 
труднореализуемо даже при заранее известном параметре 
сглаживания. Реализация разработанного рекуррентного 
алгоритма с таким количеством узлов, несмотря на необ-
ходимость получения множества частных решений для 
различных значений параметра сглаживания и вычисление 
их апостериорных вероятностей, не вызывает проблем.  

III. АНАЛИЗ ТОЧНОСТИ 
Установлено, что с точки зрения точности оценивания 

координат у сглаживающих сплайнов нет заметных пре-
имуществ перед интерполяционными. Это проиллюстри-
ровано на рис. 1, где показан 2-секундный фрагмент эта-
лонной реализации высоты с соответствующими сплай-
нами при дискретности измерений t=1 c и 0,1 с. Точка-
ми на рисунках отмечены узловые значения сплайнов. 
Для интерполяционных сплайнов узловые значения сов-
падают с измерениями. Высота в данном фрагменте из-
меняется всего на 4 см, что позволяет увидеть важные 
детали в поведении сплайнов. Обращаем внимание, что 
при t=0,1 с интерполяционные сплайны подвержены 
мелким колебаниям, которые почти не сказываются на 
точности позиционирования, но вносят существенный 
вклад в погрешность определения скорости. В сглажива-
ющем сплайне такие колебания отсутствуют, что позво-
ляет точнее оценить скорость с его помощью. 

Действительно, при определении составляющих 
скорости VN, VE, VZ достоинства сглаживающих сплай-
нов перед интерполяционными проявляются вполне 
отчетливо. На рис. 2 на примерах с VZ на том же 2-
секундном фрагменте траектории видны недостатки 
интерполяционных сплайнов.  

Линейный интерполяционный сплайн не способен 
передать изменчивость скорости. Рассчитанная с его по-
мощью скорость имеет вид кусочно-постоянной функ-
ции, что при наличии даже сравнительно небольшого 
ускорения при t=1 с приводит к погрешности более 0,1 
м/с. При t=0,1 с погрешность линейного интерполяци-
онного сплайна также значительна, главным образом, из-
за ничем не ослабленного влияния шумов измерений. 

 
Рис. 1. Эталонная высота и воспроизводящие ее сплайны, построенные 
по ГНСС-решениям c t=1 с и 0,1 с 

 
Рис. 2. Эталонная вертикальная скорость и ее оценки, полученные с 
помощью сплайнов на основе ГНСС-решений c t=1 с и 0,1 с 

Кубический интерполяционный сплайн также нельзя 
назвать эффективным в определении скорости. При малой 
дискретности t=0,1 с полученная с его помощью оценка 
VZ приобретает излишнюю колебательность (осцилляции), 
из-за чего ее погрешность даже хуже, чем в случае t=1 с. 
Это связано с влиянием шума измерений, который в слу-
чае интерполяции никак не подавляется. Оценка VZ, вы-
численная на основе сглаживающего сплайна при t=1 с 
почти такая же, как при использовании кубической ин-
терполяции высоты, но при t=0,1 с она гораздо точнее, 
чем результат применения интерполяционных сплайнов. 
Таким образом, уже по рассмотренным коротким фраг-
ментам понятно, что сглаживающие сплайны способны 
более адекватно воспроизвести скорость с учетом ее из-
менчивости и наличия помех. Помехи, как видно из при-
меров, оказывают ограниченное влияние на оценки, полу-
ченные на основе сглаживающих сплайнов.  

Рассмотрим протяженные реализации погрешностей 
определения скорости с помощью сплайнов. На рис. 3, 4 
приведены графики таких погрешностей при наимень-
шей дискретности измерений t=0,1 с. Там же показаны 
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утроенные значения расчетных среднеквадратических 
погрешностей (СКП) оценивания скорости с помощью 
сглаживающего сплайна. Справа от графиков погрешно-
стей приведены соответствующие гистограммы, где тре-
угольными маркерами отмечены предельные для рас-
сматриваемой реализации значения погрешностей. Под 
графиками погрешностей представлены графики опре-
деляемых составляющих скорости. Они позволяют уста-
новить связь погрешности с изменением скорости.  

 

 

 
Рис. 3. Погрешности определения VN, VE, VZ на основе сплайнов с  
t=0,1 с для самолета, выполняющего маневр по курсу 

 
Рис. 4. Погрешности определения VZ на основе сплайнов с t=0,1 с  
для самолета, совершающего посадку 

Нетрудно видеть, что уровень погрешности оценок 
VN, VE при использовании линейного интерполяционного 
сплайна возрастает при значительном ускорении, которое 
возникает при разворотах самолета. Вертикальные уско-
рения при развороте и даже при посадке намного меньше 
горизонтальных, и погрешности оценок VZ, полученных с 
помощью линейного интерполяционного сплайна, нахо-
дятся на одном уровне. Погрешности определения скоро-
сти с применением кубического интерполяционного и 
сглаживающего сплайнов слабо реагируют на ускорение. 
Их уровень остается достаточно стабильным на протяже-
нии всего рассматриваемого интервала. Уровень погреш-
ности при использовании сглаживающего сплайна замет-
но меньше. При этом расчетные СКП для сглаживающего 
сплайна адекватно отражают уровень действительных 
погрешностей. Увеличенные значения расчетных СКП в 
начале и в конце реализации – это проявление известного 
в задачах сглаживания краевого эффекта. Как показыва-
ют гистограммы, погрешности имеют распределение, 
близкое по форме к гауссовскому.  

Для получения обобщенной характеристики точности 
были рассчитаны выборочные СКП сплайнов в опреде-
лении составляющих скорости на рассмотренных участ-
ках траектории. Их значения приведены в табл. 1. Отме-
тим, что СКП мгновенных скоростных ГНСС-решений 
составляет порядка 0,03 м/с для VN, VE и 0,05-0,06 м/с для 
VZ. Это точности решений, которые формируются по 
набору измерений ГНСС, относящихся к текущему мо-
менту времени, без учета решений в соседние моменты 
времени, т.е. без сглаживания. В экспериментах, напом-
ним, речь идет о точности воспроизведения скорости на 
частоте 200 Гц, значительно превышающей частоту вы-
работки спутниковых измерений. 

Из представленных результатов можно сделать сле-
дующие выводы в отношении точности определения 
составляющих скорости с помощью сплайнов. 

 Сглаживающий сплайн для всех рассмотренных 
значений t обеспечивает определение скорости с 
точностью не хуже, чем интерполяционные 
сплайны.  
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 При использовании сглаживающего сплайна до-
стижимая СКП оценивания всех трех составляю-
щих скорости при горизонтальном развороте 
находится на уровне 0,01 м/с. При быстром изме-
нении высоты в процессе посадки СКП оценива-
ния VZ с помощью сглаживающего сплайна со-
ставляет порядка 0,03 м/с. Это лучше, чем СКП 
мгновенных скоростных ГНСС-решений. 

 В случае применения сглаживающего сплайна по 
мере уменьшения t СКП оценивания скорости 
либо также уменьшается – для VZ, либо не меня-
ется - для VN, VE. При переходе от t=1 с к t=0,1 
с СКП оценивания VZ в рассмотренных примерах 
сокращается примерно в 3 раза. 

 Интерполяционный линейный сплайн по точно-
сти определении скорости не может составить 
конкуренцию сглаживающему сплайну ни при ка-
ких условиях. 

 Интерполяционный кубический сплайн при t=1 
и 0,5 с обеспечивает точность определения скоро-
сти такую же или немного худшую, чем сглажи-
вающий сплайн. Но по мере дальнейшего умень-
шения t точность определения скорости с помо-
щью этого сплайна деградирует для всех состав-
ляющих скорости. Отсутствие ясной взаимосвязи 
между точностью кубического интерполяционного 
сплайна и дискретностью измерений не позволяет 
использовать его с предсказуемым результатом. 

ТАБЛИЦА 1. РЕЗУЛЬТАТЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ СОСТАВЛЯЮЩИХ СКОРОСТИ НА 
ЧАСТОТЕ 200 ГЦ ПО ИЗМЕРЕНИЯМ КООРДИНАТ С ДИСКРЕТНОСТЬЮ t  
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Горизонтальное 

маневрирование 

по курсу 

длительностью 

1000 с 

φ VN 

1 0,223 0,012 0,012 
0,5 0,112 0,012 0,012 
0,2 0,047 0,016 0,012 
0,1 0,033 0,027 0,012 

 VE 

1 0,201 0,013 0,013 
0,5 0,101 0,013 0,013 
0,2 0,043 0,015 0,013 
0,1 0,028 0,021 0,013 

h VZ 

1 0,052 0,027 0,027 
0,5 0,031 0,016 0,015 
0,2 0,026 0,025 0,011 
0,1 0,044 0,048 0,010 

Посадка 
длительностью 

120 с 
h VZ 

1 0,147 0,084 0,084 
0,5 0,083 0,037 0,035 
0,2 0,050 0,039 0,031 
0,1 0,053 0,054 0,031 

 

Опираясь на эти выводы и учитывая, что современ-
ные приемники спутниковой навигации, как правило, 
способны вырабатывать измерения с дискретностью 
t=0,2 с, 0,1 с, можно утверждать: сглаживающие 
сплайны являются более эффективным инструментом 
для получения значений скорости на высокой частоте. 

При этом априорная неопределенность параметра сгла-
живания  не является препятствием для успешного при-
менения сглаживающего сплайна. Используемый алго-
ритм автоматически адаптирует сплайн к динамике само-
лета на данном участке на основе апостериорных вероят-
ностей возможных значений параметра сглаживания. 

IV. ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТЬ К ПАРАМЕТРУ СГЛАЖИВАНИЯ 
Установлено, что в рассмотренных примерах опреде-

ления скорости «средневзвешенный» сплайн незначи-
тельно отличается от сплайна, построенного для наибо-
лее вероятного параметра сглаживания *. Каждому t 
соответствует свое значение * – чем меньше t, тем 
больше *. В связи с возможностью без потерь для точ-
ности принять для окончательного решения =*, возни-
кает вопрос, какова чувствительность СКП определения 
скорости к отклонению единственного используемого 
параметра сглаживания  от наиболее вероятного *? 
Иными словами, насколько критична ошибка в выборе ?  

Были проведены расчеты с изменением  в большую 
и в меньшую сторону относительно наиболее вероятно-
го значения *. На рис. 5 представлены графики СКП 
определения вертикальной скорости в зависимости от 
отношения /*, отложенного на логарифмической 
шкале в диапазоне 0,01-100. Отметим, что параметр  в 
критериях (1), (2) играет роль величины, обратной к 
дисперсии. Из графиков видно, что СКП более чувстви-
тельна к увеличению  в N раз, чем к уменьшению во 
столько же раз, если N>>1. Обращаем также внимание, 
что чувствительность СКП к изменению параметра  
для t=(0,1-0,5) с примерно одинаковая. При t=1 с чув-
ствительность проявляется в меньшей степени.  

 
Рис. 5. СКП определения VZ с помощью сглаживающего сплайна при 
отклонении параметра сглаживания от наиболее вероятного значения 
на участках маневрирования по курсу и посадки. 

СКП оценивания горизонтальных составляющих 
скорости оказываются менее чувствительны к измене-
нию параметра . Тем не менее представленные зависи-
мости СКП вертикальной скорости от /* показывают, 
что неудачный выбор параметра сглаживания, основан-
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ный на интуитивно-эмпирических соображениях или 
недостаточно объективном критерии, может привести к 
существенным потерям в точности. Используемый ал-
горитм построения сглаживающего сплайна позволяет 
избежать таких потерь, поскольку он учитывает апосте-
риорные вероятности возможных значений параметра 
сглаживания. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Подтверждено преимущество использования сгла-

живающих сплайнов с априорно неопределенным пара-
метром сглаживания по сравнению с интерполяцион-
ными сплайнами в экспериментах по определению 200-
герцовых оценок скорости малогабаритного самолета по 
данным ГНСС. Установлено, что при использовании 
сглаживающего сплайна достижимая СКП оценивания 
всех трех составляющих скорости при горизонтальном 
развороте находится на уровне 0,01 м/с. При быстром 
изменении высоты в процессе посадки СКП оценивания 
вертикальной скорости с помощью сглаживающего 
сплайна составляет порядка 0,03 м/с. Это лучше, чем 
СКП мгновенных скоростных ГНСС-решений. Показа-
но, что неудачный выбор параметра сглаживания может 
привести к существенным потерям в точности опреде-
ления скорости. Результаты экспериментов демонстри-
руют способность разработанного алгоритма автомати-
чески адаптировать сглаживающий сплайн к динамике 
самолета на основе апостериорных вероятностей воз-
можных значений параметра сглаживания.  
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Аннотация—Для метода траекторной фильтрации 
Interacting Multiple Model (IMM) предложена процедура, 
оптимизирующая его внутренние параметры. Процедура 
основана на генетическом алгоритме оптимизации. Для 
траекторной фильтрации качество работы алгоритма за-
дается не одним, а несколькими критериями. Предложен-
ный алгоритм оптимизации позволяет выделять и улуч-
шать парето-оптимальные решения. 

Ключевые слова—задача фильтрации, метод IMM, гене-
тические алгоритмы многокритериальной оптимизации, 
парето-оптимальность. 

I. ЗАДАЧА ТРАЕКТОРНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ 
Наблюдаемый объект – воздушное судно (ВС) дви-

жется согласно некоторой динамике: 

),( xtfx  , (1) 

где x  — вектор состояния, описывающий ВС. Для нужд 
навигации в управлении воздушным движением доста-
точно часто используют [1] следующий простой вариант 
динамики ВС: 
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Здесь Nx , Ex  – северная и восточная координаты ВС, 
V  – величина скорости,   – путевой угол; управления 
w , u  – суть продольное и поперечное ускорения; it  – 
текущий момент времени. Движение системы (2) с 

0)()(  twtu  носит название модели постоянной скоро-
сти (constant velocity, CV) [1, 2]. Участок с )(tu  = const, 

0)( tw  – движение в повороте (coordinated turn, CT), а 
участок, где 0)( tu  )(tw  = const, – равноускоренное 
движение (constant acceleration, CA). 

Средства наблюдения (это могут быть радиолока-
торы, ГНСС, угломерные и дальномерные устройства) в 
дискретные моменты времени it  производят измерения:  

iiii txthy  ))(,( . (3) 

Здесь i  – случайная ошибка измерения. Для многих 
средств измерения (радиолокаторы, ГНСС) функция h  
просто выделяет «геометрическую» часть координат 
( Nx , Ex ) вектора состояния x .  

Задачей фильтрации называют задачу построения 
оценки ix̂  на момент it  как функции (либо как алго-
ритма, в случае если такую функцию нельзя выписать 
простой формулой) от истории измерений до времени it : 

}):({ˆˆ ijyxx ji  .  

В случае если динамика (1) и уравнение наблюдения 
(3) линейные, а ошибки i  распределены по нормаль-
ному закону, фильтр Калмана [3] приближает фазовое 
состояние наилучшим образом в смысле среднеквадра-
тичного отклонения  

}))(ˆ{()( 2
iii txxEtJ  . (4) 

В случае если динамика (1) имеет переключения во вре-
мени (например, в динамике (2) функции )(tu , )(tw  
имеют кусочно-постоянную структуру), фильтр Калмана 
не оптимален.  

Для движения с динамикой (2) с переключениями 
поведение показателя (4) как функции времени t  вдоль 
траектории может сильно разниться в зависимости от 
алгоритма фильтрации [2]. Например, алгоритмы, обес-
печивающие малое значение J  на участках длительного 
постоянства )(u , )(w , как правило, имеют большой 
«выброс» значений J  в момент переключения управле-
ний )(u , )(w . Наблюдается и обратное: алгоритмы, 
имеющие маленький «выброс» в момент изменения уп-
равлений, имеют худшее J  на участках постоянства.  

Достаточно сбалансированно (относительная малость 
показателя J  на всех участках движения) показывают 
себя алгоритмы, основанные на скрытых марковских 
моделях [4], в частности метод Interacting Multiple Model 
(IMM) [2, 4], включающий в себя несколько фильтров 
Калмана с разными моделями движения.  
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Метод IMM имеет достаточно большое число пара-
метров, влияющих на качество работы [2, 4]. Самое 
большое значение имеет то, какие модели движения и в 
каком количестве входят в его структуру. При фиксиро-
ванном наборе моделей динамики очень важен процесс 
переключения между ними. Переключение регулируется 
матрицей переходных вероятностей. Ее компоненты 
(или константы, от которых они зависят) – второй по 
важности настроечный набор параметров. Также важны 
параметры, задающие поведение каждой модели, в том 
числе уровень шума динамики.  

Авторы поставили задачу настроить параметры алго-
ритма IMM с целью улучшить качество его работы [6–8]. 
Важно отметить, что влияние параметров на работу ме-
тода IMM имеет сложный характер. Кроме того, в буду-
щем предполагается изменять количество моделей внут-
ри метода, и в задаче появятся как вещественнозначные, 
так и целочисленные параметры. Поэтому для оптими-
зации было решено использовать методы прямого поис-
ка. Генетический подход, представляющий собой пря-
мой поиск с эвристиками [5] (каждая особь в популяции 
генетического алгоритма соответствует фиксированному 
набору параметров IMM), показался наиболее удобным 
вариантом и был реализован авторами [6–8].  

II. КРИТЕРИИ КАЧЕСТВА ТРАЕКТОРНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ 
Важной особенностью рассматриваемой проблемы 

является то, что в практической траекторной обработке 
для оценки качества принято использовать не критерий 
J , а другие показатели, с разных сторон описывающие 
близость между истинным состоянием )( itx  и его оцен-
кой ix̂ . В управлении воздушным движением качество 
приближения траектории оценивается по «каналам» и 
участкам движения. Требования к качеству сведены в 
стандарты [9, 10].  

Траектория ВС разделяется на участки – промежутки 
постоянства (CV, CT, CA) управлений )(u , )(w  в си-
стеме (2), а также на периоды «установления» после 
смены управлений [9]. Каналы же [9] представляют со-
бой скалярные показатели, характеризующие вектор от-
клонения xtx ˆ)(  : продольное lon , поперечное lat  
отклонения, отклонения по величине скорости 

VtVV ˆ)(   и путевому углу  ˆ . Продольное и 
поперечное отклонения выражаются формулами: 
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Стандарты [10] устанавливают предельные значения 
среднеквадратичных отклонений в каналах отдельно для 
промежутков постоянства управлений и для максималь-
ных отклонений в периоды смены управлений. Эти ве-
личины зависят от «схемы наблюдения»: количества 
радиолокаторов, шага измерений по времени и уровня 
ошибки  . Схема наблюдения жестко прописывается в 
стандартах [10].  

Чтобы сделать критерии подходящими для разных 
схем наблюдения и разных маневренных возможностей 
ВС, было решено сравнивать отклонения   не со стан-

дартом, а с границей Рао–Крамера [11, 12]. Граница Рао–
Крамера R  вычисляется по модели движения (2), управ-
лениям )(u , )(w  и представляет собой матрицу 4×4 с 
компонентами NNR , NER , …, задающую нижнюю грань 
для среднего квадрата отклонения несмещенных оценок 
x̂ . Вычислительные формулы для )(tR  как функции от 
времени t  основаны на формулах из [12], примененных 
для динамики (2).  

Абсолютные отклонения   переводятся в относи-
тельные отклонения   путем деления на соответствую-
щее значение границы Рао–Крамера: 

EENENNlonlon RRRt  22 sincossin2)(cos/ , 

EENENNlatlat RRRt  22 coscossin2)(sin/ , 

VVVV R/ ,    R/ .  

После такого преобразования удается не только сде-
лать отклонения   универсальными относительно раз-
ных условий наблюдения, но и обеспечить их примени-
мость к разным участкам движения: в момент переклю-
чения управлений u , w  граница Рао–Крамера )(tR , так 
же как и оценка )(ˆ tx , претерпевает скачок и после него 
имеет период установления [8]. Благодаря этому свой-
ству в нашем алгоритме вместо критериев из стандартов 
[10] мы применили другие, основанные на относи-
тельных отклонениях  .  

В нашей программе оптимизации отклонения   и   
вычисляются вдоль каждой траектории из обучающего 
набора. Далее по ним вычисляются среднеквадратичные 
отклонения в каналах lonc , latc , Vc , c , а также комби-
нированные отклонения: dc2  – в плоскости ( Nx , Ex ), 

dc4  – по всему вектору состояния. Расчет для одномер-
ных каналов ведется по следующей формуле (на при-
мере для lonc ): 
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где N  – число траекторий в наборе, kn  – число изме-

рений в траектории k  из набора,   N
k knn 1 , k

it  – вре-
мя измерения i  в траектории k . Многомерные пока-
затели dc2 , dc4  вычисляются следующим образом:  
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где T
latlond ][2  , T

Vlatlond ][4  , а dR2  – 
верхний левый 2×2 блок матрицы R .  
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Поскольку оценки x̂  подвержены влиянию случай-
ных ошибок измерений  , значения показателей lonc , 

latc , …, вычисленные по набору траекторий, сами явля-
ются случайными числами. Для корректного обращения 
с ними в генетической программе предусмотрено вычи-
сление доверительных интервалов. Методика вычисле-
ния представлена в работе [8].  

III. ПОСТРОЕНИЕ ПАРЕТО-ФРОНТОВ 
В траекторной фильтрации для практического ис-

пользования нужны алгоритмы с достаточно малыми зна-
чениями разных показателей качества. При этом критерии 
могут быть противоречащими друг другу: например, 
улучшение показателя Vc  в канале скорости может при-
водить к худшему определению координат на плоскости и 
большим значениям показателя dc2 . Практическое моде-
лирование подтверждает это: было отмечено, что значе-
ния параметров, оптимальные для каждого критерия не 
совпадают, и часто достаточно далеки друг от друга.  

Поиск параметров, одновременно хороших по разли-
чным критериям, но необязательно оптимальных по ка-
кому-либо критерию, тесно перекликается с поиском па-
рето-оптимальных параметров. Поэтому авторы решили 
ввести выделение парето-фронта в существующий [6–8] 
генетический алгоритм оптимизации. Для этого был ис-
пользован алгоритм недоминирующей сортировки из [13].  

Следует отметить, что существует большой выбор 
генетических алгоритмов оптимизации (в том числе 
NSGA-II, описанный в [13]), изначально ориентирован-
ных на многокритериальную оптимизацию [14] и осо-
бую обработку парето-оптимальных особей в процеду-
рах селекции. Авторы воздержались от перехода на та-
кие алгоритмы, поскольку существующий генетический 
алгоритм [6–8] представляется пригодным для нахожде-
ния парето-оптимальных решений.  

Алгоритм недоминирующей сортировки ранжирует 
популяцию, выделяя особи разных рангов. Ранг 1 – это 
Парето-оптимальные особи. Ранг 2 – это особи, которые 
станут парето-оптимальными после удаления особей 
ранга 1, и т.д. Ранги, с одной стороны, показывают бли-
зость решения к парето-оптимальности, с другой – поз-
воляют визуализировать процессы внутри генетической 
оптимизации. Так, мутация (ненаправленное размноже-
ние) имеет цель как можно сильнее разнообразить попу-
ляцию, в ее ходе следует ожидать появления особей с 
разным рангом. Процедура селекции должна оставлять 
«правильные» с точки зрения прикладной задачи особи, 
и ожидается, что в результате ее работы сохранятся осо-
би с высоким рангом.  

Такие свойства генетических процедур были проде-
монстрированы в ходе моделирования. При проведении 
работ был использован суперкомпьютер «Уран» ИММ 
УрО РАН. Максимальный размер популяции составлял 
4000 особей. Обучающая выборка состояла из 2000 мо-
дельных траектории в силу динамики (2) с различными 
условиями наблюдения и маневренными возможностями 
ВС. Методика моделирования детально изложена в ра-
ботах [7, 8].  

На рис. 1–3 представлены проекции популяции на 
плоскость двух критериев. На рис. 1 взяты два критерия 

latc , lonc , отражающие качество работы траекторной 
фильтрации в горизонтальной плоскости. Видна слабая 
«корреляция» между значениями показателей внутри 
популяции. Особи ранга 1 располагаются в левом ниж-
нем углу так, как если бы они являлись парето-опти-
мальными только для этих двух критериев. Окраска 
остальных особей плавно изменяется от зеленого до си-
него в соответствии с рангом в направлении от нижнего 
левого угла к верхнему правому. На рис. 2 изображена 
проекция популяции на плоскость критериев c  и Vc . В 
отличие от рис. 1 не наблюдается «корреляция» между 
критериями, при этом сам характер распределения ран-
гов другой: парето-оптимальные решения располагают-
ся, в том числе, и в середине рисунка. Это объясняется 
тем, что рисунок – это проекция сложной простран-
ственной картины, и особи со «средними» по качеству 
значениями критериев Vc , c  имеют очень хорошие 
значения остальных.  

 

Рис. 1. Проекция популяции генетического алгоритма на плоскость 
критериев c , Vc . Особи, «выжившие» после обработки всей 

выборки 

 

Рис. 2. Проекция популяции генетического алгоритма на плоскость 
критериев c , Vc  

 

Рис. 3. Проекция популяции генетического алгоритма на плоскость 
критериев lonc , latc  
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На всех рисунках из серии заметно разнообразие по-
пуляции: много особей с различными значениями крите-
риев и разным рангом. На рис. 3 представлена та же 
плоскость критериев Vc , c , что и на рис. 2, но изобра-
жены только те особи, что «пережили» все поколения 
процесса селекции. Видно, что остались только особи 
ранга 1 и 2, таким образом, текущий вариант селекции 
действительно выделяет парето-оптимальные решения 
или близкие к ним точки.  

На рис. 4 представлена плоскость двух генов 13g , 

15g  – двух отдельных параметров метода IMM. Изобра-
жены отдельные особи, окраска, как и на рисунках вы-
ше, соответствует их рангу. Видно, что особи разных 
рангов хорошо «перемешаны» друг с другом, в том чис-
ле и особи с рангом 1. Это означает, что для парето-
оптимальных параметров характерен большой разброс и 
нет сосредоточения у каких-либо выделенных значений. 
Такая же картина видна и на рис. 5 для двух других ге-
нов 11g , 12g , но в отличие от рис. 4 вся популяция в 
целом смещена к некоторым более оптимальным значе-
ниям. 

 

Рис. 4. Проекция популяции на плоскость генов 13g , 15g  

 
Рис. 5. Проекция популяции на плоскость генов 11g , 12g  

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
С помощью генетического алгоритма в ходе модели-

рования удалось получить параметры метода IMM, обла-
дающие достаточно малыми значениями нескольких 
критериев, соответствующих требованиям, предъявляе-
мым реальным алгоритмам траекторной фильтрации. 
При помощи недоминирующей сортировки были выде-
лены парето-оптимальные решения. В дальнейшем алго-
ритм может быть усовершенствован введением в проце-
дуру селекции приоритета особей с высоким рангом. 
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Аннотация—Статья посвящена оптимизации противо-
действия объекту, уклоняющемуся от обнаружения непо-
движными сенсорами в конфликтной среде. Считается, 
что уклоняющийся объект перемещается оптимальным 
образом между двумя заданными точками. Требуется рас-
ставить обнаружители в заданном прямоугольнике между 
точками старта и финиша так, чтобы максимизировать 
минимально возможное значение функционала риска для 
уклоняющегося объекта. Задача исследуется на основе 
комбинации методов оптимального управления и гради-
ентных методов. Представлены результаты численных 
расчётов для случая расстановки трех обнаружителей в 
различных прямоугольниках. 

Ключевые слова—конфликтная среда, уклонение от об-
наружения, расстановка обнаружителей, размещение сен-
соров, функционал риска, численное моделирование, опти-
мизация, минимакс. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Современные системы охраны могут включать в себя 

неподвижные обнаружители для предотвращения не-
санкционированного доступа к охраняемому объекту [1]. 
В работе рассматривается противодействие уклоняюще-
муся объекту, перемещающемуся между двумя задан-
ными точками в конфликтной среде. При этом считается, 
что местоположение и воздействие обнаружителей 
уклоняющемуся объекту известно, и он осуществляет 
движение таким образом, чтобы повысить скрытность, 
скорость перемещения при этом оптимизируется.  

Задача заключается в оптимизации расстановки в 
охраняемой области, находящейся в плоскости движения 
уклоняющегося объекта, неподвижных обнаружителей с 
целью уменьшения скрытности [2–3]. Ее актуальность 
заключается в возможном практическом применении для 
противодействия автономным необитаемым подводным 
аппаратам. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Рассматривается задача оптимизации расстановки 

некоторого заранее определенного количества N  непо-
движных обнаружителей – точек Li на плоскости. По 
данной плоскости из фиксированной точки старта в фик-
сированную точку финиша за фиксированное конечное 
время T  должен переместиться уклоняющийся объект, 
считающийся материальной точкой и управляющийся 
величиной и направлением вектора скорости .v  Точки Li 
разрешается размещать в некотором прямоугольнике П, 
расположенном между точками старта и финиша. 

Материальная точка передвигается так, чтобы миними-
зировать интегральный функционал риска обнаружения  

2

2
10

v d ,
T N

i i

I t
r

   (1) 

зависящий от величины вектора скорости точки v, рас-
стояний ri до каждого из обнаружителей Li. Нужно рас-
положить точки Li так, чтобы максимизировать глобаль-
ный минимум функционала I  по всем возможным фик-
сированным расположениям точек Li, при этом скорость 
ограничена заданным значением maxv .  

В случае 2N   для возможного расположения обна-
ружителей лишь в узлах некоторой заданной сетки ре-
зультаты приведены в [4]. В настоящей работе исследу-
ется расстановка трех обнаружителей в любых точках 
заданного прямоугольника размещения П без привязки к 
сеткам.  

III. МЕТОД РЕШЕНИЯ 
Без ограничения общности можно считать, что укло-

няющийся объект стартует из точки с координатами (0, 0) 
и должен попасть в точку (0, 1). 

Для решения задачи расстановки обнаружителей в 
области возможного их расположения вводится прямо-
угольная равномерная сетка. Начальные конфигурации 
обнаружителей соответствуют их расположению в узлах 
данной сетки, см. рис. 1. 

 
Рис. 1. Схема расположения обнаружителей. Квадратами отмечены 
точки старта и финиша уклоняющегося объекта; кругами – располо-
жение обнаружителей; П – разрешенный прямоугольник размещения 
обнаружителей;   – расстояние от точек старта и финиша до П; d  – 
расстояние от обнаружителя, не лежащего на отрезке, соединяющем 
старт и финиш до этого отрезка; 1, 2, 3 – условная нумерация обнару-
жителей 

Далее их положение меняется за счет работы метода 
проекции градиента. На каждом шаге в случае ухода 
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обнаружителя Li из допустимого прямоугольника П по-
сле сдвига его позиции координаты Li проецируются на 
П, при этом обнаружитель сдвигается в ближайшую точ-
ку границы П. 

Для каждого перебираемого в ходе работы градиент-
ного метода расположения обнаружителей решается 
вспомогательная задача о нахождении оптимальных пу-
тей и вычисляется лучшее (наименьшее) значение функ-
ционала (1) ,I  которого может добиться уклоняющийся 
объект по всем локально-оптимальным путям при теку-
щей конфигурации обнаружителей. Цель работы гради-
ентного метода – максимизировать эту величину. 

Такие вспомогательные задачи формализуются как 
задачи оптимального управления, на основе принципа 
максимума для них выписывается и анализируется си-
стема необходимых условий оптимальности, после чего 
они могут быть сведены к краевым задачам, состоящим 
из систем дифференциальных уравнений (2) и краевых 
условий (3): 
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где скорость уклоняющегося объекта находится из усло-
вия оптимальности по управлению и ограничена сверху 
заданной величиной maxv :  

max3
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(0) (0) ( ) 0, ( ) 1,x y x T y T     (3) 

здесь ( , )x y  – координаты уклоняющегося объекта, ( ia , 

ib ) – координаты i-го обнаружителя, xp  и yp  – сопря-
женные переменные, задающие управление уклоняю-
щимся объектом, на них в (2) выписана система уравне-

ний Эйлера-Лагранжа, 2 2
x yp p p  . 

Краевая задача (2)–(3) решается численно разрабо-
танным авторами программным комплексом на языке C 
с использованием метода стрельбы. При этом подбира-
ются два параметра пристрелки, для решения возника-
ющих задач Коши используется явный одношаговый 
метод Рунге–Кутты 8-го порядка с автоматическим вы-
бором шага. В случае одного неподвижного обнаружи-
теля решение вспомогательной задачи реализовано в [5]. 
В текущем случае трех обнаружителей для корректного 

решения вспомогательной задачи метод стрельбы запус-
кается из точек сетки в двухпараметрическом простран-
стве параметров пристрелки. При достаточном времени 
T  получаются различные траектории обхода уклоняю-
щимся объектом каждого обнаружителя слева или спра-
ва. В случае 1 / vmaxT   вспомогательная задача не име-
ет решений вовсе. 

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ 
Задача расстановки 3N   обнаружителей решалась с 

ограничением на максимальную скорость материальной 
точки maxv 2  с фиксированным временем перехода 

1.T   В результате численного моделирования постро-
ены карты оптимального расположения обнаружителей. 
При этом к каждой локально-оптимальной конфигура-
ции метод сходился многократно с различных началь-
ных приближений, данные решения сохранялись при 
измельчении стартовой сетки. 

В результате работы градиентного метода оказалось, 
что для всевозможных прямоугольников, расположен-
ных симметрично посередине между точками старта и 
финиша, лучшим расположением обнаружителей явля-
ется размещение их на нижней и верхней сторонах пря-
моугольника П. 

При этом при увеличении расстояния   от точки 
старта до П от сколь угодно малой величины 0   до 
значения 0.08 оптимальным будет расположение двух 
обнаружителей в ближайшей к старту одной точке пря-
моугольника, обозначенной цифрой 2 на рис. 1, а третье-
го обнаружителя – в симметричной, ближайшей к фи-
нишу точке П или полностью симметричное относи-
тельно центра П расположение. При стремлении   к 
нулю значение функционала стремится к бесконечности. 
При 0.08   значение функционала составляет 2653. 

При увеличении   от 0.08 до 0.18, один обнаружи-
тель в оптимальной конфигурации так и остается в точке 
на верхней стороне прямоугольника, ближайшей к фи-
нишу, а остальные два обнаружителя отъезжают в раз-
ные стороны по нижней стороне прямоугольника П на 
расстояние d  до отрезка соединяющего старт и финиш, 
d  при этом меняется от 0 до 0.06. 

При дальнейшем увеличении   от 0.18 до 0.5, при 
котором П вырождается в отрезок, оптимальной оказы-
вается конфигурация, приведенная на рис. 1, при кото-
рой один обнаружитель находится в ближайшей к старту 
точке 2, а обнаружители 1 и 3 расположены симметрич-
но относительно 2 на нижней стороне прямоугольника 
(или же полностью симметричное расположение всех 
трех обнаружителей на верхней стороне П, ближайшей к 
точке финиша). При таком росте   расстояние между 
обнаружителями, не лежащими на отрезке, соединяю-
щем точки старта и финиша до обнаружителя, лежащего 
на этом отрезке, плавно меняется от 0.41 до 0.46, а зна-
чение максимизируемого функционала соответственно 
уменьшается с 499 до 266. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В работе рассмотрена плоская задача оптимизации 

расстановки сенсоров с равномерно распространяющи-
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мися полями обнаружения в конфликтной среде для про-
тиводействия уклоняющемуся объекту. В качестве ре-
зультатов описано лучшее расположение обнаружителей 
в различных прямоугольных областях возможного раз-
мещения в случае 3,N   получено три принципиально 
различные схемы размещения. 

Карты расположения обнаружителей строились чис-
ленно, авторами был разработан соответствующий про-
граммный комплекс на языке C, включающий в себя реа-
лизацию методов решения задач Коши, краевых задач, 
проекции градиента. Для решения исходной задачи также 
решалась вспомогательная задача планирования маршру-
та уклоняющегося объекта в конфликтной среде на плос-
кости на основе принципа максимума Понтрягина. 

В качестве развития задачи предполагается исследо-
вание задачи охраны периметра, а не одной точки, рас-
становка большего числа обнаружителей, рассмотрение 
случая подвижных обнаружителей, а также разработка 
методов, уменьшающих вычислительную сложность 
решения вспомогательной задачи поиска путей уклоня-

ющимся объектом при фиксированном расположении 
обнаружителей. 
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Abstract—Дана постановка задачи адаптивного оцени-

вания процессов с разладкой и рассмотрено ее решение на 
основе банка традиционных фильтров Калмана и банка 
нейросетевых алгоритмов. В качестве иллюстрирующего 
примера рассмотрена задача адаптивной оценки процессов 
с разладкой применительно к траекторному слежению за 
маневрирующим объектом по данным РЛС.  

Ключевые слова—адаптивное оценивание, навигация, 
управление движением, фильтр Калмана, машинное обуче-
ние, нейронная сеть. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Применение современных алгоритмов обработки 

данных, для оптимизации параметров которых исполь-
зуется машинное обучение не только в режиме offline, но 
и online [1], открывает дополнительные возможности для 
построения адаптивных алгоритмов оценивания процес-
сов с разладкой. Под разладкой будем понимать любое 
изменение вероятностных характеристик случайных 
процессов. Такие процессы с нарушениями могут быть 
вызваны, например, скачкообразными или линейными 
изменениями при уходе гироскопов и смещениях нуля 
акселерометров инерциальных навигационных систем. В 
качестве разладки – маневра – принимается внезапное 
(непредвиденное) изменение характера движения объек-
та под воздействием случайных и (или) детерминиро-
ванных сил [2, 3]. 

Среди алгоритмов машинного обучения наибольшее 
внимание в настоящее время уделяется в силу его эф-
фективности нейросетевому (глубокому) обучению, по-
этому в докладе выбор сделан в его пользу. При созда-
нии нейросетевых алгоритмов оценивания используется 
обучение с учителем и для их адаптации обучение с под-
креплением. 

Таким образом, целью настоящей статьи является 
описание традиционного и нейросетевого способов 
адаптации алгоритмов оценивания стохастических про-
цессов с разладкой применительно к задачам обработки 
навигационной информации. 

II. ПОСТАНОВКА И РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 

A. Постановка задачи адаптивного оценивания 
На практике имеют место ситуации, когда навигаци-

онная система или система управления подвижными 
объектами работает в условиях изменения окружающей 
среды и возникает априорная неопределенность. Апри-
орная неопределенность моделей состояния и измерения 

передается введением вектора сопровождающих неиз-
вестных параметров. Ниже приводится постановка зада-
чи адаптивного оценивания процессов с разладкой.  

Необходимо оценить )( ln  -мерную случайную по-

следовательность ),(
TT

i
T
ii θxz  , T

niii xx ),...,( 1x , 
T

liii ),...,( 1 θ  динамической системы по набору 
TT

i
T
i

T
i ]...[ 11 yyyY   m-мерных векторов измерений 

T
miii yy ]...[ 1y  исходя из условия минимизации 

заданного критерия. Здесь ix  – вектор состояния, а iθ  – 
вектор сопровождающих параметров.  

Заметим, что в некоторых случаях имеются уравнения 
динамики системы, а измерения могут быть записаны 
следующим образом [4–6]: 

iiii vzsy  )( , (1) 

где T
iimiiii ss )](...)]([)( 1 zzzs   – m -мерная в общем 

случае нелинейная вектор-функция векторного аргумен-
та, которая обычно считается известной; а 

T
imii vv ]...[ 1v  – случайный вектор, передающий 

наличие ошибок измерения. 

B. Решение задачи адаптивного оценивания 
Для решения задачи рассматриваются традиционный и 

нейросетевой подходы. В первом из них для решения за-
дач оценивания нестационарных процессов с разладкой 
используется многоальтернативный метод на основе бан-
ка фильтров Калмана (ФК). Этот метод получил развитие 
и сейчас находит широкое применение в различных зада-
чах, где приходится сталкиваться с многоальтернативны-
ми состояниями системы или процесса [7]. В методе при-
меняется набор фильтров, каждый из которых настроен на 
конкретную гипотезу о модели, описывающей поведение 
процесса. Невязки фильтров используются для вычисле-
ния апостериорных вероятностей гипотез о различных 
состояниях. Такой метод является оптимальным при ис-
пользовании ФК для всех возможных моделей процесса. 

В альтернативном подходе используется банк 
нейросетевых алгоритмов. Для вычисления апостериор-
ных вероятностей гипотез о различных состояниях ис-
пользуется также нейросетевой алгоритм, в котором 
учитываются невязки фильтров. При этом инструментом 
для адаптации нейросетевых алгоритмов рассматривает-
ся алгоритм машинного обучения с подкреплением. 
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На рис. 1 представлена схема адаптивного 
оценивания процесса с разладкой, которая применима 
для обоих подходов. Здесь используются следующие 
обозначения: )( j

iK  – фильтр для j модели, описывающей 
поведение процесса, где Nj .1 ; )( j

i  – 
соответствующие весовые коэффициенты для фильтров. 

Адаптивный фильтр состоит из N параллельно 
включенных фильтров, каждый из которых настроен на 
одну из возможных j моделей поведения процесса. Ре-
зультирующая оценка фильтруемых параметров получа-
ется как взвешенная сумма оценок на выходах этих эле-
ментарных фильтров. Весовые коэффициенты уточня-
ются на каждом шаге измерения i с использованием не-
вязок измерений )(

1/
~ j

ii y . Элементарные фильтры реали-
зуются как с использованием фильтра Калмана, так и с 
пользованием нейросетевых алгоритмов.  

Отличие нейросетевого подхода от известного на ос-
нове банка фильтров Калмана состоит в том, что каждый 
из нейросетевых фильтров, настроенных с использовани-
ем обучения с учителем, может быть нелинейным.   

В качестве нейронных сетей (НС) для оценивания со-
стояния динамических систем рассматриваются как сети 
прямого распространения, так и глубокие сети со свер-
точными и рекуррентными слоями. 

 
Рис. 1. Адаптивная система оценивания процесса с разладкой 

III. ПРИМЕР РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ТРАЕКТОРНОГО 
СЛЕЖЕНИЯ 

Рассмотрим пример движения объекта в сфериче-
ской системе координат [2, 8, 9]. Предполагается отсут-
ствие его перемещений в вертикальной плоскости. 
Необходимо оценить в декартовой системе координат 
вектор состояния Ty

ii
x
iii vyvx ],,,[x  маневрирующе-

го в горизонтальной плоскости объекта (высота не ме-
няется) по результатам измерения полярных координат 
дальности i  и азимута i  двухкоординатной радио-
локационной станцией [2, 8]: 
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Для получения линейной модели измерений первичные 
измерения полярных координат объекта дальности i  и 
пеленга i  могут быть преобразованы в прямоугольную 
систему координат и представлены в форме [2, 9] 

 i
x

iii xx

i

 cos*  i
y

iii yy

i

 sin* 

где ix  и iy  – случайные ошибки измерений коорди-
нат с характеристиками: 

0)()(  ii yExE 

iiiix iii
xE  

2222222 sincos)( 

iiiiy iii
yE  

2222222 cossin)( 

iiiyxii iiii
RyxE   cossin)()( 222 

Линейные измерения могут быть использованы в 
фильтре Калмана. 

Объект на траектории совершает маневр по курсу на 
постоянной высоте с перегрузкой 4g, двигаясь с посто-
янной скоростью 300v м/с (траектория на рис. 2, а, б). 
Период обзора 2T  с, 20  i  m, 5  i ’. 

Начальное движение объекта равномерное прямоли-
нейное по курсу 135º в течение 30 периодов обзора T 
РЛС. Маневр продолжается в течение 15 T. По оконча-
нии маневра объект продолжает равномерное прямоли-
нейное движение 30 периодов обзора T. 

 
Рис. 2. Траектории маневрирующего объекта 

Полиномиальная модель движения в горизонтальной 
плоскости в декартовой системе координат для координа-
ты ix  и ее скорости x

iv  (для координаты iy и ее скорости 
y
iv  запись аналогична) может быть записана в виде 

2/)( 2
11 TawTvxx x

i
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x
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В (4) в качестве модели сопровождающего парамет-
ра x

i
x
i a  выбран полумарковский процесс [2], кото-

рый принимает только фиксированные значения в диа-
пазоне от maxa  до maxa . Переходы скачкообразного 
процесса из состояния k в состояние j происходят с ве-
роятностью kj , определяемой априорными данными о 
маневре объекта. 

В момент времени 1it  параметр занимает состояние 
)(

1
kx

ia  , в следующий момент времени it  может перейти 

в состояние )( jx
ia , причем jk   или jk  ; 

_____
,1, Njk  . 

В этом случае выражение для апостериорной вероятно-

сти )/(
)(

i
jx

iaP Y  примет вид [2]: 
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Сопоставление рис. 1 и формулы (5) дает j
i

j
i P . 

При моделировании период обзора 2T  с, 
2/gay

w
ax
w   . 

Математическое описание фильтров Калмана не-
сложно записать с использованием математических мо-
делей движения (4) и измерений (3) и по этой причине в 
статье не приводится.  

В качестве нейросетевых фильтров были применены 
нейронные сети прямого распространения, обученные с 
учителем. 

В случае байесовской постановки задачи оценивания 
априорная информация об оцениваемом векторе ix  и 
используемых измерениях iY  задается либо в виде их 
совместной функции плотности распределения вероят-
ностей (ф.п.р.в.) ),( iif Yx , что характерно для традици-
онной постановки, либо в виде согласованного набора 
реализаций [5, 6, 8–9] 

)},{( )()( j
i

j
i xY ,    Lj .1 ,  (6) 

что характерно для постановки задачи оценивания с 
использованием настраиваемых, обучаемых систем. 

Пары )( j
ix , )( j

iY , Lj .1  являются реализациями 

случайного вектора TT
i

T
i ][ Yx  с ф.п.р.в. ),( iif Yx . 

Обучающий массив и тестовый массивы формируют-
ся с использованием уравнений для модели поведения 
процесса (4) и измерений (2) или (3). 

Если априорная информация задана в виде (6), то, 
располагая таким набором данных, можно найти с ис-
пользованием нейронной сети оценку )(~

i
NN
i Yx , миними-

зирующую критерий вида 
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NN
i WYK  – нейронная 

сеть, iW~ – матрица, определяющая набор весов, iY  – 
вход нейронной сети [5, 6]. 

Были подготовлены 2 варианта нейросетевых филь-
тров. В первом варианте для обучения использовалась 
модель движения (4) и пересчитанные вне фильтра из-
мерения (3), которые используются при построении ли-
нейного ФК. Во втором варианте для обучения исполь-
зовалась модель движения (4) и непосредственно изме-
рения (2).  

Для построения нейронной сети выбран декомпозици-
онный подход [10]. В качестве исходной выбрана двух-
слойная нейронная сеть с последовательными связями. НС 
содержит один скрытый слой с 20 нейронами. Выходной 

слой содержит 2 нейрона. 
ss

ss

ee
eesths 






)(  – актива-

ционная функция нейронов скрытого слоя, ss )(  – ак-
тивационная функция нейронов выходного слоя. На вход 
НС подается прошлая оценка, текущее и только часть 
предыдущих измерений. Выходными сигналами НС яв-
ляется координата ix  и ее скорость x

iv .  

На рис. 3, а приведены графики среднеквадратических 
отклонений ошибок фильтрации по координате x неадап-
тивным, а на рис. 3, б – адаптивным фильтрами, где: 

1 – расчетное среднеквадратическое отклонение 
(СКО) ошибок оценивания ФК

i , соответствующее 
дисперсии ошибок оптимального оценивания, которое 
является диагональным элементом расчетной матрицы 
ковариаций ошибок ФК; 

2 – выборочное СКО ошибок измерения по коорди-

нате ix  x
i~ ; 

3 – выборочные СКО ошибок оценивания i~  адап-
тивными ФК и нейросетевым фильтром, обученным с 
использованием моделей процесса (2) измерений (3) при 
N=3 и ga 4max  ; 

4 – i~  при N=3 и ga 8max  . 

Точности, достигаемые с использованием банка ФК и 
банка нейросетевых фильтров 1 варианта, совпадают. 
Точности фильтрации, достигаемые с использованием 
банка нейросетевых фильтров 2 варианта, выше на 10%. 

Для формирования итоговой оценки фильтрации с 
использованием банка ФК или банка НС использовалось 
выражение (5).  
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a) 

 
б) 

Рис. 3. СКО ошибок фильтрации по координате x: а) – неадаптивным 
фильтром; б) – адаптивными фильтрами 

Была предпринята попытка использования для вы-
числения вероятностей по невязкам измерений нейрон-
ной сети глубокого обучения с использованием рекур-
рентного слоя долгой краткосрочной памяти (англ. Long 
short-term memory; сеть LSTM) и слоя SoftMax, который 
и предназначен для формирования на своем выходе ве-
роятностей. В настоящее время исследуемые нейросете-
вые алгоритмы находятся в процессе доработки.   

IV. ВЫВОДЫ 
Дана постановка задачи адаптивного оценивания 

процессов с разладкой.  

Для решения задачи рассмотрены традиционный и 
нейросетевой методы решения. 

Предложено решение задачи адаптивного оценива-
ния с минимизацией среднеквадратического критерия на 
основе банка традиционных фильтров Калмана и банка 
нейросетевых алгоритмов. 

Рассмотрены возможности использования НС прямо-
го распространения для слежения за маневрирующими 
объектами.  

В качестве иллюстрирующего примера рассмотрена 
задача адаптивной оценки процессов с разладкой приме-
нительно к траекторному слежению за маневрирующим 
объектом по данным РЛС.  

V. ПЕРСПЕКТИВЫ 
Представляется интересным для решения задач адап-

тивного оценивания процессов с разладкой построение 
глубоких нейронных сетей со сверточными и рекуррент-
ными слоями. Одной из сложных проблем, которые надо 
решать при синтезе таких систем, является подготовка и 
разметка обучающего множества (датасета).   
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Аннотация— В работе построена математическая мо-

дель движения конструктивных элементов микро- и нано-
датчиков – нанопластин, находящихся под воздействием 
настационарной распределенной нагрузки. Построение 
математической модели основано на принципе виртуаль-
ных перемещений, теории деформации пластин третьего 
порядка и новой модифицированной теории парных 
напряжений. Аналитическое решение было получено для 
некоторых видов закрепления. Проведена верификация 
полученных соотношений путем численного моделирова-
ния с помощью ANSYS и при нулевых значениях парамет-
ров, которые вводятся новой модифицированной теорией 
изгиба и учитывают несплошность материала пластины. 
Отличие получаемых результатов составило менее 0.8%. 
Проведена серия компьютерных экспериментов для опре-
деления степени влияния размерно зависимых параметров 
материала на прогиб нанопластины. 

Ключевые слова—теория пластин третьего порядка, 
аналитическое решение, нанопластина, размерно-
зависимая пластины. 

I. ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время наблюдается устойчивый тренд 
на уменьшение массогабаритных характеристик навига-
ционных систем и, соответственно, датчиков, входящих 
в эти системы, а также их элементов. Идут активные 
работы по созданию как МЭМС-датчиков, содержащих 
отдельные наноразмерные элементы, так и НЭМС-
датчиков, все элементы которых не превышают 100 нм. 
Потенциальная область применения нано- и микродат-
чиков с наноразмерными элементами обширна. Напри-
мер, они могут использоваться для измерения массы 
молекул, при этом чувствительных элемент имеет форм-
фактор в виде высокочастотных нанобалок или нанопла-
стин [1–3].  

При этом разработка таких устройств сталкивается с 
рядом проблем. Одной их таких проблем является не-
возможность применения классических теорий для изу-
чения движения наноразмерных элементов, так как 
нарушаются основные гипотезы таких теорий, например, 
гипотеза сплошности. Существует ряд теорий, которые 
позволяют путем введения в рассмотрение дополнитель-
ных параметров адаптировать классические теории к 
изучению наноразмерных объектов. Ранее другими ав-
торами были получены численные решения изгиба 

наноразмерных объектов в виде балок или пластин 
Кирхгофа, описываемые теорией изгиба первого порядка 
[4] или пластин Миндлина [5]. Но, учитывая, что в 
большом количестве описанных в литературе конструк-
тивных схем наноразмерные элементы представляют 
собой высокочастотные резонаторы [6], использование 
для описания их динамики теории изгиба первого поряд-
ка не может быть применимо. Поэтому представляется 
важным и актуальным построение математической мо-
дели движения наноразмерных элементов с использова-
нием теории деформации третьего порядка.  

Целью настоящей работы является:  

Разработка математической модели движения нано-
пластин, находящихся под действием нестационарной 
распределенной нагрузки и представляющих собой эле-
менты инерциальных датчиков, а также построение ре-
шения этой модели для некоторых граничных условий, 
используя принцип виртуальных перемещений, теорию 
изгиба третьего порядка, новую модифицированную 
теорию парных напряжений.  

Теория деформации пластин третьего порядка за-
ключается в том, что прямолинейный элемент нормали к 
недеформированной срединной поверхности при малых 
деформациях сохраняет свою длину и прямолинейность, 
но не остается перпендикулярным к деформированной 
срединной поверхности. Теория изгиба третьего поряд-
ка, в отличии от от классической теории Кирхгофа-Лява, 
позволяет более полно учитывать пространственные 
эффекты и исследовать, например, движение пластин 
при наличии, высокочастотных колебаний. 

Новая модифицированная теория парных напряже-
ний была предложена W. Chen и X. Li. [7]. В этой теории 
вводятся в рассмотрение три размерно зависимых пара-
метра материала, которые позволяют учесть неоднород-
ность распределения материала по трем координатным 
направлениям.  

Для достижения поставленной цели были поставлены 
и решены следующие задачи:  

 провести анализ существующих и перспективных 
конструктивных схем датчиков, содержащих 
нанорезмерные элементы; 
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 рассмотреть теории, разработанные для адаптации 
классических теорий деформации к наноразмер-
ным объектам. К таким теориям относится, 
например, модифицированная теория парных 
напряжений; 

 создать математическую модель изгиба нанораз-
мерного элемента в виде пластины, находящейся 
под распределенной нагрузкой, с использованием 
принципа виртуальных перемещений, теории из-
гиба третьего порядка, новой модифицированной 
теории парных напряжений; 

 получить аналитическое решение изгиба рассмат-
риваемого наноразмерного элемента при некото-
рых граничных условиях; 

 провести серию компьютерных экспериментов 
для верификации полученных соотношений и 
установления степени влияния параметров, кото-
рые вводятся в новой модифицированной теории 
изгиба (размерно зависимый параметр материала), 
на прогиб нанопластины. 

II. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 

A. Основные соотношения 

Рассмотрим ортотропную размерно-зависимую пла-
стину постоянной толщины h под воздействием распре-
деленной нагрузки, приложенной к верхней грани пла-
стины. Центр координат расположим в левом углу сре-
динной плоскости пластины. Оси x1, x2 направлены по 
длине и ширине пластины. Положительное направление 
оси x3 – вертикально вниз от срединой пластины по ее 
толщине. Таким образом, координата точек срединой 
плоскости будет иметь вид (x1, x2, 0). Плостность ρ0 пла-
стины – постояна.  

Перемещения произвольной точки пластины соглас-
но теории деформации третьего порядка имеет вид: 

, 

где (u0, v0, w0) – перемещения точек срединой плоскости 
вдоль координатных осей (x1, x2, x3), ϕ1, ϕ2 – углы 
поворота сечения пластины относительно осей x2 и x1 

соответственно. 

Основные соотношения согласно новой модифици-
рованной теории парных напряжений: 

, 

где li – размеро-зависимый параметр и нижний индекс i 
означает направление, li можно рассматривать как изме-
рение размеров примесей или дефектов в микрострукту-
рах; Cijkl, Gi – упругие константы; σ, ε – тензор напряже-
ний и деформаций; χ – тензор кривизны (градиента вра-
щения); m – тензор парных напряжений; u – перемещ-
ния; e – символ перестановки (символ Леви-Чивита). 

B. Математическая модель и аналитическое решения 
для свободно опертой нанопластины 

Процесс получения уравнений движения нанопла-
стин подробно описан в [8]. Полученные уравнения до-
вольно слжны, но для ряда граничных условий можно 
получить аналитическое решение. 

Так, аналитическое решение может быть сформули-
ровано для свободно опертой нанопластины. В этом слу-
чае неизвестные переменные (u0, v0, w0, ϕ1, ϕ2) должны 
быть представлены в виде двойных рядов Фурье: 

 

Тогда уравнения движения можно свести к системе 
линейных диффиренциальных уравнений: 

,  (1) 

где V=(Unm, Vnm, Wnm, Ψ1nm, Ψ2nm)T, I5x5 – единичная 
матрица, Q =(0,0,1260Qnm,0,0)T – вектор внешних 
нагрузок, 𝐴 и 𝐵 – матрицы, компоненты которых зависят 
от упругих констант и размерно-зависимых параметров. 

Матричное уравнение (1) имеет довольно простую 
форму и может быть аналитически решено. 

III. АНАЛИТИЧЕСКИЕ И КОМПЬЮТЕРНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ 

Моделирование проводилось для нанопластины со 
следующими параметрами: 

ρ =1840 кг/м3, h =5ꞏ10–8 м, L1=2ꞏ10–6 м, L2=1ꞏ10–6 м,  
E1 = 2.04ꞏ1010 Па; E2 = 1.84ꞏ1010 Па, E3 = 1.5ꞏ1010 Па,  
G12 = 9.2ꞏ109 Па; G23 = 8.4ꞏ109 Па; G13 = 6.6ꞏ109 Па,  
ν12 = 0.11, ν13 = 0.14, ν23 = 0.09. 

Результат решения уравнения (1) показан на рис. 1. 
Максимальный прогиб пластины имеет место в ее цен-
тре и равен 5.0397ꞏ10–9 м при li = 0. Максимальный про-
гиб пластины, согласно расчетам ANSYS, составлял 
5.0823ꞏ10–9 m. Таким образом, погрешность полученного 
решения составила менее 0,8%. 

 
Рис. 1. Безразмерный прогиб средней плоскости пластины,  
x2 = L2/2: 1 – l1=0; 2 – l1=1/4h; 3 – l1=1/2h; 4 – l1=1/h 
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IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе была построена математическая модель 
движения такого наноразмерного элемента датчика, как 
наноразмерная прямоугольная пластина, находящаяся 
под действием нестационарной распределенной нагруз-
ки. Для построения модели былм использованы принцип 
виртуальных перемещений, теория изгиба пластин тре-
тьего порядка и новая модифицированная теория парных 
напряжений. Компоненты (u0, v0, w0) вектора смещения 
точек срединной поверхности и углы поворота ϕ1 и ϕ2 

поперечного сечения пластины были представлены в 
виде двойных тригонометрических рядов. 

Построенное решение было проверено путем сравне-
ния результатов расчета с результатами численного мо-
делирования плит, выполненного в одном из известных 
программ конечно-элементного моделирования. Экспе-
рименты показали сильное влияние размерно-зависимых 
параметров на деформацию пластины; качественно эта 
зависимость хорошо коррелирует с зависимостями, по-
лученными ранее другими авторами для нанобаров. 

Полученные результаты могут быть использованы 
для моделирования деформаций и напряженно-
деформированного состояния чувствительных элементов 
наносенсоров, представляющих собой нанопластину. 
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Аннотация—Работа посвящена построению общей тео-

рии резонаторов НЭМС с учетом размерно зависимых па-
раметров на основе модифицированной моментной, гради-
ентной и поверхностной теорий упругости. Рассматрива-
ются резонаторы в виде слоистых балок и пластин из орто-
тропного, неоднородного, разномодульного материала. 
Нанорезонаторы находятся под действием электростатиче-
ской силы, силы Казимира и Ван-дер-Ваальса. Использу-
ется деформационная теория пластичности.  

Ключевые слова—НЭМС, МЭМС, математическая 
модель, нанопластинка, нанобалка, связанная задача 
термоупругости на основе модифицированной моментной 
теории и теории Кармана, хаос, ляпуновские показатели, 
Фурье-спектр.  

I. ВВЕДЕНИЕ 

Современные тенденции развития микромеханиче-
ских датчиков инерциальной информации (ММДИИ) 
связаны с уменьшением размеров их компонентов вплоть 
до наноразмеров. При этом в настоящее время идет пере-
ходный период, в котором получают распространение 
датчики, в которых микро- и наномеханические компо-
ненты размещаются на одной подложке. Под наномеха-
ническими датчиками инерциальной информации 
(НМДИИ) будем понимать датчики, имеющие как 
микро-, так и наноразмерные компоненты (датчики коле-
баний [1], микроприводы [2], микропереключатели [3]). 
Поскольку масштабы таких структур довольно малы, 
свойства материалов и притяжение межмолекулярных 
сил играют важную роль, которую нельзя игнорировать 
при точном теоретическом моделировании таких струк-
тур. Зависимость упругого поведения от размеров тела в 
микронном масштабе экспериментально наблюдалась в 
разных веществах (металлах [4, 5] и сплавах[6], полиме-
рах [7], кристаллах [8]). 

При переходе от МЭМС к НЭМС размеры элементов 
уменьшаются, что делает методы изготовления, ранее 
разработанные для МЭМС, непригодными для производ-
ства высокоточных элементов НЭМС. Новая концепция 
изготовления строительных блоков для устройств нано-
электроники и наномеханики обсуждалась в [9].  

Использование наноразмерных балок, пластин и обо-
лочек в качестве основных элементов наномеханических 
датчиков инерциальной информации (НМДИИ), напри-
мер, в датчиках удара и биосенсорах, устройствах памяти, 
детекторах биомассы, миниатюрных коллекторах вибра-
ционной энергии становится все более распространенным. 
Этот класс датчиков имеет ряд преимуществ, а именно ма-
лую стоимость и очень малый размер. Вместе с широким 
применением наноструктур в современных приборах воз-
никает необходимость моделировать их механическое по-
ведение с большой точностью.  

Из-за нелинейной природы конструктивных элемен-
тов этих устройств для точной их работы требуется по-
давление нелинейностей, поскольку они могут повлиять 
на эффективность и привести к отказу. В свою очередь, 
нелинейности часто используются для достижения луч-
ших характеристик работы устройства. Элементы этих 
конструкций работают в условиях неравномерного не-
стационарного нагрева, при котором изменяются фи-
зико-механические свойства материалов и возникают 
градиенты температуры, сопровождающиеся неодинако-
вым тепловым расширением частей элементов. Напряже-
ния, возникающие из-за воздействия тепловых и силовых 
факторов, могут приводить к образованию трещин и раз-
рушению конструкций из хрупкого материала. Тенден-
ция материала к охрупчиванию повышается при дей-
ствии мгновенных термических и силовых возмущений. 
Повторные нагружения могут вызвать усталостные раз-
рушения. В известной литературе этим вопросам не уде-
лялось внимание. 

Механизмы, основанные на построение новых адекват-
ных математических моделей, применении методов нели-
нейной динамики, современного программного обеспече-
ния демонстрируют большие возможности для моделиро-
вания нанодатчиков с высокой чувствительностью. 

II. MATHEMATICAL MODEL 

Область Ω пространства 𝑅ଷ в декартовой системе ко-
ординат определена следующим образом (рис. 1):  
Ω ൌ ሼሺ 𝑥𝑦𝑧  𝑥𝑦⁄  ሻ ∈ ሾ0,𝑎ሿ ൈ ሾ0, 𝑏ሿ,െℎ ൑ 𝑧 ൑ ℎሽ, где а – 
длина, b – ширина пластины, 2h – толщина пластины, об-
ласть 𝑆 ൌ ሼሾ0,𝑎ሿ ൈ ሾ0,𝑏ሿሽ – прямоугольный план пла-
стины 𝛿௜ – толщина i-го слоя пластины, 𝑖 ൌ 0,𝑛 ൅𝑚തതതതതതതതതതത; z ൌ
െ ℎ – нижняя лицевая поверхность пластинки;  
z ൌ  ℎ  – верхняя лицевая поверхность пластинки. 

 
Рис. 1. Расчетная схема пластины 

Декартова система координат привязана к срединной 
поверхности пластинки так, как показано на рис. 1. Ис-
пользуются следующие гипотезы: тело многослойной 
пластины упругое, неоднородное, ортотропное. Геомет-
рическая нелинейность учитывается по модели Новожи-
лова [10]; учитывается градиентная и поверностная 
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теории упругости. В частном случае из градиентной тео-
рии можно получить модифицированную теорию упру-
гости. Учитывается кинематическая гипотеза п-го при-

ближения. Пусть xu  и yv  – перемещения пластинки в 

направлениях ,x y  соответственно, zw  – прогиб. xx , yy
, xy  – компоненты тензора деформаций пластинки по 

теории n-го порядка. Разрешающие уравнения движения 
пластинки, граничные и начальные условия получим из 
вариационного принципа Остроградского–Гамильтона: 

0)(
1

0

 dtWПK
t

t

 ,   (1) 

здесь K, П – кинетическая и потенциальная энергия соот-
ветственно, W   – работа внешних сил. В классической 
теории упругости работа деформации и энергия дефор-
мации зависят от тензора напряжений и не зависят от 
вектора вращения вследствие материальной независимо-
сти. Однако градиент вектора вращения может представ-
лять собой существенный фактор в уравнениях состоя-
ния.  

Для микро- и нанобалок Лам и соавт. [11] предста-
вили модифицированную теорию градиента деформа-
ции, включающую дополнительное уравнение равнове-
сия помимо классических уравнений равновесия, а также 
дополнительные тензоры, а именно тензор градиента 
симметричного вращения, тензор градиента дилатации и 
тензор градиента растяжения девиатора помимо класси-
ческого тензора деформации. Поэтому для характери-
стики этих тензоров введены три независимых параметра 
шкалы длины материала в дополнение к двум классиче-
ским материальным константам. Для учета влияния по-
верхности Гуртин и Мердок [12] разработали общую 
континуальную модель поверхностной теории упруго-
сти. В их формулировке поверхность твердого тела рас-
сматривается как очень тонкий слой, прилипший к ниже-
лежащему материалу без проскальзывания. Константы 
для материала и поверхностного слоя различны.  

На пластинку действует нагрузка: 
  0, , sin( )n p k v kulq x y t q q t q q q      – внешняя нор-

мальная нагрузка, nq  – аддитивный цветной шум, 0q  – 

амплитуда внешней нормальной нагрузки, p  – частота 

возбуждения, 
 

2
0

2

02
kul

V
q

h w





 – электростатическая 

силя, где V – разность потенциалов между двумя электро-

дами, 
 3

06
v

A
q

h w



 – сила Ван-дер-Ваальса, где A – 

постоянная Хамакера, которая лежит в диапазоне [0,4; 4] 
× 10–19 Дж в вакууме, 

 

2
0

4

0240

T T
C C C

c
q q q

h w

   




 2

0

(3)

8
BRk T

h w





 – сила 

Казимира, где ℏ = 1,055 × 10−34 ДжС – постоянная 
Планка, деленная на 2π, c = 2,998 × 108 мс−1 – скорость 
света в вакууме, ζ (3) = 1,202 – дзета-функция Римана, kB 
– постоянная Больцмана, T – абсолютная температура, R 
– радиус кривизны сферического пластинки. 𝑞௖்ୀ଴ – сила 

Казимира при нулевой температуре. Нулевые колебания 
вакуума представляют собой случайные электромагнит-
ные квантовые колебания, которые остаются в вакууме 
после удаления всех других энергий. Учитывая силу Ка-
зимира при конечной температуре, другой источник 
силы возникает из-за тепловых колебаний электромаг-
нитного поля, представленного 𝑞௖். На малых расстоя-
ниях, ((h0 - w) ≤ 1 мкм при T = 300K) тепловая сила Кази-
мира намного меньше, чем нулевая сила Казимира: 
𝐹௖் << 𝑞௖்ୀ଴. Но на больших расстояниях (h0 – w) ≥ 3 мкм 
при T = 300 K тепловая сила Казимира доминирует:  
𝑞௖் >> 𝑞௖்ୀ଴ . Отметим, что тепловая сила Казимира 𝐹௖், 
которая здесь описывается моделью Друде, также может 
быть рассчитана по модели плазмы 𝐹௖் = (ζ (3) / 4) (RkBT / 
(h0 – w)2), хотя при наноразмерных расстояниях относи-
тельная разница между ними очень мала. Когда расстоя-
ние разделения намного меньше, чем длина волны погло-
щения для диэлектрика и длина волны плазмы для ме-
талла (обычно ниже 20 нм), модель Друде дает переход 
от режима Казимира к режиму Ван-дер-Ваальса, а затем, 
когда расстояние разделения пересекает переходная об-
ласть Ван-дер-Ваальса, становится действующей. По-
строена математическая модель температурного поля 
для ортотропного тела на основе следующих гипотез: 1) 
гипотеза Катанео–Вернота, которая учитывает задержку 
времени (время релаксации), т.к. процесс передачи 
кванта энергии на микроуровне от элемента объема тела 
к соседним элементам происходит с задержкой во вре-
мени относительно момента получения кванта; 2) гипо-
теза Максвелла–Каттанео–Лыкова, которая учитывает 
задержку или демпфирование градиента температуры. 
Гипотезы в сочетании с уравнением теплового баланса 
позволяют получить гиперболическое уравнение тепло-
проводности, учитывающее тепловую инерцию. 

В частном случае из полученной системы дифферен-
циальных уравнений получаем уравнения для изотроп-
ной пластины.  

В основу вывода основных уравнений положена де-
формационная теории пластичности, согласно которой 
модуль растяжения Е и коэффициент поперечного сжа-
тия   связаны с модулем сдвига G и объемной деформа-
цией K формулами для изотропного материала: 

GK

GK

GK

KG
E








3

23

2

1
,

3

9  . (2) 

Здесь мы считаем constKK  0 . В теории малых 

упруго-пластических деформаций модуль сдвига опреде-
ляется по формуле 

i

ii

e

e
G

)(

3

1 
 , (3) 

где 
i  – интенсивность напряжения, а 

ie  – интенсив-

ность деформаций: 

Процесс нагружения  и разгрузки элемента приведен 
на рис. 2. В частном случае, когда слоистая структура 
ввиде балок и пластин из изотропного неоднородного ма-
териала, каждый из которых обладает своими свой-
ствами имеет свою диаграмму. 
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Подробное описание в работе [13]. 

 
Рис. 2. Графическая зависимость ( )i ie   

Все существующие материалы обладают свойствами, 
когда модуль упругости и коэффициент Пуассона разные 
при растяжении и сжатии, причем они существенно зави-
сят от температуры и напряженно-деформируемого со-
стояния. В работе используются гипотезы для разномо-
дульного материала С.А. Амбарцумяна [14]. Диаграмма 
зависимости напряжения 0  от дефомаций 0  для изо-
тропного материала приведена на рис. 3 [15]. Каждый 
слой пластины может быть как разномодульным, так и 
одномодульным. 

 
Рис. 3. Разномодульный материал 

Как частный случай получены математические мо-
дели нанорезонаторов модели Эйлера–Бернулли–
Кирхгофа, С.П. Тимошенко [16], Шереметьева–Пелеха 
[17], Григолюка–Куликова [18–20]. Полученная система 
нелинейных дифференциальных уравнений описывает 
нелинейную динамику различных связанных полей и 
учитывает неоднородность материала. Системы уравне-
ний в частных производных решены как системы с почти 
бесконечным числом степеней свободы. Системы нели-
нейных дифференциальных уравнений сводятся к задаче 
Коши разными по своей структуре методами (вариацион-
ными методами, конечно-разностными методами 2-го, 4-
го порядка точности, конечными разностями конечного 
элемента, а задача Коши также решается разными мето-
дами: Ньюмарка, Рунге–Кутты от 4-го до 6-го порядка, 
методом продолжения по параметру). Исследуется схо-
димость этих методов для получения достоверных ре-
зультатов. Для анализа типа хаотической динамики 

также применены разные методы для определения спек-
тра ляпуновских показателей (Вольфа, Розенштейна, 
Канца, Сано–Савада и разработанный авторами на ос-
нове сетевой структуры). Такая постановка и разработан-
ный комплекс программ позволит получить достоверные 
результаты, наиболее близко отражающие реальную ра-
боту прибора. 

ВЫВОДЫ 

1. Построена общая теория НЭМС резонаторов 
ввиде многослойных нанобалок и нанопластин, 
подчиняющихся кинематическим моделям Эй-
лера–Бернулли, Кирхгофа, Тимошенко, Шереме-
тьева–Пелеха, Григолюка–Куликова. 

2. Построенная теория учитывает геометрическую 
нелинейность по модели Кармана, а также физи-
ческую нелинейность по деформационной тео-
рии пластичности. 

3. Построенная теория наиболее близко описывает 
свойства материала слоистой структуры, кото-
рый может быть разномодульным. Его свойства 
зависят от температуры и напряженно-деформи-
руемого состояния и разномодульности. 

4. Размерная зависимость материала учтена на ос-
нове различных теорий. А именно: модифициро-
ванная моментная теория упругости, градиентная 
теория упругости и поверхностная теория упру-
гости. 

5. Слоистая структура НЭМС-резонатора выпол-
нена из ортотропного материала – как симмет-
ричного, так и несимметричного строения отно-
сительно срединной поверхности. 

6. Численные решения для сведения к задачи Коши 
получены принципиально разными методами: 
Бубного–Галеркина в высших приближениях, ва-
риационно-разностным методом, конечно-раз-
ностным методом, методом конечных элементов, 
что подтверждает достоверность результатов. 

7. Исследована сходимость. Задача Коши для каж-
дого из методов решена также несколькими мето-
дами типа Рунге–Кутты и Ньюмарка. 

8. Хаотическая динамика изучена для определения 
спектра ляпуновских показателей несколькими 
методами: Вольфа, Розенштейна, Канца, Сано–
Савада и разработанным авторами на основе се-
тевой структуры. 

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ  
№ 19-19-00215. 
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Аннотация—Последняя декада ознаменовалась бур-
ным ростом количества миссий на базе малых КА и разно-
образием областей их применения. Перечисление реализо-
ванных и планируемых миссий стало уже безнадежным 
делом, пожалуй, за исключением миссий, демонстрирую-
щих новые технологии. Околоземные миссии становятся 
прерогативой инженеров и даже заводов, серийно произво-
дящих малые КА для массового применения. Однако меж-
планетные миссии на базе малых КА стоят особняком – к 
сожалению, технологии, применяемые для разработки 
больших КА для межпланетных миссий, ограниченно 
применимы для малых аппаратов. В первую очередь это 
связано с низкими энергетическими возможностями по 
изменению траектории движения, передаче сигнала на 
дальние расстояния, автономности существования, нави-
гационному обеспечению таких аппаратов. Хотя с точки 
зрения научной новизны как решаемых полезной нагруз-
кой задач, так и основы для баллистической реализации 
именно межпланетные миссии привлекают внимание ис-
следователей. Дело в том, что традиционные способы, ца-
рящие в мире межпланетных миссий – на двигателях 
большой тяги, для малых аппаратов неприменимы. В ра-
боте обсуждаются способы межпланетного передвижения 
малых КА и проблемы навигационного обеспечения их 
полета. 

Ключевые слова—малый космический аппарат, кубсат, 
межпланетная миссия, баллистика, низкоэнергетическая 
траектория. 

I. ВВЕДЕНИЕ 

Будем говорить о межпланетных миссиях на базе 
кубсатов и их вариантов, скажем, вплоть до формата 12U 
(1U-аппарат – это кубик объемом один литр, массой око-
ло одного килограмма), ибо многие межпланетные кос-
мические аппараты (КА) подступают к этому семейству 
«сверху», уменьшая свою массу до пары-тройки сотен, а 

то и десятков килограммов. Напомним, что существует 
общепринятая, но, пожалуй, мало связанная с какой-либо 
мнемоникой классификация: от 1000 до 500 кг – это ма-
лые, от 500 до 100 – мини, от 100 до 10 – микро, от 10 
до 1 – нано, от 1 до 0.1 – пико, от 0.1 до 0.01 – фемто-
аппараты. Думается, что это не предел миниатюриза-
ции, ибо всерьез рассматривается и «умная пыль», что в 
какой-то мере тоже можно рассматривать как спутники. 
Автор 20 лет назад прорабатывал проект спутника раз-
мером 1 мм с основными присущими ему компонента-
ми. Для всех типоразмеров иногда используется собира-
тельный термин – малые или микроКА. В последнее 
десятилетие стало модно использовать название кубсат 
(Cubesat), изначально введенное профессорами Бобом 
Твиггсом (Bob Twiggs, Stanford University) и Джорди 
Пуиг-Суари (Jordi Puig-Suari, California Polytechnic State 
University) еще в самом конце прошлого столетия [1]. 
Они стали их использовать для обучения студентов, ибо 
это способствовало охвату всех этапов разработки кос-
мической миссии периодом обучения студента в уни-
верситете. В дальнейшем кубсат стали именовать 1U-
кубсат (от one-Unit). По массе он принадлежит семей-
ству наноспутников. Осознав, что в такой 1U-кубсат 
мало что полезного можно поместить, разработчики 
стали собирать из них по принципу блочной структуры 
более объемные спутники, продолжая, тем не менее, 
называть их кубсатами. Наиболее распространенные их 
форм-факторы – это 3U-, 6U-, 12U-кубсаты. При этом 
стоит заметить, что 12U-кубсат массой около 15 кг от-
носится уже не к наноспутникам, а микроспутникам. В 
дальнейшем, говоря кубсат применительно к межпла-
нетным миссиям, будем иметь ввиду именно эти форм-
факторы, тяготея к их верхней границе – 12U.  

Говоря про состоявшиеся или объявленные и ожида-
емые межпланетные миссии, следует отметить, что по-
следние годы общественность ожидает готовность аме-

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда, 
проект № 19-01-00256. 
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риканской сверхтяжелой ракеты SLS для запуска к Луне 
пилотируемого корабля «Орион» с тринадцатью кубса-
тами в качестве попутной нагрузки в миссии Artemis-1 
[2]. Кубсаты будут выведены на отлетную траекторию. 
Среди этих кубсатов есть аппараты, имеющие как ион-
ную двигательную установку для достижения Луны 
(IceCube, Morehead State University), так и двигательную 
установку на паре от кипящей воды с весьма низким 
удельным импульсом для выхода на орбиту вокруг точ-
ки либрации L2 в системе Земля–Луна (EQUULEUS, 
JAXA). В 2018 г. была успешно реализована первая 
межпланетная миссия кубсатов – это два американских 
6U-кубсата MarCO, выведенные на отлетную траекто-
рию к Марсу вместе с основным КА InSight [3]. Евро-
пейское космическое агентство провело анализ и отбор 
межпланетных миссий на базе кубсатов [4], и есть пла-
ны в 2024 или 2025 гг. запустить к одному из астерои-
дов 12U-кубсат M-Argo с собственной электроракетной 
двигательной установкой (ЭРДУ). Есть грандиозные 
планы по освоению Луны космическими аппаратами в 
ближайшем будущем [5], среди них присутствуют и 
кубсаты. В частности, стоит отметить 12U-кубсат 
CAPSTONE – для девятимесячной миссии к Луне с це-
лью проверки возможности использования почти пря-
молинейных (иногда называемых высокоэллиптически-
ми) гало-орбит в окрестности точки либрации L2 (near-
rectilinear halo orbit – NRHO) разработки Advanced Space 
(Boulder, Colorado) для размещения на этой орбите око-
лолунной орбитальной станции [6]. Орбиты эти замеча-
тельны тем, что, несмотря на их неустойчивость в 
смысле Ляпунова, это орбиты не вокруг Луны, как мы 
привыкли к орбитам вокруг Земли, а вокруг коллинеар-
ных точек либрации – они требуют относительно не-
большое значение характеристической скорости V  
для их поддержания и удобны для выхода на них с Зем-
ли и посадки на Луну с энергетической точки зрения [7]. 
Есть у них и преимущества по радиовидимости аппара-
та с Земли и светозатенению орбиты, но они предъяв-
ляют высокие требования по точности определения ско-
рости, положения аппарата и исполнения корректиру-
ющих импульсов, ибо срок баллистического существо-
вания на ней невысок. Это все к слову о важности мис-
сии CAPSTONE. 

Проявляется интерес разработчиков межпланетных 
кубсатов и к полетам к астероидам. Можно отметить 
проект 6U-кубсата Near-Earth Asteroid Scout (NEA Scout, 
Marshall Space Flight Center и Jet Propulsion Laboratory), 
планируемый к выводу на отлетную траекторию на SLS 
и дальше с помощью гравитационного маневра у Луны, 
двигателя малой тяги на холодном газе и солнечном 
парусе. Через 2.5 года предполагается достичь около-
земного астероида, возможно 1991 VG. Другая миссия, 
представляющая интерес для упоминания, – это китай-
ская миссия Zheng He [8] к долгоживущему квазиспут-
нику Земли – астероиду 2016 HO3, открытому в 2016 г. 
и позже названному Камо’алева. Правда, миссия не от-
носится к классу кубсатов, хотя два кубсата и будут от-
делены от основного аппараты при подлете к астероиду. 
Баллистическая реализация миссий к астероидам не-
сколько проще, так как не нужен тормозной импульс 
около астероида, если правильно рассчитать траекторию 
сближения. 

В чем же проблема, почему так мало реализованных 
и планируемых межпланетных миссий на базе кубса-

тов? Пожалуй, с точки зрения баллистики существую 
две проблемы – это как уйти на отлетную траекторию от 
Земли, а затем как затормозиться около планеты назна-
чения и как обеспечить навигацию на этапе межпланет-
ного перелета и около планеты назначения. Самостоя-
тельно кубсаты уйти с низкой околоземной орбиты не 
способны – не хватает энергетики. Точнее, можно пы-
таться уйти на малой тяге, но длительное движение в 
радиационных поясах превратит кубсат в мертвое тело. 
Просматриваются три варианта реализации межпланет-
ной миссии на кубсате. Это попутная доставка кубсата в 
окрестность планеты назначения с дальнейшим отделе-
нием от материнского аппарата и выводом на рабочую 
орбиту либо сразу путем задания необходимых орби-
тальных элементов импульсом при отделении, либо до-
вод на рабочую орбиту собственным маломощным дви-
гателем. Второй вариант – это вывод на отлетную тра-
екторию, что позволяет аппарату уйти из зоны притя-
жения Земли. Надо быть реалистами, и надеяться на 
такой индивидуальный отлет с заданными параметрами 
вряд ли приходится – скорее всего речь может идти о 
попутном запуске с основным аппаратом, как это пла-
нируется сделать с кубсатами на SLS [9] или возможном 
попутном выводе с отечественной миссией, например 
Луна-26, планируемой в 2024 г. (с миссией Луна-25, 
планируемой в 2021 г., желающие улететь уже опозда-
ли). Далее, с помощью корректирующего импульса дви-
гателем на самом кубсате либо двигателем разгонного 
блока аппарат уходит в автономный полет. Для ухода на 
отлетную траекторию с низкой околоземной орбиты 
требуется около 3.2 км/сек разгонного импульса. Теперь 
возможны разные сценарии в зависимости от возможно-
стей аппарата – это уход на низкоэнергетическую траек-
торию, чтобы, используя притяжение Солнца, умень-
шить константу интеграла Якоби и в результате сбли-
зиться с Луной со скоростью, допускающей захват ап-
парата, либо при наличии нужного запаса импульса или 
характеристической скорости выполнять эту процедуру 
снижения константы интеграла собственным двигате-
лем. И, наконец, третий вариант достижения Луны – это 
вывод на среднюю, геостационарную или геопереход-
ную орбиты, а затем на ЭРДУ малой тяги по спирали 
медленный уход от Земли с увеличением константы 
интеграла Якоби, чтобы проскочить «горлышко» между 
областями влияния Земли и Луны в районе L1, и затем 
такой-же медленный спуск к Луне по спирали с умень-
шением константы интеграла Якоби, если речь идет о 
лунной миссии. Основная опасность такого медленного 
ухода от Земли – это накопление дозы радиации при 
проходе радиационных поясов. Так реализовывалась 
европейская миссия SMART-1 в 2003 г. [10] и рассчи-
тывалась шведская миссия Bifrost с аппаратом массой 
около 40 кг [11].  

Для IceCube после ухода на отлетную траекторию и 
отделения от основного аппарата главной проблемой 
становится торможение у Луны. С этой целью исполь-
зуется притяжение Солнца и задача из ограниченной 
задачи трех тел переходит в ограниченную задачу четы-
рех тел и после гравитационных маневров у Луны и 
Земли IceCube через три месяца полета подходит к Луне 
со скоростью, допускающей его баллистический захват 
с использованием его двигателя, и далее на этом двига-
теле происходит сближение с Луной и выход на задан-
ную орбиту вокруг Луны. 
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Оптимальные по различным критериям траектории 
перелета космического аппарата к другим планетам 
Солнечной системы хорошо и подробно изучены. Они 
требуют достаточного запаса характеристической ско-
рости для ухода на отлетную траекторию. Так, для по-
лета на Марс минимальное значения V  составляет 
около 3.6 км/сек для ухода с низкой околоземной орби-
ты. Вторая проблема – это опять же торможение у пла-
неты. При перелете по гомановской траектории тормоз-
ной импульс для выхода на низкую околомарсианскую 
орбиту составляет около 2.1 км/сек. Ясно, что для куб-
сатов это недостижимая цель. Остается малая тяга либо 
с помощью ЭРДУ, либо с помощью солнечного паруса, 
несмотря на столь затратные по времени способы пере-
лета, так как требуется несколько витков вокруг Солнца 
для необходимого увеличения полуоси орбиты КА. В 
обоих случаях хорошо бы уйти на отлетную траекторию 
попутным запуском, а затем уже добираться на малой 
тяге. ЭРДУ, помимо запаса рабочего тела, например 
ксенона, еще требует и достаточно большой электриче-
ской мощности для своей работы. Это габариты и масса 
КА. Остается солнечный парус. Эта тема сейчас активно 
разрабатывается за рубежом и в России, проводятся 
эксперименты в космосе по развертыванию паруса, что 
является первостепенной проблемой. Особо возрастает 
роль математических методов проектирования балли-
стики. Для марсианских миссий на кубсатах предлагает-
ся использовать инвариантные многообразия, позволя-
ющие приближаться или удаляться от периодических 
орбит вокруг неустойчивых точек либрации в рамках 
ограниченной задачи трех тел (Земля–Солнце–КА и 
Марс–Солнце–КА). К сожалению, инвариантные мно-
гообразия систем Земля–Солнце и Марс–Солнце не пе-
ресекаются, и для перехода с неустойчивого многообра-
зия первой системы на устойчивое многообразие второй 
системы приходится использовать либо корректирую-
щий импульс, либо, например, солнечный парус. 

Интересный способ временной реализации миссии 
на Марс с использованием орбиты ожидания вокруг 
Луны, что позволяет не привязываться к стартовому 
«окну» для отправки миссии на Марс, а при попутной 
оказии добраться до Луны, кружиться вокруг нее до 
подходящего момента фазирования Земли и Марса и 
затем стартовать к Марсу, предложен в [12].  

II. БАЛЛИСТИЧЕСКИЕ ВАРИАНТЫ ПОЛЕТА НА ЛУНУ  
НА БАЗЕ КУБСАТОВ 

Рассмотрим примеры реализации миссий на базе 
кубсатов, не вдаваясь в детали, но обращая внимание на 
особенности реализации из-за специфики кубсатов. 
Особенности таких миссий, связанные с конструкцией, 
терморегулированием, связью, радиационной стойко-
стью, двигательными установками, достаточно детально 
изложены в [13]. В настоящем разделе обратим внима-
ние, быть может с кратким описанием, на возможные и 
известные способы доставки кубсатов к месту назначе-
ния. Это может быть планета, астероид, орбита вокруг 
планеты или точки либрации. 

A. Прямой перелет к Луне 

Классическими примерами прямого перелета с оп-
тимальной датой старта раз в месяц к Луне могут слу-
жить самые первые миссии с прямым стартом с Земли – 

Луна-1 (пролет Луны, геоцентрическая орбита КА была 
гиперболической), Луна-2 (попадание в Луну без тор-
можения), Луна-3 (первый гравитационный маневр у 
Луны, полет по эллиптической траектории). Далее, по-
сле выполненных Д.Е. Охоцимским и Т.М. Энеевым 
исследований (так называемый вариант со «звездоч-
кой») со стартом с промежуточной околоземной орбиты 
[14] столь жесткое ограничение по времени запуска к 
Луне отпало. Теперь так летают и современные миссии 
к Луне. Нельзя не отметить мастерство Д.Е. Охоцимско-
го убедить главного конструктора С.П. Королева отка-
заться от согласованных и уже принятых технических 
решений, внести коренное изменение в схему управле-
ния полетом, переделать третью ракетную ступень, со-
здать четвертую ступень со стартующим в невесомости 
с заданным углом тангажа на невидимом с территории 
СССР участке орбиты двигателем для реализации, мож-
но сказать, революционной схемы отлета от Земли [15]. 
В принципе можно использовать прямой попутный пе-
релет кубсата на борту лунного космического аппарата 
к Луне и отделение его уже на окололунной орбите. При 
этом возникает вопрос о стоимости такой миссии, ее 
целесообразности и безопасности основной миссии. 
Стоимость будет сопоставима со стоимостью доставки 
полезной нагрузки на Луну. В таком варианте вопрос 
баллистики будет решаться разработчиками основного 
КА, а двигательная установка кубсата может понадо-
биться для поддержания его окололунной орбиты, кото-
рая из-за сильно неоднородного поля Луны весьма не-
стабильна.  

Обратимся к схеме доставки 13-ти кубсатов в рамках 
миссии Artemis-1 на отлетную траекторию. Точки их 
возможного отделения от переходного кольца между 
последней ступенью ракеты SLS и основной нагрузкой 
показаны на рис. 1 (точка 1 находится на расстоянии 
36507 км от Земли после прохождения первого радиа-
ционного пояса, 2 – на 70242 км после прохождения 
радиационных поясов, 3 – на 192300 км на полпути к 
Луне, 4 – на 395248 км в ближайшей к Луне точке тра-
ектории, 5 – на 355807 км после гравитационного ма-
невра у Луны) [16]. Согласно схеме, приведенной в [17], 
лишь один кубсат будет отделен от переходного кольца 
после облета Луны. Остальные – сразу после отлета от 
Земли. В любом случае, чтобы кубсат стал спутником 
Луны или вышел на гало-орбиту вокруг точки либрации 
в системе Земля–Луна, необходимы бортовые движите-
ли. Для перехода на окололунную орбиту потребуется 

V  порядка 600÷900 м/с в зависимости от высоты ра-
бочей орбиты. Имеющиеся на рынке коммерческие 
ионные двигатели формата 1U вполне могут обеспечить 
требуемые V  для 6U-кубсатов [13]. 

 

Рис. 1. Точки отделения попутной нагрузки вдоль траектории полета в 
миссии Артемис-1 
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Теория прямого перелета строится на базе сопряжен-
ных конических сечений – КА, будучи выведенным на 
высокую эллиптическую орбиту в рамках задачи двух тел 
Земля–КА, выходит из сферы влияния Земли и попадает 
в сферу влияния Луны с гиперболической скоростью, 
которую и необходимо погасить, чтобы аппарат стал 
спутником Луны. В рамках задачи двух тел можно также 
применить для экономии топлива резонансные сближе-
ния с Луной, когда аппарат уже с достаточно высоким 
апогеем проходит его с небольшим отставанием, но по-
чти одновременно с Луной, так что Луна при сближении 
с КА обеспечивает увеличение его орбитальной скорости, 
тем самым поднимает его перигей (рис. 2).  

 
Рис. 2. Схема резонансного сближения 

Таким образом проходил полет европейского малого 
аппарата SMART-1. Теория этой методики, позволяющая 
экономить топливо, получила свое обоснование несколь-
кими годами позже. Те витки вокруг Земли, на которых 
происходит существенное изменение высоты перигея при 
сближении с Луной, обозначены ромбами на рис.3.  

 
Рис. 3. Резонансные сближения космического аппарата SMART-1 с Луной 

Резонансные сближения еще называют внешними 
гравитационными маневрами в отличие от классических 
гравитационных маневров, когда аппарат входит в сфе-
ру влияния планеты с гиперболической скоростью и 
покидает сферу с такой же по величине скоростью от-
носительно планеты, но направленной в другую сторо-
ну, и за счет движения планеты происходит изменение 
гелиоцентрической скорости аппарата. В настоящее 
время практически ни одна межпланетная миссия не 
обходится без гравитационного маневра, а как правило, 
даже и без нескольких таких маневров. Только благода-
ря гравитационным маневрам миссиям «Вояджер-1» 
(маневры около Юпитера и Сатурна) и «Вояджер-2» 
(около Юпитера Сатурна, Урана и Нептуна), запущен-
ным в 1977 г., удалось выйти за пределы гелиосферы. 

Гравитационный маневр требует наличия скорости 
планеты в гелиоцентрической системе координат, чем и 
характеризуется движение планет в Солнечной системе. 
Если целью гравитационного маневра является увели-
чение гелиоцентрической скорости, то надо принимать 
во внимание, что для каждой планеты существует мак-
симально возможное приращение скорости. 

Остается еще один способ реализации гравитацион-
ного маневра – использовать эффект Оберта. С этой 
целью необходимо в перицентре включить двигатель 
для увеличения кинетической энергии аппарата. Дей-
ствительно, пусть в перицентре скорость аппарата V , а 
ее приращение в результате включения двигателя или 
активации иного движителя – V , тогда при выполне-
нии естественного условия V V   имеем прираще-
ние кинетической энергии 

2 21
[( ) ]

2
E V V V V V       . 

Тем самым скорость в перицентре играет роль коэффи-
циента усиления. Получается, что при существующих 
технологиях наиболее быстрым вариантом будет схема 
с использованием эффекта Оберта – от Земли осуществ-
ляется перелет к Юпитеру, где с помощью гравитаци-
онного маневра аппарат направляется к Солнцу, потом 
необходимо выдать мощный импульс на расстоянии 
нескольких солнечных радиусов от Солнца и аппарат 
вылетает из Солнечной системы с большой скоростью. 
JPL сейчас рассматривает проект достижения фокуса 
гравитационной линзы Солнца для исследования экзо-
планет, находящегося на расстоянии в диапазоне 
600÷800 астрономических единиц (АЕ) от Солнца (в 
зависимости от длины волны лучей света, искривляе-
мых гравитационным полем Солнца) [18]. К сожалению, 
скорость, достигнутая «Вояджер-2» (около 3.6 АЕ/год, у 
«Вояджер-1» чуть меньше) позволит достичь фокуса не 
ранее, чем через полторы сотни лет. Использование эф-
фекта Оберта позволило бы увеличить скорость вылета 
за пределы Солнечной системы до 20 АЕ/год и достичь 
фокуса такой гравитационной линзы за время жизни 
одного поколения ученых. Фантастическая идея! Для ее 
реализации нужны кубсаты, ибо в качестве движителя в 
районе перигелия рассматривается как более эффектив-
ный солнечный парус. Идет проработка материалов, 
способных выдержать столь высокие тепловые потоки 
при нахождении вблизи Солнца. 

B. Перелет к Луне по низкоэнергетическим 
траекториям 

В начале 90-х гг. прошлого столетия работы 
Э. Бельбруно [19] положили начало эре низкоэнергетиче-
ских перелетов между Землей и Луной. В 1991 г. япон-
ский лунный зонд Hiten использовал такую траекторию 
для перелета к Луне, не имея достаточного количества 
топлива для достижения орбиты Луны по классическим 
переходным орбитам. Можно выделить два типа низко-
энергетических траекторий, наиболее подходящих для 
малогабаритных спутников типа кубсат, не обременен-
ных достаточными энергетическими возможностями. Их 
цель общая – увеличить величину константы интеграла 
Якоби в задаче трех тел (планета старта-планета назначе-
ния и КА), а способы достижения этой цели разные. 
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Рассмотрим первый способ, не требующий отлетного 
импульса (trans-lunar injection) с околоземной траектории 
и допускающий использование двигателя малой тяги, 
например экономичного ЭРДУ с высоким удельным им-
пульсом. Способ основывается на увеличении константы 
интеграла Якоби за счет движения под действием малой 
тяги по раскручивающейся спирали, оставаясь в рамках 
задачи трех тел. Первым примером миссии, использую-
щей этот способ, служит уже упоминавшийся SMART-1. 
Схожий подход применяется для шведской миссии Bifrost 
[11] с той лишь разницей, что в ней для сокращения про-
должительности миссии не предполагается использовать 
резонансные сближения. Миссия стартует со средней око-
лоземной наклонной орбиты, что позволяет сократить 
время пребывания аппарата в зоне радиационных поясов. 
Масса аппарата около 40 кг и количество топлива фикси-
ровано. Рассматриваются две стартовые орбиты – геопе-
реходная с высотами апогея/перигея 35950/250 км, накло-
нением 7 градусов и средняя 23200/23200 км, наклонени-
ем 55 градусов. Эти орбиты выбраны как реально реали-
зуемые и как весьма типовые для попутного запуска куб-
сатов на Луну. Полет разбивается на три этапа. На первом 
этапе вектор тяги направлен по касательной к орбите, 
чтобы обеспечить максимально быстрый уход из радиа-
ционных поясов, и заканчивается при увеличении перигея 
до 40000 км. Значительный выигрыш дает использование 
второй из указанных выше стартовой орбиты за счет 
меньшего времени нахождения в радиационных поясах, и 
тем самым может быть снижен сухой вес аппарата из-за 
снижения массы экранирующего материала. Далее насту-
пает третий этап миссии – снижение от точки L1 Земля–
Луна до финальной орбиты, которая для Bifrost выбрана 
почти полярной высотой 100 км. Тормозящее ускорение 
на этом этапе направлено против вектора скорости аппа-
рат. Интегрирование ведется в обратном времени – от 
финальной орбиты до точки L1. На втором этапе констру-
ирования миссии решается краевая задача с минимизаци-
ей квадрата ускорения. Время перелета на всех трех 
участках траектории получается как результат решения 
оптимизационной задачи на ограничениях, задаваемых 
заказчиком. Общий вид траектории перелета для одной из 
выбранных начальных масс КА (35 кг) представлен на 
рис. 4 в геоцентрической инерциальной системе коорди-
нат. Здесь голубым цветом обозначен первый этап – рас-
крутка вокруг Земли до 40000 км, красным цветом обо-
значен второй этап – достижение точки либрации L1.  

 
Рис. 4. Пример перелета со средней околоземной орбиты на низкую 
окололунную орбиту 

И наконец, желтым цветом обозначена спиральная 
траектория на третьем этапе, заканчивающемся выхо-
дом КА на низкую окололунную орбиту. Последний этап 
в селеноцентрической инерциальной системе координат 
показан отдельно на рис. 5 голубым цветом. Общее время 
перелета составляет 443 дня, затраты топлива – 4.4 кг. 
Использование резонансных сближений с Луной позво-
лит на втором этапе миссии несколько сэкономить топ-
ливо, но приведет к удлинению времени перелета на 
пару месяцев. Не будем заострять внимание на рабочей 
орбите вокруг Луны и на затраты топлива для ее под-
держания, так как это выбор конкретного заказчика. 
Поясним, чем вызван интерес к этой миссии. Для реали-
зации межпланетного перелета нужен отлетный им-
пульс. Для достижения Луны – это около 3.2 км/сек. Для 
кубсата нужен попутный запуск, дождаться которого 
для его разработчиков задача совсем не простая – не так 
много и не так часто реализуются межпланетные мис-
сии, которые, как правило, сопровождаются предельной 
загрузкой комплекса выведения по массе. Примером 
служит результат переносов запуска SLS. Необходима 
альтернатива. В основном КА выводятся на низкие око-
лоземные орбиты, которые как стартовые для межпла-
нетных кубсатов, снабженных двигателями малой тяги, 
не подходят – что стоит только высокий уровень накоп-
ленной радиации при прохождении радиационных поя-
сов, по сравнению с чем неприемлемая длительность 
миссии отходит на второй план. На средние же орбиты 
выводятся, в частности, навигационные спутники, на 
геопереходные орбиты выводятся высокие метеороло-
гические и связные спутники, количество которых 
несравнимо выше, чем межпланетных КА. Конечно, 
специфика таких спутников может усугубляться огра-
ничениями со стороны их заказчиков на наличие попут-
ной нагрузки, но это лучше, чем полное отсутствие по-
путного запуска. Геопереходные орбиты, как правило, 
имеют три значения наклонения – полученные выводом 
с американского мыса Канаверал, с японского и китай-
ского полигонов – около 28.5 градусов, с Куру (фран-
цузская Гвиана) – 7 градусов, с Байконура – 46 граду-
сов. С точки зрения минимизации накопленной дозы 
радиации при прохождении радиационных поясов ге-
опереходная орбита, формируемая с Байконура, наибо-
лее щадящая. Именно поэтому миссия Bifrost была рас-
смотрена выше так подробно. 

 
Рис. 5. «Скрутка» по спирали из точки L1 до низкой окололунной 
орбиты 
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Рассмотрим второй способ реализации низкоэнер-
гетических траекторий, когда увеличение константы 
интеграла Якоби реализуется сторонними силами – 
внешними по отношению к задаче трех тел – Земля–
Луна–КА. Речь идет о привлечении гравитационного 
поля Солнца. В качестве примера упомянем планируе-
мую среди 13-ти кубсатов на SLS миссию IceCube раз-
работки Morehead State University в кооперации с 
NASA Goddard Spaceflight Center, JPL, NASA Inde-
pendent Verification and Validation Center и Busek Space 
Propulsion Company. Миссия базируется на 6U-кубсате 
с ионным двигателем, обеспечивающим тягу 1.2 мН, 
удельный импульс 2500 сек и при массе топлива 1.5 кг 
суммарное V  около 1.2 км/сек [20]. После отделения 
уже на отлетной траектории от ракеты на кубсате 
включается двигатель, чтобы изменить траекторию. 
При этом за несколько включений двигателя повора-
чивается картинная плоскость Луны и изменяется 
энергия КА так, что изменяются условия для гравита-
ционного маневра, и аппарат движется по траектории в 
системе Земля–Солнце, перед тем как вернуться к 
Луне. В комбинации с включением малой тяги дей-
ствие на этих участках траектории солнечных и лун-
ных возмущений позволяют поднять перигей для до-
стижения орбиты Луны, подстроить сближение с ней, 
повернуть линию апсид и достичь баллистического 
сближения с Луной, что снижает требования к вели-
чине V  для захвата ею (рис. 6) [21]. Длительность 
такого перелета около трех месяцев. Еще одна цель, 
реализуемая при такой схеме полета – это сокращение 
времени нахождения КА в радиационных поясах Зем-
ли. Иными словами, когда КА направляется к точке 
либрации L1 системы Земля–Солнце, он подвергается 
действию возмущений со стороны Солнца, приводя-
щему траекторию в окрестность Луны и в конце кон-
цов захвату КА.  

 
Рис. 6. Сближение кубсата IceCube с Луной по низкоэнергетической 
траектории 

Необходимо сказать еще об одном методе конструи-
рования межпланетных траекторий – это использование 
инвариантных многообразий. Сделаем небольшое «фи-
лософское» отступление. Речь идет именно о методе 
построения или конструирования межпланетных траек-
торий, а не о движениях КА. Действительно, аппарат не 
«знает» по какой траектории он движется будь это эл-
липтическая орбита или инвариантные многообразия, 
или сопряженные конические сечения. Для разработчи-
ка это просто разные способы описания или приближе-

ния его движения. Усложнение моделей движения мо-
жет привести к обнаружению новых движений, как, 
например, переход от метода сопряженных конических 
сечений к ограниченной круговой задаче трех тел поз-
волило обнаружить низкоэнергетические траектории, 
включая и инвариантные многообразия [22]. Вокруг 
неустойчивых коллинеарных точек либрации в задаче 
трех тел L1, L2, L3 существуют периодические гало-
орбиты и квазипериодические орбиты Лиссажу, такие 
что в зависимости от начальных условий фазовые тра-
ектории могут стремиться к этим орбитам (устойчивые 
многообразия) либо, наоборот, удаляться от них (не-
устойчивые многообразия). Пример таких многообразий 
приведен на рис. 7, где (а) – устойчивые, а (b) – не-
устойчивые. Если говорить кратко, то точка (или орби-
ты вокруг нее) L1, находящаяся между двумя телами 
(ближе к менее массивному) в системе Земля–Солнце 
подходит для наблюдения Солнца (первым аппаратом, 
работавшим вблизи этой точки, был ISEE-3, запущен-
ный в 1978 г.); в системе Луна–Земля подходит для раз-
мещения орбитальной лунной станции. Точка (или ор-
биты вокруг нее) L2, находящаяся за менее массивным 
телом, в системе Земля–Солнце подходит для размеще-
ния телескопов и обсерваторий даже лишь при частич-
ном затенении Землей (первым запущенным в 2001 г. 
туда аппаратом был WMAP, сейчас там работает отече-
ственный аппарат Спектр-РГ); в системе Луна–Земля 
подходит для размещения промежуточного узла связи 
объектов, находящихся на обратной стороне Луны с 
Землей (впервые было предложено Фаркуа в 1968 г., а 
применено на практике лишь в 2018 г. на китайском 
спутнике Цюэцяо для связи с китайской лунной станции 
Чанъэ-4). Точка (или орбиты вокруг нее) L3, находящая-
ся за более массивным телом, в системе Земля–Солнце 
может быть использована для наблюдения Солнца. 
Возможен низкоэнергетический перелет между точками 
L1 и L2. Как это ни удивительно, но устойчивые тре-
угольные точки либрации L4 и L5 не привлекают к себе 
столь пристального влияния, хотя в 2009 г. через эти 
точки в системе Земля–Солнце пролетел аппарат 
STEREO. В 2001 г. космический аппарат Genesis был 
выведен в окрестность точки L1 системы Земля–Солнце 
на ляпуновскую гало-орбиту. На это ушло около трех 
месяцев и по расчету требовалось от 6 до 36 м/сек V . 
За три года аппарат совершил четыре оборота по этой 
орбите (на поддержание гало-орбиты требовалось около 
9 м/сек V  в год) и был направлен к точке L2. Перелет 
занял пять месяцев, аппарат прошел более трех миллио-
нов километров. После облета точки L2 и гравитацион-
ного маневра вокруг Луны он сблизился с Землей, вы-
полняя установленные требования на условия посадки 
(рис. 8) [23]. 

 
Рис. 7. Инвариантные многообразия точки L1 системы Земля–Солнце 
во вращающейся с ними системе координат 
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Рис. 8. Круизный план КА Genesis 

Естественно, возникает вопрос: как эти методы ма-
неврирования и поддержания орбит могут быть исполь-
зованы для конструирования миссий на базе кубсатов. 
Перечисленные в этом разделе аппараты имели массу в 
несколько сотен килограммов и выше, с соответствую-
щим запасом характеристической скорости V . Боль-
шинство кубсатов, даже межпланетных, не обладают 
запасом характеристической скорости в километр в се-
кунду. Однако возможности инвариантных многообра-
зий обеспечивают шанс столь слабым в энергетическом 
смысле аппаратам передвигаться на большие расстоя-
ния в пространстве. Цена этого – время. Сравните – 
длительность перелета IceCube до Луны составляет око-
ло трех месяцев, в то время как прямой перелет занима-
ет чуть больше трех дней.  

Наличие инвариантных многообразий дает еще одну 
возможность осуществления межпланетных перелетов. 
Как уже было упомянуто на примере Genesis, пересека-
ющиеся многообразия позволяют при небольших затра-
тах V  (порядка 10-20 м/сек) «пересаживаться» с не-
устойчивого многообразия одной точки либрации на 
устойчивое многообразие другой точки либрации – тра-
ектории на многообразиях пересекаются, вообще гово-
ря, под углом друг к другу, и импульс нужен, чтобы 
поменять направление вектора скорости, направив его 
по касательной к траектории из устойчивого многообра-
зия. У Genesis переход был выполнен между точками 
либрации системы Земля–Солнце. Но если пересекают-
ся многообразия разных систем, то так можно перейти в 
окрестность точки либрации другой системы. Напри-
мер, из системы Земля–Луна в систему Земля–Солнце. 
Рассуждая дальше, если пересекаются многообразия 
разных систем планета–Солнце, то так можно перейти 
из системы Марс–Солнце в систему Юпитер–Солнце и 
так далее. Получается космический суперхайвэй [24]. К 
сожалению, многообразия системы Земля–Солнце не 
пересекаются с многообразиями систем, образуемых 
соседними с Землей планетами и Солнцем. Но с этим 
уже нашли как бороться. Оказывается, что эти разрыв-
ные участки можно преодолеть, используя двигатели 
малой тяги или солнечный парус [25]. Конечно, все это 
требует времени и прецизионного исполнения маневров 
и надежной навигации. 

III. О НАВИГАЦИИ В МЕЖПЛАНЕТНЫХ МИССИЯХ  

Что касается навигации при выполнении межпла-
нетной миссии, то в отличие от mission design с внедре-
нием новых математических подходов и методов теории 
динамических систем особого прогресса не наблюдает-

ся. Что же требуется и есть в наличии? Необходимо из-
мерять расстояние и доплеровский сдвиг частоты на 
уже ослабленном сигнале, иметь оценку орбиты. Для 
окололунных орбит можно использовать УВЧ-диапазон, 
но для уменьшения потерь целесообразно применять S-, 
X- и Ka-диапазоны. Для передачи данных при скорости 
не более нескольких кбит/сек доступные на 6U-кубсатах 
уровни мощности вполне приемлемы. Учитывая огра-
ничения, связанные с большими расстояниями, межпла-
нетные кубсаты должны в конечном итоге обладать зна-
чительной автономией программного и аппаратного 
обеспечения, чтобы обрабатывать на борту большие 
объемы данных, иметь алгоритмы для обнаружения и 
реагирования на нештатные ситуации и минимизации 
необходимости взаимодействия с Землей. По этой при-
чине включение кубсатов в круг межпланетных миссий 
с необходимостью будет способствовать ускорению 
разработки автономных систем принятия решений на 
основе современных математических методов, включая 
и элементы искусственного интеллекта.  

Навигационные алгоритмы и аппаратные средства, 
необходимые для автономных межпланетных кубсатов 
во многом такие же, как и для крупномасштабных меж-
планетных миссий. Они не масштабируются и требуют 
по существу тех же ресурсов, что и другие межпланет-
ные миссии. Если же кубсат играет вспомогательную 
роль в межпланетной миссии, то есть предполагается 
его доставка в составе основного, более мощного аппа-
рата к планете назначения с дальнейшим его отделени-
ем, то можно будет воспользоваться ресурсами, предо-
ставляемыми основным аппаратом, например решать 
задачу относительной навигации. В будущем будут раз-
виваться оптические средства передачи информации, 
требующие меньше энергетики и приемных устройств 
меньших размеров, разрабатываются чиповые атомные 
часы космического применения, активно прорабатыва-
ется использование пульсаров [13]. 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Малые аппараты ворвались в наш космический мир 
две декады назад, кубсаты активизировались в прошлую 
декаду. Появлению малых аппаратов способствовали 
миниатюризация элементной базы, появление легких 
конверсионных носителей и возможность попутного 
запуска, сокращение финансирования космической от-
расли в мире. Их появление способствовало приходу в 
отрасль молодежи, требующей «все и сразу». Чем куб-
сат не средство реализации таких амбиций! Околозем-
ное применение малых аппаратов постепенно переходит 
в полосу индустриализации – уже созданы целые заво-
ды по их производству. Научный интерес переходит в 
межпланетную сферу – здесь есть потребность в свежих 
математических идеях и методах для конструирования и 
реализации миссий на базе кубсатов. Для конструиро-
вания межпланетных миссий используются традицион-
ные методы – сопряженные конические сечения, грави-
тационные маневры (традиционные, иногда с эффектом 
Оберта, и внешние – резонансные сближения), низко-
энергетические траектории, обнаруженные в рамках 
задачи трех тел. Наглядным инструментов являются 
инвариантные многообразия, существующие в окрест-
ности коллинеарных точек либрации. Входят в обиход 
разработчика и ограниченные круговые задачи четырех 
тел. Как обычно, необходимо установить компромисс 
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между наглядностью, достоверностью результата и 
сложностью исследования модели. 

Новые методы обеспечения навигации межпланетных 
миссий на кубсатах требуют разработки новой элемент-
ной база, способной к адаптации на столь малогабарит-
ных аппаратах. Задачи ждут новых исследователей.  
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Аннотация—Рассматривается проблема обеспечения 
автономного функционирования космического аппарата 
на геостационарной орбите на различных этапах активно-
го существования в интересах снижения стоимости жиз-
ненного цикла КА и повышения надежности функциони-
рования. Описаны теоретические основы, облик и функ-
ционально-программный прототип макета автономной 
интегрированной системы навигации и управления дви-
жением. Показаны возможности создания подобной систе-
мы на основе современных и перспективных информаци-
онных ГНСС-технологий. 

Ключевые слова—ГНСС, навигация, автономное управ-
ление, выведение. 

I. ВВЕДЕНИЕ 

Обеспечение длительного автономного функциони-
рования – одна из наиболее актуальных проблем совер-
шенствования существующих и разработки перспектив-
ных космических систем различного назначения [1]. Ак-
туальность этой проблемы определяется тем фактом, что 
основная доля затрат на поддержание и развертывание 
компонент Национальной информационной спутниковой 
системы на геостационарной орбите (ГСО) без учета 
затрат на разработку приходится на содержание соответ-
ствующей наземной инфраструктуры, являющейся, в 
силу наличия человеческого фактора, также и наименее 
надежным звеном соответствующего контура управле-
ния системой. При этом перманентное повышение тре-
бований к эффективности решения целевых задач ин-
формационными спутниковыми системами в процессе их 
автономного функционирования приводит к существен-
ному повышению требований по точности позициониро-
вания космического аппарата (КА), а также точности 
«наведения» и «стабилизации» чувствительных элемен-
тов бортовой целевой аппаратуры КА, что, в свою оче-
редь, связано с необходимостью ужесточения требований 
к точности определения и «отработки» параметров ори-
ентации КА. Таким образом, актуальной становится про-
блема обеспечения автономности процессов довыведе-
ния, удержания в рабочей точке и коррекции орбит КА на 
ГСО различного назначения. С научной точки зрения 
актуальность определяется тем, что резервы повышения 
автономности за счет наличия на борту избыточной нави-

гационной информации в указанных условиях функцио-
нирования практически исчерпаны и единственным воз-
можным путем решения данной проблемы является раз-
работка комплексных алгоритмов и структуры интегри-
рованной бортовой системы навигации и управления, 
включая комплекс моделей аппаратных средств и их ха-
рактеристики, а также состав математических моделей и 
алгоритмов функционирования, обеспечивающих в сово-
купности автономное функционирование системы на 
рассматриваемых этапах жизненного цикла КА в соот-
ветствии с международными требованиями. 

II. КОНЦЕПЦИЯ ОБЕСПЕЧЕНИЯ АВТОНОМНОСТИ 

ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ КА НА ГСО 

A. Общие требования и предпосылки формирования 
концепции 

Как известно [1], наибольшие требования по точно-
сти навигации предъявляются к бортовым средствам КА 
навигационного и геодезического обеспечения, а по точ-
ности ориентации – к бортовым средствам КА связи и 
навигации. Для перспективных космических средств 
предъявляются требования по точности решения навига-
ционной задачи на уровне 1 м, 0,01 м/с и 0,6 угл.мин 
соответственно для компонент положения, скорости и 
углов ориентации КА. В итоге возникает необходимость 
в обеспечении автономного высокоточного функциони-
рования космических систем в течение всего их жизнен-
ного цикла. В частности, жизненный цикл КА на ГСО 
начинается в момент его отделения от ракеты-носителя и 
включает в себя этапы довыведения, перевода в рабочую 
точку, удержания вплоть до перевода КА на орбиту за-
хоронения (последний этап не рассматривается). В 
настоящее время, как правило, навигационная задача и 
задача управления движением решаются с использова-
нием наземного комплекса управления (НКУ), цикло-
грамма управления рассчитывается на Земле на некото-
рый период времени вперед, «закладывается» на борт и 
отрабатывается далее под контролем НКУ. При этом 
алгоритмы управления движением, как правило, строят-
ся без учета случайных и неопределенных ошибок отра-
ботки управляющих воздействий (тяга двигателя кор-
рекции, ориентация вектора тяги и т.п.) и ошибок реше-
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ния задач навигации и определения ориентации КА. 
Точность управления оценивается путем статистическо-
го моделирования. Требование автономности функцио-
нирования КА на ГСО приводит к расширению состава 
задач, возлагаемых на навигационную систему как под-
систему автономной интегрированной системы управле-
ния КА на ГСО на всех этапах его жизненного цикла. В 
частности, с учетом длительности этапа довыведения, 
реализуемого с использованием стационарного плазмен-
ного двигателя (СПД), впервые возникают такие задачи, 
как непрерывное определение параметров ориентации 
КА с требуемой для данного этапа траектории точно-
стью, оценка модуля и ориентации вектора тяги СПД, 
оценка случайных и неопределенных составляющих 
ошибок исполнения динамических операций, прогноз 
траекторий и расчет возможных точек встречи с потен-
циально опасными объектами, формирование баллисти-
ческой информации с требуемыми предельными по-
грешностями, включая расчет поправок к бортовой шка-
ле времени (БШВ). Решение перечисленных выше задач 
возможно лишь путем использования перспективных 
дополнений ГНСС, включая межспутниковые каналы 
связи. Способы преодоления всех перечисленных выше 
трудностей и определяют концепцию автономной систе-
мы навигации и управления КА на ГСО на этапах довы-
ведения, перевода на рабочую долготу, удержания в ра-
бочей точке с учетом возможной коллокации с другими 
КА. Возникающая в результате научно-техническая за-
дача может быть классифицирована как задача опти-
мального управления по неполным и неточным данным. 
Базовая концепция автономной системы навигации и 
управления КА на ГСО состоит в условном разделении 
задач управления и навигации с последующей отработ-
кой соответствующих алгоритмов путем моделирования 
процессов функционирования создаваемой замкнутой 
интегрированной системы в различных режимах, соот-
ветствующих этапам жизненного цикла КА на ГСО. За-
метим, что в рассматриваемой технической задаче одно-
временно присутствуют разнородные по своей физиче-
ской природе неконтролируемые факторы: детермини-
рованные, стохастические и неопределенные. В резуль-
тате для создания алгоритмов управления и навигации 
следует рассматривать различные подходы к учету не-
контролируемых факторов, включая детерминирован-
ный, стохастический и гарантирующий. В описанных 
условиях существует несколько вариантов формализа-
ции задач управления. В общем случае целесообразно 
использовать модель движения центра масс КА в инер-
циальной системе координат, полученную путем линеа-
ризации классических уравнений движения центра масс 
КА относительно круговой невозмущенной орбиты (в 
центральном поле) для задачи двух тел: 

 1 1k k k k k k k k kx A x B u D          , (1) 

где 1,k N , N – количество коррекций орбиты с ис-
пользованием управления, xk – n-мерный вектор откло-
нений равноденственных параметров орбиты (оскули-
рующих элементов орбиты КА в момент прохождения 
восходящего узла) КА от номинальных (вектор состоя-
ния системы), uk – m-мерный вектор управления, харак-
теризующий приращение характеристической скорости в 
результате коррекции, Ak и Bk – матрицы коэффициентов 
линеаризации размеров n×n и n×m соответственно, Dk – 

вектор возмущений размером n×1, обусловленный си-
стематическими возмущениями, вызванными влиянием 
внешней среды (нецентральность гравитационного поля, 
аэродинамические и другие силы), μk – мультипликатив-
ная ошибка исполнения коррекции (центрированная 
случайная величина со среднеквадратическим отклоне-
нием σμk), ηk – m-мерный вектор аддитивных ошибок 
реализации коррекции, ξk – n-мерный вектор неконтро-
лируемых факторов, возмущающих компоненты вектора 
прогноза состояния xk+1. Матрицы коэффициентов лине-
аризации зависят от параметров номинальной орбиты, а 
также от длительностей активных и пассивных участков. 
Поэтому модель (1) линейна лишь по вектору состояния, 
по управлению она нелинейна. 

B. Формализация постановки задачи управления  
в различных вариантах 

Модель (1) является обобщенной в том смысле, что 
свойства начальных условий, неконтролируемых факто-
ров и ошибок реализации управления трактуются по-
разному в зависимости от используемого подхода к ре-
шению задачи управления: детерминированного, стоха-
стического или минимаксного. В детерминированной 
задаче определен вектор начальных условий x0, а возму-
щения μk, ηk, ξk отсутствуют, т.е. 

 1k k k k k k k
x A x B u   . (2) 

В детерминированной постановке рассматривается 
совокупность технических задач управления переводом 
динамической системы (2) из заданного начального со-
стояния, характеризуемого вектором x1, в конечное xN+1 
при условии xN+1 XN+1 

В рамках стохастического подхода решается задача 
синтеза оптимального управления дискретной стохасти-
ческой системой общего вида: 

 1 1k k k k k k k k kx A x B u S           (3) 

или 

 1 1k k k k k k k kx A x B u S      , (4) 

где N – число шагов, xk – n-мерный вектор состояния 
системы, известный точно, uk – m-мерный вектор управ-
ления, Ak – квадратная матрица размером n×n, Bk – пря-
моугольная матрица размером n×m, Sk –неслучайный 
вектор размером n×1, μk – центрированная случайная 
величина со среднеквадратическим отклонением k, ηk – 
центрированный гауссов случайный m-мерный вектор с 
корреляционной матрицей Hk, ξk – центрированный гаус-
сов случайный n-мерный вектор с корреляционной мат-
рицей Ni, k k k kB      – гауссов случайный вектор. 

Будем полагать далее, что случайные факторы μk, ηk, 
ξk независимы и начальные условия гауссовы с извест-
ными статистическими характеристиками. 

В качестве критерия оптимальности используется 
выражение 

 0 0 0 0
1 1

1

N
T T T
k k k k k k N N

k

J M x Q x u W u x K x 


    
 
 , (5) 

345



где Qk
0, Wk

0 и K0 – заданные положительно определенные 
симметричные матрицы. 

Оптимальным управлением является вектор uk(xk), 
который доставляет минимум введенному критерию с 
учетом l изопериметрических ограничений ( 1,j l ): 

  1 1 *
1

N
j T j T j T j j

k k k k k k N N
k

J M x Q x u W u x K x J 


     
 
 . (6) 

Для синтеза оптимального управления воспользуемся 
достаточным условием оптимальности. 

При неособенной матрице 

 2
1 1T

k k k k k kW B K B      (7) 

оптимальное управление вычисляется по формуле 

k k k ku L x d   , (8) 

где 1
1

T
k k k k kL B K A

  ,  1
1 1

T
k k k k k kd B K S G

    . 

Левые части изопериметрических ограничений при 
найденном оптимальном управлении можно вычислить с 
помощью рекуррентных соотношений (промежуточные 
выкладки опущены): 

 

   

   
 

1 1 1

1

1 1 1

1 1 1 1

(

) 2

2

Sp 2 ,

j T j T j T j T j
k k k k k k k k k k k k k

TT j j
k k k k k k k k

TT j j T j
k k k k k k k k k k

j j T j T j T j
k k k k k k k k k k k k k

R x x Q A K A A K L L K A

L L x G S B d

A B L G K S A K d x

c V K S K S d d S K B d

  



  

   

    

    

      

     

 

(9) 

где  2
1 1j j T j

k k k k k kW B K B     . 

При формализации задачи управления в рамках га-
рантирующего (минимаксного) подхода модель движе-
ния записывается в виде 

1k k k k k k kx A x B u S     , (10) 

где 1k k   . 

Для определения оптимального управления восполь-
зуемся достаточным условием оптимальности, которое в 
рассматриваемом случае принимает вид ( 1B

k m   , 

1H
k m   ): 

 

 1 1

min max {

/ , }.

H B
k k k k

T
k k k k k

u

T
k k k k k k k

R x x Q x

u W u R x x u

  

 

 

 
 (11) 

Если неопределенное возмущение трактовать как 
управление некой «противодействующей» стороны, то 
при «оптимальном» управлении в смысле максимума по 
возмущению функции будущих потерь последняя долж-
на зависеть только от абсолютного значения мультипли-
кативного возмущения. С учетом сказанного гарантиру-
ющее управление определяется в форме 

k k k ku L x d   , (12) 

где 1
k k kL l  , 1

k k kd r  , 1
T

k k k kB K B  , 1
T

k k k kl B K A . 

Таким образом, алгоритм гарантирующего управле-
ния по форме совпадает с алгоритмом стохастического 
управления и отличается от последнего только методами 
вычисления коэффициентов обратной связи и компенса-
ции вектора управления.  

C. Формализация постановки задачи управления  
в различных вариантах 

В соответствии с концепцией построения автономной 
системы управления КА на ГСО [1, 2, 3] при разработке 
алгоритмов управления рассматривались различные 
подходы к учету неконтролируемых факторов – детер-
минированный, стохастический и гарантирующий. Если 
случайные воздействия пренебрежимо малы, использу-
ется детерминированный подход, который дает оптими-
стичное (наилучшее) решение. Стохастический подход 
дает решение, оптимальное в среднем по множеству ис-
ходов, и применяется, когда статистические характери-
стики случайных факторов известны. Гарантирующий 
подход принято называть пессимистическим, поскольку 
он приводит к наилучшему решению в наихудшем с 
точки зрения влияния неопределенных неконтролируе-
мых факторов случае. 

Наличие алгоритмов автономного управления и нави-
гации, созданных в рамках трех упомянутых подходов, 
позволит сформировать программно-математическое 
обеспечение интегрированной автономной системы нави-
гации и управления динамическими операциями КА на 
ГСО, адаптируемое к конкретной ситуации. 

Перейдем к формированию алгоритмов автономного 
управления на основе развитой концепции и с учетом 
предложенной ранее формализации. Рассмотрим вначале 
детерминированный подход при следующих допущениях: 

 принципиальными являются трансверсальное и 
бинормальное направления ускорения от тяги 
электрической реактивной двигательной установ-
ки (ЭРДУ). Радиальная составляющая появляется 
из-за ошибок ориентации; 

 начальные условия заданы системой автономной 
навигации; 

 система ориентации и стабилизации спутника в 
течение активного участка поддерживает необхо-
димую ориентацию вектора тяги; 

 коррекция положения КА в плоскости орбиты по 
времени может совпадать с коррекцией наклонения. 

На этапе довыведения на ГСО для управления дви-
жением центра масс КА предлагается использовать ал-
горитм квазиоптимального управления с обратной свя-
зью. Алгоритм построен на базе необходимых условий 
оптимальности программы управления при перелете 
между некомпланарными орбитами с использованием 
непрерывно работающей ЭРДУ (за исключением тене-
вых участков). 

Управлением в задаче довыведения являются углы 
тангажа θ и рыскания ψ, определяющие орт ориентации 
вектора тяги маршевого двигателя. Так как, скорее всего, 

346



двигатель будет жестко закреплен на КА вдоль строи-
тельной оси Ox, то вычисляемые требуемые углы ориен-
тации тяги фактически будут являться требуемыми уг-
лами ориентации всего КА.  

Углы тангажа θ и рыскания ψ в любой момент време-
ни вычисляют по формулам [1]: 

cos ,sin ,

sin ,sin ,
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В приведенных соотношениях выше h = sqrt(p/μE),  
ex = eꞏcos(Ω+w), ey = eꞏsin(Ω+w), ix = tg(i/2)cosΩ,  
iy = tg(i/2)sinΩ, F = v + w + Ω, e – эксцентриситет, p – 
фокальный параметр, w – аргумент перицентра, i – 
наклонение, Ω – долгота восходящего узла, v – истинная 
аномалия, ξ = 1 + exꞏcosF + eyꞏsinF, η = ixꞏsinF – iyꞏcosF,  
φ = 1 + i2

x + i2y. Переменные ph, pex, pey, pix, piy, pF сопря-
жены с фазовыми координатами h, ex, ey, ix, iy и F соот-
ветственно. 

Отметим здесь, что элементы орбиты КА, используе-
мые в приведенных выше соотношениях, рассчитывают-
ся на основе известных на борту компонент вектора со-
стояния КА, включающего его координаты и компонен-
ты вектора скорости. Таким образом, управление зависит 
от вырабатываемых на борту навигационных оценок 
координат и скорости КА.  

Управление КА осуществляется на основе результа-
тов решения навигационной задачи. Алгоритм управле-
ния использует не только оценки компонент координат и 
вектора скорости КА, но и оценки углов его ориентации, 
фактического значения тяги двигателя, а также углов 
отклонения вектора тяги от номинала. В процессе прове-
дения исследования одной из основных задач было фор-
мирование требований к вырабатываемым оценкам пе-
речисленных параметров вектора состояния КА исходя 
из перспективных требований к точности довыведения и 
приведения в рабочую точку.  

При построении алгоритма удержания КА в рабочей 
позиции целесообразно использовать те же подходы и 
методы, что и в случае приведения в орбитальную пози-
цию. Целью удержания в окрестности опорной орбиты 
является обеспечение принадлежности вектора состояния 
КА заданной области на длительном интервале времени, 
соизмеримом со сроком активного существования КА. 
При этом предполагается, что доступен полный вектор 
состояния, получаемый от системы навигации. В этом 
случае, как и при вводе КА в систему, в качестве рабочей 

можно принять ту же самую модель управляемого дви-
жения, но с адаптацией к данному этапу. Дело в том, что 
модель управляемого возмущенного движения прогнози-
рует состояние КА в конце активного участка, тогда как 
при удержании нас будет интересовать прогноз вектора 
состояния наперед после очередной коррекции. Иными 
словами, при удержании управление осуществляется не 
терминальным состоянием, как при вводе в орбитальную 
структуру, а будущей эволюцией вектора состояния. 

Соответствующую модель нетрудно получить из ра-
бочей модели, учитывая только вековые возмущения. 
Принимая во внимание близость к нулю эксцентрисите-
та орбиты, ограничимся рассмотрением только углового 
движения. Коррекции эксцентриситета, если и потребу-
ются, будут осуществляться за счет соответствующего 
выбора момента включения ДУ. 

Для определения стратегии удержания используется 
комбинированный метод оптимизации. В данном случае 
программная составляющая представляет собой интер-
валы времени между коррекциями удержания {Δtk} и 
число коррекций, а синтезируемой составляющей по-
прежнему является последовательность {uk}. Поэтому 
формально для решения задачи можно воспользоваться 
любым из выше рассмотренных алгоритмов. Однако 
количество коррекций на этапе удержания определяется 
моментом исчерпания имеющегося запаса топлива и 
может быть сколь угодно большим. Поэтому можно го-
ворить о существовании установившегося режима, когда 
параметры управления не зависят от времени, а коррек-
ции удержания проводятся через равные, наперед задан-
ные, промежутки времени. Тогда программная состав-
ляющая вырождается в единственный параметр – интер-
вал времени Δtk. Его следует интерпретировать как ниж-
нее значение длительности пассивного участка при 
определении момента включения из условия минимиза-
ции эксцентриситета. 

Гипотеза об установившемся режиме постулирует не-
зависимость функции будущих потерь от времени. Это 
означает, что коэффициенты обратной связи синтезируе-
мой составляющей рассчитываются при N=1 при вы-
бранном интервале Δtk между коррекциями с помощью 
соответствующих рекуррентных соотношений методом 
последовательных приближений. Затем уравнения воз-
мущенного движения многократно моделируются (стати-
стически или гарантированно) с определением величины 
управляющего воздействия по линейному закону. В ре-
зультате находим статистические (или гарантированные) 
оценки вектора состояния, на основе которых отыскива-
ется оптимальный интервал между коррекциями. 

Задачи удержания наклонения и долготы восходяще-
го узла решаются аналогично. 

III. ОБЕСПЕЧЕНИЕ НАВИГАЦИОННОГО РЕШЕНИЯ  
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ГНСС-ТЕХНОЛОГИЙ 

Обсудим формализацию задачи автономной навига-
ции и формирование облика автономной навигационной 
системы КА на ГСО. Заметим, что стандартная схема 
решения на борту навигационной задачи, состоящая из 
двух действий – «получить и обработать», в рассматри-
ваемой задаче не применима вследствие влияния боль-
шого количества неконтролируемых факторов различ-
ной природы. Таким образом, в процесс решения нави-
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гационной задачи необходимо ввести дополнительные 
процедуры: предварительной «отбраковки» результатов 
измерений путем формирования их прогнозных значе-
ний на основе априорной на данный момент времени 
оценки вектора состояния или на основе других измере-
ний; так называемого интервального оценивания, вклю-
чающего сравнения последовательности измерений друг 
с другом; планирования навигационных измерений, поз-
воляющего определить оптимальные в смысле миниму-
ма погрешности навигационных измерений условия их 
формирования с учетом прогноза движения КА. По-
скольку автономное решение задач навигации и управ-
ления КА на ГСО рассматривается в рамках обсуждае-
мой проблемы применительно к следующим трем этапам 
его жизненного цикла: довыведение КА на ГСО с про-
межуточной орбиты, перевод КА на требуемую долготу 
«стояния» (слот) орбитальной структуры и удержание 
КА в окрестности номинального положения слота, осо-
бенности этих этапов создают некоторую специфику в 
части решения задач автономной навигации для каждого 
из них. Предлагается компромисс между сложностью 
модели и ее точностью, когда затрачивается как можно 
меньше вычислительных ресурсов и при этом на интер-
валах прогноза движения КА не происходит существен-
ного ухудшения точности навигационного решения.  

Детальный анализ условий работы на рассматривае-
мых этапах жизненного цикла КА на ГСО многоканаль-
ного и многосистемного ГНСС–приёмника [1, 4, 5], рас-
сматриваемого в качестве интеллектуального ядра авто-
номной навигационной системы, позволил определить 
рациональные варианты установки антенн ГНСС–
приёмника на борту КА, а также алгоритмы и цикло-
граммы обработки ГНСС–измерений в интересах дости-
жения максимальной точности и достоверности навига-
ционного решения (рис. 1).  

 
Рис. 1.  

В качестве алгоритмов интеграции данных и обра-
ботки навигационной информации используются метод 
наименьших квадратов и динамическая фильтрация. В 
частности, используется так называемая скалярная мо-
дификация фильтра Калмана (СМ ФК), характеризуемая 
процедурой коррекции, при которой проводится m ите-
раций, где m – число отдельно обрабатываемых алго-
ритмом измерений, доступных в момент времени ti. В 
процедуре коррекции соблюдается строгая очередность 
обработки измерений, обусловленная стремлением по-
высить точность оценок путем первоочередной обработ-
ки тех измерений, аналитическая функция которых дает 
ненулевую частную производную по возможно больше-

му количеству компонент оцениваемого вектора состоя-
ния центра масс КА. 

Рассмотрим более подробно оригинальную процеду-
ру оценки модуля и ориентации тяги СПД [1, 6], исполь-
зуемого в качестве маршевого на этапе довыведения, 
построенную на основе так называемого квазилинейного 
или расширенного фильтра Калмана. Задача оценки фак-
тического уровня и ориентации тяги решается отдельно 
от задачи оценки компонент положения и скорости цен-
тра масс КА, для чего вводится вектор состояния, харак-
теризующий этот двигатель: 

 2

T

IF IF IF X IF Y IF Z IFX Y Z V V V PX    , (15) 

где P  – опорный модуль тяги, α и β – опорные углы 
ориентации тяги относительно осей инерциальной си-
стемы координат (СК), образуемые в результате после-
довательных разворотов вектора тяги относительно 
строительных осей КА и строительных осей КА –
относительно инерциальных. 

Процедуры оценки компонент положения, скорости, 
уровня и ориентации тяги в обсуждаемой интегрирован-
ной автономной навигационной системе выглядят сле-
дующим образом (рис. 2). 

 С использованием скалярной модификации филь-
тра Калмана в рамках сильно связанной архитек-
туры формируются оценки компонент текущего 
вектора состояния центра масс КА X1 с учетом 
того, что оценки параметров ориентации КА и со-
ответствующих систематических ошибок уже по-
лучены с некоторой точностью. При этом на бор-
ту КА на каждом шаге алгоритма формируются 
две траектории его движения: «истинная», полу-
ченная в результате обработки измерений, и 
опорная, полученная путем интегрирования урав-
нений движения КА с учетом всех естественных 
возмущающих факторов и влияния оцениваемой 
на борту тяги СПД. 

 Путем обработки данных, представленных в фор-
ме вектора «невязок» опорной и «истинной» тра-
екторий, сформированных в рамках предыдущей 
процедуры на каждом шаге квазилинейного филь-
тра Калмана, осуществляется оценка фактическо-
го уровня и ориентации тяги СПД. Необходимо 
подчеркнуть, что опорная траектория, формируе-
мая на каждом шаге данной процедуры, коррек-
тируется с учетом оценок компонент вектора тя-
ги, полученных на предыдущем шаге. 

*
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Рис. 2. 

Остановимся на различиях в исполняемых бортовых 
алгоритмах в зависимости от этапа жизненного цикла 
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КА на ГСО. Рассмотрим этап довыведения КА на ГСО, 
характеризующийся рядом особенностей, затрудняющих 
проведение навигационных измерений и формирование 
высокоточного навигационного решения, а именно: 

 перманентное изменение ориентации и текущих 
параметров орбиты КА и, как следствие, ухудше-
ние информативности оптических и радионавига-
ционных измерений, обусловленное выходом из 
зоны обзора астродатчиков и потерей сигнала 
ГНСС; 

 необходимость высокоточного прогнозирования 
управляемого движения КА с учетом ускорения 
от тяги двигателя, сравнимого по модулю с уско-
рениями от возмущающих факторов; 

 необходимость проведения сеансов ГНСС-
измерений для различных типов промежуточных 
орбит с разбросом большой полуоси до 50 000 км, 
эксцентриситета до 0.6, наклонения до 1.2. 

На этапе приведения КА в рабочую точку на ГСО вы-
явлена следующая особенность решения навигационной 
задачи, состоящая в необходимости получения высоко-
точного навигационного решения за относительно корот-
кий промежуток времени до проведения очередного кор-
ректирующего импульса, включая высокоточную оценку 
компонент вектора тяги корректирующего двигателя. 

С учетом сказанного, в состав бортовых алгоритмов 
навигации введен отдельный блок регулирования про-
цесса накопления и фильтрации измерений, определяю-
щий «время жизни» измерения на интервале, пока 
управляющее воздействие не приведет к суммарному 
изменению координат с момента получения измерения 
на величину более 0.1 м или изменению компонент ско-
рости более 10–4м/с. Прогнозирование таких изменений 
для каждого из формируемых измерений дает возмож-
ность управлять размером выборки, обрабатываемой с 
использованием метода наименьших квадратов (МНК) в 
целях получения максимальной точности навигационной 
информации. При отсутствии возможности использова-
ния МНК в силу ограниченного количества измерений 
блок прогноза их устаревания позволяет регулировать 
значение доверительной вероятности отдельного изме-
рения при обработке в интегральном фильтре Калмана, 
изменяя при этом коэффициенты в матрице весов (мат-
рице ковариаций ошибок измерений). 

Перейдем к рассмотрению особенностей процесса 
удержания КА на ГСО. Кратко перечислим особенности 
данного этапа, влияющие на процесс проведения нави-
гационных измерений и формирование высокоточного 
навигационного решения: 

 необходимость сохранения постоянной ориента-
ции КА относительно орбитальной СК на протя-
жении длительного времени; 

 высокие требования по точности позиционирова-
ния (менее 1 м по координатам и 1 см/с по компо-
нентам скорости) и ориентации (менее 1 угловой 
минуты) КА при формировании на борту навига-
ционного решения; 

 высокие требования к точности определения пе-
риода обращения орбиты КА и удержанию КА на 
заданной долготе стояния; 

 необходимость оперативной и высокоточной 
оценки сообщаемых корректирующими двига-
тельными установками импульсов удержания КА. 

Для достижения указанных характеристик в режиме 
удержания КА применяются разработанные процедуры 
оптимального планирования сеансов измерений, крите-
риями оптимальности которых являются максимальная 
наблюдаемость всех параметров движения КА (выбира-
ется максимум для самых ненаблюдаемых параметров), 
максимальная длительность сеанса, минимальная апри-
орная неопределенность сдвига бортовой шкалы НКА 
относительно системного времени. После формирования 
плана измерений производится его отработка бортовой 
навигационной аппаратурой КА. Речь идет прежде всего 
о формировании радионавигационных измерений ГНСС 
и межспутниковых измерений. Высокие требования к 
определению периода обращения приводят к необходи-
мости проведения дополнительных процедур сглажива-
ния навигационного решения численными методами 
оптимальной фильтрации, где в качестве измерений вы-
ступают оценки компонент координат или скоростей 
либо получаемые на их основе значения периода обра-
щения КА. 

IV. ПРОГРАММНО-АППАРАТНЫЙ КОМПЛЕКС 

ИМИТАЦИОННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 

В целях подтверждения возможности реализации 
полностью автономных процессов навигации и управле-
ния движением КА на ГСО на протяжении всего жиз-
ненного цикла и, что самое главное, на этапе довыведе-
ния были проведены так называемые комплексные экс-
перименты, включающие имитационное полунатурное 
моделирование с использованием специализированных 
аппаратных средств. Для этого был создан программно-
аппаратный комплекс (ПАК) (стенд) полунатурного мо-
делирования [4], в состав которого включены следую-
щие элементы: 

 имитатор навигационных сигналов ГНСС (модель 
NI (National Instruments) PXIe-GNSS); 

 имитатор приемника сигналов ГНСС (разработан 
на базе NI USRP-2920); 

 сервер высокоточного координатного обеспече-
ния (генерирует эфемериды НКА); 

 ЭВМ для моделирования истинного движения КА 
и функционирования его бортовой интегрирован-
ной системы управления и навигации; 

 сетевой концентратор. 

Таким образом созданный ПАК фактически обеспе-
чивал реализацию функционально-программного прото-
типа (ФПП), то есть макета создаваемой интегрирован-
ной системы навигации и управления движением, и ими-
тационное моделирование процессов функционирования 
созданного ФПП. ФПП включил помимо прочего все 
необходимые модели управляемого движения КА на 
ГСО на рассматриваемых этапах его жизненного цикла в 
рамках детерминированного, стохастического и мини-
максного подходов. В составе моделей движения учтены 
все имеющие значимость с точки зрения точности моде-
лирования неконтролируемые факторы, а также управ-
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ляющие силы и моменты, действующие на движение 
центра масс и угловое движение вокруг центра масс КА: 

 неконтролируемые факторы – возмущения грави-
тационного поля Земли с учетом ее несферично-
сти, гравитационное влияние Луны и Солнца, 
давление солнечного света, прочие факторы – 
альбедо и излучение Земли, приливы в твердом 
теле Земли, океанические приливы; 

 управляющие ускорения – ускорения, сообщае-
мые маршевой двигательной установкой (ДУ) при 
довыведении на ГСО в непрерывном режиме, 
ускорения, сообщаемые ДУ в периоды коррекции 
орбиты при функционировании (удержании) на 
ГСО, угловые ускорения, сообщаемые бортовой 
гироскопической системой стабилизации и ориен-
тации в режиме отработки требуемых при довы-
ведении маневров, угловые ускорения, сообщае-
мые бортовой гироскопической системой стаби-
лизации и ориентации в режиме стабилизации в 
рабочей точке на ГСО, угловые ускорения, сооб-
щаемые двигателями ориентации для: разгрузки 
гироскопической системы, успокоения вращения 
КА, отработки управляющих команд по измене-
нию ориентации в целях достижения определен-
ной пространственной ориентации ДУ. 

Среди моделей бортовых аппаратных средств в со-
ставе ПАКа основное внимание уделяется детальной 
модели бортового ГНСС-приемника как источника нави-
гационной информации, включая используемые модели 
движения навигационного космического аппарата (НКА) 
ГЛОНАСС и GPS с учетом возмущающих факторов, 
состав которых задан нормативными документами и 
стандартами в области движения искусственных спутни-
ков Земли, формирования транслируемых сигналов на 
борту НКА с учетом особенностей технической реализа-
ции этих процессов, геометрической радиовидимости 
НКА приемной ГНСС-антенной, приема ГНСС-сигналов 
антенной КА на ГСО с учетом ее усиления, диаграммы 
направленности НКА и ослабления ГНСС-сигнала при 
распространении, с учетом обработки кодовых и фазовых 
измерений. В составе моделей бортовых исполнительных 
систем и устройств формирования управляющих сил и 
моментов реализованы модели маршевого двигателя 
электрического типа, силовых гироскопических устрой-
ства системы угловой ориентации и стабилизации 
(СУОС) и газовых реактивных двигателей коррекции. 

Состав и особенности моделей неконтролируемых 
факторов в рамках описываемой стохастической модели 
с учетом высоких требований по точности навигации и 
управления движением КА на ГСО определяются таки-
ми факторами, как неточность в знании мгновенных уг-
ловых координат полюса Земли в промежуточной зем-
ной системе координат, определяющих положение «ис-
тинной» оси вращения Земли и угловую величину не-
равномерности вращения вокруг этой оси;. неточность в 
знании собственных координат центра масс КА в земной 
СК, определяемая как разница между «истинными» ко-
ординатами КА и их оценками, получаемыми на борту 
КА; ошибки в знании координат небесных тел, исполь-
зуемых при расчете гравитационного ускорения третьего 
тела, определяемые как разница между эфемеридами 
небесных тел, построенными с использованием звездных 
каталогов, и грубым расчетом на борту КА с использо-

ванием предопределенных рядов. Заметим, что модели 
высокоточного описания сил и моментов, действующих 
на КА при попадании на него солнечного света, являют-
ся стохастическими, представляемыми в данной модели 
в виде набора случайных величин с характеристиками, 
соответствующими паспортам используемых оптических 
приборов, а также ошибок ориентации КА, фактического 
положения солнечных батарей, ошибок основного мо-
дельного параметра, определяющего величину мощности 
получаемого КА солнечного излучения. Моделирование 
этих ошибок проводится путем генерации нормально-
распределенных случайных величин или с использовани-
ем соответствующих формирующих фильтров. 

Среди особенностей стохастических моделей борто-
вых навигационных средств основное внимание, как и 
при детерминированном подходе, уделяется модели бор-
тового приемника ГНСС-сигналов. Базовое отличие сто-
хастической модели движения НКА, используемой для 
генерации эфемерид НКА и, в конечном счете, для фор-
мирования ГНСС-измерений, состоит в учете ошибок 
эфемерид. Для воспроизведения ситуации, наиболее 
адекватной реальной физической картине, ошибки эфе-
мерид не генерируются случайным образом, а формиру-
ются автоматически с использованием оперативных вер-
сий наиболее точных файлов RINEX и SP3, включающих 
навигационные сигналы НКА без специальной обработки. 
Стохастическая модель кодовых измерений учитывает тот 
факт, что разность моментов времени излучения сигнала 
НКА и его приема борту КА на ГСО случайна в силу вли-
яния ошибок, в качестве которых выступают сдвиг БШВ 
бортового ГНСС-приемника и сдвиги БШВ НКА, обра-
зующих рабочее созвездие. Систематические компоненты 
этих ошибок включены в состав компонент расширенного 
вектора состояния КА на ГСО с целью их уточнения при 
решении навигационной задачи. Аналогично, модели фа-
зовых измерений характеризуются учетом следующих 
случайных и неопределенных факторов: ошибок ориента-
ции КА на ГСО; ошибок решения навигационной задачи 
по компонентам положения и скорости центра масс КА на 
ГСО; непредсказуемых скачков фазы при формировании 
фазовых измерений. В отличие от ГНСС-приемника при 
описании стохастических моделей аппаратных средств 
СУОС КА на ГСО: оптико-электронных астроприборов 
КА, датчика инфракрасного излучения Земли, солнечного 
прибора (датчика ориентации на Солнце), датчиков угло-
вых скоростей (ДУС) – вполне допустимо применение 
стандартных стохастических моделей, приведенных, в 
частности, в работах [4, 7, 8]. В ПАКе использовалась 
модель тяги двигателя электрического типа (рассматри-
ваемые в исследовании модели преимущественно плаз-
менного типа – СПД-140, СПД-100 и т.д.) при условии 
штатной его работы, которая имеет следующий вид: 

 0 ( )R N SysP P U P t P     , (16) 

где PR – мгновенная величина тяги, PN – номинальное 
значение тяги при напряжении U0, представляемое как 
константа, ΔPSys – систематическое отклонение тяги, 
представляется как случайная величина с нулевым МО и 

SysPD , ΔP(t) – флуктуация тяги, представляемая в виде 
стационарного случайного процесса с известной корре-
ляционной функцией. Эта модель отражает результаты 
испытаний перспективного плазменного двигателя [1] и 
использования его типичного профиля тяги. 
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V. РЕЗУЛЬТАТЫ 

С использованием созданного ПАК верифицирована 
стохастическая модель тяги стационарных плазменных 
двигателей, используемых как на этапе довыведения, так 
и при переводе КА на требуемую долготу на ГСО и 
удержании в рабочей точке. Данная стохастическая мо-
дель учитывает разброс модуля и ориентации вектора 
тяги. По результатам имитационного моделирования с 
использованием ПАК показана возможность оценки 
фактического значения тяги МДУ с ошибкой менее 1% 
от номинала (3СКО), оценки углов ориентации тяги с 
ошибкой менее 10' при времени проведения оценки тяги 
менее 4 часов (3 СКО). 

По результатам имитационного моделирования с ис-
пользованием ПАК [1, 5, 6] показано, что с учетом полу-
чаемых ошибок оценок модуля и ориентации вектора 
тяги предложенные алгоритмы автономной навигации 
обеспечивают на этапе довыведения в автономном ре-
жиме на интервале более 1 года на уровне 3 СКО:  

 ошибки оценки координат центра масс КА менее 
100 м (при приведении с использованием допол-
нительных процедур обработки менее 5 м);  

 ошибки оценки вектора скорости менее 0.7 м/с 
(при приведении с использованием дополнитель-
ных процедур обработки менее 0.004 м/с); 

 ошибка оценки углов ориентации менее 1' (при 
приведении с использованием дополнительных 
процедур обработки менее 0.1'); 

 ошибка оценки ориентация солнечных батарей 
менее 6°; 

 ошибка оценки ориентации связанных осей КА 
относительно орбитальных менее 10'. 

По результатам имитационного моделирования с ис-
пользованием ПАК показано, что при выполнении ука-
занных выше характеристик точности оценивания моду-
ля и ориентации вектора тяги СПД и решения навигаци-
онной задачи автономными средствами предложенные 
стохастические алгоритмы управления обеспечивают 
следующие характеристики терминальной точности эта-
пов довыведения и перевода КА на рабочую долготу на 
ГСО (3СКО): 

 ошибки по наклонению не более 0.05°; 

 ошибки по эксцентриситету не более 0.0001; 

 ошибки по полуоси не более 30 км; 

 ошибки по долготе подспутниковой точки не бо-
лее 0.05°. 

По результатам имитационного моделирования с ис-
пользованием ПАК показано, что предложенные алго-
ритмы удержания КА на рабочей долготе стояния на 
ГСО обеспечивают: 

 максимальное отклонение линии визирования с 
ошибкой менее 4' (3 СКО); 

 время выхода на стабилизированный режим после 
выполнения коррекций орбиты менее 30 мин; 

 время сохранения стабилизации без нарушений 
более 1 года. 
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Аннотация—В статье рассматриваются математиче-

ские постановки задач, возникающих при построении си-
стем точного земледелия. Рассматриваются задачи плани-
рования пути, стабилизации движения колесного робота 
вдоль пути, оценки областей притяжения, обнаружения 
препятствий и предотвращения соударений, навигации и 
определения ориентации робота в пространстве. 

Ключевые слова—глобальная навигационная спутнико-
вая система (ГНСС), бесплатформенная инерциальная 
навигационная система (БИНС), LIDAR, параллельные 
пути, путевая стабилизация, область притяжения, метод 
потенциалов, линеаризация обратной связью, предотвраще-
ние соударений, расширенный фильтр Калмана. 

I. ВВЕДЕНИЕ 

Человечество начало получать достаточно пищи всего 
несколько десятилетий назад. До этого дефицит продук-
тов питания испытывали в той или иной степени даже раз-
витые страны. Изменения случилось благодаря разра-
ботке и совершенствованию инструментов выращивания 
сельскохозяйственных культур. Настоящая революция 
произошла, когда люди научились применять высокоточ-
ные инструменты земледелия. Целью точного земледелия 
является получение большего результата с меньшими за-
тратами труда. Это достигается за счет того, что большие 
машины, обрабатывающие большие поля (см. рис. 1.) вы-
полняют точную работу, позиционируя обрабатывающие 
инструменты с высокой точностью, достигающей в неко-
торых приложениях сантиметровой величины. В самом 
общем случае сельскохозяйственный робот выполняет 
следующие задачи: 

1) автоматическую посадку растений и закладку се-
мян; 

2) точное картографирование посадок с помощью 
GNSS и мониторинг урожайности; 

3) навигацию и автоматическое управление; 

4) дифференцированное внесение удобрений; 

5) дифференцированную обработку пестицидами и 
инсектицидами. 

Специфика работы машины, обрабатывающей поле, 
состоит в повторяющихся действиях. Действия повторя-
ются автоматически проход за проходом по заранее спла-
нированным путям (см. рис. 2).  

Поле не обязательно является плоским и не обяза-
тельно имеет простую прямоугольную границу. В общем 
случае решается задача оптимального покрытия поля с 
учетом неровности поверхности. Этой задаче посвящена 
обширная литература, см. [1–10], где приведены поста-
новки задачи планирования путей, покрывающих сель-
скохозяйственные поля. В работах [5, 6, 9, 10] рассматри-
вается покрытие неровного поля, определенного сложной 

поверхностью в трехмерном пространстве и ограничен-
ного криволинейным контуром. 

 
Рис. 1. Сельскохозяйственный робот. В кабине присутствует оператор, 
следящий за безопасностью выполнения работ. Руление и управление 
навесным оборудованием выполняется автоматически 

 
Рис. 2. Поле, покрытое параллельными путями с определенным поряд-
ком следования по путям 

Различные виды работ требуют своего способа плани-
рования пути. Различают машины двух типов: а) имею-
щие механизм Аккермана поворота передних колес и б) 
разворачивающиеся на месте с помощью дифференциаль-
ного привода задних колес. В зависимости от кинемати-
ческой схемы машины, накладываются или не наклады-
ваются ограничения на максимальную кривизну при ре-
шении задачи планирования пути. Задачи планирования 
путей и управления движением для машин типа а), назы-
ваемых также неголономными роботами, описаны в рабо-
тах [1] и [11–13].  

Один из подходов к решению задачи планирования 
пути состоит в построении набора контрольных точек, че-
рез которые затем проводится сплайн. Контрольные 
точки параллельного пути строятся сдвигом вдоль нор-
мали к сплайну. Нормаль лежит в плоскости, касательной 
к полю в данной точке.  

После того, как пути построены, требуется решить за-
дачу следования по криволинейным путям с высокой точ-
ностью. Для выполнения многих задач земледелия требу-
ется сантиметровая точность позиционирования рабочих 
инструментов. Для синтеза алгоритмов стабилизации 
движения колесного робота удобно использовать метод 
линеаризации обратной связью, см. [14]. Кинематика ко-
лесного робота описывается нелинейными дифференци-
альными уравнениями. Синтезируется такой нелинейный 
контроллер, который превращает замкнутую управляе-
мую систему в линейную систему с заранее заданным по-
казателем экспоненциальной устойчивости, см. [11-14]. 
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Наличие ограничений на управление (угол поворота пе-
редних колес) может приводить к существенным пере-
ходным процессам в замкнутой системе автоматического 
руления, построенной с использованием метода линеари-
зации обратной связью, см. [12, 13]. Актуальной является 
задача оценки области притяжения в координатах боко-
вое отклонение – угловое отклонение, см. [12, 15]. Эта об-
ласть инвариантна, т.е. однажды попав в нее, система 
больше ее не покинет. Если инвариантная область притя-
жения вписана в некоторую область, удовлетворяющую 
геометрическим ограничениям, таким как, например, по-
лоса определенной ширины, то в процессе движения эти 
ограничения не будут нарушены несмотря на наличие пе-
реходных процессов. Эта конструкция оказывается важ-
ной при переходе от автоматических систем, не исключа-
ющих присутствие оператора в кабине, к полностью авто-
номным.  

В автономном роботе присутствие оператора не пред-
полагается. Управление автономным роботом состоит из 
двух этапов. На первом этапе программным управлением 
робот приводится в область притяжения, гарантирован-
ную алгоритмом автоматического руления при ограни-
ченном угле поворота колес, после чего система управле-
ния переходит ко второму этапу и включает алгоритм ав-
томатического руления.  

Несмотря на то что робот движется по заранее спла-
нированному пути, не содержащему препятствий, быстро 
меняющаяся обстановка, случайно брошенные на поле 
предметы, внезапное появление людей или животных мо-
жет привести к необходимости объезда обнаруженных 
препятствий или к необходимости снижения скорости 
вплоть до аварийной остановки. Для реализации этой 
функции нужно использовать LIDAR и видеокамеры. При 
этом в комбинации с методом линеаризации обратной 
связью используется метод искусственного отталкиваю-
щего потенциала, порожденного препятствием. 

Реализация сантиметровой точности позиционирования 
рабочего инструмента предполагает использование ГНСС 
оборудования для навигации и определения ориентации. 
Точная ориентация машины необходима для пересчета по-
ложения антенны, обычно расположенной на крыше ка-
бины, на положение навесного оборудования, расположен-
ного вблизи земли на расстоянии нескольких метров от ан-
тенны. Для реализации фазово-дифференциального режима 
позиционирования используются высокоточные ГНСС 
приемники, имеющие одну, две или три антенны. Фазово-
дифференциальный режим позиционирования, называе-
мый также RTK, требует приема коррекций (или полных 
фазовых и кодовых измерений) от базовой станции или от 
сервиса по предоставлению RTK поправок через мобиль-
ный интернет. Детали построения алгоритмов фазово-диф-
ференциальной навигации могут быть найдены во множе-
стве книг, см. например [16]. 

В случае использования одной антенны точное опре-
деление ориентации возможно в предположении отсут-
ствия бокового проскальзывания колес машины. Такое 
ограничение называется неголономным. В общем случае, 
когда предполагается работа сельскохозяйственной тех-
ники на существенно неровных полях, когда боковое про-
скальзывание неизбежно, необходимо использовать двух- 
или даже трехантенный навигационный приемник. При-
мером такого оборудования может служить приемник 
ADM - 1 компании TOPCON. Точность определения 

ориентации тем больше, чем больше расстояние между 
антеннами. Для дополнительного сглаживания угловой 
ориентации используется расширенный фильтр Калмана 
(EKF) или другие методы фильтрации, позволяющие ин-
тегрировать решение ГНСС с данными, полученными от 
бесплатформенных инерциальных навигационных си-
стем (БИНС), также входящих в состав оборудования.  

Как уже упоминалось, автономность функционирова-
ния предполагает использование LIDAR и оптической сте-
реокамеры для анализа облака точек, полученных от пре-
пятствий, встреченных на пути робота, и не учтенных на 
этапе планирования пути. Данные от дополнительных сен-
соров, расположенных в различных точках машины, сво-
дятся с учетом ориентации машины в единую локальную 
карту препятствий. На основе этой информации строится 
обобщенный искусственный потенциал, действие которого 
сводится к синтезу искусственной отталкивающей силы, 
модифицирующей ранее синтезированное управление ру-
лем и скоростью движения таким образом, чтобы избежать 
столкновения с препятствием. После объезда препятствия 
анализируется принадлежность области притяжения перед 
переключением в режим автоматического управления.  

В данной работе рассмотрены математические поста-
новки этих задач и описаны пути их решения.  

II. ЗАДАЧИ ПЛАНИРОВАНИЯ ПУТИ 

Рассматривается задача планирования путей по трех-
мерному и в общем случае неровному полю. Пути 
должны полностью покрыть поле. В зависимости от ки-
нематической схемы машины накладываются (механизм 
Аккермана руления передними колесами) или не накла-
дываются (дифференциальное управление задними коле-
сами) ограничения на максимальную кривизну планируе-
мого пути. Требуется проложить пути, расположенные на 
заданном расстоянии d  друг от друга. Можно поставить 
следующие задачи. 

А) Построение параллельных путей на поле с исполь-
зованием начального пути в виде прямой. Изменяя угол 
ориентации начальной прямой, можно добиться мини-
мально возможного количества разворотов машины на 
границах поля (см. рис. 3). Слева на рисунке показано 
изображение поля на карте, два других изображения ил-
люстрируют планирование параллельных путей при раз-
личной ориентации начального пути.  

 
Рис. 3. Построение параллельных путей на поле с криволинейной гра-
ницей при различных углах ориентации начального прямого пути (от-
мечен фиолетовой линией). Различные углы ориентации начального 
пути дают различное общее количество путей и, как следствие, различ-
ное количество разворотов машины на границе поля (304 для угла 0о и 
320 для угла 30о) 
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Очевидно, что в этом случае параллельные пути 
существуют всегда независимо от кинематической 
схемы машины. 

Б) Построение параллельных путей на поле с исполь-
зованием одной из криволинейных границ поля в каче-
стве начального пути. В этом случае задача построения 
параллельных путей становится значительно более слож-
ной. Кривизна пути u  – это величина, обратная мгновен-
ному радиусу кривизны 1u R . Кривизна является пере-
менной величиной, зависящей от путевого параметра. 
Для сегмента окружности кривизна постоянна. Прямоли-
нейному пути отвечает нулевая кривизна и бесконечно 
большой радиус кривизны. Далее для того чтобы разли-
чать направление поворота, будем считать кривизну по-
ложительной, если при движении вдоль пути в положи-
тельном направлении (в направлении возрастания путе-
вого параметра) машина поворачивает налево. В против-
ном случае знак кривизны отрицательный. При построе-
нии пути, находящегося слева от исходного (т.е. при 
сдвиге пути на фиксированную величину d  влево), поло-
жительная кривизна 1u R  увеличивается и становится 

равной  1u R d   , так как радиус кривизны R  умень-
шается и становится равным R d . Эта конструкция ра-
ботает до тех пор, пока R d . При достижении кривиз-
ной значения R d  происходит вырождение. Дальней-
шее построение параллельных путей связано с поиском и 
устранением особенностей. Рис. 4 иллюстрирует возник-
новение особенностей типа «ласточкин хвост» (левая 
часть) и параллельные пути, полученные с применением 
алгоритма устранения особенностей (внутренний контур 
поля для простоты удален). На правой части рисунка 
можно увидеть параллельные пути, имеющие угловые 
точки, в которых мгновенная кривизна достигает беско-
нечно больших значений. В качестве начального криво-
линейного пути взята левая граница поля. На практике та-
кие пути могут быть реализованы только машинами с 
дифференциальным управлением скоростью вращения 
задних колес. Такая кинематическая схема используется 
в ряде автономных косилок полей для гольфа и мало рас-
пространена в земледелии.   

В) Построение параллельных криволинейных путей в 
случае ограничения на кривизну. Такая постановка за-
дачи актуальна в случае кинематической схемы, предпо-
лагающей руление передними колесами. Известно, что 
при угле поворота рулевого колеса   ( 0   для пово-
рота влево и 0   для поворота вправо) и расстоянии 
между осями H  кривизна траектории, описываемой точ-
кой, расположенной в середине задней оси (так называе-
мой целевой точки), равна 

tg
u

H


 .   (1) 

Если угол поворота рулевого колеса ограничен вели-

чиной   , то кривизна траектории, описываемой це-
левой точкой, будет ограничена: 

tg
,      u u u

H


  .  (2) 

 

Рис. 4. Иллюстрация возникновения особенностей типа «ласточкин 
хвост» (слева) и параллельные пути, полученные после применения ал-
горитма поиска и устранения особенностей 

Точное построение параллельных путей в этом случае 
невозможно, так как, какой бы ни была конечная положи-
тельная кривизна (не прямого) участка пути, после k  

сдвигов влево она станет равной 1
u

R kd
 


. Максималь-

ное количество сдвигов, таким образом, равно 1R u

d

 
 
 

, 

где     означает округление до наименьшего целого. Су-

ществует несколько подходов к решению задачи построе-
ния путей с соблюдением ограничения на кривизну. Каж-
дый из подходов предполагает нарушение одного из огра-
ничений. Например, можно нарушить требование строгой 
параллельности (т.е. строгого соблюдения расстояния d ), 
позволив построить путь на большем расстоянии от ис-
ходного (см. рис. 5). При этом появятся необработанные 
участки. Можно потребовать отсутствие необработанных 
участков, но при этом придется пожертвовать ограниче-
нием на строгую параллельность путей и отсутствие пере-
крытия соседних полос. Можно поставить задачу миними-
зации суммарной величины перекрытия при сохранении 
ограничения на максимальную кривизну путей. Приведем 
постановку этой задачи более подробно. 

 
Рис. 5. Происхождение необработанных (непокрытых) участков при 
нарушении строгой параллельности путей и сохранении ограничения 
на максимальную кривизну. Необработанные участки показаны серым 

Итак, рассматривается задача планирования путей по 
трехмерному полю. Нужно обеспечить его покрытие без 
пропусков с минимизацией площади перекрывающихся 
участков. Поле делится на параллельные дорожки, которые 
далее последовательно обрабатываются. В качестве 
начального пути в целях минимизации числа точек пово-
рота используется заранее выбранный участок границы 
поля. Пути аппроксимируются с помощью В-сплайнов, для 
которых первая и вторая производные непрерывны. Сплай-
новая траектория представляется совокупностью элемен-
тарных участков, каждый из которых строится по четырем 
контрольным точкам и лежит в их выпуклой оболочке. 

Можно предложить следующий алгоритм, состоящий 
в исключении необработанных участков поля за счет огра-
ниченного наложения соседних путей, например 10-20% 

d 

d’>d 
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от ширины d . Подход сводится к решению оптимизаци-
онной задачи вида Second Order Cone Programming 
(SOCP), см. [17], в которой минимизируется средняя кри-
визна в точках соединения элементарных участков сплай-
нов с одновременной минимизацией средней ширины пе-
рекрытия соседних дорожек. В результате за счет частич-
ного перекрытия последующие пути спрямляются и огра-
ничение на кривизну выполняется. Алгоритм работает 
следующим образом: 

1) по контрольным точкам исходного криволиней-
ного пути строится сплайн, на котором с равным 
шагом в евклидовой метрике выбираются точки 

ip , 1, ,i n  ; 

2) для этих точек определяются направления нор-
мали к сплайну in , 1in  ; 

3) вдоль вычисленных направлений нормали ищутся 
точки i i ip a n , являющихся решением оптими-

зационной задачи, где скалярные величины ia  
определяют шаг сдвига в точке с номером i ; 

4) траектории продлеваются до границы поля; 

5) полученное решение оптимизационной задачи ис-
пользуется как набор контрольных точек следую-
щего пути. 

Оптимизационная задача, сформулированная на шаге 3, 
минимизирует следующую целевую функцию 

2

1

min
i

n

i
a

i

au


             (3) 

(  – масштабный коэффициент) при ограничениях 

id a d   ,      (4) 
где 0.8 0.9    – допустимая мера перекрытия соседних 
путей и 

iu u ,   (5) 

iu  – оценка модуля кривизны в начале i -го элементар-

ного участка сплайна, 1, ,i n  , 
2 2

1

n

i
i

u u


 . Весьма 

существенно то, что ограничения (5) можно представить в 
виде ограничений в форме Second Order Cone, и поэтому 
задача (3)–(5) формулируется как задача SOCP, которая яв-
ляется задачей выпуклого программирования, для которой 
существуют эффективные и быстрые методы решения.  

На рис. 6 приведен пример применения описанного 
выше подхода.  

В качестве начального пути выбрана нижняя левая 
граница поля. Виден эффект спрямления последующих 
путей, являющихся параллельными с точностью до воз-
можного 20% перекрытия на участках максимальной кри-
визны. 

Следует заметить, что задача покрытия поля парал-
лельными путями не исчерпывает списка математических 
задач, возникающих в этой области. После того как пути 
построены, возникает следующая задача определения по-
рядка и направления проезда трактором вдоль путей. По-
следовательный проезд с изменением направления, 

проиллюстрированный на рис. 7, или проезд «через один 
ряд», как показано на рис. 2, может оказаться не оптималь-
ным решением для полей сложной формы с внутренними 
контурами и существенно криволинейной границей. 

 

 
Рис. 6. Пример построения параллельных путей при 

10.8,   1 m,   0.5 md u      

 

Рис. 7. Последовательный проезд по параллельным путям с  -образ-
ным разворотом на границе поля 

В общем случае для решения задачи об оптимальной 
последовательности проезда вдоль путей ставятся задачи, 
относящиеся к типу «задач о бродячем торговце» и явля-
ющиеся вычислительно трудными. Для решения таких за-
дач стараются найти быстрые приближенные методы, см. 
[18, 19]. Один из подходов к решению задачи оптималь-
ной последовательности проезда рядов несколькими ма-
шинами состоит в использовании эвристических алгорит-
мов, таких как «Simulated Annealing». 

III. ЗАДАЧА ПУТЕВОЙ СТАБИЛИЗАЦИИ 

После того, как пути построены, требуется решить за-
дачу следования по криволинейным путям с высокой точ-
ностью. Часто требуется сантиметровая точность. Для 
синтеза закона управления требуется описание кинемати-
ческой схемы робота в виде системы дифференциальных 
уравнений, формулировка цели управления в виде алгеб-
раического соотношения (например, равенство нулю бо-
кового и углового отклонения от требуемого пути). 
Удобно использовать какой-нибудь из известных методов 
синтеза управления нелинейными системами, например 
метод линеаризации обратной связью [14]. При этом для 
формального синтеза контроллера можно воспользо-
ваться методами компьютерной алгебры. Ниже 
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проиллюстрировано применение этого метода в примене-
нии к колесному роботу, оснащенному механизмом Ак-
кермана руления передними колесами (случай В преды-
дущей секции).  

Итак, пусть 3X R  – это позиция целевой точки в 
WGS-84, C  – матрица поворота из связанной с роботом 
системы координат (body frame или BF) в WGS-84. 
Начало связанной системы координат лежит в рабочей 
точке. Первая ось BF направлена по центральной линии 
платформы робота вперед, вторая лежит в плоскости 
платформы и направлена вправо ортогонально первой. 
Третья ось направлена вниз ортогонально первым двум, 
дополняя их до правой тройки. Векторы считаются столб-
цами и символ T обозначает транспонирование. Пусть 
целевая точка лежит на середине задней оси. Вектор ско-
рости целевой точки в BF и WGS-84 имеет вид (если ин-
декс опущен то, вектор относится к WGS-84): 

0 , ,

0

  BF BF

v

V V CV

 
   
 
 

  (6) 

где v  – это абсолютная величина линейной скорости це-
левой точки. Для простоты считаем ее константой. Пусть 

(1, 0, 0)Te  . Тогда уравнения движения имеют вид: 

,      ,X vCe C C   ,  (7) 

где 

3 2 1

3 1 2

2 1 3

0

0

0

,    
    

            
       

, (8) 

  – это вектор угловой скорости, измеренный гироско-
пом, закрепленным на платформе, и выраженный в BF. 
Третья компонента 3  также выражается через линей-
ную скорость и мгновенную кривизну траектории, описы-
ваемой целевой точкой в плоскости, касательной к по-
верхности поля и совпадающей с плоскостью платформы, 
см. выражение (1): 

3
tg

,   vu u
H


   .  (9) 

Поверхность, по которой едет машина, заранее неиз-
вестна. Предполагается для простоты изложения, что ма-
шина едет по ней без проскальзывания. Это означает, что 
все четыре колеса касаются ее одновременно и катятся 
без проскальзывания. Эта идеализация может считаться 
имеющей отношение к действительности, только если ли-
нейные размеры машины пренебрежимо малы по сравне-
нию с величиной, обратной к максимальной кривизне по-
верхности. 

Итак, робот едет по поверхности без проскальзывания 
и все четыре колеса касаются ее одновременно. Предпо-
ложим, что путь, определенный в предыдущей секции, 
имеет вид ( )p s , где s  – это путевой параметр. Функция 

( )p s  считается дважды непрерывно дифференцируемой 
(выполняется для кубического сплайна). Путевой пара-
метр может быть безразмерным или иметь размерность 

длины пути, измеренной в [m] вдоль траектории. Рассто-
яние от точки X  до пути ( )p s  определено выражением  

*, ( ),  X p s      (10) 

где *( )p s  – это ближайшая к X  точка пути,   – это ев-

клидова норма вектора. Считаем, что величина *s  опре-
делена однозначно, т.е. минимум min ( )

s
X p s  достига-

ется в единственной точке. Обозначим  

2

2
( ) ( ),   ( ) ( )

d d
p s p s p s p s

ds ds
   . 

Тогда величина *s  определяется решением уравнения 

( ) ( ( )) ( ) 0T Tp s X p s p s     .  (11) 

Дифференцирование последнего выражения по вре-
мени дает 

2
0,T T TX p X p s p s p p s           

откуда с учетом (7) получаем 

*
2

.
T T

T

ve C p
s

p p




  
   (12) 

Напомним, что все операции дифференцирования, ре-
шения уравнений и упрощения выражений можно делать 
с помощью средств компьютерной алгебры. Выражение 
(12) вычисляется в точке * .s  Символ зависимости от s  
опущен. 

Обозначим T      . Синтезируем управление 
методом линеаризации обратной связью для обеспечения 
экспоненциального убывания с требуемой скоростью 

te  нормы бокового отклонения   целевой точки X от 
заданного пути. Для этого вычислим   и   
(относительная степень системы (7), (8) равна 2). Имеем 

( )
.

TT vCe p s  
  

 

   

С учетом (11) получаем 0T p    и окончательно 

.
Tv Ce

 


        (13) 

Далее, с учетом уравнений (7), (8), (13) получаем 

2

2( )
.

T T T

T T T T

v Ce v C e v Ce

v ve C sp Ce v C e

    
    

 
    

 
 

 


  (14) 

Заметим, что TC   – это боковое отклонение  , 
выраженное в BF. При этом третья компонента этого 
вектора равна 0, поскольку вектор   лежит в плоскости, 
касательной к поверхности: 
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,1

,2 .

0

BF
T

BFC

 
    
 
 

  (15) 

С учетом последнего выражения и (8), (9) перепишем 
(14) в виде 

2 2 2
,2( )

.
T

BFv vsp Ce v u   
  

 

  (16) 

Выражение (13) с учетом (15) принимает вид  

,1
.

BFv
 


        (17) 

Следуя схеме метода линеаризации обратной связью, 
запишем желаемое дифференциальное уравнение, обеспе-
чивающее экспоненциальное убывание величины  : 

22 0.          (18) 

Подстановка выражений (16) и (17) дает алгебраиче-
ское уравнение 

2 2 2
,2 ,1 2( )

2 0
T

BF BFv vsp Ce v u v   
     

  


, 

которое решается относительно u : 

,12 2 2 2
,1

*
2

,2

2 ( )
.

BFT
BF

BF

v
v v vsp Ce

u
v


      






  

(19) 

В силу (2) управление u  ограничено величиной u . 
Определим операцию насыщения выражением  

u

for ,

sat = for | | ,

- for - .

(u)

u u u

u u u

u u u


 
 

  (20) 

Окончательно определим управление, удовлетворяю-
щее ограничению (2): 

*sat ( ).uu u   (21) 

В этой секции мы показали, как формально может быть 
выведено выражение для контроллера на основе описания 
кинематической схемы (и, следовательно, дифференци-
ального уравнения) и определения цели управления.  

Управление (19) обеспечивает экспоненциальное убы-
вание величины  , однако дополнительное ограничение 
(21) может разрушить это свойство. В следующей секции 
мы исследуем этот вопрос. 

IV. АВТОНОМНОСТЬ, БЕЗОПАСНОСТЬ, ГАРАНТИРОВАННОЕ 

ПОВЕДЕНИЕ И ОЦЕНКА ОБЛАСТИ ПРИТЯЖЕНИЯ 

В этой секции мы обсудим построение инвариантных 
областей притяжения, удовлетворяющих геометрическим 
ограничениям и гарантирующих такое поведение, при ко-
тором состояние робота принадлежит этим областям. В 
сельскохозяйственных приложениях роботы контактируют 
с обитаемой средой, неожиданно появившимися препят-
ствиями и могут причинить вред из-за неисправности обо-
рудования или проблем с программным обеспечением. 

Таким образом, повышая эффективность выполнения ра-
боты, эти роботы становятся источником потенциальной 
опасности.  

Один из подходов, повышающих безопасность и пред-
сказуемость поведения робота, состоит в оценке инвари-
антной области в фазовом пространстве, которой фазовая 
траектория робота принадлежит. Если движение начато 
внутри области, то оно будет продолжаться внутри обла-
сти, поскольку она инвариантна. Инвариантная область 
является одновременно областью притяжения состояния 
равновесия, отвечающего рабочему режиму. В случае 
уравнений движения, описанных в предыдущей секции, 
рабочий режим отвечает состоянию равновесия 

0,  0     системы дифференциальных уравнений (18). 
Наличие ограничений на управление, т.е. замена управле-
ния (19) на (21), приводит к тому, что траектории системы 
(7), (8), замкнутой управлением (21), перестает удовлетво-
рять линейному дифференциальному уравнению (18). За-
мкнутая система становится нелинейной в силу нелиней-
ности соотношения (21).  

Стандартный подход для построения таких оценок об-
ластей притяжения нелинейных динамических систем ис-
пользует функции Ляпунова ( )V z  из определенных пара-
метрических классов. Здесь z  – это вектор фазового про-
странства, полученный после применения некоторой за-
мены переменных. Примеры замены переменных, ис-
пользуемых в задачах стабилизации колесных роботов, 
описаны в работах [11–13]. С помощью функции Ляпу-
нова оценка области притяжения строится как  

( ) { : ( ) }z V z      (22) 

при условии, что производная по времени в силу динамики 

системы отрицательна 0V   (см. [14]). Константа   
управляет размером области притяжения. Чем больше кон-
станта, тем шире будет область. Таким образом, с помощью 
набора констант 1 2 3      будет сгенерирован 
набор областей притяжения 1 2 3( ) ( ) ( ) .         
Каждая из областей инвариантна и гарантирует привлече-
ние к положению равновесия 0z  , отвечающему движе-
нию вдоль пути с нулевым боковым и угловым отклоне-
нием. Самая внешняя и самая широкая область соответ-
ствует максимально возможной постоянной  . Каждому 
постоянному значению можно присвоить свой цвет инди-
кации на дисплее в центре мониторинга. Самая внешняя 
область определена таким образом, что внутри нее не 
нарушаются геометрические ограничения. В качестве од-
ного из ограничений можно взять максимально возмож-
ное отклонение от пути. В качестве другого ограничения 
можно взять тангенс угла между осью машины и каса-
тельной к пути в точке *( )p s . Если тангенс угла конечен в 
начале движения, то он останется конечным и на протя-
жении всего движения в силу ограниченности области 

( ) , и машина не станет перпендикулярно пути и не по-
едет в обратном направлении. Ограниченность области 
притяжения обеспечивается тем, что в качестве функции 
Ляпунова берется строго положительно определенная 
функция, например квадратичная форма с положительно 
определенной матрицей [12] или функция Лурье–Постни-
кова [15]. 

357



V. АВТОНОМНОСТЬ, БЕЗОПАСНОСТЬ, ОБНАРУЖЕНИЕ И 

ОБЪЕЗД ПРЕПЯТСТВИЙ 

Для обеспечения возможности обнаружения препят-
ствий робот оснащается такими дополнительными сенсо-
рами, как LIDAR и стереокамера, позволяющими генери-
ровать облака точек, порожденных препятствиями, по-
павшими в область чувствительности сенсоров.  

Можно считать, что каждая i -я точка облака имеет 
координаты iY  в связанной системе координат (BF). По-

сле преобразования в WGS-84 имеем i iX CY  (см. 
начало секции III). Искусственный потенциал, порожден-
ный одной точкой облака, может быть определен раз-
ными способами, например так: 

 2

min min

min

, ,
)

, .
(

0

i i

i

i

r X X X X
X

X X

r

r





     
 

 


 

Тогда потенциал, сгенерированный всем облаком, 
определяется как сумма элементарных потенциалов по 
всем точкам облака: 

( ) ( )
i

iX X   . 

Здесь minr  – это радиус круга чувствительности за пре-
делами которого наличие препятствий игнорируется, X  – 
это текущие координаты целевой точки робота. На рис. 8 
изображен пример облака точек, порожденных двумер-
ным LIDAR’ом, и линии уровня искусственного потен-
циал, порожденного этим облаком.  

 
Рис. 8. Облако точек, полученное двумерным LIDAR’ом (слева) и 
линии уровня порожденного им потенциала 

Для синтеза контроллера методом линеаризации об-
ратной связью теперь используется не величина  , опре-
деленная в секции III, а 

( )X     ,   (23) 

где   – положительный масштабный коэффициент. Ис-
пользование функции (23) для синтеза контроллера поз-
воляет реализовать объезд препятствий или снижение 
скорости и торможение.  

VI. НАВИГАЦИЯ, ОРИЕНТАЦИЯ И НАВИГАЦИОННОЕ 

ОБОРУДОВАНИЕ 

Для решения задач точной навигации и ориентации на 
крыше робота размещается одна, две или три навигацион-
ные ГНСС-антенны, соединенные со спутниковым нави-
гационным приемником. Например, при использовании 
трех антенн один из входов трехантенного приемника яв-
ляется многочастотным. В общем случае для достижения 
надежной работы в фазово-дифференциальном (RTK) 

режиме первый вход (который называют Master) должен 
принимать сигналы GPS (L1, L2, L5), ГЛОНАСС (L1, L2), 
Galileo (E1, E5a) и Beidou (B1, B2). Два других входа (их 
называют Slaves) достаточно иметь одночастотными, 
принимающими, например, сигналы GPS L1, ГЛОНАСС 
L1, и Beidou B1. Соответственно, антенна Master должна 
быть многочастотной, в то время как две вспомогатель-
ные антенны Slave достаточно иметь одночастотными.  

Кроме того, в состав навигационного оборудования 
включают БИНС, дающую измерения угловых скоростей 
тела робота и линейных ускорений точки, в которой рас-
положен БИНС.  

Спутниковый приемник ГНСС решает задачу позици-
онирования фазового центра антенны Master и определе-
ния векторов Slave1 – Master и Slave2 – Master ( 1b  и 2b  
соответственно) в системе координат WGS-84. Счита-
ется, что представление этих векторов в координатах BF 
известно и равно 0

1b  и 0
2b  соответственно.  

Интеграция измерений ГНСС и БИНС для получения 
сглаженной позиции целевой точки X  и ориентации C
делается с помощью расширенного фильтра Калмана, ко-
торый в данной работе не описывается. Добавим только, 
что в модели измерений для решения задач ориентации 
используются соотношения  

0
1 1

0
2 2

,b Cb

b Cb




 

для случая трех антенн и неголономное соотношение (6) 
для случая одной антенны. Алгоритм определения ориента-
ции должен быть способен переключаться между одно-, 
двух- и трехантенным режимом в случае потери фиксиро-
ванного решения при определении межантенных векто-
ров 1b  и 2b . Потеря фиксации в фазово-дифференциаль-
ном режиме обработки возникает при нахождении и изо-
ляции большого количества скачков фазы и наличия дру-
гих аномалий в фазовых и кодовых измерениях. Такое 
происходит при проезде вблизи деревьев, присутствую-
щих на сельскохозяйственном поле в качестве лесозащит-
ных полос.  

VII. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В статье даны постановки математических задач из 
области навигации и управления движением колесных 
роботов, возникающих в точном земледелии. Задачи 
охватывают такие области, как планирование путей, по-
крывающих поле, и составление расписания движения по 
ним, стабилизацию движения вдоль путей, оценку обла-
стей притяжения, обеспечение безопасности работы авто-
номных роботов. Для указанных задач описаны методы 
решения.  

ЛИТЕРАТУРА 
[1] Khan, I. Noreen, and Z. Habib, On complete coverage path planning 

algorithms for non-holonomic mobile robots: Survey and challenges, 
Journal of Information Science and Engineering, 2017, no. 1,  
pp. 101–121. 

[2] Cao, Z.L., Huang, Y., and Hall, E.L., Region filling operations with 
random obstacle avoidance for mobile robots, Journal of Robotic sys-
tems, 1988, no. 2, pp. 87–102. 

[3] Hameed, I.A., Bochtis, D., and Sorensen, C., Driving angle and track se-
quence optimization for operational path planning using genetic algorithms, 
Applied Engineering in Agriculture, 2011, no. 6, pp. 1077–1086. 

358



[4] Oksanen, T., and Visala, A., Coverage path planning algorithms for 
agricultural field machines, Journal of field robotics, 2009, no. 8,  
pp. 651–668. 

[5] Hameed, I.A., la Cour-Harbo, A., and Osen, O.L., Side-to-side 3d cov-
erage path planning approach for agricultural robots to minimize 
skip/overlap areas between swaths, Robotics and Autonomous Sys-
tems, 2016, vol. 76, pp. 36–45. 

[6] Jin, J., and Tang, L., Coverage path planning on three-dimensional ter-
rain for arable farming, Journal of field robotics, 2011, no. 3,  
pp. 424–440. 

[7] Hameed, I., Bochtis, D., Sørensen, C., and Nøremark, M., Automated 
generation of guidance lines for operational field planning, Biosystems 
engineering, 2010, no. 4, pp. 294–306. 

[8] Fabre, S., Soures, P., Taix, M., and Cordesses, L., Farmwork path plan-
ning for field coverage with minimum overlapping, 8th International 
Conference on Emerging Technologies and Factory Automation 
(ETFA), 2001, vol. 2, pp. 691–694. 

[9] Shen, M., Wang, S., Wang, S., and Su, Y., Simulation study on cover-
age path planning of autonomous tasks in hilly farmland based on en-
ergy consumption model, Mathematical Problems in Engineering, 
Hindawi, vol. 2020. 

[10] Hameed, I.A., Intelligent coverage path planning for agricultural robots 
and autonomous machines on three-dimensional terrain, Journal of In-
telligent and Robotic Systems, 2014, no. 3-4, pp. 965–983. 

[11] Thuilot, B., Cariou, C., Martinet, P., and Berducat, M., Automatic guid-
ance of a farm tractor relying on a single CP-DGPS, Autonomous Ro-
bots, 2002, no. 1, pp. 53–71. 

[12] Рапопорт Л.Б. Оценка области притяжения в задаче управления 
колесным роботом // Автоматика и телемеханика. 2006. № 9.  
С. 69–89. 

[13] Pesterev, A., Rapoport, L., and Morozov, Y., Control of a wheeled ro-
bot following a curvilinear path, 6th EUROMECH Nonlinear Dynam-
ics Conference, St. Petersburg, 2008, pp. 1–7.  

[14] Халил Х.К. Нелинейные системы. Институт компьютерных иссле-
дований. Москва-Ижевск: ИКИ-РХД, 2009. 812 с. 

[15] Rapoport, L. and Generalov, A., Lurie Systems Stability Approach for 
Attraction Domain Estimation in the Wheeled Robot Control Problem, 
Optimization and Applications, 11th International Conference, 
OPTIMA 2020, Moscow, 2020, pp. 224–238. 

[16] Leick, A., Rapoport, L., and Tatarnikov, D., GPS Satellite Surveying, 
Wiley & Sons, 2015, fourth edition. 

[17] Ben-Tal, A. and Nemirovski, A., Lectures on Modern Convex Optimi-
zation: Analysis, Algorithms, and Engineering Applications, MOS-
SIAM Series on Optimization, 2001. 

[18] Erdoğan, S. and Miller-Hooks, E., A green vehicle routing problem, 
Transportation Research part E, 2012, no. 1, pp. 100–114.  

[19] Lin, J., Zhou, W., and Wolfson, O. Electric vehicle routing problem, 
The 9th International Conference on City Logistics, Transportation Re-
search Procedia, 12, 2016, pp. 508–521. 

 

359



Задача исследования максимальной 
погрешности при решении задач управления 

движением 
А.В. Небылов 

Санкт-Петербургский государственный университет  
аэрокосмического приборостроения,  

Санкт-Петербург, Россия 
Тел.: 8 (951) 669-84-39, 

e-mail: nebylov@aanet.ru 
 

Аннотация—На круглом столе анализируется 
максимальная ошибка управления при ограничении 
одной производной опорного действия. Представлена 
методика определения наиболее неблагоприятного 
воздействия. 

Ключевые слова—управление движением, наиболее не-
благоприятное воздействие, максимальная погрешность. 

I. ВВЕДЕНИЕ 

Системы управления движением очень быстро разви-
ваются и совершенствуются. Благодаря этому достигнут 
значительный прогресс в области беспилотников разных 
классов, систем наведения и стыковки, разнообразных 
роботов. Существенное отличие систем управления дви-
жением от автоматических систем другого назначения со-
стоит в повышенных рисках от превышения ошибкой 
управления допустимой величины. Такой сбой в управле-
нии обычно приводит к катастрофическим результатам из-
за столкновения объекта управления с другими объектами 
с близкими траекториями движения. Возникает необходи-
мость жесткого ограничения величины ошибки управле-
ния, полного исключения возможности, нулевой вероят-
ности превышения ошибкой заданной допустимой вели-
чины. Это требует специального исследования, специаль-
ных методов описания свойств входных воздействий. 

Обычно рассматривают две составляющие ошибки 
управления: динамическую ошибку и ошибку от широко-
полосного шума датчика рассогласования. Если известны 
такие числовые характеристики задающего воздействия, 
как максимальные значения его первой и второй произ-
водных, то можно строго ограничить максимальную ди-
намическую ошибку правильным выбором динамики си-
стемы управления. При этом закон распределения дина-
мической ошибки будет финитным, и можно оценивать 
максимальную ошибку в строгом смысле этого слова. Од-
нако ошибка от широкополосного шума обычно имеет 
нормальный закон распределения и, строго говоря, может 
быть бесконечно большой. Приходится рассматривать 
практически максимальную ошибку на уровне «пять 
сигма» или другом уровне исходя из приемлемой очень 
малой вероятности достижения такой ошибки. В качестве 
примера анализа максимальной ошибки предполагается 
рассмотреть управление полетом в режиме следования 
рельефу местности. 

Проблема управления движением динамических си-
стем является одной из проблем теории автоматического 
управления, которые особенно важны для практического 

применения. Мы не будем рассматривать задачи управле-
ния движением роботизированных манипуляторов, кото-
рые имеют свои трудности. Ограничимся рассмотрением 
класса задач перемещения физического объекта из одной 
точки пространства в другую. 

Этот класс проблем можно разделить на две части. 

В первой части необходимо рассмотреть движение объ-
екта по заданной траектории. В этом случае желаемая тра-
ектория полета известна априори. При известных свойствах 
системы управления можно построить график динамиче-
ской ошибки и определить максимальное значение динами-
ческой ошибки в конкретной реализации процесса управле-
ния. Примером может служить посадка космического ко-
рабля в заданной точке планеты. Это не наш случай. 

Во второй части траектория полета априори не известна 
и формируется во время полета по определенным крите-
риям с учетом многих обстоятельств. Например, воздуш-
ный бой. Формирование траектории полета, хотя и случай-
ное, подчиняется определенным ограничениям. Возмож-
ные значения некоторых производных удара, некоторых 
других числовых характеристик искомой траектории дви-
жения всегда ограничены. Принимая во внимание такие 
ограничения, можно поставить задачу поиска наиболее не-
благоприятного задающего действия, которое вызовет мак-
симальную динамическую ошибку системы управления 
движением. Давайте проанализируем такой случай. 

Рассмотрим замкнутую линейную систему автоматиче-
ского управления движением в одной из плоскостей, струк-
турная схема которой приведена на рис. 1, где W(s) – пере-
даточная функция разомкнутого контура системы, g(t) – 
искомая (заданная) траектория движения, y(t) – фактиче-
ское положение летательного аппарата в момент времени t, 
v(t) – погрешность измерения фактического положения 
летательного аппарата навигационной системой, приве-
денная к входу системы управления, e(t) – погрешность 
управления движением. 

 
Рис. 1. Структурная схема замкнутой системы управления движением. 

Соотношение между действиями (уравнение замыка-
ния) выглядит следующим образом: e(t) = g(t) – y(t). 

y 
v 

g e 
W(s) 

360



Мы предполагаем, что случайные процессы g(t) и v(t) 
центрированы, независимы и взаимно некоррелированы. 
Ошибка e(t) состоит из двух независимых компонентов: 
динамической ошибки eg (t) и ошибки от шума ev (t). В 
гипотетическом случае стационарности воздействий и 
знания их спектральных плотностей Sg (ω) и Sv (ω) для 
дисперсий, составляющих погрешности и общей погреш-
ности мы можем записать: 

 e eg evD D D  ,                             (1) 

   2

0

1
eg e gD H j S d  




  ,                 (2) 

   2

0

1
ev e vD H j S d  




  ,               (3) 

где H (𝑗𝜔) = 
ௐሺ௝ఠሻ

ଵାௐሺ௝ఠሻ
 – передаточная функция замкнутой 

системы, He (𝑗𝜔) = 
ଵ

ଵାௐሺ௝ఠሻ
 – передаточная функция за-

мкнутой системы для ошибки. 

Исследуя формулы (1)–(3), можно было бы решить за-
дачу синтеза фильтра Винера. Однако это не имеет прак-
тического смысла по двум причинам: 

 если для спектральной плотности Sv (ω) чаще всего 
можно принять единую модель Sv (ω) = Sv, которая 
действительно справедлива для большинства дат-
чиков положения, то спектральная модель опор-
ного действия в подавляющем большинстве слу-
чаев неизвестна, что делает невозможным расчет 
по формуле (2); 

 как уже объяснялось, для большинства инженер-
ных задач важно не минимизировать стандартное 
отклонение, а ограничить максимальную ошибку. 

Задача оценки максимального значения динамической 
погрешности требует разработки специальной методики. 

II. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРОБЛЕМЫ 

Максимальная (или практически максимальная) по-
грешность во многих случаях является наиболее объек-
тивной характеристикой точности управления. Однако 
довольно продолжительный период господства Винера и 
Калмана при полном спектрально-корреляционном описа-
нии действий в области динамической фильтрации привел 
к смещению максимальной ошибки на ошибку r.-m.-s. в 
качестве основного критерия точности.  

Переход к концепции синтеза робастных динамиче-
ских систем, отказ от применения неопределенных спек-
тральных моделей воздействий и замена их численными 
характеристиками производных, в первую очередь макси-
мальными значениями, создают хорошие условия для 
возрождения использования максимальной погрешности 
при исследовании систем управления. Рассмотрим анализ 
максимальной погрешности по максимальным значениям 
производных действия, когда реализация неравенств вида 

    ,   , ,  0 .i i
Mg t g i K N K N   


                         (4) 

Рассмотрим оцененную динамическую ошибку как 
результат прохождения опорного действия через фильтр 
с передаточной функцией: 
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     (5) 

Такая передаточная функция соответствует замкну-
той системе с передаточной функцией для разомкнутого 
контура вида W(s). Если ai=0 для i=0, 1,r   это означает 
наличие свойства астатизма r-го порядка, r ≤ n. 

Для определения оценки максимальной динамической 
погрешности в основном достаточно только реализации 
одного неравенства (4) при i=k, которое ограничивает 
производную опорного действия порядком, совпадаю-
щим с порядком астатизма для рассматриваемой системы. 
Для статических систем может быть задано только значе-
ние максимального опорного действия. Однако дополни-
тельная информация, включающая в совокупности не-
сколько величин gm(i), должна привести к улучшению 
оценки максимальной ошибки. 

На самом деле максимальная погрешность не явля-
ется статистической характеристикой точности системы, 
поскольку она достигается при некотором определенном 
действии, наиболее неблагоприятном в этом смысле, и в 
частности мгновенном. Определение наиболее неблаго-
приятного входного воздействия и максимальной 
ошибки являются взаимозависимыми проблемами, кото-
рые должны решаться совместно. 

III. СУТЬ АНАЛИЗА МАКСИМАЛЬНОЙ ОШИБКИ  
ВО ВРЕМЕННОЙ ОБЛАСТИ 

Подвергнув передаточную функцию He(s), выражен-
ную формулой (5), обратному преобразованию Лапласа, 
получен импульсный отклик замкнутой системы на 
ошибку we(t)=L-1{He(s)}, т.е. закон изменения ошибки 
при g(t)=δ(t). Тогда закон изменения погрешности при 
произвольном действии и нулевых начальных условиях 
определяется формулой свертки как eg(t)=we(t)∗g(t), а для 
максимальной погрешности запишем 

   
0

cT

gm e mu ce w g T d    ,                    (6) 

где ±gmu(t) – наиболее неблагоприятное действие, удовле-
творяющее (4); Tc – продолжительность процесса управ-
ления.  

Как показано ниже, необходимым условием макси-
мальной погрешности (6) конечности является справед-
ливость неравенства r≥K, где K – порядок младшей про-
изводной среди ограниченных (4) производных   N

i

K
g . 

Если это не выполняется, то нет смысла ставить задачу о 
максимальной оценке ошибок. Учитывая это, удобно 
иметь дело с передаточной функцией 

𝐻௘௄ሺ𝑠ሻ ൌ 𝐻௘ሺ𝑠ሻ 𝑠௄⁄  

и с соответствующим импульсным откликом 𝑤௘௄ሺ𝑡ሻ ൌ
𝐿ିଵሼ𝐻௘௄ሺ𝑠ሻሽ при анализе. Эта передаточная функция кор-
релирует изображение ошибки с К-й производной дей-
ствия. Тогда выражение (6) становится 

𝑒௚௠ ൌ max
௧,௚

൛ℎ௘௄ሺ𝑡ሻ∗𝑔
ሺ௄ሻሺ𝑡ሻൟ ൌ ׬ 𝑤௘௄ሺ𝜏ሻ𝑔௠௨

ሺ௄ሻሺ𝑇௖ െ
೎்

଴

െ𝜏ሻ𝑑𝜏.                                                                               (7) 

361



Формула (6) и, следовательно, эквивалентная фор-
мула (7) могут служить основой для определения макси-
мальной погрешности и для наиболее неблагоприятного 
действия. Впервые на это указал Б.В. Булгаков, за кото-
рым последовала серия работ по исследованию макси-
мального значения выходной величины в динамической 
системе методом так называемого накопления возмуще-
ний. Такой метод наиболее эффективен в случае, когда 
неравенства (4) ограничивают только одну производную 
действия, т.е. N=K. 

При увеличении числа ограниченных производных 
опорного действия сложность решения задачи определе-
ния максимальной погрешности резко возрастает, что в 
целом вынуждает использовать численные методы. 

 
Рис. 2. Кривая накопления ошибок со ступенчатым откликом с двумя 
экстремумами 

Задача выбора действия с линейным амплитудным 
спектром, максимизирующим ошибку управления, ана-
логична задаче выбора линейного спектра мощности 
действия, максимизирующего ошибку r.-m.-s. Переход к 
двойной задаче и применение аппроксимационного ме-
тода, объясненного в [1], полезны и здесь. Это обстоя-
тельство используется при рассмотрении единого метода 
синтеза робастных систем на дисперсиях или на макси-
мальных значениях производных действия. 

Грубая оценка при постоянном значении ограничен-
ной производной. Предположим, что известно только 
свойство опорного действия, что его К-я производная 
подчиняется условию (4) K ≥ 0. Это соответствует об-
щему ограничению (4) при N = K: 

( 1) ( )
1 M

0 1

( )
( ) ( ) ( ) ...

( 1)! !

K K
K K

ss

с g t с g
e t с g t сg t

K K


    


 ,     (8) 

0

( )
,  0,

i
e

i i

s

d H s
c i K

ds


  ,                   (9) 

где ic  – коэффициенты ошибок, определяется следую-

щим образом. 

Поскольку действие, описанное (7), и его нижние 
производные могут иметь бесконечно большие началь-
ные значения или бесконечно расти со временем, необ-
ходимым условием конечности ошибки является равен-
ство нулю коэффициентов ошибки (9) при 0, 1i K  . То 
есть система должна иметь астатизм K-го порядка и 
выше. В противном случае постановка задачи вычисле-
ния максимальной погрешности бессмысленна. 

Для системы с передаточной функцией (5), когда 
r K , из (9) получаем 

0

( )K
e

K KK

s

d H s
c a

ds


  .                       (10) 

Следовательно, в соответствии с (8) 

( )
M( ) K

ss ss Ke t e a g  .                        (11) 

Для точного определения максимальной погрешно-
сти мы будем использовать метод «накопления возмуще-
ний», разработанный Б.В. Булгаковым, и введем безраз-
мерный коэффициент накопления погрешности [1, 2]: 

0

1
( ) ( )

yT

y eK
K

k T w t d t
a

  .                  (12) 

Коэффициент (12) показывает, во сколько раз макси-
мальная погрешность при наиболее неблагоприятном 
опорном действии превышает установившееся значение 
погрешности при постоянном значении K-й производной 
опорного действия. Затем максимальная погрешность 
определяется следующим образом: 

( )
M M

K
ss Ke ke ka g  .                  (13) 

Кривая k(t), называемая кривой Б.В. Булгакова, может 
быть получена графически из переходного отклика: 

 1

0

( ) ( ) ( ) /
t

e K e K e Kh t w d L H s s    .   (14) 

На рис. 2 показано построение кривой k(t) для си-
стемы третьего порядка, которая имеет только два экс-
тремума переходного (ступенчатого) отклика ( )eKh t . 

Пусть скорость изменения опорного воздействия огра-
ничена максимальным значением (1)

M 10g   град/с, широко-

полосное возмущение рассматривается белым шумом с 
интенсивностью рельефа. ( ) 0.001v vS S    град2∙с. Это 

соответствует общему ограничению (4) при N=K=1. Про-
стейшая передаточная функция системы с разомкнутым 
контуром имеет вид  

1( )
K

W s
s

 .                               (15) 

Целевая функция оптимизации по критерию мини-
мума максимальной суммарной ошибки имеет вид        

1 / 2(1 ) (1 )
M M 1

1 1

5 5 .
2m g m v m e v v

g g K
e e e S

K K
         

 
(16) 

Исследовав (16) на экстремум, получаем выражение 
для оптимальной величины добротности в системе 
управления первого порядка (15) с астатизмом первого 
порядка: 

2 / 31/ 2

(1)
1 M

2 2

5 v

K g
S

  
    
   

.                    (17) 

Подстановка (17) в (16) дает  

em  = 3.12 (gm
(1) Sv)1/3.                       (18) 
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Подстановка числовых значений (1)
M 10g   град/с, 

Sv=0.001 град2∙с в (18) позволяет получить максималь-
ную ошибку в оптимальной системе em=0.945 град при 
оптимальной добротности 

1 31.75K   с–1. 

При повышении интенсивности белого шума на поря-
док до 0 .01vS   град2∙с максимальное значение 
ошибки возрастет до 2.036me   град. 

К сожалению, в системе первого порядка переходная 
характеристика не имеет ни единого экстремума и расчет 
коэффициента Б. Булгакова не позволяет получить его 
отличие от единицы. Для систем более высокого порядка 
эффект накопления динамической ошибки более значи-
телен, и формы наиболее неблагоприятных воздействий 
очень интересны. 

Это важно, поскольку воздействие и его нижние про-
изводные могут иметь бесконечно большие начальные 
значения или расти бесконечно во времени. Поэтому не-
обходимым условием конечности погрешности является 
равенство нулю коэффициентов погрешности от нуля до 
K−1. Для этого система должна иметь астатизм порядка 
ниже К. Для системы с передаточной функцией (5) при  
r = K получаем est (t)= est= akgm (K). 

IV. ВЫВОД ОБЩЕГО ВЫРАЖЕНИЯ ДЛЯ МАКСИМАЛЬНОЙ 

ОШИБКИ 

Исследуя формулу (12), можно найти вид наиболее не-
благоприятного задающего воздействия для точного опре-
деления максимальной погрешности. Такое воздействие 
должно обеспечить максимизацию подынтегрального вы-
ражения в (7), если оно имеет фиксированный знак. Сле-
довательно, согласно (7), производная К-го действия 
должна изменяться по закону gmu

(K) = gm
(K)sign weK (Tу-t). 

При этом ошибка управления достигает своего макси-
мально возможного значения. Значение интеграла в правой 
части (12) легко определяется при рассмотрении переход-
ной характеристики (отклика на ступенчатое воздействие) 
h(t), описывающей закон изменения ошибки для воздей-
ствия g(t), К-я производная которого является единичной 
ступенчатой функцией, и при нулевых начальных усло-
виях. Заметим, что переходная характеристика ступенча-
того отклика в общем случае не является монотонным.  

V. ПРИМЕР ЗАДАЧИ ГАРАНТИРОВАНИЯ ТОЧНОСТИ 

УПРАВЛЕНИЯ 

Рассмотрим полет самолета в режиме следования ре-
льефу местности, когда траектория движения должна от-
слеживать длиннопериодические спектральные составля-
ющие профиля подстилающей поверхности.[3] 

Самолет оборудован стандартным набором навигаци-
онных датчиков, включая достаточно точный позицион-
ный радиовысотомер, который вместе с инерциальной си-
стемой позволяет измерять текущую геометрическую вы-
соту полета. Другим источником информации о профиле 
подстилающей поверхности является цифровая карта 
района полета, которая при хорошей точности навигаци-
онных измерений дает информацию о высоте текущей 
точки поверхности, конечно с определенной широкопо-
лосной погрешностью, уровень которой зависит от точно-
сти навигации и дискретности карты. Каждый из указан-
ных измерительных каналов имеет погрешность типа 

белого шума, совокупный уровень которых важен для 
анализа достижимой точности управления полетом в про-
дольной плоскости. 

 
Рис. 3. Полет в режиме следования рельефу местности 

Задающим воздействием в этом канале управления яв-
ляется текущая высота неровности подстилающей по-
верхности, которую должна частично отслеживать траек-
тория полета. Основной числовой характеристикой этого 
задающего воздействия является максимальная величина 
первой производной gm, однозначно определяемая по 
максимальному углу уклонов подстилающей поверхно-
сти αМ и путевой скорости самолет V: 

gm
(1) =    V tgαМ. 

Для умеренно холмистой поверхности можно принять 

αМ =35o,  tgαМ =0.7,  

откуда gm
(1) =0.7V. 

Заметим, что рассматриваемая физическая модель 
позволяет ограничить не только первую производную 
воздействия, но и его самого gm, поскольку высота хол-
мов или гор по трассе движения также известна. Напри-
мер, для гористой местности максимальный диапазон из-
менения высот может составлять 1 км. Но пока примем 
ограничение только для первой производной задающего 
воздействия [4]. 

Задача состоит в стабилизации геометрической вы-
соты полета при профиле рельефа местности с ограничен-
ной первой производной и шуме измерений с равномер-
ной спектральной плотностью на уровне Sv(ω)=N.  

При уровне скорости полета V максимальная ско-
рость изменения высоты 

h(1)=Vtg35o=0.7V.                             (19) 

Ошибка определения геометрической высоты: стацио-
нарный случайный типа белого шума с уровнем N = 1 м2/Гц 
в полосе частот 10 Гц. 

Система управления имеет простейшую структуру с 
передаточной функцией первого порядка: W(s)=K1 / s. 
Динамикой исполнительных элементов летательного ап-
парата пренебрегаем. 

Максимальную ошибку управления определим по фор-
муле (18) как 

em  = 3.12 (gm
(1) Sv)1/3 

или, с учетом (19), em = 3.12 (0.7VN) 1/3 = 2.77 (VN)1/3. 

При дозвуковом полете самолета или вертолета с пу-
тевой скоростью V=250 м/с получаем максимальную 
ошибку управления em = 17.4 м.  
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При сверхзвуковом полете для скорости V=1000 м /с 
максимальная ошибка составит em = 27.7 м 

 
Рис. 4. Кривая максимальной погрешности 

Зависимость максимальной ошибки управления em в 
метрах от скорости полета V в м/с и уровня шума измере-
ния N в м2с показана на рис. 4. 

Заметим, что оптимизация системы управления по 
критерию минимума максимальной ошибки имеет во 
многих содержательных задачах преимущество перед оп-
тимизацией по критерию минимума среднеквадратичной 
ошибки (или дисперсии ошибки). Она предельно снижает 
максимальную ошибку, но среднекадратичная ошибка 
при этом не достигает абсолютного минимума. И наобо-
рот, оптимизация по критерию минимума СКО несколько 

повышает максимальную ошибку и расширяет полосу 
пропускания системы. Соответствующие количествен-
ные оценки легко получить на основе приведенных в ста-
тье соотношений и разработанной в [1, 2] методики. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Предложены подходы к расчету максимальной 
ошибки управления по максимальным значениям произ-
водных воздействия. Рекомендуется анализ в частотной 
области. Имея оценку максимальной погрешности, мы 
аналитически или численно решаем задачу синтеза ли-
нейных систем с заданной точностью и максимальной 
простотой, а также задачу оптимизации системы по кри-
терию минимальной максимальной погрешности. 
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