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Аннотация—Представлены методики проведения 

аэрогравиметрических съемок и постобработки первич-
ных данных бескарданного аэрогравиметра. Методики 
разработаны на основе обширного экспериментального 
материала ряда съемок, выполненных в 2020-2022 гг. с 
использованием современных бескарданных аэрограви-
метров и различных носителей (самолетов и беспилотной 
техники). На основе обработки экспериментальных дан-
ных демонстрируется возможность достижения точности 
скалярной бескарданной аэрогравиметрии, востребован-
ной в разведочной геофизике. На результатах съемки на 
беспилотном летательном аппарате показана возможность 
повышения пространственного разрешения аэрограви-
метрических данных до 1 км. На примере одной из съемок 
также показана возможность решения задачи векторной 
аэрогравиметрии (с точностью до 2-3 мГал). 

Ключевые слова—аэрогравиметрия, вектор силы 
тяжести, гравиметр, БИНС, ГНСС, постобработка. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Аэрогравиметрия является надежным и экономным 

по времени методом измерения силы тяжести с борта 
летательного аппарата в интересующем районе Земли. 
Для измерений в аэрогравиметрических съемках исполь-
зуют платформенные аэрогравиметры, в состав которых 
входит горизонтируемая гироплатформа [1]. Однако в 
последние годы нередко стали применяться также аэро-
гравиметры на основе бескарданных (бесплатформен-
ных) инерциальных навигационных систем (БИНС), вы-
деляющихся меньшими массогабаритными характери-
стиками и почти не имеющих технических ограничений 
для применения в сложных динамических условиях [2-
4]. Так, масса современных бескарданных аэрогравимет-
ров iMAR (ФРГ) (вместе с термокожухом) не превышает 
20 кг, что в разы меньше массы платформенных ком-

плексов. За счет этого бескарданные аэрогравиметры 
могут устанавливаться на легкие носители, включая бес-
пилотные летательные аппараты (БПЛА), позволяющие 
выполнять съемку при более низкой скорости полета [4-
6]. Данное обстоятельство имеет важное значение для 
геолого-геофизических приложений, поскольку возника-
ет возможность получения данных о гравитационном 
поле с более высокой детальностью. 

Значительную трудность в бескарданной аэрограви-
метрии составляет разработка адекватных алгоритмов 
постобработки первичных данных аэрогравиметра. Это 
объясняется высокой чувствительностью инерциальных 
датчиков (акселерометров, гироскопов) БИНС аэрогра-
виметра к возмущающим воздействиям во время движе-
ния носителя и наличием систематических инструмен-
тальных погрешностей инерциальных датчиков, снижа-
ющих точность измерений [1]. Тщательный учет этих 
погрешностей особенно важен при съемках с облетом 
рельефа, где полеты выполняются при интенсивном ма-
неврировании самолета-носителя. В связи с этим в бес-
карданной аэрогравиметрии большое значение приобре-
тают вопросы, связанные с калибровкой БИНС аэрогра-
виметра (как дополетной стендовой, так и периодиче-
ской в полевых условиях) [4, 7-8].  

К другим особенностям постобработки данных отно-
сится сложность определения линейного тренда в сме-
щении нулевого сигнала вертикального акселерометра 
БИНС аэрогравиметра за время полета. Для этой цели 
должны решаться задачи начальной и конечной выста-
вок БИНС на стоянках летательного аппарата до и после 
полета с целью определения оценок смещения нулевого 
сигнала вертикального акселерометра [3, 7, 9]. 

С вопросами калибровки тесно связана еще одна осо-
бенность постобработки, состоящая в усложнении моде-
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ли ошибок вертикального канала аэрогравиметра, в со-
став которой должны включаться также остаточные по-
грешности калибровки. Это, в свою очередь, усложняет 
контроль точности получаемых оценок аномалии силы 
тяжести, требующий, в том числе, и расширения крите-
риев оценки точности (так, одним из критериев, очевид-
но, должна быть и точность оценивания остаточных ка-
либровочных параметров аэрогравиметра) [10]. 

Настоящий доклад посвящен разработанным автора-
ми методикам проведения съемок и постобработки пер-
вичных данных бескарданного аэрогравиметра с учетом 
изложенных выше особенностей. Создание и развитие 
методик осуществлялось на основе обширного экспери-
ментального материала, доступного авторам и включа-
ющего данные нескольких площадных съемок с совре-
менными бескарданными аэрогравиметрами (разных 
серий фирмы iMAR и прототипом, разработанным оте-
чественным производителем) [4]. Большинство съемок 
(2020-2022 гг.) выполнено на самолетах (Ан-30, Ан-3Т, 
Cessna и др.), две съемки выполнены на БПЛА (данные 
предоставлены ГНПП «Аэрогеофизика», Москва). 

В докладе представлено описание указанных методик 
и примеры обработки экспериментальных данных, де-
монстрирующие достигаемую разработанными алгорит-
мами точность – как в скалярной, так и в векторной бес-
карданной аэрогравиметрии. Отметим, что в последней 
до сих пор в мире не существует выработанного подхода 
к решению задачи (оцениванию вектора силы тяжести на 
траектории) [1]. Представленные в докладе результаты 
получены при помощи разработанного авторами алго-
ритма [11] на основе априорной пространственной моде-
ли поля силы тяжести в районе полета и демонстрируют 
точность оценивания компонент вектора силы тяжести 
на уровне 2-3 мГал.  

В докладе также представлены результаты съемки на 
БПЛА, подтверждающие возможность получения грави-
метрических данных с высоким пространственным раз-
решением.  

II. МЕТОДИКИ ПРОВЕДЕНИЯ СЪЕМОК И ПОСТОБРАБОТКИ 
ДАННЫХ БЕСКАРДАННОГО АЭРОГРАВИМЕТРА 

 Кратко опишем обе методики, следуя [4].  

 Методика проведения съемок состоит из следующих 
этапов: 

 температурная калибровка БИНС аэрогравимет-
ра на точном стенде с целью обновления калиб-
ровочной базы данных аэрогравиметра перед 
началом съемочного сезона; 

 выполнение в каждом полете съемки статиче-
ских калибровок БИНС аэрогравиметра (до и 
после полета) с целью определения смещений 
нулевых сигналов всех трех акселерометров и 
их линейных трендов за полет. 

Методика постобработки первичных данных бес-
карданного аэрогравиметра, полученных за один полет, 
включает следующие этапы: 

1) экспресс-диагностика данных (проверка целост-
ности, контроль температурных вариаций, 
насыщений вертикального акселерометра и пр.); 

2) начальная и конечная выставки БИНС аэрогра-
виметра, совмещенные с определением смеще-
ний нулевых сигналов акселерометров до и по-
сле полета [9]; 

3) определение координат и относительных скоро-
стей антенны бортового приемника глобальных 
навигационных спутниковых систем (ГНСС) в 
стандартном и фазо-дифференциальном режи-
мах [12]; 

4) интеграция БИНС-ГНСС, проводимая для гори-
зонтальных каналов БИНС [13]; 

5) решение гравиметрической задачи в двух поста-
новках – оценивание аномалии силы тяжести, 
оценивание вектора силы тяжести на траекто-
рии. Контроль точности оценок.  

Добавим, что на заключительном (шестом) этапе по-
стобработки данных перед их геологической интерпре-
тацией выполняется построение карт аномалий (в сво-
бодном воздухе, в редукции Буге), включая процедуру 
уравнивания рядовых и опорных галсов, пространствен-
ную фильтрацию, пересчет на другую высоту и пр. Для 
этих целей существуют различные методы (см., напри-
мер, [14-15] или предложенный авторами подход на ос-
нове сферического вейвлет-разложения [16]). 

Остановимся подробнее на алгоритмах решения гра-
виметрической задачи (этап 5). 

A. Оценивание аномалии силы тяжести на 
траектории и контроль точности оценок 
Решение гравиметрической задачи (этап 5 методики 

постобработки) базируется на основном уравнении ска-
лярной бескарданной аэрогравиметрии [1]: 

0 ,T
Up etv zh V g g g      n f   

где h – высота над референц-эллипсоидом, VUp – относи-
тельная вертикальная скорость приведенной чувстви-
тельной массы блока акселерометров БИНС аэрограви-
метра, getv – поправка Этвеша, g0 – абсолютное значение 
нормальной силы тяжести, δg – аномалия силы тяжести, 
fz – вектор удельной внешней силы, измеряемой акселе-
рометрами, заданный проекциями на оси приборного 
трехгранника, жестко связанного с БИНС, n – орт гео-
графической вертикали в приборных осях. 

При решении (1) используются данные ГНСС (коор-
динаты и скорости) и измерения акселерометров. Для 
последних вводится модель измерений: 

,T T T
z z N E E N fk f k f      n f n f n q  

где n  – оценка алгоритмом интеграции, kE, kN – оста-
точные угловые ошибки определения вертикали, недо-
оцененные на этапе интеграции БИНС-ГНСС (предпола-
гаются медленно меняющимися функциями времени), 

,E Nf f   – измерения «горизонтальных» акселерометров, 
qf – шум акселерометров. Отметим, что в (2) также вхо-
дят другие систематические погрешности аэрогравимет-
ра (ошибки синхронизации с ГНСС, поправка масштаб-
ного коэффициента вертикального акселерометра и др.), 
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которые здесь для краткости изложения опущены. Вве-
денные систематические погрешности далее будем 
называть калибровочными параметрами аэрогравиметра. 

На основе (1)-(2) и данных ГНСС (измерений высоты 
или вертикальной скорости) задача скалярной бескар-
данной аэрогравиметрии может быть сформулирована в 
виде линейной задачи оптимального стохастического 
оценивания, решение которой определяется фильтром 
Калмана и сглаживанием [17] (см. другие возможные 
постановки, например, в [3], [18]).  

Контроль точности оценок аномалии. Для проверки 
и контроля точности решения гравиметрической задачи 
в разработанной методике постобработки анализируется 
следующая информация: 

1. Значения оценок калибровочных параметров 
(сравниваются с номинальными или пороговы-
ми значениями). Так, например, остаточные уг-
ловые ошибки определения вертикали kE, kN не 
должны превосходить по абсолютной величине 
10 угл. сек. в случае кондиционных данных рас-
сматриваемых аэрогравиметров. 

2. Линейный тренд в смещении нулевого сигнала 
вертикального акселерометра за полет. 

3. Уровень невязок оценивания аномалии на гал-
сах полета. Невязки определяются на основе 
модели корректирующих измерений в грави-
метрическом фильтре и имеют размерность этих 
измерений (метры в случае измерений высоты 
или м/с в случае вертикальной скорости). 

4. Межпрофильная корреляция оценок аномалии. 
Вводится гипотеза об одинаковом (ограничен-
ном) частотном диапазоне оценок на нескольких 
параллельных галсах. Используется подход на 
основе детерминированной локальной гармони-
ческой модели поля в районе полета [16]. Путем 
сравнения оценок аномалии на галсах с постро-
енной моделью могут быть выявлены система-
тические (длинноволновые) ошибки в оценках 
аномалии (вызванные, например, аппаратными 
неполадками, неточностями предполетной ка-
либровки БИНС и пр.). Эта проверка важна на 
ранних этапах съемки, когда измерения на 
опорных галсах, как правило, еще отсутствуют. 

5. Корреляция оценок аномалии с профилем рель-
ефа. Наличие цифровой модели рельефа местно-
сти в районе полетов может дать дополнитель-
ную информацию о качестве оценок аномалии.  

6. Сходимость с данными глобальных моделей 
гравитационного поля Земли высокого разреше-
ния (EGM2008 или др.). Этот источник инфор-
мации имеет ряд ограничений, связанных, во-
первых, с более низким пространственным раз-
решением данных глобальных моделей по срав-
нению с аэрогравиметрическими данными (раз-
решение EGM2008 – примерно 10 км), во-
вторых – с точностью глобальных данных, не-
одинаковой для разных районов [19-20]. 

7. Статистика по сходимости оценок аномалий на 
повторных галсах (при их наличии). 

8. Статистика по сходимости оценок аномалий в 
точках пересечения рядовых и опорных галсов 
[21]. 

B. Оценивание вектора силы тяжести 
Гравиметрическая задача нами рассмотрена также в 

другой постановке – в виде задачи векторной аэрограви-
метрии (оценивание вектора силы тяжести на траекто-
рии). Решение задачи, в силу ее сложности [1], потребо-
вало введение априорной пространственной модели поля 
силы тяжести в районе полета [11]. При этом нами вво-
дятся ограничения на траекторию полета, которая долж-
на включать пять-шесть галсов (или более) длиной не 
менее 70 км с межгалсовым расстоянием несколько км.  

Априорная модель поля основана на представлении 
возмущающего потенциала T в виде суммы [22]: 

,ggm resT T T   

где Tggm – длинноволновая составляющая, Tres – остаточ-
ная составляющая, параметризуемая сферическими ба-
зисными скейлинг-функциями в районе полета [11, 16]. 
Длинноволновая составляющая (вплоть до длин волн 
примерно 130 км) определяется с высокой точностью по 
данным современных спутниковых глобальных моделей 
поля силы тяжести (основанных на измерениях миссий 
GRACE/GRACE-FO, GOCE и др.) [23]. Коэффициенты 
параметризации остаточной составляющей подлежат 
определению по измерениям аэрогравиметра (в связи 
чем возникают изложенные выше требования к траекто-
рии полета). 

На основе (1)-(3) задача векторной аэрогравиметрии 
нами поставлена в виде задачи оптимального стохасти-
ческого оценивания калибровочных параметров аэрогра-
виметра и коэффициентов параметризации остаточного 
возмущающего потенциала Tres  в районе полета, которая 
решается при помощи фильтра Калмана в информацион-
ной форме [17]. Оценки компонент вектора силы тяже-
сти определяются по оцененным коэффициентам пара-
метризации на основе аналитических соотношений [16]. 

III. РЕЗУЛЬТАТЫ ОБРАБОТКИ СЪЕМКИ НА АН-30 
Ниже представлены примеры обработки первичных 

данных бескарданного аэрогравиметра в съемке на само-
лете Ан-30, выполненной в 2021 г. компанией ГНПП 
«Аэрогеофизика». Измерения проводились в режиме 
генерального огибания рельефа с перепадом высоты на 
галсах до 400 м. Средняя скорость полета на галсах – 70 
м/с. На рис. 1а представлены результаты оценивания 
аномалии силы тяжести на галсах в семи полетах. Число 
галсов – 60, межгалсовое расстояние – 500 м. Частота 
среза гравиметрического фильтра – 0.01 Гц (эквивалент-
но разрешению в пространстве 3.5 км).  

Для промежуточной оценки точности результатов 
анализировалась доступная информация, перечисленная 
выше в разделе 3A. В частности, использовалась гипоте-
за о межпрофильной корреляции оценок аномалии на 
основе построения локальной гармонической модели 
поля [16] в районе полетов (рис. 1б). Сопоставление оце-
нок на галсах с моделью показало высокую сходимость – 
1.3 мГал (СКО). Это значение обусловлено, в основном, 
сглаженностью модели поля в направлении поперек гал-
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сов (пространственное разрешение в обоих направлени-
ях около 4 км). Кроме того, сопоставление с моделью 
подтвердило уходы среднего уровня (на 2-3 мГал) в 
оценках аномалии на трех галсах (вызваны нестабильно-
стью температуры внутри БИНС). Отметим, что итого-
вая точность всей съемки (определявшаяся по сходимо-
сти в точках пересечения рядовых и опорных галсов) 
составила 1.4 мГал (СКО/√2) [5]. 

На рис. 2 приведен профиль оцененной гравиметри-
ческим фильтром аномалии в одном из полетов съемки, 
демонстрирующий корреляцию с профилем рельефа (для 
высокочастотных составляющих) и данными глобальной 
модели поля XGM2019 [24] (для низкочастотных состав-
ляющих). Глобальная модель использовалась в разложе-
нии до степени и порядка 2190 (рис. 2, график для 
наглядности сдвинут по вертикальной оси). 

 
Рис. 1. Съемка на Ан-30: а) результаты оценивания аномалии силы 
тяжести на галсах гравиметрическим фильтром; б) локальная гармо-
ническая модель аномального поля силы тяжести, мГал 

 
Рис. 2. Вверху – оценка аномалии гравиметрическим фильтром 
(красный цвет) и данные глобальной молели поля XGM2019 (черный 
цвет), мГал. Внизу – профиль рельефа, м 

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ ОБРАБОТКИ СЪЕМКИ НА БПЛА 
Ниже представлены результаты обработки одного из 

полетов съемки на БПЛА вертолетного типа (съемка 
выполнена ГНПП «Аэрогеофизика» в 2022 г.). Полет 
проходил по четырем повторным галсам на постоянной 
высоте 420 м на первых двух галсах и 340 м на двух дру-
гих. Длина галсов – около 20 км. Скорость полета БПЛА 
– 90 км/ч. Бескарданный аэрогравиметр был помещен в 
дополнительный термокожух и прикреплен к корпусу 

БПЛА с его внешней стороны [4]. Внутри термокожуха 
аэрогравиметр устанавливался на амортизаторы.  

Приведем некоторые этапы постобработки. После 
решения задач начальной и конечной выставок БИНС 
аэрогравиметра были рассчитаны результаты инерци-
ального счисления в автономном (без ГНСС) режиме. 
Ошибки координат за время полета (около 2 ч) состави-
ли 700 м (за эталон взяты данные ГНСС), см. рис. 3а. 

 
Рис. 3. Съемка на БПЛА: а) ошибки координат автономного 
инерциального счисления БИНС аэрогравиметра, м; б) оценки угловых 
ошибок по результатам интеграции БИНС-ГНСС, угл. мин 

При помощи алгоритма интеграции БИНС-ГНСС 
(фильтр Калмана и сглаживание) оценены угловые 
ошибки определения вертикали (рис. 3б), составившие 
менее 10 угл. сек., оценка азимутальной ошибки вирту-
альной гироплатформы – менее 3 угл. мин. (рис. 3б). 
Алгоритмом также оценен ряд других параметров (со-
став фильтра приведен в [4]). 

Перед вычислением аномалии был скомпенсирован 
линейный тренд в показаниях вертикального акселеро-
метра, составивший около 2 мГал за полет. Оценки ано-
малии были рассчитаны с использованием гравиметриче-
ских фильтров с разными частотами среза (табл. 1).  

Похожий полет на том же носителе и с тем же аппара-
турным составом был выполнен в другой день и включал 
пролет по двум галсам (на высотах 420 м и 340 м) вдоль 
того же маршрута. На рис. 4 представлены оценки анома-
лии на всех шести галсах двух полетов при частоте среза 
фильтра 1/120 Гц (эквивалентно разрешению в простран-
стве 1.5 км). Сходимость оценок по шести повторным 
галсам составила от 0.40 до 0.78 мГал в зависимости от 
частоты среза фильтра.  

 
Рис. 4. Оценки аномалии силы тяжести на повторных галсах в съемке 
на БПЛА, мГал 

V. РЕЗУЛЬТАТЫ ОЦЕНИВАНИЯ ВЕКТОРА СИЛЫ ТЯЖЕСТИ 
Оценивание компонент вектора силы тяжести было 

выполнено в одной из съемок с бескарданным аэрогра-
виметром на Ан-30 при помощи разработанного алго-
ритма на основе априорной пространственной модели 
поля (3). Длинноволновая составляющая потенциала Tggm 
вычислялась по данным XGM2019 в разложении до сте-
пени и порядка 120 (эквивалентно минимальной длине 
волны около 330 км). Для остаточного потенциала Tres 
введена параметризация сферическими скейлинг-
функциями в районе полета (рис. 5). Количество коэф-
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фициентов параметризации – 315. Траектория полета 
включала пять галсов север-юг и два секущих галса. 

 
Рис. 5. Траектория полета и область параметризации возмущающего 
потенциала базисными скейлинг-функциями 

Коэффициенты параметризации оценивались при 
помощи фильтра Калмана в информационной форме 
(вектор состояния включал все 315 коэффициентов плюс 
калибровочные параметры аэрогравиметра). По ним бы-
ли рассчитаны оценки компонент остаточного вектора 
возмущения силы тяжести (рис. 6-7).  

На последнем шаге алгоритма каждой из остаточных 
компонент была возвращена длинноволновая составля-
ющая (по данным той же глобальной модели). 

Оценка точности результатов производилась на ос-
нове сравнения с данными XGM2019 в разложении до 
степени и порядка 2190 (эквивалентное разрешение в 
пространстве примерно 10 км). СКО разности оценен-
ных горизонтальных компонент и данных глобальной 
модели – 2-3 мГал (табл. 2). При расчете статистики не 
учитывался первый (крайний справа на рис. 5) галс се-
вер-юг, на котором качество оценивания горизонталь-
ных компонент было ниже, чем на остальных галсах. 

 

 
Рис.6. Оценки северной (вверху) и восточной (внизу) компонент вектора возмущения силы тяжести на четырех галсах северг-юг (красный цвет) и 
данные глобальной модели XGM2019 (черный цвет), мГал. 

 
Рис.7. Оценка вертикальной компоненты вектора возмущения силы тяжести (аномалии) на четырех галсах северг-юг (красный цвет) и данные 
глобальной модели XGM2019 (черный цвет), мГал. 

 

ТАБЛИЦА 1. СТАТИСТИКА ПО  СХОДИМОСТИ ОЦЕНОК АНОМАЛИИ НА 
ШЕСТИ ПОВТОРНЫХ ГАЛСАХ В СЪЕМКЕ НА БПЛА 

Параметр 
Частота среза гравиметрического фильтра 

1/80 Гц 1/100 Гц  1/120 Гц  1/140 Гц  
Разрешение в 
пространстве 
[км] 

1.00 1.25 1.50 1.75 

СКО [мГал] 0.79 0.58 0.46 0.40 

ТАБЛИЦА 2. СТАТИСТИКА ПО СРАВНЕНИЮ ОЦЕНОК КОМПОНЕНТ ВЕКТОРА 
СИЛЫ ТЯЖЕСТИ И ДАННЫХ МОДЕЛИ XGM2019 В СЪЕМКЕ НА АН-30 

Параметр Компоненты вектора силы тяжести 
Восточная Северная Вертикальная 

Среднее 
[мГал] 3.92 0.62 0.12 

СКО [мГал] 2.98 2.01 2.16 
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VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Представлены методики проведения съемок и посто-

бработки данных бескарданного аэрогравиметра, прове-
ренные на ряде съемок на самолетах разных серий. На 
основе обработки данных современных бескарданных 
аэрогравиметров показана возможность получения оце-
нок аномалии силы тяжести с точностью необходимой 
для ряда геолого-геофизических приложений. Показана 
также возможность векторной аэрогравиметрии с точно-
стью определения горизонтальных компонент 2-3 мГал.  

Приведены результаты обработки одной из первых в 
мире аэрогравиметрических съемок на БПЛА, демон-
стрирующие возможность определения аномалий с точ-
ностью 0.4–0.8 мГал (в зависимости от частоты среза 
гравиметрического фильтра) и пространственным раз-
решением 1–1.8 км.  
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Аннотация—В статье описывается подход к оценке 
точности определения координат местоположения трам-
вая, осуществляющего движение в городской среде. Трам-
вай должен определять координаты с субметровым уров-
нем точности. Поскольку определение координат GPS в 
условиях города не позволяет обеспечить такой уровень 
точности предлагается решение, основанное на использо-
вании информации систем технического зрения. Исполь-
зуя подход, основанный на формировании ключевых то-
чек, можно оценить перемещение объекта между изобра-
жениями, полученными в разных проездах с одной сторо-
ны, а с другой рассчитать это перемещение на основе дан-
ных бортовой системы навигации. Сравнение данных пе-
ремещений позволят оценить точность навигационной 
системы, установленной на объекте. В статье приводятся 
значения полученных уровней точности, а также описание 
тестов, используемых для проверки точности алгоритмов 
навигации. 

Ключевые слова—средняя квадратическая погрешность, 
ключевые точки, нейросетевой детектор, онлайн тести-
рование, блочное тестирование, интеграционное тестиро-
вание, непрерывное развертывание, непрерывная доставка, 
беспилотный транспорт, городской каньон 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Системы помощи водителя, устанавливаемые в 

настоящее время на трамваях производства ПК «Транс-
портные системы», «Уралтрансмаш» призваны обеспе-
чить повышение безопасности передвижения городского 
транспорта по улицам г.Москвы и г.Санкт-Петербурга 
[1], [2]. Повышение безопасности движения городского 
транспорта осуществляется за счет реализации трех 
функций: контроль за соблюдением скорости движения 
трамвая на маршруте, контроль проезда перекрестков в 
соответствие с сигналом светофора и контроль «опасно-
го сближения» / «наезда» на автомобили и пешеходов.  

Качество решения данных задач существенно зависит 
от точности определения местоположения и скорости 
трамвая как в абсолютной, так и относительной системе 
координат. Наиболее жёсткие требования по точности 
предъявляются при прохождении трамваем стрелочных 
переводов, пешеходных переходов, перекрестков, оста-
новке на стоп-линиях светофоров, а также движение под 
автоматическими системами переключения стрелок 

«Лира». Предельная погрешность позиционирования 
беспилотного трамвая в этих условиях не должна пре-
вышать одного метра.  

В ходе натурных испытаний систем помощи водите-
ля проверяется выполнение требований к точности опре-
деления местоположения. Для этого необходимо распо-
лагать координатами объекта, используемыми в качестве 
эталона и определёнными с высокой точностью – на по-
рядок точнее проверяемой системы. Эталонные коорди-
наты подвижных объектов часто получают с помощью 
спутниковой навигационной аппаратуры (GPS). При 
этом точность достигает единиц сантиметров при благо-
приятных условиях – достаточном геометрическом фак-
торе и наличии корректирующих поправок от базовой 
станции, что обеспечивает нахождение среднеквадра-
тичных погрешностей (СКП) координат трамвая и дру-
гих показателей точности. Для повышения надежности 
показателей организуется кратное повторное движение 
беспилотного трамвая по заданным маршрутам. 

Такой подход прост, дёшев и не требует больших за-
трат времени. Однако в ходе проведения натурных ис-
пытаний  трамвая выяснилось, что даже в режимах RTK 
крайне затруднительно нахождение эталонных коорди-
нат с требуемой точностью. Получаемые от GPS данные 
сами нуждаются в дополнительной проверке на наличие 
отклонений. Предварительный анализ показал, что ос-
новными причинами возникновения больших погрешно-
стей являются не только высотная застройка, но и искус-
ственные помехи, создаваемые электрическими агрега-
тами трамвая. Невозможность использовать информа-
цию GPS в качестве эталона в указанных условиях при-
вела к поиску других подходов к оценке точности ме-
стоположения беспилотного трамвая. 

II. ОБЗОР СУЩЕСТВУЮЩИХ ПОДХОДОВ 
В качестве варианта может быть рассмотрен способ 

остановок трамвая в контрольных точках, координаты 
которых заблаговременно определены с высокой точно-
стью. Этот вариант требует разработки и аттестации ал-
горитмов сглаживания (или уравнивания) навигацион-
ных данных для нахождения оценок СКП между кон-
трольными точками. Однако в силу достаточно большо-
го количества контрольных точек, невозможности по-
стоянной остановки трамвая, поскольку испытания про-
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исходят в реальных условиях движения городского 
транспорта, такой подход не является оптимальным [3].  

Оценка положения трамвая, учитывая возможность 
движения только по рельсам, может проводиться отно-
сительно заранее заданной траектории (маршрута) коор-
динаты которого известны по результатам геодезических 
или других высокоточных измерений [4], [5]. В этом 
случае координаты, выработанные навигационной си-
стемой трамвая, ортогонально проецируются на траекто-
рию, а ошибка местоположения оценивается как длина 
перпендикуляра. Данный подход позволяет оценить 
только боковую составляющую погрешности определе-
ния местоположения относительно GPS данных, этого 
недостаточно для решения задачи, поскольку продоль-
ная составляющая ошибки также сильно влияет на каче-
ство решения сопутствующих задач (распознавания све-
тофоров, соблюдения ограничений скорости) поэтому 
оценка ее величины крайне важна. 

Существует и более дорогостоящий вариант постро-
ения навигационных систем, основанный на использова-
нии лидаров [5], [6], который позволяет оценить точ-
ность на уровне сантиметров. Однако для построения 
высокоточных HD-карт требуется проведение большого 
объема заблаговременной работы, а оснащение каждого 
трамвая такими типами датчиков невозможно сугубо по 
экономическим причинам. 

Наконец оценка точности навигации может быть 
осуществлена на основе информации систем техническо-
го зрения, которые широко распространены в настоящее 
время. При использовании систем технического зрения 
качество навигации можно оценить путем распознавания 
объектов дорожной инфраструктуры (например столбов, 
бордюров и др.), определения их координат и сравнения 
со значениями, полученными по результатам геодезиче-
ской сьемки. Однако, во-первых, такой подход требует 
проведения большого объема дорогостоящих геодезиче-
ских работ. Во-вторых, оценка точности по углам пелен-
га до объектов, например, столбов, требует решения за-
дачи сегментации и правильной идентификации столбов 
среди многих других. В свою очередь высокое качество 
решения задачи сегментации требует наличия большого 
объема данных необходимого для обучения, что также 
является серьезным барьером к внедрению.  

A. Идеи предлагаемых в работе подходов 
Оценить точности навигации на основе информации 

технического зрения можно путем сравнения изображе-
ний, сделанных в разные моменты времени на основе 
технологий ключевых точек. В случае, если объект мно-
гократно осуществляет движение по одному и тому же 
маршруту, то используя ключевые точки на изображени-
ях можно оценить перемещение объекта между кадрами 
не только в рамках одной видеопоследовательности, но и 
видеопоследовательностях, полученных в рамках друго-
го заезда. Данный подход будет подробно изложен в 
разделе 3. 

Еще одним способом оценки точности навигации мо-
жет являться подход, основанный на сравнении проекции 
дороги в кадре с областью дороги выделенной по резуль-
татам сегментации, как показано на рисунках ниже.  

На рисунке 1 представлена будущая траектория дви-
жения объекта с горизонтом в несколько десятков метров.  

 
Рис. 1. Проекция пути в кадр при движении объекта 

На рисунке 2 представлена проекция «будущей траек-
тории» и ее сравнение с результатами сегментации. Дан-
ный подход несмотря на кажущуюся простоту, требует 
обеспечения высокой точности сегментации, которую 
можно получить только за счет решения задачи в дина-
мике и использования накопительного эффекта. Кроме-то 
необходимо рассчитать и задать уровни перекрытий об-
ластей дорог для формирования событий превышения 
установленных допусков и др. Поэтому данный подход 
не будет подробно раскрываться в данной статье. 

 
Рис. 2. Сравнение проекции в кадр с сегментированным нейронной 
сетью участком 

Таким образом существующие решения в предмет-
ной области можно свести к решениям, представленным 
в таблице 1.  

ТАБЛИЦА I. СУЩЕСТВУЮЩИЕ ПОДХОДЫ К ОЦЕНКЕ ТОЧНОСТИ 
НАВИГАЦИОННОЙ СИСТЕМЫ 

Датчик Принцип определения 
местоположения Эталонные данные  

GPS Прямое измерение – 

GPS-INS Прямое измерение – 

Лидар Сопоставление лидарных 
данных 

Высокоточное об-
лако точек 

Камера 

Сопоставление ориенти-
ров Карта ориентиров 

Сопоставление дорог Карта дорог 

Сопоставление ключевых 
точек – 
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III. ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ НА ОСНОВЕ КЛЮЧЕВЫХ ТОЧЕК 

A. Постановка задачи 
Предположим, что имеется движущийся объект, ко-

торый многократно перемещается по маршруту и в каж-
дый момент времени i координаты его местоположения 
определяются вектором Pi = [xi, yi, αi], где xi, yi – коор-
динаты местоположения объекта и αi – ориентация объ-
екта. Местоположение объекта определяется навигаци-
онной системой, точность которой необходимо оценить. 
Кроме того, на объекте установлена система техниче-
ского зрения, которая в моменты времени i также фор-
мирует изображения Ii.  

Представим, что объект движется по маршруту m раз. 
Тогда исходя из определенных координат объекта Pi мож-
но сформировать группу изображений Gk = {Ik,1, Ik,2,…Ik,m}, 
на которых представлен один и тот же участок местно-
сти (с точностью до погрешностей навигационной си-
стемы). Пример изображений одной группы показан на 
рисунке 3, где j1, j2 – индексы, характеризующие раз-
личные проезды, а на рисунке 4 показано положение 
камеры для изображений одной группы. 

 
Рис. 3. Изображения одной группы, сделанные в разные моменты 
времени 

Чтобы оценить точность навигационной системы, 
предлагается сравнить перемещение объекта по показани-
ям навигационной системы с перемещением объекта, по-
лученным по информации системы технического зрения. 

 
Рисунок 4. Положение камер для изображений одной группы 

Перемещение и изменение угла между двумя точка-
ми, определенными навигационной системой в моменты 
времени  определяется по формуле 

1 2 1 1 2 2 2

NS NS NS NS NS
kj j kj kj kj kjd x , y x , y                        (1) 

1 2 1 2
NS NS NS
kj j kj kj                     (2) 

С другой стороны, для того, чтобы найти перемеще-
ние по показаниям системы технического зрения, на 
изображениях 

1kjI , 
2kjI  одной группы необходимо 

найти общие ключевые точки, сопоставить их как пока-
зано на рисунке 5, и вычислить матрицу преобразования 

4 4
1 2kj j

T    следующего вида 

1 2 1 2
1 2 0 1

kj j kj j
kj j

 
  
 

R t
T  (3) 

где  1 2
SO 3kj j R  – матрица поворота и 3 1

1 2kj j
t   – 

вектор перевода. 

 
Рис. 5. Ключевые точки и их сопоставление на двух изображениях 

Вычисление матриц 
1 2kj jR , 

1 2kj jt  производиться в 
соответствии со следующим алгоритмом: 

 На изображении 
1kjI , 

2kjI  находятся ключевые 
точки; 

 Ключевые точки сравниваются между собой на 
основе вычисленных дескрипторов. Сравнение 
бинарных дескрипторов осуществляется на осно-
ве расстояния Хэмминга, а натуральных на основе 
нормы L2; 

 Использовать метода RANSAC для вычисления 
матриц вращения и трансляции. 

Вектор трансляции и вращения, оцененный по изоб-
ражениям равен 

1 2 1 2 2

VS
kj j kj jd t                          (4) 

 1 2 1 2
VS
kj j kj jf  R                    (5) 

В результате ошибка навигационной системы рас-
считывается по формуле 

1 2 1 2 1 2
trans NS VS
kj j kj j kj je d d                     (6) 

1 2 1 2 1 2
rot NS VS
kj j kj j kj je                    (7) 

На основе полученных ошибок можно рассчитать 
СКП для всех измерений в рамках каждой группы k и 
общую ошибку по всем группам, а также оценить сред-
нюю величину данной ошибки	ܧܣܯ.  
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B. Описание используемых детекторов и дескрипторов 
точек 

Как описано в предыдущем разделе, изображения в 
одной группе сравниваются друг с другом, путем извле-
чения ключевых точек и сравнения их дескрипторов. 
Традиционно в визуальной одометрии и SLAM подхо-
дах, процесс извлечения ключевых точек выполняется с 
помощью классических детекторов SIFT [7], SURF и 
ORB [8]. Однако в последнее время все больше работ 
используют для извлечения ключевых точек методы на 
основе глубокого обучения, такие как SuperPoint [8], [9], 
LIFT [9], [10], TILDE и другие. Метод SuperPoint един-
ственный кто позволяет вычислять ключевые точки, и 
дескрипторы в одной сети в режиме реального времени. 

В данной работе были использованы три различных 
детектора: SIFT, ORB и SuperPoint. Scale Invariant Feature 
Transform (SIFT) – это детектор ключевых точек, разра-
ботанный в 2004 году. Детектор SIFT основан на опера-
торе Difference-of-Gaussians (DoG), где ключевые точки 
определяются путем нахождения локальных максимумов 
с помощью DoG при различных масштабах изображений. 

Oriented FAST and Rotated BRIEF (ORB) представлен 
Rublee и др. в 2011 году. Это очень быстрый метод обна-
ружения ключевых точек, дескриптор которого является 
бинарным.  

SuperPoint – нейросеть для обнаружения ключевых 
точек и извлечения дескрипторов, разработанная DeTone 
и др. в 2018 году. Она состоит из общего кодера и двух 
отдельных декодеров для генерации местоположений 
ключевых точек и соответствующего им 256-мерного 
дескриптора. 

Для расчета матрицы преобразования между двумя 
позициями камеры необходимо, чтобы в паре изображе-
ний было три или более совпадающих ключевых точек, 
лежащих на дороге. Чтобы выбрать лучший детектор для 
этих целей, был рассчитан процент (А%) изображений, 
на которых есть ключевые точки на дороге и процент 
изображений (B%), для которого можно вычислить мат-
рицу преобразования со всеми остальными изображени-
ями в группе.  

Дескрипторы ключевых точек, извлеченные с помо-
щью SIFT и SuperPoint, были сопоставлены с использо-
ванием нормы L2, в то время как дескрипторы ключевых 
точек ORB были сопоставлены с использованием рас-
стояния Хэмминга. 

Детектор с наибольшими значениями был выбран в 
качестве основного для предложенной методики. 

ТАБЛИЦА II. ОЦЕНКА КАЧЕСТВА РАБОТЫ ДЕТЕКТОРОВ 

Показатели SIFT ORB SuperPoint 

А, % 99.76 65.17 100 

B, % 88.77 58.46 97.03 

 
В таблице II приведены описанные выше показатели. 

Видно, что с помощью ключевых точек, обнаруженных 
SuperPoint, удалось найти матрицу преобразования для 
всех изображений в группе. В результате детектор 
SuperPoint был выбран для использования в предложен-
ной метрике. 

На рисунке 6 показаны результаты работы трех де-
текторов, примененные к одной паре изображений. 

 
Рис. 6. Ключевые точки и соответствия между ними сделанные для 
разных детекторов 

C. Эксперимент 
Предложенная методика была применена к изображе-

ниям, полученным на двух маршрутах. Количество групп 
на первом маршруте 161 на втором 129 при этом количе-
ство изображений 798 и 678, соответственно. На рисунках 
7 и 8 для некоторых групп показаны соответствующие 
значения СКП. Из анализа графиков видно, что СКП изме-
рении пути находится в диапазоне от 0 до 1.4 метров, а 
средние значения соответственно равны 0.29 и 0.31. 

 
Рис. 7. График СКП вычисленной для прямого маршрута 

 
Рис. 8. График СКП вычисленной для обратного маршрута 
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Анализ результатов показал, что с использованием 
данного подхода эффективно оценивается путевая 
ошибка, а ошибку в измерении угла наиболее просто 
оценить с использование информации о репроекции до-
роги в кадр, на основе идеи, описанной выше. 

IV. МЕХАНИЗМ РАЗРАБОТКИ И ТЕСТИРОВАНИЯ КОДА 
Проект реализуется исходя из концепции непрерыв-

ной интеграции (CI), непрерывной доставки (CD) а так-
же принципов MLOps. Принцип непрерывной интегра-
ции заключается в постоянной сборке кода на разных 
платформах и проведения тестов в процессе разработки 
программного обеспечения. Принцип непрерывной до-
ставки заключается в автоматическом обновлении и до-
ставке релизной версии продукта до конечного потреби-
теля в любое время. В данном проекте принцип MLOps 
приводится в контексте непрерывного получения обрат-
ной связи (данных) позволяющих оценить качество ра-
боты алгоритмов навигации и постоянно улучшать их 
для достижения высокого качества функционирования. 

Общая схема механизма тестирования представлена 
на рисунке 9. Для ее реализации необходимо программ-
ные продукты позволяющее вести учет текущих задач, 
поставленных разработчику, система контроля версий 
для хранения кода, сборщик проекта позволяющий со-
бирать код на разных целевых платформах, сервер для 
проведения тестов, отправки обновленного ПО адресату 
и получения телеметрических данных.  

 
Рис. 9. Схема тестирования алгоритмов навигации 

На первом этапе ставиться задача по доработке алго-
ритмов навигации в связи с внедрением новой функцио-
нальности или устранением обнаруженной ошибки. Раз-
работанный программный код отправляется на ревью 
для визуального просмотра сторонними программистами 
и автоматически организуется сборка всего проекта на 
нескольких целевых платформах. После успешной сбор-
ки проекта проводится блочное тестирование отдельных 
функций, модулей и библиотек (unit test) проекта. Тести-
рование каждой единицы производится независимо друг 
от друга, а в качестве исходных данных используются 
синтетические данные призванные проверить работу и 
устойчивость алгоритмов на простейших сценариях, со-
держащих как позитивные, так и негативные примеры. 
Новые доработки не загружаются в систему контроля 
версий, если хотя бы один тест закончился неудовлетво-
рительно.  

В случае если изменения касались навигационных 
алгоритмов запускается процедура интеграционного 
тестирования (integration test). Суть интеграционных 
тестов заключается в количественной оценке алгоритмов 

навигации на точность, которую далее можно сравнить с 
точностью, полученной на более ранних версиях про-
граммного обеспечения. Оценка точности производиться 
на десятках стендов, выбранных таким образом, чтобы 
обеспечить различные условия движения трамваев (ло-
кации, маршруты, модели трамваев и другие условия). 
Оценка точности производится в соответствии с описан-
ными выше методиками, в результате которых считают-
ся метрические и классификационные показатели точно-
сти. По результатам интеграционных тестов принимает-
ся решение об успешности произведенных доработок и 
их включения в состав обновляемого программного 
обеспечения. 

В ходе движения трамвая, с определенной последо-
вательностью, формируются телеметрические данные, 
которые содержат изображения с камер и координаты 
местоположения трамвая. По этим данным производится 
вторичная оценка точности работы навигационной си-
стемы. Оценка точности производится с использованием 
online сервисов, специализирующихся на различных те-
стах, например проверки уровня и изменения дрейфа за 
интервал времени или оценки точности навигации по 
алгоритмам проекции модели дороги в кадр и сравнения 
ее с результатами сегментации. В случае, если установ-
ленные допуска не выполняются, то выдается сообщение 
о необходимости обращения внимания на данный случай 
и разработчик в ручном режиме выясняет суть и причи-
ны происходящего и при необходимости открывает за-
дачу на устранение выявленной ошибки и далее весь 
технологический цикл повторяется. 

Описанный выше механизм тестирования является 
частью процесса тестирования алгоритмов, разрабатыва-
емых для системы помощи водителя трамваев ООО «Ко-
гнитив» в рамках проекта по оснащению трамваев про-
изводства ПК «Транспортные системы» системами по-
мощи водителя ГУП «Горэлектротранс», г. Санкт-
Петербург. 

Файлы конфигурации CI и небольшой пример работы 
кода, описывающий процесс передачи данных gitlab в 
wandb.ai представлены в публичном репозитории 
https://gitlab.com/nfrmtk/super_point_relative_navi. 

V. ВЫВОДЫ  
В статье описываются подходы к оценке точности 

координат трамвая. Поскольку оценка точности опреде-
ления координат на основе данных GPS в условиях го-
родской среды не обеспечивает субметровую точность, 
предлагается подход, основанный на использовании 
ключевых точек, извлекаемых из изображений при мно-
гократном проезде трамвая по маршруту, и позволяю-
щий оценить точность координат. Приводятся графики 
СКП, полученные по натурным данным, а также по-
дробно расписывается механизм тестирования навига-
ционных алгоритмов с использованием unit, integration и 
online тестов. 
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Аннотация—Накопление смазанных изображений 
звёзд выполняется в два этапа. Сначала каждый накапли-
ваемый кадр подвергается цифровой фильтрации, согла-
сованной со смазом. Согласованная фильтрация локализу-
ет произвольное смазанное изображение звезды в одном, 
заранее известном пикселе. Синтез импульсной реакции 
согласованного фильтра выполняется с использованием 
измерений гироскопа, скреплённого с камерой. Затем про-
фильтрованные кадры попиксельно складываются в ак-
кумуляторе, без дополнительного преобразования поворо-
та. Результаты моделирования, выполненные для накоп-
ления с «пиксельным» разрешением, показывают возмож-
ность обнаружения смазанных изображений относительно 
тусклых звёзд на фоне дневного неба. 

Ключевые слова—астродатчик, астроинерциальная си-
стема, коррекция смаза, дневное наблюдение звёзд, накоп-
ление изображений. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Бесплатформенная астроинерциальная навигацион-

ная система (АИНС) состоит из инерциального измери-
тельного модуля (ИИМ), цифровой камеры и вычисли-
тельного устройства, собранных в единую конструкцию. 
Вычислительное устройство определяет ориентацию 
АИНС относительно звёзд по изображениям созвездий, 
получаемым от камеры. Эта ориентация используется 
для коррекции нарастающих погрешностей инерциаль-
ной навигации. Для определения ориентации изображе-
ния отдельных звёзд сначала обнаруживаются в кадре, а 
затем – определяются их координаты внутри кадра. 

Объектив цифровой камеры строит оптическое изоб-
ражение отдельной звезды на поверхности матричного 
фотоприёмника (МФП) в виде пятна. Если АИНС непо-
движна относительно звёзд, то и пятно неподвижно от-
носительно МФП и все фотоприёмные ячейки МФП, 
накрытые пятном, получают неизменную долю звёздно-
го света. В этом случае цифровым изображением пятна 
является почти симметричный кластер из нескольких 
смежных пикселей. Такое изображение звезды, получен-
ное на фоне ночного ясного неба, относительно легко 
обнаруживается. 

При вращении АИНС во время экспозиции, пятно 
движется по поверхности МФП, а цифровое изображение 
звезды смазывается и превращается из кластера в вытя-
нутую полосу. Величина полезного сигнала в пикселе 
смазанного изображения уменьшается, что затрудняет 
его обнаружение. Поскольку изображение звезды оказы-
вается протяжённым и зависящим от угловой скорости 

АИНС, возникает неоднозначность в определении его 
координат и момента времени, к которому они относятся. 

Ситуация заметно ухудшается, если вращающаяся 
АИНС наблюдает звёзды на фоне дневного неба. Мощ-
ное фоновое излучение ограничивает время экспозиции 
кадра, уменьшая накопленную энергию полезного сиг-
нала от звезды. Значения пикселей, содержащих изобра-
жение дневного неба, имеют пуассоновское распределе-
ние, то есть мощный оптический фон приводит к появ-
лению мощного фонового шума в цифровом изображе-
нии. Таким образом, в дневных условиях имеются три 
фактора, затрудняющие обнаружение и измерение коор-
динат изображений звёзд: смаз изображения, малое вре-
мя экспозиции и мощный фоновый шум [1]. 

Накопление (сложение) последовательности кадров, 
учитывающее поворот камеры в явном виде, является 
хорошо известным методом повышения вероятности 
обнаружения изображения звезды в фоновых шумах [2]. 
Простое накопление прекрасно работает для малой ско-
рости вращения камеры относительно звёзд, когда сме-
щение оптического изображения звезды за время экспо-
зиции не превосходит характерного размера фотоприём-
ной ячейки МФП. Если это ограничение на угловую ско-
рость камеры нарушается, отдельные кадры, перед 
накоплением, должны подвергаться дополнительной 
обработке, компенсирующей потери энергии сигнала в 
смазе [3]. 

В работе предлагается способ борьбы с мешающими 
факторами за счёт обработки последовательности кадров 
с использованием измерения ИИМ. Смаз и неоднознач-
ность координат изображения звезды в отдельном кадре 
компенсируются за счёт согласованной фильтрации [4]. 
Уменьшение времени экспозиции отдельных кадров 
компенсируется за счёт накопления (сложения) несколь-
ких последовательных кадров после согласованной 
фильтрации. В процессе накопления складываются сиг-
налы от одной звезды, полученные в разных кадрах с 
малым временем экспозиции, то есть эффективное время 
экспозиции увеличивается. Среднеквадратичное откло-
нение фонового шума в накопленном кадре уменьшается 
за счёт усреднения независимых реализаций этого шума 
в исходных кадрах. 

Изображение звезды считается обнаруженным, если 
накопленное значение в каком-то из пикселей превысит 
установленный порог [5]. Координатами обнаруженного 
изображения звезды считаются координаты цента фото-
приёмной ячейки для этого пикселя в первом кадре, а 
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моментом измерения этих координат – момент начала 
экспозиции первого кадра. Смещения изображения от-
носительно цента фотоприёмной ячейки в работе не учи-
тываются, т.е. определение координат изображения звез-
ды выполняется с погрешностью порядка размера ячей-
ки. Такие алгоритмы называются алгоритмами с «пик-
сельным» разрешением, чтобы отличать их от «субпик-
сельных» алгоритмов, учитывающих смещения. 

II. МОДЕЛЬ ИЗМЕРЕНИЙ И СИСТЕМЫ КООРДИНАТ АИНС 
Фоточувствительная поверхность МФП представляет 

собой прямоугольную матрицу размером размером 
H×W, где H – число строк, W – число столбцов. Матрица 
состоит из квадратных фотоприёмных ячеек с длиной 
стороны a. Положение отдельной ячейки в матрице зада-
ётся парой целочисленных индексов (ĥ, ŵ), где ĥ=0…H – 
1 – номер строки, ŵ=W – 1 – номер столбца. Значение 
(0, 0) соответствует ячейке, расположенной в левом 
верхнем угле матрицы. Оптическая ось объектива пере-
секает фоточувствительную поверхность в точке O. 

Геометрическим изображением Z' называется цен-
тральная проекция звезды Z на плоскость МФП, полу-
ченная через центр проецирования S. Длина отрезка OS 
называется фокусным расстоянием объектива F. Опти-
ческим изображением звезды называется непрерывная 
(по пространственным координатам) свёртка геометри-
ческого изображения с функцией рассеяния точки (ФРТ) 
объектива, которая имитирует его конечную разрешаю-
щую способность. Цифровым изображением называется 
результат пространственной дискретизации оптического 
изображения на фотоприёмных ячейках, подвергнутый 
уровневому квантованию внутри каждой ячейки. Циф-
ровое изображение считываются из МФП и виде дву-
мерной матрицы чисел размера H×W, элементы которой 
называются пикселями. Каждый пиксель, заданный ин-
дексами (ĥ, ŵ), получает свое значение из фотоприёмной 
ячейки, заданной той же парой индексов. 

Положение геометрического изображения звезды на 
МФП задаётся парой действительных координат (h,w), 
где 0 ≤ h < H – положение вдоль столбцов, 0 ≤ w < W – 
положение вдоль строк. Эти координаты называются 
растровыми координатами. Начало (0, 0) растровых ко-
ординат расположено в левом верхнем углу левой верх-
ней фотоприёмной ячейки. Направления возрастания 
растровых координат совпадают с направлением возрас-
тания одноимённых индексов. Положение точки O зада-
ётся парой растровых координат (hO, wO). Целочислен-
ные значения (ĥ, ŵ) растровых координат указывают на 
левый верхний угол квадратной фотоприёмной ячейки с 
индексами (ĥ, ŵ). Точка с растровыми координатами 
(h, w) попадает в фотоприёмную ячейку с индексами 
ĥ = floor(h), ŵ = floor(w), где floor(…) – функция округ-
ления к −∞. 

С камерой связана система координат CF (Camera 
Frame) с началом в точке O. Ось CFz  лежит на оптиче-
ской оси камеры и направлена в пространство предме-
тов, оси CFx , CFy  направлены, соответственно, вдоль 
столбцов и строк МФП в строну возрастания ĥ и ŵ. Эти 
оси образуют в плоскости МФП векторную систему ко-
ординат, в которой положение точки задаётся двумер-
ным вектором с координатами [ ]x y  ξ T , отложен-

ным из точки O. Векторные ξ  и растровые (h, w) коор-
динаты изображающей точки Z' связаны между собой 
соотношениями 

 [ ] , [ ] / [ ]O O O Oa h h w w h w a h w    ξ ξT T T  

Единичный направляющий вектор s  звезды Z задаётся в 
CF столбцом координат [ ]x y zs s ss T , выраженным 
через векторные координаты её изображения Z': 

 2 2 2 1/ 2
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( )x y

F
F




   
ξs

T T

 x

yz

sF
ss
 

   
 

ξ  

Экспозиция очередного кадра начинается в момент 
времени tEk = tE0 + kTF, где k = 0,1,… - номер кадра, TF – 
межкадровый период, tE0 - момент начала экспозиции 
кадра с номером 0. Время экспозиции TE ≤ TF постоянно, 
кадр с номером k экспонируется внутри временного от-
резка [tEk, tEk+TE]. Оси чувствительности ИИМ сонаправ-
лены с одноимёнными осями CF. То есть, ИИМ измеряет 
проекции ωm=[ωxm ωym ωzm]T=ω(tIm) вектора ( )t

  угловой 
скорости камеры на CF в дискретные моменты времени 
tIm=tI0+mTI, где m = 0,1,… – номер измерения, tI0 – мо-
мент начального измерения, TI < TE/2 – постоянный пе-
риод измерения ИИМ. 

Если камера поворачивается во время экспозиции, то 
геометрическое изображение звезды движется по траек-
тории ( )tξ , называемой траекторией смаза. Эта траекто-
рия описывается системой дифференциальных уравне-
ний для векторных координат [4]: 


2 2

2 2
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ξ ξ ξ ξξ

x y x yx

y x y xy

F F
F FF

     
    

      
ω


  

Начальные условия ( ) [ ( ) ( )]Ek x Ek y Ekt t t  ξ T  опреде-
ляются по положению геометрического изображения 
звезды в начале экспозиции кадра k. Цифровое изобра-
жение звезды, смазанное вдоль траектории ( )tξ , описы-

вается ядром смаза ˆ ˆ ˆ ˆ( , ; , )H h w p q , где ˆ ˆ( , )p q  - индексы 
фотоприёмной ячейки, содержащей начальную точку 

( )Ektξ  траектории смаза; ˆ ˆ( , )h w  - индексы пикселей, в 
которых вычисляется значение ядра смаза. Для любых 

ˆ ˆ( , )p q  выполняется условие нормировки 
1 1

ˆ ˆ0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ( , ; , ) 1H W

h w
H h w p q 

 
  . Семейства траекторий смаза 

( )tξ  и ядер смаза ˆ ˆ ˆ ˆ( , ; , )H h w p q  получаются для каждого 
кадра k как результат решения «специальной задачи» 
инерциальной навигации на временном отрезке 
[tEk, tEk+TE] [4]. 

III. НАКОПЛЕНИЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ КАДРОВ 

A. Вычисление ориентации кадра 
Размер накапливаемой последовательности – K кад-

ров с номерами k=0…K–1. Накопление выполняется в 
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плоскости начального кадра с k=0, все последующие 
кадры проектируются на эту плоскость. Моментом вре-
мени обнаружения звезды является момент tE0. Ориента-
ция кадра k описывается инерциальной системой коор-
динат CFk, которая совпадает с ориентацией CF в мо-
мент времени tEk, т.е. CFk=CF(tEk). Пусть в момент вре-
мени tE0 некоторый направляющий вектор s  задаётся 
относительно CF0 координатами 0s . Тогда координаты 
этого же вектора в CFk вычисляются в виде 0

0k ks S s ,  

 0 1 2 2[( ) ( ) ( ) ]row row row
k k k kS s s sT T T T  0

0 3S I  

где 0
kS  - ортогональная матрица преобразования коорди-

нат вектора из CF0 в CFk; 1row
ks , 2row

ks , 2row
ks  - первая, вто-

рая и третья строки матрицы 0
kS . Момент tI0 начального 

измерения ИИМ выбирается из условия tI0 ≤ tE0 < tI1, а 
количество M измерений ИИМ определяется по моменту 
начала экспозиции последнего кадра с номером K–1: 

2 1 1IM EK IMt t t    . Таком образом, каждый момент tEk 
располагается между двумя последовательными момен-
тами: 1k kIm Ek Imt t t   . 

Ориентация камеры в момент времени t вычисляется в 
форме кватерниона ( )tq . Кватернион 1( ) ( )m mt   q q q  в 
момент времени 1[ , ]Im Imt t t  вычисляется через прира-
щение ( )m q  за время 1 [0, ]Im It t T    , где 1 1( )m Imt q q  
[6]: 
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где 0 1 2 3( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]m m m m mq q q q          q     T  - не-
нормированное приращение ( )m q . Для IT  : 
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Начальное значение 0 0( )Itq q  назначается из усло-
вия 0

30 S I , то есть 0( ) [1 0 0 0]Et q T . При таком выборе 
значение 0q  не важно, а 1 1( )Itq q  вычисляется в виде: 

 1 1 1/ || ||q q q   1 1 0 0 1( )E It t   q q q    

где знак «~» обозначает комплексное сопряжение ква-
терниона. Все остальные значения ( )m Imtq q  в момен-

ты Imt , m ≥ 2 вычисляются по обычному алгоритму инте-
грирования кватерниона ориентации: 

 1/ || ||m mq q q   1m m m q q q   

Теперь можно вычислить  кватернион ( )k Ektf q  
ориентации камеры в момент начала экспозиции кадра k: 

/ || ||k k kf f f
 

 1 Э 1( )k k kk m m k mt t   f q q
  

Матрица 0
kS  получается из кватерниона kf  по обычным 

формулам преобразования представлений ориентации. 

B. Согласованная фильтрация с накоплением 
В момент начала накопления положение звезды 

внутри кадра k=0 неизвестно. Для накопления с «пик-
сельным» разрешением предполагается, что геометриче-
ское изображение звезды в момент 0Et  может оказаться в 
центре любой фотоприёмной ячейки с индексами 

0 0
ˆ ˆ( , )h w . Векторные координаты этого изображения в 

кадре 0 

 0 0 0 0 0
ˆ ˆˆ ˆ( , ) [ 0,5 0,5 ]O Oh w a h h w w    ξ T  

В кадре k геометрическое изображение этой же звезды 
окажется в пикселе 0 0 0 0

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ( , ), ( , ))k kh h w w h w  
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Далее, для сокращения записи, индексы исходного 
пикселя будут опускаться, т.е. запись 

0 0 0 0
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ( , ), ( , ))k kh h w w h w  будет сокращённо записываться 

как ˆ ˆ( , ).k kh w В каждом кадре k для каждого пикселя 
ˆ ˆ( , )k kh w  синтезируется согласованное ядро смаза 

ˆˆ ˆ ˆ( , ; )k kH p q h w , начинающееся в центре пикселя. При 
помощи этого ядра рассчитывается значение корреляци-
онной функции 


1 1

ˆ ˆ0 0

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ; , ) ( , )
H W

k k k kk k
p q

I h w H p q h w I p q
 

 

  

где 1, 1
ˆ ˆ, 0ˆ ˆ{ ( , )}H W

k p qI p q  
  - матрица цифрового изображения, 

полученная в кадре k.  

Аккумулятор 1, 1
ˆ ˆ, 0

ˆ ˆ{ ( , )}H W
h w

A h w  


 для накопления про-
фильтрованных изображений инициализируется резуль-
татами согласованной фильтрации кадра 0: 

0 0 0 0 0 0
ˆ ˆˆˆ ˆ( , ) ( , )A h w I h w , где 0 0

ˆ ˆ( , )kA h w  - содержимое ак-
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кумулятора после обработки кадра k=0,1,…K−1. Каж-
дый пиксель 0 0

ˆ ˆ( , )h w  однозначно указывает на пиксель 
ˆ ˆ( , )k kh w , обратное не верно. Поэтому, для добавления 

очередного профильтрованного кадра в аккумулятор, не 
требуется явного преобразования поворота: 

 0 0 1 0 0
ˆ ˆ ˆˆˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , )k k k k kA h w A h w I h w   

После накопления K последовательных кадров акку-
мулятор нормируется для получения накопленного 
изображения 0 0 1 0 0

ˆ ˆˆ ˆ( , ) ( , ) /KU h w A h w K . 

IV. МОДЕЛИРОВАНИЕ НАКОПЛЕНИЯ 
Моделирование проводится для K=40 кадров при угло-

вой скорости [0,31 0,95 0] / сек ω T , | | 1 / сек ω . 
Время экспозиции одного кадра TE = 5 мсек, период изме-
рений ИИМ TI = 200 Гц. Длительность межкадрового ин-
тервала TF = 20 мсек, что даёт длительность интервала 
накопления (K−1)TF = 0,8 сек. В модели наблюдается звез-
да с видимой звёздной величиной mV=4 спектрального 
класса A0V (спектральный класс Веги). Наблюдение вы-
полняется в дневное время на высоте 10 км. Вопросы рас-
чёта настроек камеры для выбранных условий наблюдения 
в работе не рассматриваются. 

Смазанное изображение звезды, без фоновой под-
ставки и шума, показано на рис.1. Красными прямо-
угольниками выделены ярчайшие пиксели изображения, 
линия – траектория смаза, жирная точка – начало траек-
тории. Это же изображение в шумах дневного фона по-
казано на рис.2. Если определить отношение сигнал/шум 
(С/Ш) как отношение полезного сигнала к СКО шума в 
ярчайшем пикселе, то этому изображению соответствует 
С/Ш=0,5. Смазанное изображение звезды совершенно 
неразличимо в шумах и ярчайший пиксель ярчайший 
пиксель кадра ему не принадлежит. На рис.3. показано 
накопленное изображение, в котором ярчайший пиксель 
совпадает с пикселем, содержащим начальную точку 
траектории смаза. Отношение сигнал/шум в этом пиксе-
ле C/Ш = 4,4, что даёт достаточно высокую вероятность 
обнаружения изображения звезды с привязкой к момен-
ту начала экспозиции. 

 
Рис. 1. Смазанное цифровое изображение звезды без фоновой под-
ставки и шума 

 

Рис. 2. Смазанное изображение звезды, наблюдаемое на фоне 
дневного неба на высоте 10 км 

 

Рис. 3. Результат накоплений K=40 кадров со смазанным изобра-
жением звезды в фоновых шумах 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В докладе рассматривается подход к накоплению 

изображений с предварительной обработкой, основанной 
на анализе внутренней структуры смазанного изображе-
ния звёзд. В предлагаемом подходе накопление строится 
в два этапа. На первом этапе каждый кадр подвергается 
цифровой фильтрации, согласованной со смазом. Ре-
зультатом фильтрации является новый кадр, каждый 
пиксель которого содержит значение корреляционной 
функции между исходным кадром и ядром смаза, начи-
нающимся в этом пикселе. Если в пикселе исходного 
кадра начинается смазанное изображение звезды, то в 
этом же пикселе профильтрованного кадра появляется 
корреляционный максимум. В противном случае про-
фильтрованный пиксель будет содержать сглаженную 
реализацию фонового шума, или результат перекрёстной 
корреляции между ядром смаза и смазанным изображе-
нием звезды, начавшимся в другом пикселе. 
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Второй этап сводится к простому попиксельному 
сложению профильтрованных кадров. Поворот здесь 
учитывается в неявном виде. Вместо явного, «слепого» 
перепроецирования текущего кадра на первый, сначала 
рассчитывается (с использованием измерений гироско-
пов) пиксель текущего кадра, в который попадает гео-
метрическое изображении звезды из пикселя первого 
кадра. Затем к этому пикселю первого кадра прибавляет-
ся результат согласованной фильтрации смаза в рассчи-
танном пикселе последующего кадра. 

Если в каком-либо пикселе первого кадра, в момент 
начала экспозиции, присутствовало геометрическое 
изображение звезды, то в этом же пикселе накопленного 
изображения возникнет локальный максимум. Положе-
ние этого максимума не зависит от траектории поворота 
камеры на временном интервале накопления кадров. 
Наличие накопленного максимума позволяет обнару-
жить изображение звезды, однозначно измерить её коор-
динаты в плоскости первого кадра и однозначно привя-
зать эти координаты к моменту начала экспозиции пер-
вого кадра. Поскольку все координаты обнаруженных 
звёзд привязаны к первому кадру, измерение ориентации 
по накопленному кадру выполняется с задержкой, рав-
ной длительности интервала накопления. 

Для определения ориентации, вместе с распознавани-
ем обнаруженного созвездия, современным астродатчи-
кам требуется не менее четырёх звёзд [7]. Если расстоя-
ния между геометрическим изображениями звёзд на 
матрице больше длин их траекторий смазов (для разных 
изображений эти траектории различны), то накопленные 
изображения звёзд однозначно обнаруживаются и иден-
тифицируются. В противном случае возникает наложе-

ние смазанных изображений звёзд. Ядро смаза обладает 
плохими кореляционными свойствами, поэтому нало-
женные изображения близких звёзд плохо разделяется 
при согласованной фильтрации и могут сливаться при 
накоплении. 
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Аннотация—Работа посвящена описанию разработки, 
тестирования и внедрения алгоритмов навигации для бес-
пилотной колесной сельскохозяйственной техники, когда 
аппаратный состав ее навигационного комплекса состоит из 
низкоточной бесплатформенной инерциальной навигацион-
ной системы (БИНС), построенной на микроэлектромехани-
ческих датчиках (МЭМС), приемника сигналов глобальных 
навигационных спутниковых систем (ГНСС) и данных одо-
метрии – одометра и датчиков поворота руля или рамы. 

В задачах функционирования беспилотной сельскохо-
зяйственной техники важнейшая роль отведена задаче 
навигации. Для обработки большинства культур требует-
ся надежное позиционное решение с точностью до не-
скольких сантиметров. Высокая точность важна также 
для снижения затрат топлива и обеспечения безопасной 
для человека работы сельскохозяйственной техники. 
Надежность навигационного решения заключается в 
устойчивости решения к выбросам и кратковременным 
пропаданием информации ГНСС. 

В работе рассматривается два типа компоновки техни-
ки, отличающиеся конструктивно: классическая и шарнир-
но-сочлененная. Классическая компоновка подразумевает 
четыре колеса, два из которых поворотные, при этом не-
важно какие из колес поворотные, передние или задние. 
Шарнирно-сочлененная компоновка подразумевает две 
полурамы, соединенные шарниром, на каждой из которых 
установлены по два колеса, неповоротных по отношению к 
соответствующей полураме. Поворот при такой компоновке 
осуществляется за счет изменения угла между полурамами. 

Ключевые слова—ИНС, МЭМС, одометрия, беспилот-
ная техника, сельскохозяйственная техника. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
АО «Когнитив» занимается разработкой и производ-

ством систем управления движением сельскохозяй-
ственной техники с высоким уровнем автономности. В 
задачах функционирования беспилотной техники важ-
нейшая роль отведена задаче навигации. Высокая точ-
ность навигации важна для обработки большинства 
сельскохозяйственных культур, снижения затрат топли-
ва и обеспечения безопасной для человека работы [1]. 
Кроме того, навигационное решение должно быть 
надежным, что заключается в устойчивости решения к 
выбросам и кратковременным пропаданиями информа-
ции ГНСС в условиях грубой БИНС. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

A. Аппаратный комплекс 
Навигационный аппаратный комплекс системы 

включает низкоточную БИНС, одноантенный приемник 
сигналов ГНСС (далее просто ГНСС), одометр и датчик 
поворота руля или рамы. Допускается случай, когда 

показания одометра недоступны по техническим при-
чинам. Этот случай требует отдельного рассмотрения.  

БИНС построена на МЭМС датчиках, с дрейфами 
датчиков угловых скоростей (ДУС) порядка 1000 °/час и 
смещениями нулей акселерометров порядка 0.1 м/с/с. 
БИНС, вместе с антенной ГНСС, располагается на кры-
ше транспортного средства (ТС). Помимо этого, система 
включает стереокамеру, установленную на крыше ТС, 
но использование стереокамеры для навигации пока 
выходит за рамки нашей работы.  

ГНСС может использоваться как в высокоточном 
режиме дифференциальной коррекции (RTK, Real Time 
Kinematic), так и без него. 

Рассматриваемая колесная сельскохозяйственная 
техника включает в себя тракторы и комбайны. Боль-
шинство тракторов и комбайнов имеют классическую 
компоновку, т. е. две колесных оси: переднюю и зад-
нюю, одна из которых является поворотной относитель-
но жесткого корпуса. Для большинства тракторов пово-
ротная ось – передняя, для большинства комбайнов – 
задняя. Отдельному рассмотрению подлежат тракторы с 
шарнирно-сочлененной компоновкой, которая подразу-
мевает две полурамы, соединенные шарниром. На каж-
дой из полурам установлена колесная ось, неповоротная 
по отношению к соответствующей полураме. Поворот 
ТС при такой компоновке осуществляется за счет изме-
нения угла между полурамами. Примером такой компо-
новки может служить трактор Кировец-К7М производ-
ства АО «Петербургский тракторный завод». 

 
Рис. 1. Кировец К-7М с системой Cognitive Agro Pilot 

Датчик угла поворота руля или рамы, основанный на 
эффекте Холла, закрепляется на поворотной оси и со-
единен с одним из поворотных колес, в случае класси-
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ческой компоновки, или на шарнире, в случае шарнир-
но-сочлененной компоновки. 

B. Задача навигации и оценивания 
В первую очередь необходимо получить навигаци-

онное решение – координаты, вектор скорости и углы 
ориентации ТС за счет интеграции показаний инерци-
альных датчиков БИНС, данных ГНСС и одометра. 
Навигационное решение должно быть устойчиво к 
кратковременным отключениям и выбросам решения 
ГНСС в условии грубой БИНС. Использован традици-
онный подход к решению этой задачи, когда при помо-
щи показаний инерциальных датчиков реализуются ал-
горитмы счисления БИНС в осях опорного географиче-
ского трехгранника с тем или иным способом устойчи-
вого моделирования вертикального канала БИНС. Далее 
решается задача коррекции БИНС при помощи данных 
ГНСС. Задача коррекции решается с применением об-
ратных связей (замкнутый вариант) по оценкам соответ-
ствующего фильтра Калмана. Методически задача кор-
рекции сводится к решению задачи оценивания (для 
иллюстрации в непрерывном времени) вида 

ݕ̇ = ݕܣ + ,ݍ ݖ = ݕܪ +  (1) ,ݎ

где ݕ – вектор состояния, ܣ – матрица, соответствующая 
принятой модели линейных уравнений ошибок БИНС и 
линейных моделей инструментальных погрешностей 
одометра и угла поворота колес/рамы, ݍ,  векторные – ݎ
случайные процессы типа белого шума заданной интен-
сивности, ݖ – вектор измерения, формируемый при по-
мощи данных ГНСС и одометра, ܪ – соответствующая 
матрица измерений. 

Отметим, что для задачи автоматического управле-
ния необходима оценка угла поворота колес. Предпола-
гается линейная модель ошибок угла поворота колес ߜ 
от показаний датчика ߜ′, которая включает смещение 
нуля ݇

ఋ, масштабный коэффициент ݇ଵ
ఋ и случайную 

ошибку ߜ ߂ ௦: 

= ′ߜ + ߜ   ݇
ఋ  + ݇ଵ

ఋ ߜ + ௦ߜ ߂  . (2) 

Эти два коэффициента, предполагаемые постоянны-
ми, также необходимо оценить в задаче оценивания. 
Помимо угла поворота, необходимо найти оценку угло-
вой скорости ТС. Для этого используются как показания 
ДУС, скорректированные на оценку дрейфов, так и угол 
поворота колес с учетом кинематической модели дви-
жения ТС. Задача автоматического управления выходит 
за рамки данной работы. 

Обратим внимание, что в случае классической компо-
новки техники, датчик угла поворота колес связан только 
с одним из поворотных колес. Поэтому следует учиты-
вать принцип Аккермана [6], который заключается в том, 
что, при повороте, внутреннее поворотное колесо пово-
рачивается на больший угол, по сравнению с внешним, т. 
к. движется по окружности меньшего радиуса. 

Для решения задачи навигации используется линей-
ный фильтр Калмана (ФК) в обратных связях с 18-
мерным вектором состояния 

ଵݕ = ்ݔ߂)  , ்ܸߜ , ,ଵߙ ,ଶߙ ,ଷߚ ݇௩ , ,ଵߵ ,ଷߵ ߥ
் , ߂ ݂

்)், (3) 

где ்ݔ߂  – вектор позиционных ошибок БИНС, ்ܸߜ  – век-
тор динамических скоростных ошибок БИНС, ߙଵ,  – ଶߙ
угловые ошибки построения приборной вертикали, ߚଷ – 
азимутальная угловая ошибка, ݇௩ – масштабный коэф-
фициент одометра,  ߵଵ, -ଷ – угловые параметры несоосноߵ
сти «измерительной»  оси одометра с осями БИНС, ߥ  – 
вектор дрейфов ДУС, ߂ ݂ – вектор нулей акселерометров. 

Для оценивания коэффициентов угла поворота колес 
используется дополнительный линейный ФК в обрат-
ных связях с вектором состояния 

ଶݕ  = ,ଵݔ ߂)  ,ଶݔ ߂ ,߰߂ ݇
ఋ , ݇ଵ

ఋ), (4) 

где ߰߂ – ошибка угла курса.  

III. КИНЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ  
Рассматриваемые модели постулируют расположе-

ние курсовой точки. Курсовая точка — это точка, век-
тор скорости которой направлен вдоль продольной оси 
ТС при отсутствии проскальзывания. Это свойство ис-
пользуется при формировании сигналов скоростной 
коррекции при пропадании сигналов ГНСС, подробнее 
мы обсудим это ниже. Кроме того, этот факт можно ис-
пользовать для коррекции курса, т. к. путевой угол этой 
точки практически совпадает с углом курса. 

A. Велосипедная модель 
Велосипедная кинематическая модель [2, 3] хорошо 

аппроксимирует движение ТС с классической компо-
новкой при отсутствии бокового проскальзывания.  

 
Рис. 2. Велосипедная модель  

В велосипедной модели два колеса на одной оси за-
меняются одним мнимым колесом как на поворотной, 
так и на неповоротной оси, а корпус ТС заменяется 
жестким стержнем. Боковое проскальзывание отсут-
ствует.  

Велосипедная модель постулирует расположение 
курсовой точки в центре неповоротной оси.  

B. Шарнирно-сочлененная модель 
Шарнирно-сочлененная кинематическая модель [4, 

5] хорошо аппроксимирует движение ТС с шарнирно-
сочлененной компоновкой при отсутствии бокового 
проскальзывания. 
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Рис. 3. Шарнирно-сочлененная модель 

В шарнирно-сочлененной модели полурамы и оси 
заменяется жесткими стержнями. На каждой полураме 
по два колеса, которые не могут поворачиваться отно-
сительно соответствующей полурамы. Боковое про-
скальзывание отсутствует. 

Шарнирно-сочлененная модель, постулирует две кур-
совые точки, в центрах передней и задней оси. Далее мы 
будем говорить только о передней курсовой точке.   

IV. СКОРОСТНАЯ КОРРЕКЦИЯ 

A. Коррекция при помощи измерений  одометра 
Рассматривается модель ошибок измерения скорости 

одометром, которая включает масштабный коэффици-
ент ݇௩ и параметры несоосности  ߵଵ, -ଷ «измерительߵ
ной» оси одометра с осями БИНС [7]: 

௦ܸ′ = ௭ܸ + ,ଷߵ−) ′ܸ ݇௩ , ்(ଵߵ + ߂ ௦ܸ
௦  , (5) 

где ௦ܸ′ =  (0, ܸ′, 0)் – вектор скоростного измерения 
одометра в связанных с телом осях Ms, ௭ܸ – истинный 
вектор скорости в приборных осях БИНС Mz, ߂ ௦ܸ

௦  – 
случайная составляющая ошибки. 

Эти коэффициенты предполагаются постоянными и 
включаются в вектор состояния задачи оценивания (3). 

Предполагается, что скорость одометра относится к 
курсовой точке. Поэтому, при использовании скорост-
ной коррекции, следует учитывать разнесение курсовой 
точки и приведенного центра БИНС. Вектор измерения 
в связанных осях Ms принимает следующий вид 

௦ݖ = ௦௫ܣ  ෨ܸ௫ − ௦ܸ′ − ෝ߱௦ܴ߂௦  , (6) 

где ܣ௦௫ – матрица перехода из географического трех-
гранника Mx в связанные оси Ms, ෨ܸ௫ – текущая оценка 
вектора скорости приведенного центра БИНС в осях Mx, 
ෝ߱௦ – кососимметрическая матрица, построенная на век-
торе угловой скорости ௦߱ в осях Ms, ܴ߂௦ – вектор, со-
единяющий приведенный центр БИНС с курсовой точ-
кой. В качестве угловой скорости используются показа-
ния ДУС, поправленные на оценку дрейфов. 

Этот вектор скоростного измерения связан с компо-
нентами вектора состояния (3) следующим образом 

௦ݖ = ܸߜ௦௫ܣ + መߚ௦௫ܣ ෨ܸ௫ − ,ଷߵ−)′ܸ ݇௩ , ்(ଵߵ

−                          − ෝ߱௦ܴ߂௦ + ߂ ௦ܸ
௦ , 

− ෝ߱௦ܴ߂௦ + ߂ ௦ܸ
௦ , 

(7) 

где ߚመ  – кососимметрическая матрица, построенная на 
векторе ߚ = ଵߙ) + ௱௫మ

ோಿ
, ଶߙ − ௱௫భ

ோಶ
, -ଷ), ܴா и ܴே – долготߚ

ный и широтный радиусы кривизны навигационного 
эллипсоида, соответственно. 

Такая коррекция, помимо прочего и как показала 
практика, позволяет навигационному решению дольше 
оставаться работоспособным при пропадании сигналов 
ГНСС, по сравнению с автономным решением БИНС и 
особенно при использовании низкоточной МЭМС. 

B. ZUPT-коррекция в движении 
Здесь под ZUPT (Zero Velocity Update Technology) 

понимается коррекция по нулевым компонентам скоро-
сти курсовой точки. 

Напомним, что вектор скорости курсовой точки 
направлен вдоль продольной оси ТС, т.е. ௦ܸ

 =
(0, ܸ , 0)் . Сформируем вектор мнимого измерения 
скорости (боковая и «вертикальная» скорости в связан-
ных осях равны нулю) 

௦ݖ = ௦௫ܣ  ෨ܸ௫ − ௦ܸ
 − ෝ߱௦ܴ߂௦ .  (8) 

Этот вектор скоростного измерения связан с компо-
нентами вектора состояния (3) следующим образом 

௦ݖ = ܸߜ௦௫ܣ + መߚ௦௫ܣ ෨ܸ௫ − ෝ߱௦ܴ߂௦ . (9) 

Видно, что приведенные в этом подразделе формулы 
измерений похожи на формулы из предыдущего под-
раздела при условии ߵଵ = ଷߵ = ݇௩ = 0. Однако, здесь 
мы не знаем истинную скорость ܸ курсовой точки, 
поэтому для коррекции используем только первую и 
третью компоненты приведенных векторных уравнений. 
В этом и заключается коррекция по нулевым компонен-
там вектора скорости ௦ܸ

 курсовой точки. 

Заметим, что такая коррекция не требует никаких 
дополнительных датчиков и при этом (как показала 
практика) дает существенное улучшение работоспособ-
ности навигационного алгоритма при пропадании сиг-
налов ГНСС. Такая коррекция может применяться на 
колесной технике, на которой по тем или иным причи-
нам недоступны измерения одометра. 

V. РАЗВИТИЕ ЗАДАЧИ 
Система автономного управления Cognitive Agro Pilot 

также включает стереокамеру, устанавливающуюся на 
крыше трактора или комбайна. В связи с этим планирует-
ся привлечь визуальную одометрию для задачи навига-
ции. Предполагается, что данные визуальной одометрии 
помогут навигационному решению дольше оставаться 
работоспособным при пропадании сигналов ГНСС. 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Упомянутые выше алгоритмы и модели реализованы 

и работают на большом количестве сельскохозяйствен-
ной техники, включая комбайны и тракторы. Задача 
автоматического управления во многом опирается на 
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решение задачи навигации. Для точного решения задачи 
автоматического управления важную роль играет не 
только позиционное решение, но и угол поворота колес 
или рамы. Для оценки коэффициентов датчика угла по-
ворота используются соответствующая кинематическая 
модель, а также полное решение задачи навигации. 

Кинематические модели также постулируют важную 
гипотезу о расположении и свойствах курсовой точки. 
Это используется в задаче оценивания при коррекции 
по данным одометра, что, помимо прочего, позволяет 
навигационному решению дольше оставаться работо-
способным при пропадании сигнала ГНСС. 

Если данные одометра не доступны по тем или иным 
причинам, используется ZUPT-коррекция в движении, 
которая основана на той же самой гипотезе о курсовой 
точке. Причем такая коррекция работает немногим хуже 
предыдущей. 
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Аннотация—рассмотрен способ определения навига-

ционных параметров горного комбайна при помощи фазо-
вых интерферометрических и Доплеровских измерений. 

Ключевые слова—параметры навигации, горный ком-
байн, фазовые измерения, бесплатформенная инерциальная 
навигационная система. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Горные комбайны используются при разработке по-

род и полезных ископаемых: каменного угля, марганца, 
соли каменной, боксита, металлических рудных пород и 
т.д., в том числе в местах с вредными факторами и опас-
ными условиями труда. Поэтому одним из направлений 
модернизации горных комбайнов является их полная 
автоматизация и возможность работы автономно, без 
участия человека.  

В этом случае, такой горный комбайн должен быть 
оснащен навигационной системой, предназначенной для 
определения навигационных параметров (координат ме-
стонахождения горного комбайна и проекций скорости 
его движения). 

Классическим способом является установка на гор-
ном комбайне высокоточной бесплатформенной навига-
ционной системы, однако это на наш взгляд не всегда 
целесообразно, так как такая БИНС имеет высокую сто-
имость и т.к. горный комбайн работает непрерывно в 
течении нескольких часов, а порой и суток, то такая 
БИНС будет имеет накапливающуюся со временем по-
грешность, что приводит к необходимости ее коррекции. 

Другим вариантом – является оснащение горного 
комбайна приемной аппаратурой спутниковых навига-
ционных систем. Однако такая спутниковая система не 
всегда будет принимать сигналы от навигационных 
спутников, например когда горный комбайн работает в 
глубоких карьерах или ведется добыча ископаемых за-
крытым способом. 

II. ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ 
Предлагается способ определения навигационных 

параметров горного комбайна по сигналам трех разне-
сенных радиомаяков, установленных в карьере. В основе 
способа определения навигационных параметров лежат 
фазовые интерферометрические измерения. Суть данно-
го способа заключается в измерении разности фаз несу-
щей частоты для сигналов, принимаемых от разнесён-
ных радиомаяков на одну антенну, установленную на 
горном комбайне. В этих разностях, обусловленных не-
одинаковом расстоянии до баз радиомаяков, содержится 
информация об угле между направлением на приёмную 
антенну и прямой, определяющей вектор-базу пар 

наземных радиомаяков. Такой набор входных данных 
определяет стандартную геометрическую фигуру – тре-
угольную пирамиду – рис. 1. 

 
Рис. 1. Схема расположения радиомаяков в горном карьере 

При помощи этих измерений, определённых для трёх 
пар приёмная антенна – пара радиомаяков, и других 
стандартных выражений записывается система нелиней-
ных уравнений относительно неизвестных координат, 
основанная на стандартных геометрических соображе-
ний – рис. 2. 

 

Рис. 2. К определению навигационных параметров антенны горного 
комбайна при помощи системы радиомаяков 

Данная система нелинейных уравнений составляется 
следующим образом. Разности фаз сигналов, принимае-
мых антенной горного комбайна от пар наземных ра-
диомаяков, связаны с углами между направлениями на 
эту антенну (данным направлением является отрезок, 
соединяющий середину вектора-базы пар наземных ра-
диомаяков и фазовый центр антенны) и векторами-баз 
пар радиомаяков через длину излучаемой волны и рас-

Работа выполнена в рамках научно-исследовательского гранта 
Правительства Тульской области №ДС/139. 
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стояния между маяками. Остальные уравнения состав-
ляются на основании стандартного выражения для рас-
стояния между двумя точками для соответствующих 
параметров треугольной пирамиды. Таким образом, бы-
ла получена система из девяти нелинейных уравнений 
относительно неизвестных координат горного комбайна 
X , Y , Z . 

2 2 2
1 2 1 2 1 2

2 2 2
2 3 2 3 2 3

2 2 2
1 3 1 3 1 3

2
2 212

1 12 1

2
2 223

2 23

2 2 2

2 2 2

2 2 2

cos
2

2

x x y y z z
a X Y Z

x x y y z z
b X Y Z

x x y y z z
c X Y Z

d
n a d a

d
n b d



                 
     

                 
     

                 
     

      
 

 
    
 

     

     

     

2

2
2 213

3 13 3

2 2 2
1 1 1 1

2 2 2
2 2 2 2

2 2 2
3 3 3 3

cos

cos
2

b

d
n c d c

n x X y Y z Z

n x X y Y z Z

n x X y Y z Z





















 



         


     

      

      

 

где , ,a b c  – векторы-направления на соответствующие 
базы радиомаяков, 1 2 3, ,n n n  – расстояния между антен-
ной горного комбайна и соответствующим радиомаяком, 

12 23 13, ,d d d  – расстояния между парами радиомаяков, 

1 2 3, ,    – углы между вектором-базы радиомаяков и 
вектором-направлением на антенну горного комбайна, 
соединяющий середины баз и приёмника. 

Углы 1 2 3, ,    определяются из следующих выра-
жений: 
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где 12 23 13, ,      – разности фаз, регистрируемые 
антенной от соответствующих пар радиомаяков,   – 
длина волны излучаемых импульсов. 

Полученная система нелинейных уравнений относи-
тельно неизвестных координат антенны, установленной 
на горном комбайне, имеет девять неизвестных. Извест-
но, что подобные системы уравнений имеют достаточно 
громоздкие аналитические выражения, а иногда и вовсе 
не представляется возможности их вывести при более 
высоких степенях. Однако, для обеспечения возможно-
сти применения результатов на определённом вычисли-
теля с целью решения навигационной задачи был разра-

ботан вычислительный итерационный алгоритм опреде-
ления навигационных параметров с заданной точностью 
при помощи приведения исходной системы нелинейных 
уравнений к общему рациональному виду (путём стан-
дартных преобразований и многочисленных замен пере-
менных), при котором возможно численное решение 
системы относительно неизвестных. В предлагаемом 
способе использовался метод Ньютона. 
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где 1 9 ,f f 1 3 ,c c 1 9 ,b b 1 3 ,a a 1 9p p  – коэффици-
енты, вычисляемые заранее относительно расположения 
радиомаяков. 

Определение проекций линейной скорости осу-
ществляется за счёт использования информации об углах 
между направлением на антенну и вектор-базы пар ра-
диомаяков и частоте dif  принимаемого сигнала, которая 
измеряется на горном комбайне за счёт эффекта Доплера: 
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Проекции абсолютной линейной скорости , ,x y zv v v  – 
определяются при помощи радиально-скоростного (до-
плеровского) метода при помощи следующего выраже-
ния, записанного для момента времени t : 
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Для описываемого случая, когда система состоит из 3 
радиомаяков, запишем систему уравнений относительно 
неизвестных проекций линейной абсолютной скорости 
объекта на оси координат: 
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Для оценки работоспособности предложенных мето-
дов определения координат и скорости горного комбай-
на по сигналам трёх разнесённых радиомаяков, разрабо-
тана математическая модель и её программная реализа-
ция на языке Mathcad. И проведено математическое мо-
делирование. 
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Для оценки точности методов определения координат 
и скорости горного комбайна математическое моделиро-
вание проводилось при следующих условиях. Погреш-
ность в измерении разностей фаз приходящих сигналов 
на антенну горного комбайна задана в виде мультиплика-
тивной погрешности – 0,001% и аддитивной погрешно-
сти 0,0001°. Погрешность измерения частоты Доплера 
задана в виде мультипликативной погрешности – 0,001% 
и аддитивной погрешности 0,0001 Гц. При этом погреш-
ность определения координат горного комбайна пред-
ложенным методом составила 25 10  м, а погрешность 
определения его скорости предложенным методом со-
ставляет 22 10 м с . 

III. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Результаты исследования подтвердили работоспо-

собность и эффективность предложенных методов опре-
деления навигационных параметров горного комбайна. 
Точность определения зависит от точности приёмника, 
используемого для регистрации разностей фаз приходя-

щих сигналов, и от количества итераций, необходимых 
для решения системы уравнений. Были определены ос-
новные технические требования к системе радиомаяков 
и приёмной антенне. 

Таким образом, предложенный способ определения 
навигационных параметров позволяет определять коор-
динаты и проекции скорости горного комбайна при по-
мощи системы радиомаяков и приёмной антенны, что 
даёт возможность использовать эту информацию в авто-
матизированной системе управления горным комбайном 
с высокой точностью. 
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Аннотация—В докладе изложены проблемы усвоения 

навигационной информации, доставляемой разнесёнными в 
пространстве бортовыми датчиками спутникового позици-
онирования подвижного объекта (технологической плат-
формы) и совмещёнными с ними 3D-ньютонометрами. Ос-
новные математические конструкции следуют парадигме 
«состояние – измерение» и ориентированы на решение 
обратных задач определения движения ПО как твёрдого 
тела. В качестве базовой системы координат выбрана эл-
липсоидальная система и, дополнительно, иные коорди-
натные системы, обуславливающие решения. Представле-
ны алгоритмы вычисления кинематических параметров и 
пространственной ориентации ПО, характеристик кау-
зальности движения — сил и моментов. Предложено чис-
ленное решение проблемы векторной гравиметрии. Разра-
ботан оригинальный цифровой макет системы усвоения 
интегрированной спутниковой и инерциальной навигаци-
онной информации. 

Ключевые слова—математическая модель, некоррект-
ная задача, обратная задача, инерциальная информация, 
спутниковое позиционирование, интегрированная система, 
комплекс программ, язык программирования julia. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Современная методология теории и практики систем 

наблюдения и управления движущимися объектами су-
щественно ориентирована на глубокие математически 
формализованные представления этой предметной обла-
сти. В свете именно таких представлений и следует рас-
сматривать содержание и перспективы исследований, 
далее излагаемых по проблеме комплементарности двух 
различных по физической природе видов информации о 
движении, а именно — инерциальной, доставляемом 3D-
датчиками кажущегося ускорения (3D-ньютонометрами 
[1,2]) и позиционной — от навигационных спутниковых 
системам (НСС), типа ГЛОНАСС [3]. Должное теорети-
ческое обоснование таких систем позволило также рас-
ширить и обобщить функциональное назначение конеч-
ного программного комплекса. Такое расширение сни-
мает ограничения в практиках использования программ-
ного продукта.  

Основные парадигмы предлагаемых математически 
формализованных конструкций: калмановская парадиг-
ма – «состояние-измерение», наблюдаемость, управляе-
мость, устойчивость (по Ляпунову); парадигма разреши-
мости по Ж. Адамару обратных задач в условиях конеч-
ной точности измерений и вычислений; парадигма бор-
тового мультипозиционирования; парадигма универ-

сального программного комплекса – кроссплатформен-
ность и два режима функционирования (имитационной и 
реального времени). 

Целеполагающая онтология исследования, результа-
ты которого изложены в настоящем докладе, характери-
зуется следующими компонентами: объект исследова-
ния — мультиагентная бортовая система интегрирования 
спутниковой и инерциальной информации, доставляе-
мой датчиками указанных выше типов; предмет иссле-
дования — аналитические модели, численные методы и 
многофункциональные алгоритмы интегрированной 
навигационной системы; гипотеза (концептуальная па-
радигма) — технология численного решения математи-
чески некорректной обратной задачи многократного 
дифференцирования функции (траектории движения) 
при дискретно-темпоральном измерении её значений; 
концепция мультиагентности как средства достижения 
многофункциональности; цель исследования — разра-
ботка математического, алгоритмического и программ-
ного обеспечения для многофункциональных интегри-
рованных спутниково-инерциальных систем многоцеле-
вого назначения. 

Обращаясь к историческому аспекту, необходимо 
отметить, что идея мультиагентности далеко не нова. 
Ограничимся ссылкой на публикации [4, 5], в которых 
рассмотрены бортовые системы спутникового позицио-
нирования для оценки параметров пространственной 
ориентации авиационных и морских объектов. 

II. ОСНОВНЫЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 
Совокупность физических объектов представлена 

Землёй в качестве планеты Солнечной системы, по-
движным объектом как твёрдым телом, далее называе-
мым технологической платформой (ТП), и многоагент-
ной информационной системой, отождествляемой с n+1 
датчиками векторов сил негравитационной природы 
(3D-ньютонометры) и совмещённых с ними датчиками 
позиционирования навигационной спутниковой системы 
(например, ГЛОНАСС/GPS), известным образом разме-
щённых на ТП. 

В качестве формы (фигуры) Земли выбирается эл-
липсоид вращения А. Клеро с параметрами Ф. Н. Кра-
совского. Оставаясь в рамках представлений о мире И. 
Ньютона [1], вводится известная совокупность систем ко-
ординат [2]: геоцентрические, прямоугольные, сфериче-
ские, эллипсоидальная, подвижные ориентированные гео-
графически прямоугольные координатные триэдры и сво-
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бодно ориентированный жёстко связанный с ТП прибор-
ный триэдр, в осях которого задаются векторы места – 
элементов мультиагентной системы. 

Актуализируется задача реконструкции кинематиче-
ских параметров траектории — координат, скоростей и 
их производных, и реализуется процедура решения зада-
чи [6]. Математическая модель решения задач оценки 
значений траекторных параметров и их производных 
рассматривается как совокупность моделей частных об-
ратных задач вида «состояния-измерения», где каждая из 
частных моделей ассоциируется с образом функции вре-
мени η(ݐ) , аппроксимируемой моделью «состояний» 
вида η(ݐ) = ηଵ, η̇ଵ = ηଶ, η̇ଶ = ηଷ,… , η = 0, по её темпо-
рально измеряемым с инструментальными погрешно-
стями значениями η(ݐ), ݇ = 0,1,2,… ାଵݐ	; = ݐ + ߬, ߬ =
const так, что каждая частная модель «состояний» – это 
система линейных дифференциальных уравнений перво-
го порядка с простейшей одноклеточной жордановой (с 
нулевыми диагональными элементами) матрицей связи, 
имеющей индекс нильпотентости равный ݊ . При чис-
ленном решении сформулированной обратной задачи 
требуется обращение к дискретной модификации моде-
ли. Особенность матрицы связи позволяет получить дис-
кретное представление по отношению к исходной моде-
ли тем точнее, чем меньше временной шаг дискретиза-
ции τ . Однако, уменьшение τ  неизбежно приводит к 
ухудшению разрешимости обратной задачи (по Адама-
ру) в условиях конечной точности измерений и вычисле-
ний. В качестве решения этой проблемы предлагается 
несколько оригинальных процедур преобразования пе-
ременных, успешно приводящих дискретное представ-
ление к формам, независящим от шага дискретизации τ. 

Преодоление проблемы разрешимости задачи при 
достаточно больших значениях ݊  и малых τ  позволило 
эффективно реализовать нейросетевой алгоритм дина-
мического псевдообращения калмановского типа с ядер-
ным механизмом настройки. Механизм настройки на 
каждом шаге отождествляется с решением экстремаль-
ной задачи поиска минимума функции (квадратичного 
критерия) [6]. Наряду с этим реализован метод 
наименьших квадратов (МНК) в скользящем окне. Такой 
подход менее эффективен на сложных траекториях или 
при высоких погрешностях измерений, однако относи-
тельно малая вычислительная сложность в некоторых 
случаях оправдывает выбор.  

После решения задачи оценки кинематических пара-
метров материальной точки, рассматривается задача ди-
намики, в которой точка наделяется массой, т. е. матери-
ализуется, а её траектория движения обретает свойство 
причинности (казуальности) и является решением урав-
нения Ньютона. Каждая из ݊ + 1 точек, входящих в бор-
товую мультиагентную систему, участвует в двух дви-
жениях — относительном (к твёрдой Земле) и перенос-
ном, обусловленным собственным вращением Земли. 
Таким образом, определяется вектор ܄ = ൫ ଵܸ

 , ଶܸ
 , ଷܸ

൯т 
абсолютной линейной скорости и соответствующий ему 
тензор вращения ષ = ௦ߗ) ), а уравнения Ньютона при-
нимают вид: 

 ௗ
ௗ௧
܄ +ષ܄ =  +  = ۴ , ݅ = 0, ݊തതതതത 

где  – вектор удельных сил негравитационной приро-
ды;  – напряженность гравитационного поля. 

В рассматриваемом случае, когда значения всех пе-
ременных определены, можно говорить и об определе-
нии всех сил — как инерции, описываемых в левых ча-
стях уравнения (1), так и действующих, обуславливаю-
щих траекторию движения ТП. Решение траекторной 
задачи для каждой отдельно взятой точки, позволяет, 
оценить (вычислить) равнодействующие удельных сил, 
обуславливающих каузальность каждой траектории. 
Дальнейшая интерпретация этого факта связана с 
успешным решением как задачи пространственной ори-
ентации ТП, так и задачи подвижной векторной грави-
метрии [7,8,9]. Рассмотрены частные случаи этих двух 
задач при различном числе ньютонометров и точек бор-
тового позиционирования ГЛОНАСС [10]. 

III. ЦИФРОВОЙ МАКЕТ 
Для программной реализации выбрана платформа 

разработки «Julia». Основным критерием выбора явля-
лась классификация одноименного языка программиро-
вания «Julia» как язык общего назначения. Такое же тре-
бование следует из обозначенной парадигме исследова-
ния — универсального программного обеспечения, ко-
торая на практике определяет особенности конструиро-
вания и применения рассматриваемого программного 
комплекса. Такой комплекс должен включать не только 
средства лабораторного или «настольного» исследова-
ния, но и возможность применения его в других процес-
сах, включая непосредственное бортовое функциониро-
вание в реальном времени. 

Естественным образом, в первую очередь программ-
ная реализация была необходима для верификации мо-
дельных представлений и проверки гипотезы о состоя-
тельности итогового решения. В последствии, вся про-
граммная реализация разрабатывалась с учетом перспек-
тивы более широкого применения всего программного 
комплекса. Тем более, что это является, вообще говоря, 
конечной целью. На данный момент разработанный про-
граммный пакет, как минимум, позволяет производить 
серии вычислительных экспериментов для верификации 
модельных представлений и проектировать конкретные 
траекторные задачи. Предшествующие исследования на 
эту тему вместе с вычислительными экспериментами 
при использовании оригинального программного ком-
плекса [9,10] позволяют удостовериться в состоятельно-
сти итогового решения. Поскольку работа по разработке 
моделей, алгоритмов и их реализации непосредственно 
на языке программировании с последующими числен-
ными испытаниями велись практически одновременно, 
дополняя и корректируя друг друга, то это позволило 
уже на этапе рассмотрения полной системы иметь уве-
ренность в работоспособности каждой из её частей. Этот 
факт подталкивает рассматривать программный ком-
плекс более широко в возможностях его применения. 

Основное содержимое программного пакета — набор 
структур данных и алгоритмов, описывающие состояние 
и работу каждой подсистемы. Решение же конкретной 
навигационной задачи сводится к описанию общего со-
стояния (информационного ресурса) и секвенциальной 
(последовательной) по своей форме цепочки команд ге-
нерации и обработки входной измеряемой информации. 

На основе полученного программного пакета в рам-
ках обозначенной парадигмы об универсальности, была 
реализована первая (базовая) версия цифрового макета 
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системы усвоения интегрированной спутниковой и 
инерциальной навигационной информации при борто-
вом мультиагентном характере её происхождения. Макет 
также реализован на языке программирования «Julia» и 
включает в себя: имитатор траекторий и пространствен-
ных движений объектов как твёрдых тел различного це-
левого назначения и симулятор заданных характеристик 
погрешностей измерений всех кинематических парамет-
ров; блок цифровой обработки информации, обеспечи-
вающий оценки всех кинематических и динамических 
параметров движения; блок решения прикладных задач 
проектирования и исследования возможных движений 
объектов; блок сбора и сериализации массива входных, 
выходных и промежуточных данных в формате HDF5. 

Имитатор представляет собой генератор входных 
данных для блока обработки и позволяет спроектировать 
любую необходимую траекторию движения объекта в 
виде потока виртуальных измерений глобальной навига-
ционной спутниковой системы и инерциальных датчи-
ков. Блок цифровой обработки, с учётом используемой 
системой координат входного потока измерений, произ-
водит оценку всех доступных кинематических и дина-
мических параметров движения, вплоть до параметров 
задач векторной гравиметрии и гравитационной гради-
ентометрии. Блок решения прикладных задач является 
связующим и управляет потоками данных. Цифровой 
макет допускает наличия одновременно нескольких эк-
земпляров имитатора и блока обработки. Блок сбора и 
сериализации позволяет накапливать и сохранять полное 
состояние всей системы в каждый дискретный момент 
времени. Формат HDF5 выбран как один из самых про-
изводительных и доступных форматов используемый в 
научной среде. В программном пакете предусмотрен ряд 
функций автоматического формирования структуры со-
стояния систем, задания атрибутов и сохранения данных. 
Открытость формата данных позволяет использовать 
полученные оценки в любых других необходимых паке-
тах для дальнейшей обработки, включая в продвинутых 
средствах визуализации. 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Разработанная версия цифрового макета системы 

усвоения интегрированной спутниковой и инерциальной 
навигационной информации позволяет решать задачи 
планирования и исследования маршрутных заданий как 
на искусственных (имитируемых), так и на реальных 
данных. Предлагаемый программный интерфейс призван 
обеспечить оперативную модификацию и адаптацию 
цифрового макета для применения его в конкретных 
процессах и задачах управления и навигации. 
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Аннотация—В статье рассматривается использование 

векторных измерений магнитного поля Земли для коррек-
ции грубых инерциальных навигационных систем, по-
строенных на основе микроэлектромеханических чувстви-
тельных элементов. Для навигации короткоживущих по-
движных объектов, движущихся на большой высоте над 
Землей, в качестве карты поля предлагается использовать 
глобальные геомагнитные модели. В работе приводятся 
результаты моделирования одного из вариантов такой 
навигационной системы, использующий грубые инерци-
альные датчики, феррозондовый магнитометр и глобаль-
ную модель магнитного поля EMM2017.  

Ключевые слова—интегрированная навигационная си-
стема, магнитная навигация, EMM2017. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В последнее десятилетие в специализированной ли-

тературе сравнительно часто появляются работы, свя-
занные с использованием измерений различных физиче-
ских полей Земли, в т.ч. геомагнитного поля, для кор-
рекции инерциальных навигационных систем (ИНС)  [1] 
- [7]. На первый взгляд, физические поля как источник 
корректирующей информации являются прекрасной аль-
тернативой ставшему уже традиционным комплексиро-
ванию ИНС и спутниковых навигационных систем 
(СНС) для случаев, когда уверенный прием сигналов 
СНС невозможен в силу тех или иных причин. Действи-
тельно, например измерения магнитного поля обладают 
целым рядом важных практических преимущества, та-
ких как потенциально высокая достижимая точность [8], 
сложность создания искусственных помех для сколько-
нибудь протяженных областей пространства, высокая 
стабильность магнитного карт во времени (вдали от ин-
дустриальных зон). Вместе с тем, использование маг-
нитного поля ставит перед создателями такой системы 
целый ряд практических трудностей. В частности, для 
достижения высокой точности навигации необходимо 
иметь детальную модель аномального магнитного поля, 
что требует предварительного картирования обширных 
участков земной поверхности. Кроме того, естественное 
магнитное поле включает в себя быстро меняющуюся 
вариационную составляющую, подавление которой 
представляет отдельную сложную проблему [7]; неучет 
этой составляющей приводит к серьезному снижению 
точности навигационного решения [9]. Дополнительные 
сложности представляет компенсация девиации магни-
тометра, связанная с намагничением корпуса подвижно-
го объекта [10], [11], а также учет влияния бытовых и 
индустриальных помех, что особенно важно при навига-
ции в городах и густо населенной местности.  

В то же время, существует целый ряд задач, в кото-
рых требуется коррекция бесплатформенных ИНС 
(БИНС) сравнительно низкой точности на основе микро-
электромеханических (МЭМС) датчиков, установленных 
на борту короткоживущих подвижных объектов. В дан-

ной работе мы рассмотрим одну из таких задач, особен-
ностью которой является движение объекта на большей 
части траектории на большой высоте над землей (20 - 30 
км). Подход, основанный на использовании карт ано-
мального магнитного поля для таких классов объектов 
неприменим в связи с тем, что амплитуда магнитных 
аномалий на данных высотах имеет очень малую вели-
чину. Вместе с тем, имеются глобальные модели маг-
нитного поля Земли, подходящие для работы на таких 
высотах. В настоящей работе мы предлагаем алгоритм, 
основанный на использовании глобальных моделей для 
коррекции БИНС. 

II. ГЛОБАЛЬНАЯ МАГНИТНАЯ МОДЕЛЬ EMM2017 
Как известно, магнитное поле Земли является суммой 

нескольких составляющих [12]: глобальной или нор-
мальной составляющей, в основном генерируемой про-
цессами, протекающими в ядре Земли (магнитогидроди-
намическое динамо), аномальным полем, источником 
которого является неравномерное намагничение горных 
пород, и вариационной составляющей, в основном свя-
занной с изменением состояния ионосферы. Большин-
ство моделей нормального поля используют подход, за-
ключающийся в следующем [13], [14]. Потенциал маг-
нитного поля в сферической системе координат задается 
в виде разложения: 

V (r ,θ,ϕ ,t )= a∑
n= 1

N

∑
m= 0

n

(ar )
n+1

×

(gnm(t )cosmϕ+hnm(t )sinmϕ)Pn
m(cosθ),

 (1) 

где θ - ко-широта, φ - долгота, r - расстояние от центра 
Земли, a - известная константа, t - время, Pn

m(cosθ) - 
присоединенные функции Лежандра, нормированные по 
Шмидту. Тогда компоненты вектора магнитной индук-
ции в проекции на оси прямоугольной системы коорди-
нат Охуz, где ось Ox направлена на север, ось Oy - на 
восток, Oz - вниз по направлению геоцентрической вер-
тикали, можно представить как:  

Bx=
1
r
∂V
∂θ

,By= − 1
r sinθ

∂V
∂ϕ

,Bz=
∂V
∂ r   

Отметим, что совершенно аналогично из (1) могут быть 
вычислены пространственные производные потенциала 
более высокого порядка. Коэффициенты gnm, hnm зависят 
от времени линейно: 

gnm(t)= gnm(T0)+ ġnm(T0)(t − T0),
hnm(t )= hnm(T0)+ḣnm(T0)(t − T0).   

Таким образом, модель полностью задается набором 
коэффициентов gnm(T0), ġnm(T0),hnm(T0), ḣnm(T0)  
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и начальным моментом времени T0. Степень модели N 
отражает детальность представления данных: например, 
для модели IGRF12 [15] с N = 13, характерная длина 
волны составляет порядка 3000 км, а для модели 
EMM2015 [16] с N = 720 - порядка 56 км. Модель 
EMM2017 [17] является дальнейшем развитием 
EMM2015 с увеличением N до 790, что дает характер-
ную длину волны порядка 51 км. 

III. КОРРЕКЦИЯ С ПОМОЩЬЮ МАГНИТНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ 
Наш подход к использованию корректирующих маг-

нитных измерений заключается в сведении задачи кор-
рекции к линейной задаче оптимального оценивания и 
применения для решения последней фильтра Калмана 
[18], [19]. Уравнение динамики может быть представле-
но в виде [20]: 

xk+1= F k xk+qk ,  (2) 

где Fk – матрица динамики, qk – шумовая составляющая, 
xk – вектор состояния: 

xk= (ΔxkT ,δ vkT ,βkT , Δwk
T , Δf k

T)T .   

Здесь Δxk  – ошибки координат, δvk  – динамические 
ошибки скоростей, βk  – угол малого поворота, 
Δwk , Δf k  – ошибки датчиков угловых скоростей и ак-
селерометров соответственно [21]. 

В свою очередь, уравнение измерений может быть 
записано в форме [9]: 

zk= H kxk+r k ,  (3) 

где Hk – матрица измерений, rk – вектор шума в измере-
ниях магнитометров, zk – вектор измерений, имеющий 
вид:  

zk= Bk
mod− Bk

mes ,   

где Bk
mod – индукция магнитного поля, вычисленная в 

данной точке по магнитной модели, Bk
mes – значение 

магнитной индукции, доставляемое измерителями.  

Применение стандартного метода калмановской 
фильтрации к задаче в постановке (2), (3) позволяет  по-
лучать как оценки навигационных ошибок, так и оценки 
инструментальных погрешностей чувствительных эле-
ментов, с последующей коррекцией БИНС по этим 
оценкам. 

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
Для проверки работоспособности описанного выше 

алгоритма, нами было проведено численное моделиро-
вание. В ходе него предполагалось, что подвижный объ-
ект движется вдоль сгенерированной программно траек-
тории. Данная траектория строилась таким образом, что-
бы включать в себя длительные участки полета на высо-
тах от 20 до 30 км над поверхностью Земли. Общая дли-
на траектории превышала 600 км, время движения по 
этой траектории было более 10 мин. Движения происхо-
дило в средних широтах, при этом начальная точка и 
направление полета выбирались таким образом, чтобы 
на траектории имелись два участка: в середине траекто-

рии со средними градиентами порядка 4 нТ/км, а в конце 
- порядка 7 нТ/км. Предполагалось, что БИНС построена 
на основе МЭМС-датчиков со следующими характери-
стиками: уход датчиков угловых скоростей 2°/час, 
ошибка акселерометров 0.005g. В качестве магнитного 
измерителя использовался феррозондовый магнитометр 
с точностью 5 нТ. Коррекция осуществлялась с частотой 
1 Гц.  

Результаты моделирования в виде горизонтальной и 
вертикальной составляющей ошибок определения коор-
динат в различных точках траектории приведены в табл. 
1. Видно, что ошибка определения горизонтальных и 
вертикальной координаты в середине траектории (время 
полета примерно 5 мин) больше, чем ошибка в этих же 
величинах в конце траектории (для времени более 10 
мин), что, на наш взгляд, объясняется более высокими 
средними градиентами вблизи конечного участка полета. 
Еще одной особенностью использования магнитных из-
мерений в качестве корректирующей информации, не 
нашедшей своего отражения в табл. 1, является быстрое 
улучшение курсовой ошибки в самом начале траектории, 
что связано с использованием для коррекции векторных 
измерений, позволяющих дополнительно оценить ори-
ентацию. 

TABLE I.  РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Составляющая 
ошибки 

Ошибки, м 
Середина траекто-

рии Конец траектории 

горизонтальная 290 180 
вертикальная 190 120 

V. ВЫВОДЫ 
Таким образом, нами показано, что предлагаемый в 

настоящей статье алгоритм комплексирования БИНС с 
магнитными измерениями работоспособен и может при-
менять в задачах, где не требуется достижения высокой 
точности навигационного решения. Привлекательной 
особенностью рассматриваемого алгоритма является 
использование глобальной модели магнитного поля Зем-
ли, что позволяет обойтись без предварительного карти-
рования районов коррекции навигационной системы. 
Заметим также, что в настоящее время имеются глобаль-
ные магнитные модели аномального поля, например 
[22], позволяющие осуществлять коррекцию на низких 
высотах и достигать более высокой точности с исполь-
зованием в целом аналогичного подхода. 
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Аннотация—Рассматривается технология оценки и 

компенсации траекторных нестабильностей радиолокато-
ра с синтезированной апертурой антенны (РСА) с помо-
щью интегрированной системы микронавигации. Такая 
система включает, кроме инерциально-спутникового мо-
дуля, доплеровский измеритель скорости и угла сноса. 
Интеграция указанных измерителей позволяет оценивать 
не только позиционные, но угловые нестабильности фазо-
вого центр антенны РСА. Приводятся результаты матема-
тического моделирования, подтверждающие целесообраз-
ность применения предлагаемой технологии для повыше-
ния разрешающей способности РСА в условиях турбу-
лентной атмосферы.  

Ключевые слова—радиолокатор с синтезированной 
апертурой антенны, траекторные нестабильности, 
инерциальная навигационная система, спутниковая 
навигационная система, доплеровский измеритель скорости, 
обобщенный фильтр Калмана.  

I.  ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время актуальной остается задача по-

вышения разрешающей способности радиолокационных 
систем (РЛС) при обзоре больших участков земной по-
верхности с борта летательного аппарата (ЛА) [1]. Ре-
шение такой задачи путем аппаратурного увеличения 
размера антенны не всегда представляется возможным 
из-за ограничений на массу и габариты бортового обо-
рудования ЛА. Поэтому реализуют аналитическое рас-
ширение диаграммы направленности путем «склейки» 
изображений, получаемых бортовой РЛС на траектории 
полета ЛА. При таком синтезе апертуры антенны РЛС 
возникает необходимость компенсации искажений 
изображения из-за траекторных нестабильностей, свя-
занных с отклонением ЛА от прямолинейного полета. 
Траекторные нестабильности на интервале обзора могут 
определяться с помощью инерциально-спутниковой 
системы микронавигации, размещенной вблизи фазово-
го центра антенны (ФЦА). Для компенсации указанных 
нестабильностей их оценки преобразуются в поправки к 
сигналам радиолокатора с синтезированной апертурой 
антенны (РСА) [2]. Однако инерциально-спутниковая 
микронавигация не в полной мере обеспечивает точ-
ность определения колебаний ЛА по углам ориентации. 
Поэтому возникает необходимость кроме инерциально-
спутниковых применять дополнительные средства мик-
ронавигации для РСА. Такими могут быть, например, 
следующие средства, позволяющие повысить точность 
определения угловых колебаний ЛА:  

 доплеровский измеритель скорости и угла сноса 
(ДИСС), определяющий проекции вектора тра-
екторной скорости на оси связанной с ЛА систе-
мы координат; 

 РСА, в котором реализован доплеровский режим 
измерения траекторной скорости в направлении 
диаграммы направленности.   

Цель работы – исследовать потенциальные возмож-
ности комбинированной инерциально-спутниковой си-
стемы микронавигации РСА с доплеровским каналом 
измерений траекторной скорости.  

Достижение цели опирается на применение комби-
нированных инерциально-спутниковых и инерциально-
доплеровских наблюдений для оценки с помощью 
обобщенного фильтра Калмана (ОФК) [3] ошибок опре-
деления параметров микронавигации, в том числе углов 
ориентации.  

II. ИНТЕГРИРОВАННАЯ СИСТЕМА МИКРОНАВИГАЦИИ 
ДЛЯ РАДИОЛОКАТОРА С СИНТЕЗИРОВАННОЙ АПЕРТУРОЙ 

АНТЕННЫ     
Требования к точностным характеристикам системы 

микронавигации для РСА вытекают из  взаимосвязи 
ошибок определения дальности D до объекта и разности 
фаз Δφ  излучаемого и принимаемого сигналов. Раз-
ность фаз определяется задержкой сигнала τ , которая 
связана с измеренной дальностью следующими соотно-
шениями [2]  

0 0Δφ ω τ 2π τ 2π τ / λf c   ; 
                        τ / 2 λ φ / (4π)D c   ,                       (1) 

где c – скорость распространения радиоволн; λ  – длина 
волны электромагнитного излучения; 0 0ω 2πf  – не-
сущая частота. 

Из соотношения (1) видно, что для сантиметрового 
диапазона длин волн и миллиметровых изменений 
дальности из-за траекторных нестабильностей измене-
ния разности фаз могут достигать десятков градусов. 
Поэтому позиционные ошибки определения траектор-
ных нестабильностей на интервале синтезирования 
апертуры должны быть на уровне миллиметров-единиц 
сантиметров. В работе [4] показана возможность полу-
чения необходимых точностей позиционирования РСА 
с помощью инерциально-спутниковой системы микро-
навигации на интервалах синтезирования апертуры в 
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несколько секунд. В то же время при построении РСА 
необходимо учитывать и угловые нестабильности ФЦА 
относительно прямолинейной траектории полета.   

Можно показать, что радиальная фазовая поправка 
зависит от точности определения углов ориентации ЛА. 
При наличии радиальной скорости до объекта DV D   
фаза принимаемого сигнала имеет вид [2]      

      
0

0 0

0 0

2 2
φ ω [ τ( )] 2π ( )

2π( ) φ ,

DD V t
t t f t

c c
f f t

    

  


    (2) 

где t – время формирования кадра РСА; 

0
0 0 0

4π 4π
φ

λ
f

D D
c

   – опорная фаза излучения с 

длиной волны λ ; 0 0( )tD D ; 2 / λDf V   – допле-
ровское смещение частоты. Знак смещения определяет-
ся направлением движения ФЦА.   

Таким образом, в процессе синтезирования апертуры 
необходимо определять поправки к фазе φ 4π / λt D   , 
обусловленные эволюциями ЛА относительно опорной 
траектории, где 0( ) ( )D D t D t    – поправка к изме-
ренной дальности до объекта.  

С учетом указанных особенностей навигационного 
обеспечения РСА может быть сформирован следующий 
алгоритм определения траекторных нестабильностей 
ФЦА, включающий этапы начальной выставки и мик-
ронавигации. 

1. В начальный момент синтезирования аперту-
ры антенны определяются начальные значения проек-
ций 0 0 0,  ,  x y z  опорного радиуса-вектора «ФЦА-объект» 

0D  на оси системы координат oxyz, связанной с инерци-
альным измерительным модулем (ИИМ)  

0 0 0 0cosβ cos αx D ; 0 0 0 0cosβ sin αz D  ; 

0 0 0sin βy D , где 0 0, α β  – азимут и угол места объ-
екта в связанной системе координат oxyz. 

Полагается, что ИИМ размещается около ФЦА. По-
лагается также, что взаимная ориентация систем коор-
динат, связанных с ЛА и ИИМ, известна. 

2. Запоминаются начальные значения геодезиче-
ской широты 0B , долготы 0L  и высоты 0h  над земным 

эллипсоидом, а также углов истинного курса 0ψ , танга-

жа 0  и крена 0γ  ЛА относительно сопровождающего 
трехгранника геодезической системы координат oENH.  

Текущие значения углов ориентации определяются 
по элементам матрицы направляющих косинусов 
(МНК) 3 ( )C t , характеризующей взаимную ориентацию 

трехгранников oxyz и oENH. МНК 3 ( )C t  определяется 
из решения уравнения Пуассона [5] 

                               3 3 30 1C C C    ,                     (3) 

где 
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; 

 , ,  x y z      – сигналы датчиков угловых скоростей 

(ДУС); TΩ =[ 0  cosφ  sinφ ]ENH     – вектор угло-
вой скорости вращения Земли. Угловые скорости облета 
Земли  ω , ω , ωE N H  определяются по проекциям 

 , , E N HV V V  вектора относительной скорости V  из ре-
шения основного уравнения инерциальной навигации [5]. 

На этапе синтезирования апертуры антенны РСА 
определяются следующие параметры. 

1. Текущие позиционные нестабильности ФЦА (1) 
в проекциях на оси опорного трехгранника oENH 

0( - ) cosE L L R B  ; 0( - )N B B R  ; 0-H R R  , 

где R – величина радиус-вектора местоположения ФЦА. 

2. Текущие нестабильности ФЦА по углам ориен-
тации 

0Δψ ψ ψ  ; 0Δ     ; 0Δγ γ γ  . 

3. МНК для приращений углов ориентации 

3 (Δψ,Δ ,Δγ)C  . 

4. Текущие позиционные нестабильности ФЦА в 
связанной системе координат 

3

x E
y C N
z H

 
   
 

   
   
   
   

. 

5. Текущие поправки к измеренной дальности до 
объекта  

2 2 2D x y z       . 

Можно видеть, что точность определения поправки к 
измеренной дальности до объекта зависит не только от 
позиционных, но и от угловых нестабильностей.  

Следует отметить, что ошибки позиционирования 
ФЦА оцениваются, как правило, с использованием 
инерциально-спутниковых наблюдений 

      T T
( ) ФЦА ГНСС[ ] [ ]К i i i i i i iZ B L h B L h  ;         (3) 

      T T
( ) ФЦА( ) ГНСС( )[ ] [ ]V i E N H i E N H iZ V V V V V V  .   (4) 

Однако традиционные инерциально-спутниковые 
наблюдения не обеспечивают наблюдаемость ошибок 
ориентации ФЦА на интервале синтезирования аперту-
ры. Для повышения наблюдаемости нестабильностей 
ФЦА по углам ориентации предлагается дополнительно 
использовать инерциально-доплеровские наблюдения  
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T T
( ) 3 ФЦА( ) ДИСС( )[ ] [ ]V i E N H i x y z iZ C V V V V V V  .        (5) 

III. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ ИССЛЕДОВАНИЙ   
Исследование представленных алгоритмов микрона-

вигации выполнено путем математического моделирова-
ния, позволяющего определить потенциальные возмож-
ности рассматриваемых подходов. Использованная ме-
тодика моделирования основана на решении обратной 
задачи инерциальной навигации [6]. Такая методика поз-
воляет по имитируемой траектории и соответствующим 
ей параметрам полета ЛА формировать сигналы идеаль-
ных и реальных датчиков первичной информации бес-
платформенной инерциальной навигационной системы 
(БИНС). По указанным сигналам решаются уравнения 
идеальной и реальной БИНС, а также формируются сиг-
налы глобальной навигационной спутниковой системы 
(ГНСС) и ДИСС.  

Базовый вектор состояния БИНС включает: ошибки 
счисления составляющих вектора относительной скоро-
сти, ошибки счисления МНК ориентации, угловые 
дрейфы ДУС, смещения сигналов акселерометров, 
ошибки счисления широты, долготы и высоты относи-
тельно земного эллипсоида. 

Некоторые результаты моделирования представлены 
на рисунках 1 – 3. На рисунке 1 показана моделируемая 
траектория полета в плане. 
       B, угл. град. 

 
                                                                            L, угл. град. 
 

 

На рисунке 2 показана круговая ошибка определения 
углов ориентации ФЦА на интервале синтезирования 
10с при обработке инерциально-спутниковых наблюде-
ний (3), (4) с помощью ОФК. Аналогичная ошибка при 
обработке дополнительно инерциально – доплеровских 
наблюдений (5) показана на рисунке 3, где   

2 2
γψ

δ δ


      ; 

ψ эψ - ψ ; э    ; γ эγ γ   ; 

       δ, угл. град. 

 

э э эψ , , γ  – эталонные значения углов ориентации, 
сформированные идеальной БИНС.  

Дисперсии ошибок измерений траекторной скорости 
для ГНСС и ДИСС 0.5 м/с. Частота обработки наблюде-
ний 1Гц.         
        δ, угл. град. 

 
 

Можно видеть, что дополнение системы микронави-
гации доплеровским каналом измерений скорости поз-
волило уменьшить ошибки определения углов ориента-
ции ФЦА в 1.8-2 раза. 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
При компенсации траекторных нестабильностей в 

сигналах РСА необходимо учитывать, как позиционные, 
так и угловые отклонения ЛА от прямолинейного поле-
та. Оценка таких отклонений на интервале синтезирова-
нии апертуры антенны РСА может быть реализована по 
информации БИНС, дискретно корректируемой от 
ГНСС и ДИСС. Режим инерциально-спутниковой мик-
ронавигации с доплеровским каналом измерения тра-
екторной скорости может быть дополнением к процеду-
ре автофокусировки [2] РСА.  
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Рис. 2. Ошибка ориентации ФЦА для БИНС+ГНСС 
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Рис. 1 Моделируемая траектория полета в плане 

Рис. 3. Ошибка ориентации ФЦА для ИНС+ГНСС+ДИСС 
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Аннотация—Рассматривается алгоритм определения 
координат подвижного объекта на основе обработки 
данных с нескольких оптических сенсоров. Изменение 
углового положения определяется на основе сравнения 
данных оптических сенсоров в текущий и предыдущий 
моменты времени. Особенностью алгоритма является 
использование для определения положения подвижного 
объекта трех и более разнесенных камер. 

Ключевые слова—комплексирование, оптическая си-
стема, навигационная система, SLAM. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Современные подвижные объекты требуют все бо-

лее точных и помехозащищенных алгоритмов опреде-
ления параметров ориентации и навигации. Одним из 
направлений являются системы ориентации и навига-
ции, основанные на применении оптических сенсоров. 
Хотя указанное направление активно развивается и 
определению координат подвижных объектов с по-
мощью изображений видеокамер посвящено значи-
тельное число работ, большинство алгоритмов рас-
считано на системы монокулярного или стереоскопи-
ческого зрения. Рассмотрение только монокулярных 
или стереоскопических систем обусловлено ограни-
чением производительности микропроцессорных си-
стем, выполняющих обработку изображений, но в 
настоящее время развитие микропроцессорных систем 
обеспечивает возможность обработки данных с мно-
гих оптических сенсоров. В работе представлен один 
из алгоритмов определения координат подвижного 
объекта. 

II. АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ ТРАЕКТОРИИ ДВИЖЕНИЯ 

 
Рис. 1. Функциональная схема алгоритма. 

Работа алгоритма основана на определении коор-
динат наблюдаемых опорных точек в связанной си-
стеме координат на основе их координат в системе 
изображения. Поскольку координаты опорных точек в 
базовой системе координат не меняются, то по их зна-
чениям в связанной системе координат несложно рас-

считать координаты подвижного объекта в базовой 
системе.  

 
Рис. 2. Детектирование общей точки 

 
Определение положения ПО включает несколько 

основных шагов. 

1. Захват кадров. На этом этапе выполняется за-
хват изображений с нескольких камер в один момент 
времени. Для этого в системе необходимо использо-
вать камеры с высокой частотой кадров, а также воз-
можность синхронизации. 

2. Поиск опорных точек. На этом этапе выпол-
няется поиск и захват опорных точек на изображении 
от каждой камеры соответствующие одной и той-же 
точке местности. Так как для работы системы требу-
ется высокое быстродействие, используется извест-
ный алгоритм быстрого детектирования ORB. Выхо-
дом алгоритма является массив опорных точек. 

3. Сопоставление опорных точек, полученных с 
разных камер. Данный этап выполняется для калибров-
ки оптической системы перед началом построения тра-
ектории. На этом этапе массивы опорных точек от раз-
личных камер сопоставляются между собой на основе 
популярного алгоритма KLT (Канады–Лукаса–Томази). 
Данный алгоритм прост в реализации и не предъявляет 
высоких требований к производительности. 

4. Сопоставление опорных точек между кадрами. 
На этом этапе выполняется сопоставление опорных 
точек между кадрами в текущий и предыдущий момен-
ты времени, так же с применением алгоритма KLT.  

5. Вычисление матрицы направляющих косину-
сов. Вычисляются матрицы направляющих косинусов 
для каждой камеры iA  относительно системы коор-
динат, связанной с подвижным объектом, на котором 
установлены камеры (они определяются по относи-
тельному повороту камер).  
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Если одна из камер точно ориентирована по осям 
подвижного объекта и установлена в его центре масс, 
то для этой камеры матрица направляющих косинусов 
примет вид. 
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где xif , yif  – фокусное расстояние объектива камеры 
i  по осям OX  и OY . 

Матрица направляющих косинусов определяется 
единожды в момент калибровки системы. 

6. Восстановление позиции подвижного объек-
та. Шестом этапе выполняется расчет координат по-
движного объекта в базовой системе координат. 

Так как система уравнений для нахождения матри-
цы является переопределённой, ее решение осуществ-
ляется методом псевдообращения матриц. Псевдооб-
ратная матрица вычисляется с помощью сингулярного 
разложения. Из вычисленной матрицы преобразования 
координат определяется поворот и смещение оптиче-
ской системы. 

Для поиска вектора смещения подвижного объекта 
решается система линейных уравнений: 

bdHc   

где Tzyxd ],,[  – вектор переноса (координат), cH  – 
матрица коэффициентов при переменных уравнения, 
b  – матрица-столбец коэффициентов правых частей 
системы уравнений. 

7. Финальная фильтрация полученной траекто-
рии движения для отсеивания аномальных точек. По-
следним этапом вычислений является фильтрация вы-
бросов при определении координат подвижного объек-
та. Для этого в системе используется фильтр Калмана. 

III. ИСПЫТАНИЕ АЛГОРИТМА 
Для испытания алгоритма были использованы три 

и четыре связанных между собой камеры «рыбий 
глаз». Оптическая система была сконфигурирована 
таким образом, чтобы между кадрами цифровых ка-
мер была единая область пересечения обзора. Это 
необходимо для сопоставления опорных точек и вы-
числения матрицы преобразования. Так же система 
камер была предварительно откалибрована в соответ-
ствии с расположением оптических сенсоров. 

В качестве вычислительной системы использовал-
ся персональный компьютер с процессором Intel core 

i5 и видеоускорителем Nvidia gtx1060. Для проверки 
возможности использования алгоритма в портативных 
системах были проведены испытания на одноплатном 
компьютере Nvidia jetson nano. Алгоритм реализован на 
языке программирования C++ с использованием биб-
лиотек OpenCV и Eigen. Полученная траектория была 
оценена с помощью среднеквадратического отклонения 
относительно реального движения. Также проведено 
сравнение с монокулярной оптической системой. 

 
     а                                                  б                                 в 
Рис. 2: а – траектория многокамерной одометрии, б – траектория 
монокулярной одометрии, в – реальная траектория 

Для оценки был выбран достаточно сложный уча-
сток движения в замкнутом помещении, тем не менее 
экспериментальные исследования показали, что ис-
пользование изображений с трех и более камер может 
обеспечивать повышение точности определения коор-
динат по сравнению с монокулярными и бинокуляр-
ными системами.  

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Данный способ определения координат подвижно-

го объекта отличается простотой в расширении на 
произвольное число камер и опорных точек изобра-
жения, что гарантирует высокую точность расчета 
приращений координат. 
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Аннотация—В данной статье предложен алгоритм само-

организации с резервированием трендов для разработки 
системы навигации и картографирования автомобиля. Си-
стема навигации и картографирования автомобиля облада-
ет интеллектуальной компонентой, так называемой акцеп-
тором действия. В акцепторе действия для построения про-
гнозирующей модели погрешностей навигации использован 
предложенный алгоритм самоорганизации, в котором ис-
пользован ансамбля критериев селекции. Лидарные систе-
мы и инерциальные навигационные системы использованы 
в качестве базовых измерительных систем. При отсутствии 
навигационных информаций из других датчиков с помо-
щью построенной прогнозирующей модели осуществлена 
коррекция погрешности навигации автомобиля. В конце 
обработки данных использован фильтр Калмана для полу-
чения оптимальной оценки погрешности навигации. 

Ключевые слова—алгоритм самоорганизации, ансамбль 
критериев селекции, акцептор действия, лидарная одо-
метрия и картографирование, инерциальная навигацион-
ная система, автомобиль. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
При вождении интеллектуальных транспортных 

средств для обеспечения навигационных информаций 
обычно используется комбинация систем лазерных скане-
ров, инерциальных навигационных систем (ИНС), спутни-
ковых навигационных систем (СНС), и др. Важным усло-
вием является предоставление точных навигационных 
информаций для транспортных средств при реализации 
интеллектуального вождения или беспилотного вождения.  

Из практики известно, что движение автомобиля с 
переменной скоростью приводит к искажению информа-
ций об облаках точек, полученных при лазерном скани-
ровании; длительное движение автомобиля приводит к 
накоплению ошибок в инерциальной навигационной 
системе; спутниковая навигационная система нельзя 
использована в подземных автостоянках, туннелях и 
других местах, где невозможно принять сигнал спутни-
ковой навигационной системы.  

В данной статье разработка системы навигации и 
картографирования основана на системе лидарной одо-
метрии и картографирования (СЛОК), и ИНС. С помо-
щью метода лидарной одометрии и картографирования 
получаются информации о местоположении и ориента-
ции автомобиля в процессе вождения, также о облаках 
точек окружающей среды, используемых для построения 
карты [1–3]. 

Цель данной статьи представляет собой применение 
алгоритма самоорганизации с резервированием трендов 
для коррекции ошибок, генерируемых каждой навигаци-
онной системой в процессе вождения транспортного 
средства, чтобы повысили точность навигации и карто-
графирования. 

II. СИСТЕМА НАВИГАЦИИ И КАРТОГРАФИРОВАНИЯ 
АВТОМОБИЛЯ С ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНОЙ КОМПОНЕНТОЙ 
Интеллектуальная система навигации и картографи-

рования автомобиля (ИСНК) разработана на теории 
функциональных системы П.К. Анохина [4–6]. Это си-
стема обладает специфическим узловым механизмом – 
акцептором действия, который представляет собой ин-
теллектуальную компоненту. Акцептор действия вклю-
чает алгоритм построения прогнозирующей модели ис-
следуемых параметров ИСНК, алгоритмы прогноза и 
сравнения текущих измерений с прогнозом.  

В ИСНК использованы СЛОК и ИНС в качестве базо-
вых измерительных систем. СНС, система одометрии ко-
леса, система визуальной одометрии и другие измеритель-
ные системы примерены в качестве дополнительных дат-
чиков информации с целью повышения точности выход-
ной информации. Структура ИСНК представлена на рис. 1.  

 
Рис. 1. Структура ИСНК автомобиля с интеллектуальной компонентой 

 
Рис. 2. Схема процесса метода лидарной одометрии и картографирования 

На рис. 1. введены следующие обозначения: СЛОК – 
система лидарной одометрии и картографирования; Z – 
измерительные данные; БО – блок оценивания; θ,  – 
истинная информация состояния автомобиля; x – по-
грешности ИНС; x̂  – оценки погрешности ИНС; x  – 
ошибка оценивания; ˆ̂x  – прогноз погрешностей ИНС; 
БКС – блок комплексирования и сравнения; АПМ – алго-
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ритм построения модели; АП – алгоритм прогноза; БК – 
блок комплексирования. 

СЛОК – это популярный метод одновременной лока-
лизации и картографирования, который представляет 
собой вычислительную задачу построения или обновле-
ния карты неизвестной среды при одновременном от-
слеживании местоположения автомобиля в ней. Разра-
ботка СЛОК основана на концепциях вычислительной 
геометрии и компьютерного зрения. Данная система ис-
пользована в навигации автомобиля, картографировании 
автомобиля и одометрии для виртуальной или допол-
ненной реальности. Схема процесса метода лидарной 
одометрии и картографирования представлена на рис. 2. 

В БКС определяется наилучший состав ИСНК с по-
мощью критерия степени наблюдаемости, формируются 
измерения для алгоритмов оценивания и алгоритма по-
строения прогнозирующей модели. В БКС проводится 
сравнение прогноза с результатами действия.  

В БКС заново определяются степени наблюдаемости 
переменных состояний и наилучшей структуры ИСНК 
при изменении среды функционирования автомобиля. В 
этом случае необходимо сформировать математическую 
модель в АПМ для прогнозирования погрешностей 
ИНС. Для построения прогнозирующей модели исполь-
зован алгоритм самоорганизации, например, Метод 
Группового Учета Аргументов (МГУА) [7]. 

Чтобы получить наиболее достоверные информации в 
БКС применяется численный критерий степени наблюда-
емости, который включается в ансамбль критериев се-
лекции. Степень наблюдаемости представляет собой ка-
чественную характеристику наблюдаемых компонент 
вектора состояния. 

В дискретной форме уравнение погрешностей ИНС 
имеет вид: 
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kx  – вектор состояния объекта; F – фундаментальная 
матрица системы; 1kW   – вектор входного возмущения; 

kS  – погрешность в определении положения автомоби-
ля; kV  – погрешность в определении скорости автомо-
биля; k  – погрешность в определении ориентации ав-
томобиля; g – ускорение силы тяжести; T – период дис-
кретизации; В – смещение нуля акселерометра; b  – 
смещение нуля гиростабилизированной платформы. 

Уравнение измерений имеет вид: 

k k k kz H x v  . (2) 

Численный критерий степени наблюдаемости имеет 
вид [8, 9]: 
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 – дисперсия формиру-
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Приведенный измерительный шум имеет вид: 

1 1 2 2
i i i i

k l lv v v v       . (5) 

Дисперсия приведенного измерительного шума име-
ет вид:  

 2 2 2 2

1 2

i i i i i

k k l kr M v r              , (6) 

здесь 2
k kr M v     – дисперсия исходного измерительно-

го шума kv . 

В БО адаптивная модификация фильтра Калмана ис-
пользована в качестве алгоритма оценивания чтобы оце-
нить вектор состояния [9]. Затем осуществлена коррек-
ция погрешностей ИНС  

В БК осуществлено комплексирование навигацион-
ных информаций из ИНС и СЛОК, на выходе ИСНК 
получены скорректированные информации местополо-
жения, при этом получена более точная карта парковки.  

III. АЛГОРИТМ САМООРГАНИЗАЦИИ С РЕЗЕРВИРОВАНИЕМ 
ТРЕНДОВ 

Известно, что одним из недостатков автономных 
ИНС, установленных на автомобиле, является накопле-
ние погрешностей определения навигационных парамет-
ров с течением времени. Обычно коррекция автономных 
ИНС проводится с помощью использования навигаци-
онных информаций из внешних датчиков. Однако для 
коррекции автономных ИНС, СНС не способны предо-
ставлять навигационных информаций при движении 
автомобиля на подземной стоянке, визуальные датчики 
не способны предоставлять точных информаций в тем-
ных средах. В вышеуказанных случаях для коррекции 
погрешностей ИНС необходимо сформировать матема-
тическую модель с помощью использования алгоритма 
самоорганизации. 

Алгоритм самоорганизации представляет собой си-
стему эвристической самоорганизации с многорядной 
или иерархической структурой. В каждом ряду этой си-
стемы используются пороговые самоотборы полезных 
информаций, итак, оптимальная математическая модель 
получается в последней ряде системы.  

В данной статье в качестве алгоритма самоорганиза-
ции использован МГУА, который следует правилу поро-
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гового самоотбора [10]. Алгоритм самоорганизации ос-
нован на гипотезе селекции моделей с помощью исполь-
зования ансамбля критериев. Модель алгоритма самоор-
ганизации имеет вид: 

1

( ) ( )
N

i ni i
i

M x a f x


 , (7) 

где N – число базисных функций в модели; ni  – базис-
ные функции из набора базисных функций nF .  

Использование в алгоритме для селекции моделей кри-
териев степени наблюдаемости позволяет получить моде-
ли с улучшенными качественными характеристиками. 

В процессе построения прогнозирующей модели мо-
гут появляться значительные изменения условий функ-
ционирования автомобиля. Это приводит к увеличению 
объема вычислений, времени получения модели опти-
мальной сложности. Во избежание данных проблем ис-
пользован алгоритм самоорганизации с резервированием 
трендов [11]. 

Тренды с различными базисными функциями резер-
вируются и используются при усложнении модели на 
более поздних рядах селекции для разнообразия функ-
ционального базиса.  

Обычно при построении прогнозирующей модели по-
грешностей ИНС исходный базис содержит линейную и 
гармоническую функции, их комбинация используется на 
первых рядах селекции модели. Затем при скрещивании 
моделей гармоническая функция избрана как наиболее 
эффективная, причина того заключается в том, что иссле-
дуемый процесс имеет явно синусоидальный характер.  

Поэтому в дальнейшем используется только гармо-
ническая функция, которая избрана как доминирующая в 
процессе построения модели. При обновлении измери-
тельной выборки, на которой строится модель, характер 
исследуемого процесса может существенно измениться. 
При этом эффект старения измерений и эффект инбри-
динга будут влиять на точность построения модели. Вы-
сокоспециализированная модель с однородным базисом 
нуждается в значительном количестве рядов селекции 
для получения модели оптимальной сложности. Сокра-
щение количества рядов селекции может достигнуто 
путем использования для усложнения модели резерви-
рованных трендов. Итак, в процессе селекции резерви-
руются тренды с различными базисными функциями, и 
узкоспециализированные модели усложняются трендами 
с другими базисными функциями.  

Резервирование трендов помогает снизить влияние 
этих эффектов. Резервирование трендов с высокой сте-
пенью управляемости и использование их в процессе 
селекции помогает строить простые модели, которые в 
дальнейшем могут быть использованы для эффективного 
управления динамическими объектами. 

Функциональная схема алгоритма самоорганизации с 
резервированием трендов показана на рис. 3. На рис. 3 
введены следующие обозначения: F – базисные функ-
ции; АКС – ансамбль критериев селекции; С – способ 
скрещивания моделей. 

 
Рис. 3. Функциональная схема алгоритма самоорганизации с резерви-
рованием трендов 

Алгоритм модифицированных трендов имеет вид: 

1 1k k kx x c 
   , (8) 

где  kx  – прогноз погрешности ИНС; 1kc   – функция, 
характеризующая крутизну тренда. 

Прогнозирующая модель в классическом алгоритме 
самоорганизации имеет вид: 

1
1
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k i ni i
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 , (9) 

здесь N – число базисных функций в модели; ni  – ба-
зисные функции из набора базисных функций nF .  

Для селекции модифицированных трендов исполь-
зуются общие критерии, образующие ансамбль критери-
ев селекции. Разделим выборку из N точек на два части: 
A – обучающая последовательность, на которой строятся 
модели, а B – проверочная последовательность.  

Среднеквадратическая ошибка, рассчитанная на по-
следовательности B, называется критерием регулярности: 
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здесь iy  – значения последовательности B, а iq  – значе-
ния, прогнозируемые с помощью модели. 

Критерий минимального смещения имеет следующий 
вид:  
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здесь  – коэффициент экстраполяции, а A и B – две ча-
сти входной последовательности. По данному критерию 
выбраны наименее чувствительные модели к изменению 
входной выборки.  

Критерий сходимости пошагового интегрирования 
конечно-разностных моделей имеет вид: 
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, (12) 

здесь IC – это ошибка пошагового интегрирования на 
интервале интерполяции.  

Помимо вышеуказанных трех критериев, ансамбль 
критериев селекции также включает критерий баланса, 
критерий простоты модели и т.д.  
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В ИСНК используется не один из вышеуказанных 
критериев, а ансамбль критериев, который имеет следу-
ющий вид: 

2 2
cr mb icSoC r CR r MB r IC   , (13) 

здесь SoC – суммарный критерий селекции моделей; crr , 

mbr , icr  – весовые коэффициенты, которые определяются 
из практических соображений. 

Таким образом, использование алгоритма самоорга-
низации с резервированием трендов позволяет строить 
простые и высокоточные прогнозирующие модели по-
грешности ИНС для коррекции ИСНК. 

IV. ЭКСПЕРИМЕНТЫ 
В данной статье эксперименты реализованы посред-

ством моделирования в MATLAB. При моделировании 
блок «Simulation 3D vehicle with ground following» ис-
пользуется для имитации движения автомобиля по ука-
занному маршруту, а лидар используется для записи ин-
формации об облаках точек по пути. Скорость автомо-
биля – 2,48 м/с. Полученные результаты моделирования 
представлены в следующем. 

Сравнение реальной траектории автомобиля, траек-
тории, полученной алгоритмом СЛОК, и оптимизиро-
ванной траектории, полученной системой ИСНК пред-
ставлено на рис. 4. Из рис. 4 видно, что траектория, по-
лученная системой ИСНК, имеет более высокую степень 
совпадения с реальной траекторией. 

Трехмерная карта парковки, оптимизированная си-
стемой ИСНК, представлена на рис. 5. По сравнению с 
трехмерной картой, полученной алгоритмом СЛОК, оче-
видно, оптимизированная трехмерная карта парковки 
обладает более высокой точностью. 

 
Рис. 4. Сравнение траектории, полученной алгоритмом СЛОК, и оп-
тимизированной траектории, полученной системой ИСНК 

 
Рис. 5. Трехмерная карта парковки, оптимизированная системой ИСНК 

На основе оптимизированной трехмерной карты пар-
ковки возможно идентифицировать транспортные сред-
ства и пустые парковочные места с помощью алгоритма 
идентификации облаках точек, построить траекторию 
парковки для автоматической парковки автомобиля. 

Результаты моделирования доказывают, что система 
ИСНК может предоставить достаточно точные предва-
рительные картографические информации для последу-
ющего процесса автоматической парковки. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Алгоритм самоорганизации с резервированием трендов 

способен построить модель погрешности навигации авто-
мобиля с помощью ансамбля критериев селекции. На ос-
нове модели погрешности реализована коррекция погреш-
ности навигации автомобиля в режиме реального времени, 
построена трехмерная карта окружения автомобиля.  

Таким образом, представленная ИСНК способна зна-
чительно повысить точность позиционирования и карто-
графирования автомобиля. 
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Аннотация—В данной статье представлен новый под-
ход к повышению робастности визуально-инерциальной 
одометрии для наземных мобильных роботов в динамиче-
ских средах. Предложенный подход является расширением 
стандартной визуально-инерциальной навигационной 
системы формулировкой задачи оценивания состояния в 
форме взвешенных наименьших квадратов с применением 
чередующейся фактор-граф оптимизации. В дополнение, на 
основе семантической априорной информации об окруже-
нии вводится модель надёжности визуальных маркеров. 
Робастность предложенного подхода валидирована тестиро-
ванием на реальных наборах данных. Результаты экспери-
ментальной апробации демонстрируют стабильное и точное 
оценивание состояния в высокодинамичных средах. 

Ключевые слова—визуальная одометрия, робастность, 
наземные роботы, динамические среды, семантическая 
сегментация. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Визуальная одновременная локализация и картиро-

вание (SLAM) является критически важной технологией 
для таких сфер, как автономное вождение, робототехни-
ка и виртуальная реальность. Данная технология обеспе-
чивает оценивание положения агента, построение карты 
окружения, а также высокоуровневое понимание окру-
жающей среды. Однако в реальных условиях функцио-
нирования присутствуют динамические объекты, такие 
как движущиеся автомобили и люди, что является вызо-
вом для систем визуального SLAM и оказывает влияние 
на их точность и надёжность. Данные объекты приводят 
к ошибкам в оценивании движения агента и как след-
ствие ведут к неточному построению карты и сбою си-
стемы. Следовательно, повышение робастности систем 
визуального SLAM по отношению к динамическим объ-
ектам является важным для обеспечения работоспособ-
ности и надёжности данных систем. В последних иссле-
дованиях фокус внимания сосредоточен на разработке 
систем робастного визуального SLAM по отношению к 
динамическим объектам путём интеграции различных 
сенсоров, таких как инерциальные измерительные бло-
ки. Вместе с тем, подходы машинного обучения, такие 
как глубокие нейронные сети, применяются для расши-
рения робастности систем визуального SLAM к динами-
ческим объектам.  

II. ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ 
Повышение робастности систем визуального SLAM 

в динамических средах является популярным направле-
нием исследований в эпоху развития нейронных сетей, 
которые обеспечивают лучшее семантическое понима-
ние окружения. Существующие работы в данной обла-
сти могут быть классифицированы на два типа. 

А.  Методы на основе семантической сегментации 
Данные методы используют семантическую сегмен-

тацию входных изображений. В частности, DynaSLAM 
[1] применяет RGB-D датчики и Mask R-CNN [2] для де-
тектирования потенциально подвижных объектов, вместе 
с подходом на базе мультиобзорных геометрических 
ограничений. Однако использование RGB-D датчиков 
ограничено их высокой стоимостью. Как следствие, были 
предложены другие подходы, такие как DS-SLAM [3] и 
OFM-SLAM [4], не полагающиеся на RGB-D датчики. 
Вместо этого, в них используется семантическая сегмен-
тация в сочетании с проверками на состоятельность дви-
жения или эпиполярными ограничениями. Однако точ-
ность и время вывода моделей семантической сегмента-
ции зачастую являются компромиссом. Более того, мас-
ки, генерируемые моделями семантической сегментации 
подвержены ошибкам и проблемам обобщаемости, что 
приводит к проблемам визуального слежения. 

 
Рис. 1. Архитектура системы 

Б.  Методы на основе детектирования объектов 
Данные методы используют модели детектирования 

объектов, такие как YOLO, с постобработкой. DRE-
SLAM [5] сегментирует данные глубины от RGB-D дат-
чиков с применением кластеризации по методу K сред-
них в ограничивающей рамке, генерируемой моделью 
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YOLO. Detect-SLAM [6] использует детектор объектов 
на базе глубокой нейронной сети с распространением 
вероятностей подвижности оптических признаков. 
Обычно данные методы быстрее, однако подвержены 
ошибкам детектирования. Вместе с тем, множество 
надёжных точек удаляются по причине широких ограни-
чивающих рамок вокруг динамических объектов. 

III. МЕТОДОЛОГИЯ 
Задача визуально-инерциальной одометрии состоит в 

оценивании положения робототехнического объекта 
(далее – агент), сенсорная установка которого включает 
в себя камеру и инерциальный измерительный блок. При 
получении изображения в момент времени k  выполня-
ется извлечение ключевых точек, составляющих набор 
измерений камеры kz . Вместе с тем, к моменту времени 

k  относительно кадра 1k   агент принимает данные 

ku  инерциального блока, включающие линейные уско-
рения и угловые скорости. Классическая постановка за-
дачи визуально-инерциальной одометрии является зада-
чей поиска оптимального вектора состояния агента kx  
(положение и ориентация в 3D-пространстве), миними-
зирующего функционал, составленный на основе невя-
зок по измерениям камеры и инерциального измеритель-
ного блока: 

( k ) ( k , j )
k I V

k K k K j J

x arg min( C C ),
  

   (0.1) 

где ( k )
IC  – невязка по индивидуальному накопленному 

набору измерений инерциального блока между 1k   и 
k  кадрами; ( k , j )

VC  – невязка по измерению j  камеры 
для кадра k . 

Для повышения робастности в динамических средах 
алгоритм оптимизации расширен добавлением предлага-
емой методологии исключения выбросов, которая пред-
ставлена в разделах III-А и III-Б. Архитектура системы 
представлена на Рис. 1. 

А.  Устранение выбросов с применением модели 
надёжности 
Как упомянуто в разделе II, большинство передовых 

алгоритмов визуальной одометрии, которые повышают 
робастность в сценах с динамическими объектами, зави-
сят от качества моделей семантической сегментации, 
которые представляют собой нейросетевые алгоритмы 
обработки изображений, выходными данными которых 
выступают метки классов объектов на входном изобра-
жении. Однако, высококачественные модели семантиче-
ской сегментации не могут быть развёрнуты на мобиль-
ных роботах с низкими вычислительными ресурсами. В 
то же время, модели, которые обеспечивают менее высо-
кое качество семантической сегментации, подвержены 
ошибкам, что приводит к пропуску части визуальных 
ориентиров в алгоритме устранения выбросов.  

Следовательно, в предлагаемой технике устранения 
выбросов каждому визуальному ориентиру присваивает-
ся модель надёжности данного ориентира, характеризу-
ющая вероятность его подвижности. Каждый раз, когда 

появляется новый визуальный ориентир, его надёжность 
выставляется в семантическую априорную вероятность, 
которая присваивается на основе семантической метки 
класса. Семантическая априорная вероятность для метки 
класса характеризует вероятность подвижности объекта 
соответствующего класса и задаётся на основе эксперт-
ных соображений заранее. В процессе слежения за точ-
кой в потоке изображений, надёжность R  обновляется 
согласно выражению: 

  1 21 1 1 ,R z R R bel             (0.2) 

где z  является семантической априорной вероятностью; 
R  является предыдущей надёжностью; 1  и 2  явля-
ются постоянными скорости обновления;   является 
компонентой нормализации, которая выставляется на 
основе текущей семантической вероятности bel  и об-
новляется посредством выражения: 

 1
3 4 (1 ),bel z z         (0.3) 

Модель обновления надёжности (0.2) выбрана для 
корректировки заданной априорной вероятности z  в 
потоке изображений. Смысл вероятностной формулиров-
ки заключается в обработке потенциально ложных вы-
ходных данных алгоритма семантической сегментации, 
что позволяет использовать алгоритмы, обладающие ме-
нее высоким качеством сегментации. Выражение (0.3) 
выбрано эмпирически с целью придания инерционности 
процессу понижения значения вероятности при отслежи-
вании точки в потоке изображений и более резкого воз-
растания вероятности (в зависимости от получаемого 
значения z ). Таким образом, ложные срабатывания ал-
горитма сегментации о высокой вероятности статичности 
объекта привносят значительно меньший вклад относи-
тельно ложных срабатываний о низкой вероятности. 

Скорости обновления 3  и 4  выставлены для по-
вышения робастности по отношению к ошибочным се-
мантическим данным. Скорости выбраны так, чтобы, 
при присвоении точке с низкой надёжностью семантиче-
ской априорной вероятности, соответствующей статиче-
ским объектам (таким как стены и полы), надёжность 
повышается медленно. Напротив, если точка получает 
семантическую априорную вероятность, соответствую-
щую потенциально подвижному объекту, его надёж-
ность повышается быстро. Таким образом, влияние 
ошибочных семантических априорных вероятностей, 
которые обычно генерируются легковесными моделями 
сегментации изображений, сокращается.  

В оптимизационной задаче надёжность визуального 
ориентира применяется для корректного выбора весов 
для каждой визуальной невязки. Когда надёжность визу-
ального ориентира ниже 0.25 , соответствующий вес 
выставляется непосредственно в надёжность. Иначе, 
веса обновляются с использованием алгоритма, который 
представлен в следующем разделе.  

Б.  Устранение выбросов с применением постепенной 
релаксации выпуклости 
В области компьютерного зрения широко использу-

ются техники робастного оценивания [8]. Данные техни-
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ки основаны на применении робастного ядра к каждой 
визуальной невязке. В визуальной одометрии для этих 
целей зачастую используют функции потерь Хубера для 
устранения выбросов в процессе слежения за визуаль-
ными маркерами. Однако функция Хубера чувствитель-
на к большим ошибкам, появляющимся в окружении с 
подвижными объектами.  

В предлагаемой методологии индивидуальная визу-
альная невязка представляется в форме:  

  
2 2( , ) ˆ ,j j j

j

c C Ik j W
V l l I W l l jkC z T T p e          (0.4) 

где ˆ jc
lz  является положением l -й ключевой точки на 

плоскости изображения;     является моделью про-

ецирования камеры, которая отображает 3D точку W
lp  в 

глобальной системе координат W  на плоскость изобра-
жения с использованием j -го положения одометрии 

jI
WT  и внешнего преобразования j

j

C
IT  из инерциальной 

системы координат jI  в систему координат камеры jC ; 

l  является весовым коэффициентом, определяемым 

выражением (0.5); 
2 - L2-норма. 

Целевой минимизируемый функционал (0.1) в задаче 
визуально-инерциального оценивания состояния форми-
руется путём комбинирования инерциальных и визуаль-
ных невязок для каждого измерения. Однако поскольку в 
результате наличия весовых коэффициентов визуальная 
невязка (0.4) в общем случае невыпукла, в зависимости 
от начальных условий алгоритм оптимизации может 
сойтись в локальный минимум, что приводит к неточной 
оценке состояния. 

Поэтому в предлагаемом подходе устранения выбро-
сов используются визуальные невязки ( , )k j

VC  и применя-
ется постепенная релаксация невыпуклости (GNC) [9] к 
задаче визуально-инерциального оценивания состояния. 
Обновление веса основано на функции потерь Баррона 
[10] и определяется в замкнутой форме следующим об-
разом: 
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где   является параметром формы, c является парамет-
ром ширины,   является параметром контроля для 
GNC. Общая форма функции Баррона зафиксирована, а 
параметр   настраивается в ходе чередующейся опти-
мизации, которая проходит циклично в две стадии. На 
первой стадии выполняется минимизация целевого 
функционала (0.1) при фиксированных значениях весо-
вых коэффициентов, составляющих каждую индивиду-
альную визуальную невязку (0.4). На второй стадии со-
гласно выражению (0.5) значения весовых коэффициен-
тов обновляются. По завершении второй стадии, начиная 

с 6   параметр контроля   обновляется по правилу 

/ 2  , восстанавливая невыпуклую форму визу-
альной невязки на последнем цикле оптимизации. Форма 
функции Баррона выбрана как 2    для резкого со-
кращения весов высоких невязок. 

IV. ЭКСПЕРИМЕНТЫ 
Для валидации робастности предлагаемого подхода 

проведены эксперименты, разделённые на две части. По 
метрике точности оценивания положения, которой вы-
ступает накопленная ошибка оценивания линейного пе-
ремещения, предложенный подход сравнивается с си-
стемой VINS-Fusion [7], которая для устранения выбро-
сов использует стандартную функцию Хубера. Также, 
предлагаемый подход сравнивается с расширением 
VINS-Fusion удалением динамических точек на основе 
семантических масок. Результаты экспериментов пред-
ставлены в последующих разделах 

А.  Апробация в высокодинамичной среде на перенос-
ном устройстве 
В этой части предлагаемый подход устранения вы-

бросов валидируется на трёх сложных последовательно-
стях, собранных в окружении метро. Сцены являются 
высокодинамичными ввиду высокого потока людей и 
подходящими для тестов робастности. Примеры изобра-
жений представлены на рис. 2. В качестве сенсорной 
установки используется камера Zed2 с внутренним 
инерциальным модулем. Частота изображений выстав-
лена в 15 Гц, в то время как данные инерциального блока 
принимаются с частотой 200 Гц. Поскольку в этой части 
целью является валидация робастности в высокодина-
мичных средах, для расчёта накопленной ошибки ис-
пользуется ARUCO маркер. В начале и завершении каж-
дой последовательности ARUCO маркер находится в 
поле зрения камеры. Предполагается, что возможные 
ошибки детектирования ARUCO маркера находятся в 
пределах нескольких миллиметров, и как следствие в 
данном эксперименте ими можно пренебречь. Для под-
счёта накопленной ошибки drifte , метрика выведена сле-
дующим образом: 

 
2

,drift drift xyz
e T     (0.6) 

   1
,e e

S s

I CC W I A
drift I W I C A CT T T T T T T


      (0.7) 

где e
sT  представляет собой однородное преобразование 

из стартового положения s  в конечное положение e ; 
A  является системой координат ARUCO маркера; C  

является системой координат камеры; I  является инер-
циальной системой координат; W  является глобальной 
системой координат. 

Экспериментальные результаты для каждой последо-
вательности сведены в таблицу 1. 
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ТАБЛИЦА I.  РЕЗУЛЬТАТЫ АПРОБАЦИИ НА ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЯХ С 
НОСИМОГО УСТРОЙСТВА 

Наборы 
данных 

Накопленная ошибка линейного перемещения, м 
VINS-
Fusion 
(Huber) 

VINS-Fusion 
(Semantic) 

Ours 
(GNC 
only) 

Ours 
(GNC + 

reliability) 

metro1 Сбой 0.35 0.17 0.06 

metro2 0.20 0.37 0.26 0.10 

metro3 0.10 0.99 0.17 0.05 

metro4 2.90 1.37 0.44 0.10 

 
Как можно видеть из таблицы 1, стандартный VINS-

Fusion без семантической фильтрации показывает в ос-
новном нестабильную работоспособность. Хотя VINS-
Fusion демонстрирует конкурентные результаты на 
metro2. Причина состоит в том, что большинство нена-
дёжных визуальных ориентиров могут отсеиваться на 
этапе слежения за признаками с использованием 
RANSAC и фильтрации по статусу оценивания оптиче-
ского потока в случае, если объекты перемещаются до-
статочно быстро и число точек на подвижных объектах, 
отслеживаемых в потоке изображений, невелико. VINS-
Fusion с дополнительной семантической фильтрацией 
работает более стабильно на metro1 и metro3. Как видно, 
метод устранения выбросов без применения семантиче-
ских априорных вероятностей показывает лучшую рабо-
тоспособность, чем VINS-Fusion с семантической филь-
трацией. Наконец, комбинирование GNC с обновлением 
вероятности демонстрирует лучшую точность оценива-
ния движения, что валидирует робастность предлагаемо-
го подхода в высокодинамичных средах. 

 

Рис. 2. Примеры изображений с последовательностей metro 

Б.  Апробация на наземных роботах в офисной среде 
Здесь представлены результаты экспериментальной 

апробации предлагаемого решения на последовательно-
стях, собранных на робототехнических мобильных 
платформах. Собраны четыре последовательности с ис-
пользованием всенаправленного робота KUKA youBot и 
сервисного колёсного робота с дифференциальным при-
водом. Как и в предыдущей части, используется камера 
Zed2 с внутренним инерциальным блоком, прикреплён-
ная к головной части роботов. Сцены содержат несколь-
ко людей, периодически возникающих в поле зрения 
камеры. Примеры изображений представлены на рис. 3.  

В качестве эталонной траектории использована тра-
ектория, сгенерированная алгоритмом Cartographer [12], 
который комплексирует сканы 2D лидара и показания 

колёсной одометрии и выполняет офлайн глобальную 
оптимизацию траектории движения. Траектории VINS 
выравнены с эталонной путём применения Sim(3) вы-
равнивания Умеямы. Для измерения глобальной состоя-
тельности траекторий применяется метрика ATE, а в 
качестве метрики точности используется RMSE от ATE. 

Результаты данной части экспериментальной апроба-
ции представлены в таблице 2. Монокулярно-
инерциальный режим обозначен как М-И, стерео-
инерциальный режим обозначен как С-И. 

ТАБЛИЦА II.  РЕЗУЛЬТАТЫ АПРОБАЦИИ НА ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЯХ С 
НАЗЕМНЫХ РОБОТОВ 

Наборы дан-
ных 

RMSE, м 

VINS-Fusion 
(Huber) 

Ours 
(GNC only) 

Ours 
(GNC + 

reliability) 

youbot-1 (М-И) 0.40 0.39 0.40 

youbot-2 (М-И) 0.45 0.34 0.34 

courier-1 (С-И) 0.46 0.15 0.17 

courier-2 (С-И) 0.26 0.19 0.17 

 

Как видно из таблицы 2, предлагаемый подход де-
монстрирует лучшую работоспособность на наземных 
мобильных роботах с использованием как монокулярно-, 
так и стерео-инерциального режима по сравнению со 
стандартным VINS-Fusion. Преимущество использова-
ния надёжности визуальных ориентиров не так значи-
тельно, как в первом эксперименте. Отсюда следует, что 
в сценах с меньшей динамикой всё ещё достаточно ис-
пользования устранения выбросов без дополнительных 
семантических априорных вероятностей, в то время как 
в высокодинамической среде добавления семантической 
информации может существенно улучшить работоспо-
собность. 

 

Рис. 3. Примеры изображений с последовательностей courier 

V. ВЫВОДЫ 
В данной работе представлен подход к повышению ро-
бастности визуально-инерциальной одометрии в дина-
мических средах для наземных мобильных роботов с 
использованием априорной семантической информации 
о сцене для создания вероятностной модели движения 
окружающих объектов наряду с расширенной структу-
рой нелинейной оптимизации. Предлагаемая система 
демонстрирует стабильное и точное оценивание состоя-
ния при тестировании в высокодинамичных средах. 
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Аннотация—Работа посвящена задаче определения ко-
ординат и углов ориентации автономного необитаемого 
подводного аппарата в интересах приведения аппарата к 
стационарной подводной станции с использованием высо-
кочастотной гидроакустической системы ближнего радиуса 
действия. Приведение предполагает маневрирование аппа-
рата и его приближение к подводной станции, что сопряже-
но с формированием трёх зон с различной акустической 
видимостью излучателей станции приёмными элементами 
аппарата. В работе приводится математическая постановка 
задачи навигации, решение которой сводится к использова-
нию рекуррентного алгоритма с формированием системы 
алгебраических уравнений, где в качестве неизвестных вы-
ступают координаты и углы ориентации аппарата, а в каче-
стве исходных параметров используется значение времени 
обнаружения фронта сигналов приемными элементами 
АНПА. Решение системы алгебраических уравнений стано-
виться возможным при ограничении области определения 
искомых переменных, т.е. при задании окрестности текуще-
го местоположения и углов ориентации АНПА. Формирова-
ние окрестности возможно с использованием метода ма-
шинного обучения – обучение с учителем, где для формиро-
вания обучающей выборки использовать модель приёма 
сигналов антеннами АНПА от маяков станции на заданной 
координатной сетке – углов ориентации. В работе приводят-
ся результаты решения задачи с использованием алгорит-
мов на основе метода K-ближайших соседей, дерева реше-
ний, нейронной сети и случайного леса.  

Ключевые слова—автономный необитаемый подводный 
аппарат, гидроакустическая навигационная система, нави-
гация, рекуррентные алгоритмы, обучение с учителем. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Работа посвящена задаче определения координат и 

углов ориентации автономного необитаемого подводно-
го аппарата (АНПА) в интересах решения задачи приве-
дения аппарата к подводной базовой станции.  

Известны методы решения задачи определения коор-
динат и углов ориентации АНПА, например, с использо-
ванием маяков – ответчиков [1-2], или систем техниче-
ского зрения [3-4]. В первом методе, поскольку приве-
дение аппарата подразумевает маневрирование на ко-
ротких дистанциях от базовой станции, время запроса 
от аппарата и получение ответа от маяка подводной 
станции становится критичным и не позволяет обеспе-
чить безопасность аппарата с учётом времени работы 
подруливающих механизмов и инерции аппарата. При 
использовании второго метода, технического зрения, 
помехи, вызванные замутнением воды на дне водоёма, 
потребуют либо использование дополнительных техни-
ческих средств, например, системы подсветки, очистки 
и т.д., либо не обеспечат заданные точности по позици-
онированию АНПА.  

Используемый авторами подход предполагает реше-
ние задачи позиционирования и определения углов ори-
ентации с использованием акустических методов нави-
гации и размещение излучателей только на подводной 
базе [5-6]. Гидроакустическая система АНПА имеет в 
своем составе приёмные антенны, которые размещаются 
под килем аппарата в кормовой и носовой части, а также 
излучатели, устанавливаемые по краям базы и осуществ-
ляющие ненаправленное излучение сигнала. Следует 
отметить, что излучаемые сигналы – это тональные сиг-
налы одной частоты, излучение которых разнесено по 
времени таким образом, чтобы по периоду обнаружения 
сигнала можно было однозначно идентифицировать ис-
точник излучения. 

Задача навигации предполагает маневрирование ап-
парата и его приближение к подводной станции, что со-
пряжено с формированием трёх зон с различной акусти-
ческой видимостью излучателей станции приёмными 
элементами аппарата. Можно выделить следующие зоны: 

 зона 1 – в зоне видимости каждой антенны нахо-
дятся все четыре излучателя; 

 зона 2 – в зоне видимости каждой антенны нахо-
дятся три излучателя; 

 зона 3 – в зоне видимости каждой антенны нахо-
дятся по одному излучателю. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

A. Постановка задачи позиционирования и определения 
углов ориентации АНПА для первой зоны 
Требуется определить относительные координаты 

центра ݔ, ,ݕ ,ߙ и углы ориентации ݖ ,ߚ -АНПА по изме ߛ
рениям времени получения фронта сигнала приёмным 
элементом АНПА от гидроакустических излучателей 
подводной станции. Будем считать, что решаемая задача 
является квазистатической, в том смысле, что за время 
ожидания полного периода излучения сигналов от маков 
АНПА практически не двигается. 

Для оценки времени получения фронта сигнала от 
маяка станции выполняются следующие действия: 

1. Обнаружение сигнала с использованием корре-
ляционного фильтра. Обозначим ̂ݐ  за оценку 
времени получения фронта сигнала на входе ݅ 
приёмника (݅ ∈ 1: 10), 

2. Соотнесение обнаруженного сигнала с источни-
ком излучения, т.е. проведение идентификации 
маяка (по временной диаграмме последователь-
ности излучений). Обозначим ̂ݐ

  за оценку вре-
мени получения сигнала ̂ݐ 	с учётом идентифика-
ции маяка (݅ ∈ 1: 10, ݆ ∈ 1: 4). При этом коорди-Работы проводились при поддержке гранта РНФ №23-19-00626.
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наты маяка (ݔ , ݕ , (ݖ  и последовательность 
времён излучения маяков считаются известными. 

Определим расстояние от точки излучения до точки 
приёма для первой зоны (видимость всех излучателей) 
по времени распространения сигнала: 

1,ˆ( ( ) ,)j j j
i ir t t T c   , 

где ݎ
 – расстояние, заданное по разнице времени излу-

чения и приёма сигнала, ݅ = 1…10 – индекс приёмных 
элементов АНПА, ݆ = 1…4 – индекс излучателей, ̂ݐ

  – 
оценка времени приёма сигнала, ݐ – время излучение 1-м 
маяком, ܶଵ, – смещение времени излучения между 1 и ݆ 
маяком (соответствует временной диаграмме последова-
тельности излучения), с – скорость звука в среде. 

Определим расстояние от точки излучения до точки 
приёма для первой зоны, исходя из положения аппарата: 

2 2 2( ) ( ) ( ) ,j j j j
i i i id x x x y y y z z z          

где ݀
  – расстояние по координатам излучателя и при-

ёмного элемента, (ݔ, ,ݕ (ݖ  – координаты центра АНПА, 
ݔ) , ,ݕ (ݖ  – координаты j–го маяка, (Δݔ , Δݕ , Δݖ)  – 
смещение ݅–го приёмного элемента относительно центра 
АНПА с учётом углов ориентации аппарата. При этом: 

1 0 0
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( ) 0 1 0 ,
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где (ݔ , ݕ , -) – смещение ݅–го приёмного элемента отноݖ
сительно центра АНПА, (ߙ, ,ߚ (ߛ  – углы ориентации 
АНПА, ܯ௫(ߙ),ܯ௬(ߚ),ܯ௭(ߛ) – матрицы поворота отно-
сительно осей координат. 

Решение задачи в первой зоне состоит в нахождении 
оценок ߠଵ = ,ොݔ) ,ොݕ ,ݖ̂ ,ොߙ ,መߚ ,ොߛ ,ݐ̂ ܿ̂)  относительных коорди-
нат и углов ориентации АНПА, а также времени излу-
чения сигнала первым маяком и скорости звука в воде 
по полученным измерениям путем минимизации следу-
ющей функции: 

10 4
2

1
1 1

ˆ min ( )j j
i i

i j
r d




 

   (1) 

B. Постановка задачи позиционирования и определения 
углов ориентации АНПА для второй зоны 
Решение задачи во второй зоне состоит в нахожде-

нии оценок ߠଶ = ,ොݔ) ,ොݕ ,ݖ̂ ,ොߙ ,መߚ ,ොߛ ,ݐ̂ ܿ̂), с учетом изменения 
видимости маяков – приёмными элементами: 

1

2
ˆ2 , , { }

, {(1...5,1),(1...5,3...4),(6...10,2...4)}

ˆ min ( )j j
i i

i j
r d

   





   

C. Постановка задачи позиционирования и определения 
углов ориентации АНПА для третьей зоны 
Решение задачи в третьей зоне состоит в нахождении 

оценок ߠଷ = ,ොݔ) ,ොݕ  с учетом изменения акустической ,(ݖ̂
видимости маяков – приёмными элементами аппарата: 

1 2

2
ˆ ˆ3 , , , , { }

, {(1...5,1),(6...10,2)}
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i i t c

i j
r d

    


 


   

III. ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 
ПОЗИЦИОНИРОВАНИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ УГЛОВ ОРИЕНТАЦИИ 

АНПА ДЛЯ ПЕРВОЙ ЗОНЫ   
Рассмотрим вопрос решения (1). Стоит отметить, что 

данная функция является многоэкстремальной, и приме-
нение традиционных численных методов на всей обла-
сти определения координат и углов ориентации аппарата 
(даже с учётом естественных ограничений по дистанции 
распространения сигнала, по крену и дифференту под-
водного аппарата) является вычислительно затратным. 
Как следствие, рассмотрим двухэтапную рекуррентную 
процедуру поиска решения. На первом этапе – опреде-
лим окрестность области определения ߠ , а на втором 
этапе найдём численные оценки координат и углов ори-
ентации. 

Для первого этапа, воспользуемся методами машин-
ного обучения с учителем, где обучающая выборка будет 
формироваться исходя из геометрической модели – за-
данные координаты маяков подводной базовой станции 
и координат приёмных элементов АНПА на заданной 
координатной сетке и таблице углов ориентации. 

Пусть обучающая выборка строится по следующему 
правилу: 

 ൫ݐ
 − ݐ

൯
∈ଵ…ସ

 – разница времён приёма сигнала, 
между парами максимально разнесенных приём-
ных элементов (ܽ, ܾ) при фиксированном маяке; 

 ൫ݐ − ݐ − ܶ,൯∈ଵ…ଵ – разница времён приёма 
сигнала между парами маяков (ܽ, ܾ) на фикси-
рованном приёмном элементе и смещением по 
времени излучения сигнала маяками (при фик-
сированном значении ܶ,). 

Рассмотрим основные методы машинного обучения 
с учителем для задачи регрессии, которые будут ис-
пользоваться для решения поставленной задачи. 

A. Метод K-ближайших соседей (k-NN) 
Это метрический алгоритм, суть которого заключа-

ется в нахождении ближайших в выбранной метрике 
соседей с последующим взятием среднего из них значе-
ния [7]. Основным вопросом является правильный вы-
бор количества соседей, так как при маленьком значе-
нии ݇ алгоритм будет иметь большую чувствительность 
к шумам и возникает эффект переобучения, а при боль-
шом значении алгоритм становится слишком грубым и 
перестает отражать локальные особенности набора дан-
ных. Также не менее важен выбор правильной метрики 
для измерения расстояния. 
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B. Дерево решений  
Этот алгоритм представляет из себя иерархическую 

древовидную структуру, состоящую из решающих пра-
вил «Если …, то …» [8]. Правила автоматически гене-
рируются в процессе обучения. 

Само дерево решений состоит из двух типов элемен-
тов – узлов, в которых находятся решающие правила, и 
листьев, в которых находится метка определенного класса. 

C. Случайный лес 
Этот алгоритм является ансамблевым методом, что 

означает обучение нескольких моделей и объединение их 
для решения одной задачи. Так в данном алгоритме ис-
пользуется ансамбль решающих деревьев, которые обу-
чаются независимо [9]. Окончательное решение форми-
руется на основании большинства голосов от каждого из 
деревьев. 

D. Многослойный персептрон 
Это нейронная сеть прямого распространения, состо-

ящая как минимум из трех слоев: входного, скрытого и 
выходного [10]. Каждый узел кроме входного обладает 
нелинейной функцией активации. При обучении много-
слойного персептрона используется метод обучения с 
учителем и алгоритм обратного распространения ошибки.  

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ АПРОБАЦИИ НА МОДЕЛЬНЫХ И НАТУРНЫХ 
ДАННЫХ 

По результатам имитационного моделирования дви-
жения АНПА (рис. 1) были получены оценки средне-
квадратического отклонения (СКО) курсового угла аппа-
рата при использовании различных методов машинного 
обучения с разными гиперпараметрами (см. таблица 1). 

x

y

(0, 0)

 
Рис. 1. Имитация маневрирования АНПА относительно подводной 
базы 

ТАБЛИЦА 1.СКО ОЦЕНКИ КУРСОВОГО УГЛА ПО РЕЗУЛЬТАТАМ 
МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Метод СКО ࢽ,° 
Метод k-NN (k – 12, метрика – Евклидова) 4.15 
Метод k-NN (k – 13, метрика – Манхэттенская) 4.92 
Метод k-NN (k – 12, метрика – Минковского) 4.15 
Метод k-NN (k – 7, метрика – Чебышева) 2.83 
Дерево решений (глубина дерева – 33) 7.09 
Случайный лес (количество деревьев – 21) 3.76 
Многослойный персептрон (число скрытых слоев – 140) 5.48 

Также была произведена апробация алгоритма по ре-
зультатам натурного эксперимента, результаты 
приведены в таблице 2. 

ТАБЛИЦА 2. СКО ОЦЕНКИ КУРСОВОГО УГЛА В РЕЗУЛЬТАТЕ НАТУРНОГО 
ЭКСПЕРИМЕНТА 

Метод СКО ࢽ,° 
Метод k-NN (k – 37, метрика – Евклидова) 10.23 
Метод k-NN (k – 24, метрика – Манхэттенская) 2.42 
Метод k-NN (k – 37, метрика – Минковского) 10.23 
Метод k-NN (k – 15, метрика – Чебышева) 23.58 
Дерево решений (глубина дерева – 44) 8.83 
Случайный лес (количество деревьев – 14) 5.22 
Многослойный персептрон (число скрытых слоев – 
140) 7.48 

 

Из полученных результатов следует, что метод K-
ближайших соседей имеет наилучший результат, с точки 
зрения минимального значения СКО оценки курсового  
угла, как по результатам моделирования, так и в резуль-
тате натурного эксперимента.  

Поэтому для первого этапа был выбран метод K-
ближайших соседей с количеством соседей 24 и манхэт-
тенской метрикой (метрика L1). Для решения системы 
алгебраических уравнений на втором этапе был выбран 
алгоритм Левенберга-Марквардта, как более быстрый по 
сравнению с алгоритмом доверительной области. 

В результате был реализован рекуррентный 
двухэтапный алгоритм позиционирования и определения 
углов ориентации и построены зависимости СКО оценки 
координат центра АНПА от высоты относительно 
подводной станции (рис. 2). 

 
Рис. 2. Зависимость СКО оценки координат от высоты при вертикаль-
ном спуске по центру донной станции при разных скоростях погруже-
ния (V1>V2>V3) 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В работе рассмотрен рекуррентный алгоритм опре-

деления позиционирования и углов ориентации АНПА 
относительно подводной станции. Работа алгоритма 
определяется исходя из местоположения аппарата, вы-
деляются три зоны видимости. При нахождении аппара-
та в первой зоне, предложен и исследован двухэтапный 
алгоритм. На первом этапе определяются окрестности 
координат и углов ориентации с использованием мето-
дов машинного обучения. В результате моделирования 
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и натурного эксперимента было получено, что наилуч-
шая точность у метода k-NN при использовании ман-
хэттенской метрики. На втором этапе осуществляется 
решение системы алгебраических уравнений с ограни-
чением по области определений искомых переменных. 
Работа алгоритма во второй и третьей зонах предпола-
гают использование оценок, полученных при нахожде-
нии аппарата в первой зоне. 
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Аннотация—В работе приведено описание разработан-

ного алгоритма обнаружения и компенсации погрешно-
стей автоматизированного астрономического универсала, 
обусловленных сбоями синхронизации данных со шкалой 
всемирного времени UTC, при определении астрономиче-
ских долгот и азимутов вблизи плоскости меридиана в 
северном и южном направлениях. 

Ключевые слова—астрономический азимут, астроно-
мические координаты, автоматизированный астрономи-
ческий универсал, погрешность, синхронизация данных. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Автоматизированный астрономический универсал 

(ААУ) представляет собой оптико-электронный прибор, 
предназначенный для высокоточного и оперативного 
решения следующих задач в полевых условиях  
(рис. 1) [1]: 

 определения астрономических координат места 
по наблюдению звезд в околозенитной области; 

 определения астрономических азимутов наземных 
ориентиров, расположенных вблизи плоскости 
горизонта, по наблюдению звезд около меридиана 
на высоте h=40°. 

 
Рис. 1. Автоматизированный астрономический универсал  

В верхней части прибора располагается оптико-
электронный блок, состоящий из объектива и телевизи-
онной аппаратуры. Конструкция прибора обеспечивает 
повороты оптико-электронного блока в вертикальной и 

горизонтальной плоскостях посредством приводов вер-
тикального (ПВН) и горизонтального наведения (ПГН).  

В нижней части прибора располагается приемник 
сигналов спутниковых навигационных систем (ПССНС), 
блок обработки и управления и система горизонтирова-
ния, состоящая из шаговых двигателей и прецизионных 
датчиков наклона. 

Определение значений всемирного координирован-
ного времени (UTC), а также формирование сигналов 
синхронизации (далее – сигналы PPS) производится по-
средством ПССНС. По сигналам PPS оптико-
электронным блоком производится регистрация кадров с 
изображениями звезд, при этом с каждым сигналом PPS 
в блок обработки и управления передаются значения 
времени UTC. 

Однако, в результате сбоев в работе аппаратуры (те-
левизионной, спутниковой) или нарушения логики рабо-
ты программного обеспечения ААУ может возникнуть 
сбой синхронизации (ошибочная временная привязка 
зарегистрированного кадра к шкале времени UTC), что 
приведет к появлению систематической составляющей 
погрешности определения времени регистрации кадра 
ΔT = 1 с. Случайная составляющая этой погрешности в 
настоящей работе не учитывается, так как в ААУ она 
пренебрежимо мала (5 мкс) [2]. 

Погрешность определения времени регистрации кад-
ра, в первую очередь, повлияет на точность вычисления 
Гринвичского звездного времени и в итоге приведет к 
появлению систематических составляющих погрешностей 
определения астрономических долгот и азимутов [2, 3], не 
позволяющих обеспечить требуемые точностные харак-
теристики ААУ. 

В работе представлен алгоритм обнаружения и ком-
пенсации погрешностей ААУ при определении астроно-
мических координат и азимутов, обусловленных сбоями 
синхронизации данных со шкалой всемирного времени 
UTC, основанный на использовании: 

 результатов определений азимута в диаметрально 
противоположных направлениях визирной оси 
ААУ, разность которых контролируется по пока-
заниям датчика угла, установленного в ПГН ААУ; 

 опорных значений составляющей уклонения от-
весной линии (УОЛ) в плоскости первого верти-
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кала в заданной системе координат, снятых с карт 
УОЛ или рассчитанных другим методом (напри-
мер, [4]). 

II. ВЛИЯНИЕ ПОГРЕШНОСТЕЙ СИНХРОНИЗАЦИИ  
НА ТОЧНОСТЬ ОПРЕДЕЛЕНИЯ АСТРОНОМИЧЕСКИХ ДОЛГОТ  

И АЗИМУТОВ  
Принцип определения астрономических координат 

места установки ААУ (широты φ и долготы λ) основан на 
наблюдении звезд в околозенитной области по аналогии 
с автоматизированным зенитным телескопом [5 - 8]: 

 φ = δZ, λ = αZ – θ, (1) 

где αZ, δZ – экваториальные координаты (прямое восхож-
дение и склонение) точки зенита; 
θ – Гринвичское звездное время.  

Погрешность определения астрономической долготы 
Δλ, обусловленная сбоем синхронизации, вычисляется 
по формуле 

 Δλ= –Δθλ = –ωΔTλ,  (2) 

где Δθλ – погрешность расчета θ при определении долго-
ты; ω ≈ 15"/с – угловая скорость вращения Земли; ΔTλ – 
погрешность ΔT при определении долготы. 

Астрономический азимут А визирной оси ААУ опре-
деляется по наблюдению звезд вблизи плоскости мери-
диана на высоте h = 40° [1] в соответствии с выражением 

 sin( α)arctg
sin φcos( α) cosφtg δ

SA
S

 
    

, (3) 

где S = θ + λ – местное звездное время; 
α, δ – экваториальные координаты точки, соответствую-
щей пересечению визирной осью ААУ небесной сферы. 

Погрешность определения азимута ΔА, обусловлен-
ная сбоем синхронизации, а также погрешностью Δλ, 
может быть выражена в виде [9]  

λ
cos cosδ cos cosδ( θ λ) ω( ),

cos cosA А
q qA T T

h h
      

 
(4) 

где h – высота визирной оси; ΔθA – погрешность 
вычисления θ при определении азимута; ΔTА – 
погрешность ΔT при определении азимута; q – 
параллактический угол [9]. 

В табл. 1 представлены значения погрешностей Δλ, 
ΔА0 (погрешность ΔА при наблюдении звезд к северу от 
зенита) и ΔА180 (погрешность ΔА при наблюдении звезд к 
югу от зенита) в зависимости от значений ΔTλ  и ΔTА на 
широте φ = 60°. 

TABLE I.  ПОГРЕШНОСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ АСТРОНОМИЧЕСКИХ 
КООРДИНАТ И АЗИМУТОВ 

ΔTλ, c ΔTA, c Δλ, угл.с ΔA0, угл.с ΔA180, угл.с 
1 0 -15 -6,72 -19,27 
0 1 0 6,72 19,27 
1 1 -15 0 0 

III. ОБНАРУЖЕНИЕ И КОМПЕНСАЦИЯ ПОГРЕШНОСТЕЙ 
СИНХРОНИЗАЦИИ ДАННЫХ 

Как видно из табл. 1, при ΔTλ = 1 с, ΔTА = 0 или 
ΔTА = 1 с, ΔTλ = 0 значения погрешностей определения 
азимутов ΔА0 и ΔА180 будут существенно различны. Ис-
пользование этой информации положено в основу прин-
ципа обнаружения погрешностей определения астроно-
мических азимутов, обусловленных сбоями синхрониза-
ции, который заключается в сопоставлении разности 
азимутов визирной оси ААУ до (А0) и после (А180) пово-
рота ПГН на 180° 

ΔAизм. = А180 – А0                            (5) 

с опорным значением ΔAопор. (рис. 2), которое вычисля-
ется по показаниям датчика угла ПГН до (β0) и после 
(β180) поворота 

 опор. ист. ист.
180 0 180 0β β ,A A A      (6) 

где ист. ист.
0 180,A A  – истинные значения азимутов визирной 

оси ААУ до и после поворота. 

 
Рис. 2. К описанию принципа определения погрешностей синхронизации 

Значение ΔAизм. существенно отличается от ΔAопор 
при наличии погрешностей ΔTλ = 1 с (ΔTА = 0) или 
ΔTА = 1 с (ΔTλ = 0). 

Измеренные азимуты визирной оси А0 и А180 могут 
быть представлены в виде следующих выражений 

  
ист. 0 0

0 0
0

ист. 180 180
180 180

180

cos cos δ ω( ),     
cos

cos cos δ ω( ),
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 (7) 

где q0, δ0, h0 – параллактический угол, склонение и 
высота визирной оси, рассчитываемые по наблюдениям 
звезд до поворота; 
q180, δ180, h180 – параллактический угол, склонение и 
высота визирной оси, рассчитываемые по наблюдениям 
звезд после поворота. 

Для обнаружения погрешностей определения астро-
номических азимутов вычисляется параметр Е1 ≈ (ΔTА -
 ΔTλ) с использованием следующего выражения 

изм. опор. 1
0 180

1
180 180 0 0 0 180

( ) cos cos ω .
cos cos δ cos cos cosδ cos

A A h hE
q h q h

 



 (8) 

При условии, что h0 ≈ h180, а наблюдения проводятся 
вблизи плоскости меридиана, когда cos q0 ≈ cos q180 ≈ 1, 
выражение (8) можно представить в следующем виде 

  
изм. опор. 1

1
180 0

( ) cos ω .
cos δ cos δ

A A hE
 




 (9) 

Из табл. 1 и (4) видно, что если round(Е1) = 1 c, где 
round(…) – функция округления до целого числа; астро-
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номические азимуты визирной оси ААУ определены с 
погрешностями, обусловленными сбоями синхрониза-
ции данных. 

Для компенсации указанных погрешностей доста-
точно обеспечить выполнения условия ΔTА = ΔTλ (см. 
таблицу 1 и (4)), то есть необходимо ввести поправку в 
местное звездное время S: 

  S*= S – round(Е1)·ω,  (10) 

и заново рассчитать астрономические азимуты А0 и А180 
по (3) с использованием нового значения S*. 

Обнаружение погрешности определения астрономи-
ческой долготы Δλ, обусловленной сбоями синхрониза-
ции данных, предлагается производить путем сравнения 
значений составляющей УОЛ в плоскости первого вер-
тикала: определенного астрономо-геодезическим мето-
дом η и опорного ηопор в заданной системе координат, 
снятого с карт УОЛ или рассчитанного другим методом, 
например [4]. 

В соответствии с основным выражением астрономо-
геодезического метода составляющая УОЛ в плоскости 
первого вертикала η вычисляется следующим образом [5] 

   η = (λ – L)cosφ, (11) 

где L – геодезическая долгота в заданной системе коор-
динат (например, WGS-84). 

Для обнаружения погрешности определения астрономи-
ческой долготы вычисляется параметр Е2 (Е2 ≈ ΔTλ = ΔTА)  

  Е2 = (η – ηопор.)ω-1secφ, (12) 

и если round(Е2) = 1 c, астрономическая долгота места 
определена с погрешностью, обусловленной сбоями 
синхронизации данных. 

Для компенсации указанной погрешности в значение 
астрономической долготы необходимо ввести соответ-
ствующую поправку, при этом итоговое значение λитог 
рассчитывается в соответствии с выражением 

  λитог = λ + round(Е2)·ω. (13) 

IV. УСЛОВИЯ ОБНАРУЖЕНИЯ ПОГРЕШНОСТЕЙ 
СИНХРОНИЗАЦИИ ДАННЫХ 

Определим условия, необходимые для обнаружения 
(с вероятностью P = 0,95) и компенсации погрешностей 
ААУ, обусловленных сбоями синхронизации данных. 

Дифференцированием (9) получаем выражение для 
вычисления среднеквадратического отклонения (СКО) 
погрешности определения параметра Е1: 

  
2 2 2 2 2 2 2

β δ
1

180 0

2(σ σ )cos ( ) (σ σ )
σ ,

(cosδ cos δ )ω
A h

Е

h C D  



 (14) 

где σА, σh, σβ, σδ – СКО погрешностей определения пара-
метров А, h, β, δ, соответственно; С, D – параметры, рас-
считываемые по формулам: 
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180 0

2
180 0

( )sin( );
( ) cos( ) (sin δ sin δ ) .

(cos δ cos δ )

C A A h
A A hD

  

    




 (15) 

Дифференцируя (12) с учетом (11), получаем выра-
жение для вычисления СКО погрешности определения 
параметра Е2: 

1 2 2 2 2 2 опор. 2 2
2 λ ηопор. φσ =ω secφ (σ σ )cos (φ) σ σ (η ) tg (φ),E L

     (16) 

где σφ, σλ, σL, σηопор. – СКО погрешностей определения 
параметров  φ, λ, L и ηопор, соответственно. 

Для обнаружения (с вероятностью P = 0,95) и ком-
пенсации погрешностей ААУ, обусловленных сбоями 
синхронизации данных, необходимо обеспечить выпол-
нение следующих условий: 

  σЕ1 < 0,25 с,    σЕ2 < 0,25 с. (17) 

На рис. 3 показаны зависимости σЕ1 и σЕ2 от широты 
места φ при σА = σh = σβ = 0,5", σφ = σδ = 0,3", σλ = 0,3"·secφ, 
σL = 0,06"·secφ и σηопор. = 1" [4]. 

 
Рис. 3. Зависимости СКО погрешностей определения параметров Е1 и 
Е2 от широты места φ 

Как видно из графика, значение σЕ1 превышает допу-
стимый порог 0,25 с вблизи экватора (φ < 9°) и полюсов 
(φ > 81°), что обусловлено тем, что разность cos(δ180) – 
cos(δ0), находящаяся в знаменателе (14), при приближе-
нии к экватору и полюсам стремится к 0. 

СКО σЕ2  увеличивается вместе с широтой φ и превы-
шает допустимый порог 0,25 с при φ > 75°. 

Следует отметить, что все параметры, входящие в 
(14)–(16), за исключением σηопор., могут быть оценены в 
процессе работы ААУ по полученным данным астроно-
мических наблюдений. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Предложен и описан алгоритм обнаружения и ком-

пенсации погрешностей автоматизированного астроно-
мического универсала, обусловленных сбоями синхро-
низации данных со шкалой всемирного времени UTC. 
Обнаружение и компенсацию погрешности определения 
азимута предложено осуществлять по разности астроно-
мических наблюдений, полученных в двух диаметрально 
противоположных направлениях визирной оси (к северу 
и к югу от зенита), а долготы – с использованием опор-
ного значения составляющей уклонения отвесной линии 
в плоскости первого вертикала, снятого со специальных 
карт или рассчитанного гравиметрическим методом.  

Сформулированы условия, необходимые для успеш-
ного обнаружения и компенсации погрешностей ААУ, 
обусловленных сбоями синхронизации данных, с ис-
пользованием предложенного алгоритма, а также опре-
делен диапазон широт, в котором эти условия могут 
быть выполнены.  
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Аннотация—Проводится сопоставление стационарных 
фильтров, решающих задачу оценивания в реальном вре-
мени, и сглаживающих фильтров Винера, построенных в 
том числе с использованием метода локальной аппрокси-
мации спектральных плотностей для оцениваемых сигна-
ла и помех измерения, с нестационарными фильтрами и 
сглаживающими фильтрами Калмана, используемыми 
при решении задачи обработки результатов морской гра-
виметрической съемки. Приводятся результаты сопостав-
ления оценок аномалии силы тяжести, полученных раз-
личными фильтрами с использованием модельных и ре-
альных данных. Обсуждаются достоинства и недостатки 
сопоставляемых алгоритмов. 

Ключевые слова—фильтр Винера, фильтр Калмана, 
сглаживание, аномалия силы тяжести. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Одна из основных задач, возникающих при обработ-

ке результатов гравиметрической съемки на подвижном 
объекте, направленной на определение аномалий силы 
тяжести (АСТ), заключается в разделении инерционной 
и гравитационной составляющих измеряемого гравимет-
ром кажущегося ускорения [1, 2]. Строгую математиче-
скую постановку такой задачи можно сформулировать в 
рамках теории байесовского оценивания, если задаться 
стохастическими моделями АСТ, вертикального движе-
ния носителя и погрешностей используемых измерите-
лей, представленных в виде формирующих фильтров 
(ФФ) во временной области. Для ее решения, исходя из 
критерия минимизации дисперсии ошибки оценивания, 
может быть использован либо оптимальный фильтр 
Калмана (ФК), либо соответствующий ему оптимальный 
сглаживающий ФК [3, 4]. Напомним, что в задаче филь-
трации, решаемой с помощью ФК в режиме реального 
времени, используются только накопленные к текущему 
моменту времени измерения. При решении же задачи 
сглаживания, получаемом в режиме постобработки, при 
вычислении оценки в каждой точке измеряемого галса 
привлекается весь накопленный на галсе набор измере-
ний [3, 4]. Говоря о ФК, необходимо иметь в виду, что 
свойство его оптимальности следует соотносить с теми 
моделями для сигналов (АСТ и вертикального движе-
ния) и погрешностей их измерений, применительно к 
которым этот фильтр синтезирован. Это порождает 
определенные сложности при настройке и использова-

нии ФК, для преодоления которых успешно используют-
ся методы многоальтернативной фильтрации, обеспечи-
вающие решение задачи идентификации моделей [5–7]. 
Следует также заметить, что ФК представляет собой 
нестационарный алгоритм даже при стационарном ха-
рактере моделей, на которые он настроен. Однако по 
завершению переходного режима коэффициент усиле-
ния в ФК перестает меняться и ФК становится стацио-
нарным. Этот фильтр обеспечивает минимизацию дис-
персии ошибки оценивания на бесконечном времени и 
является оптимальным стационарным фильтром для тех 
моделей, которые использованы при синтезе нестацио-
нарного ФК. Очевидно, что в случае если коэффициент 
усиления в фильтре зафиксирован с момента начала ра-
боты, то оптимальный стационарный фильтр будет про-
игрывать в точности ФК, в котором коэффициент усиле-
ния меняется. Оптимальный стационарный фильтр при 
задании стохастических моделей для АСТ и вертикаль-
ного движения в виде их спектральных плотностей (СП) 
может быть синтезирован и с применением винеровско-
го (частотного) подхода. В этом случае говорят об опти-
мальном фильтре Винера (ФВ) и оптимальном сглажи-
вающем ФВ. Так же как и в случае с ФК, свойство опти-
мальности ФВ следует соотносить с теми моделям, для 
которых он строится. Очевидно, что при одинаковых 
моделях ФК в установившемся режиме и ФВ будут меж-
ду собой совпадать. В отличие от ФК, задаваемого во 
временной области с помощью дифференциального 
уравнения, ФВ и сглаживающие ФВ описываются с по-
мощью передаточных функций (ПФ). Для достаточно 
сложных моделей процесс получения ПФ не является 
тривиальным, и здесь широкое применение получил ин-
женерный подход, основанный на методе локальных 
аппроксимаций СП, предложенный в работах Челпанова 
И.Б. и Несенюка Л.П. [11, 12], и развитый на его основе 
частотно-временной подход к построению алгоритмов 
фильтрации и сглаживания [13]. 

При обработке данных морской гравиметрической 
съемки на практике также применяются стационарные 
фильтры, задаваемые в виде ПФ и полученные из раз-
личных, в том числе эвристических, соображений [8–10]. 
Стохастические модели АСТ и вертикального движения 
для таких фильтров, как правило, не задаются, и, таким 
образом, не определено, по отношению к каким моделям 
эти фильтры являются оптимальными. Вместе с тем при 
построении стационарных фильтров достаточно эффек-

Исследование выполнено за счет гранта РНФ № 23-19-00626, 
https://rscf.ru/project/23-19-00626/. 
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тивно привлекаются такие понятия, как частота среза, 
полоса пропускания, пространственное разрешение [8–
10]. Смысл же этих понятий применительно к ФК четко 
не определен. Отмеченные обстоятельства затрудняют 
установление взаимосвязи и отличий свойств ФК и ФВ и 
соответствующих им сглаживающих фильтров, исполь-
зуемых при решении задачи обработки результатов мор-
ской гравиметрической съемки.  

Установлению этих взаимосвязей и посвящен насто-
ящий доклад.  

Структура работы следующая. После введения во 
второй части работы описываются используемые модели 
АСТ и вертикального движения, а также приводится 
связанная с ними математическая модель измерений 
демпфированного гравиметра. В третьей части с помо-
щью этих моделей формулируются и решаются задачи 
фильтрации и сглаживания сначала во временной обла-
сти с позиций калмановского (временного) подхода без 
применения упрощений, а затем с позиций винеровского 
(частотного) подхода, с применением метода локальной 
аппроксимации. В четвертой части анализируются осо-
бенности и отличия полученных в результате ФК и ФВ и 
обсуждается их взаимосвязь со стационарными филь-
трами, применяемыми на практике при обработке ре-
зультатов гравиметрической съемки. В пятой части при-
водятся результаты оценивания АСТ с помощью опи-
санных фильтров с использованием модельных и реаль-
ных данных результатов морской гравиметрической 
съемки. В заключении обсуждаются достоинства и недо-
статки сопоставляемых фильтров. 

II. МОДЕЛИ ПОЛЕЗНОГО СИГНАЛА, ПОМЕХ  
И ГРАВИМТЕРИЧЕСКИХ ИЗМЕРЕНИЙ 

При построении оптимальных фильтров необходимо 
задаться стохастическими моделями для полезного сиг-
нала и помехи. Применение адекватных моделей и опре-
деление их параметров являются ключевыми при по-
строении ФК и сглаживающего ФК [3, 4]. В задаче обра-
ботки гравиметрической съемки полезным сигналом 
является АСТ, а основной помехой – вертикальные 
ускорения носителя. Приведем далее используемые в 
настоящей работе модели АСТ и вертикального движе-
ния носителя, а также модель измерений демпфирован-
ного гравиметра. 

A. Модель АСТ 
Для описания АСТ будем использовать модель 

Джордана [14]. В пространстве состояний эта модель 
может быть представлена виде  
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   (1) 

где / 2σ ,dga gaV    V  – скорость движения, σ ga  – сред-
неквадратическое отклонение (СКО) АСТ; dga  – СКО 
производной АСТ по длине траектории; gaw  – порожда-
ющий белый шум интенсивности 2310 ga  , ( 5 1) / 5   . 
Соответствующая этой модели СП АСТ задается в виде 
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B. Модель вертикального движения носителя 
Для описания вертикальных ускорений, скоростей и 

перемещений объекта будем использовать модель [15] 
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    (3) 

где 4h x   – вертикальное перемещение над усреднен-
ным уровнем моря в районе съемки с СКО, равным h ; 

5h x  , 6 ,h x   – вертикальная скорость и ускорение. 
Входящие в (3) коэффициенты определяются как 

 2 2
3 ,a     2 2

2 2 ,a        1 2 ,a      где 

2 / ,T    T – преобладающий период качки; 1 / ,     – 
интервал корреляции;  – заданный коэффициент. Интен-
сивность порождающего белого шума hw  задается вели-
чиной  3 1 2 3

2
12 / .ha a a a a   СКО вертикальных переме-

щений h  и СКО вертикальных ускорений h   связаны 

соотношением 2 3 1( ) /hh a a a   . Соответствующая 
этой модели СП вертикальных ускорений задается в виде 
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C. Измерения демпфированного гравиметра 
Чувствительный элемент демпфированного грави-

метра представляет собой упругий маятник, взвешенный 
в демпфирующей жидкости [1, 9]. Вследствие этого его 
измерения у могут быть записаны в виде  

 7 7
1 1 1

a
g g g

x x g h g
T T T

      ,            (5) 

7 ,gy x v    (6) 

где 7x  – приращения силы тяжести относительно опор-
ного пункта, gT  – постоянная времени гравиметра, gv  – 
белошумная инструментальная погрешность гравиметра 
интенсивности r2, g  – сумма детерминированных по-
правок за эффект Этвеша, эффект Гаррисона, орбиталь-
ный эффект, эффект демпфирования и разности нор-
мального значения силы тяжести и ее значения на опор-
ном пункте, вычисляемых отдельно по известным соот-
ношениям [1, 9].  

Пренебрегая погрешностью гравиметра, а также за-
ранее учитывая детерминированные поправки и приме-
няя процедуру восстановления сигнала, измерения гра-
виметра можем представить в простом виде [1, 9]: 

*
ay g h   .   (7) 

Привлекательность модели измерений (7) состоит в ее 
простоте, за счет которой, как будет показано далее, мож-
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но поставить и решить задачу винеровской фильтрации и 
получить достаточно простые соотношения для ФВ. 

III. ПОСТАНОВКА И РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ОЦЕНИВАНИЯ 
АСТ 

Как предполагалось, будем рассматривать две задачи 
оценивания АСТ – задачу фильтрации, т.е. задачу оце-
нивания в реальном времени, и задачу сглаживания на 
закрепленном интервале, т.е. задачу получения оценок 
АСТ по результатам гравиметрической съемки, когда 
доступны все измерения. Рассмотрим две постановки 
задачи – винеровскую и калмановскую [1, 3, 4, 13, 16]. 

A. Калмановская постановка задачи и оптимальный 
фильтр Калмана 
Калмановская постановка задачи сводится к оцени-

ванию вектора состояния 

 

1 1 2

2 2 3

3 3

4 5

5 6

6 3 4 2 5 1 6

7 7 1 2 6

β ,
β ,
β ,

,
,

,
1 1 1 1

ga

h

g g g g

x x x
x x x
x x w
x x
x x
x a x a x a x w

x x x x x g w
T T T T 

  
  

  




    

        










   (8) 

по измерениям (6). 

В (8) 1 7x   соответствуют моделям (1), (3), (5) а w  – 
белошумная погрешность вычисления поправок g , 
которая также может быть учтена в этой постановке и 
основной вклад в которую вносит погрешность вычис-
ления поправки Этвеша по данным СНС. 

Нетрудно с использованием известных соотношений 
реализовать оптимальный ФК для решения задачи филь-
трации, сформировав необходимые для этого матрицы, 
соответствующие уравнению (8) и модели измерений (6) 
и проведя их дискретизацию [1, 3, 4]. Для получения 
сглаженной оценки АСТ может быть применена извест-
ная рекуррентная процедура [16], обрабатывающая оцен-
ки для всех компонент вектора состояния в обратном 
времени.  

B. Винеровская постановка задачи и фильтр Винера 
При решении задачи в рамках винеровской постанов-

ки будем полагать, что измерения гравиметра описыва-
ются моделью (7), то есть представляют собой сумму 
некоррелированных сигнала (АСТ) и помехи (верти-
кальных ускорений) со спектральными плотностями (2) 
и (4) соответственно. В результате можно получить со-
ответствующие передаточные функции ФВ и сглажива-
ющего ФВ. Точное решение с использованием СП (2) и 
(4) является достаточно трудоемким ввиду высокого 
порядка и сложности этих СП. Приближенное решение, 
однако, может быть получено с помощью метода ло-
кальной аппроксимации (МЛА) СП [11, 13]. Согласно 
этому методу СП АСТ и вертикальных ускорений могут 
быть аппроксимированы в виде 
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где 2 4
ε , ωсr  – значение СП и частоты точки пересечения 

аппроксимаций СП сигнала и помехи, рис. 1. 

 
Рис. 1 Квадратные корни из СП АСТ и вертикальных ускорений 
(сплошные линии) и их аппроксимации (пунктирные линии) 

Нетрудно показать [13], что сглаживающий ФВ для 
решения задачи оценивания АСТ может быть реализован 
с использованием ПФ фильтра Баттерворта 4-го порядка: 
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,  (11) 

где ωс  соответствует точке пересечения сигнала и поме-
хи рис. 1. При этом для вычисления сглаженной оценки 
АСТ достаточно обработать измерения кажущегося 
ускорения (7) с помощью ФВ с ПФ (11) в прямом време-
ни и полученные в результате оценки – в обратном вре-
мени.  

В свою очередь, ПФ ФВ для решения задачи филь-
трации АСТ в реальном времени получается с помощью 
процедур сепарации и факторизации и имеет вид: 
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Обратим внимание на то, что приведенная ПФ отли-
чается от ПФ (11). Таким образом, использование филь-
тра с ПФ (12) для решения задачи сглаживания путем 
обработки сигналов в прямом и обратном времени не 
обеспечивает оптимальное решение задачи сглаживания 
АСТ, полученное с помощью МЛА для моделей (3), (4). 
И наоборот, оценка, найденная с помощью фильтра (11), 
не будет соответствовать оптимальному решению задачи 
фильтрации АСТ для указанных моделей в реальном 
времени.  

Следует иметь в виду, что ФВ и сглаживающий ФВ, 
полученные с использованием МЛА, будут субопти-
мальными по отношению к алгоритмам, соответствую-
щим калмановской постановке задачи оценивания век-
тора состояния (8) по измерениям (6) в установившемся 
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режиме. Это объясняется тем, что при его построении 
применялась аппроксимация СП сигнала и помехи, не 
учитывались белошумная погрешность гравиметра и 
погрешность вычисления поправок. Интерес представля-
ет теоретическое и практическое исследование отличий 
этих оценок, приводимое далее в работе.  

IV. СОПОСТАВЛЕНИЕ ФИЛЬТРОВ ВИНЕРА И КАЛМАНА  
С ТОЧКИ ЗРЕНИЯ ЧАСТОТНЫХ ХАРАТЕРИСТИК 

Ранее уже отмечалось, что для одинаковых моделей 
решения ФК и ФВ в установившемся режиме совпадают. 
Пользуясь этим фактом, получим ПФ ФВ для полных 
моделей АСТ и вертикального движения, найдя ПФ ФК 
в установившемся режиме. Опираясь на [3], можем пока-
зать, что эта ПФ имеет вид 

  1( )x
yW p pE F K H K

    ,      (13) 

где 2 TK r P H
  , а матрица P  удовлетворяет уравне-

нию Риккати: 

2 0T T TFP P F GQG r P H HP
       ,      (14) 

в котором Q – матрица интенсивностей порождающих 
шумов в (8), , ,F G H  – матрицы, соответствующие по-
становке задачи оценивания вектора состояния (8) по 
измерениям (6). 

Введем матрицу  1 0 0 0 0D   , такую 
что ag Dx . Тогда искомая ПФ может быть записана как 

  1( )ag
yW p D pE F K H K

    ,          (15) 

а ФК в установившемся режиме может быть представлен 
в виде стационарного фильтра:   
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              (16) 

Проблема получения такой ПФ в явном виде состоит 
в необходимости решения уравнения Риккати (14). Од-
нако эта ПФ может быть получена численными метода-
ми. Соответствующая ей амплитудно-частотная характе-
ристика (АЧХ) приведена на рис. 2 в сравнении с ПФ 
ФВ (12). Рассматривая эти АЧХ на качественном уровне, 
можем заключить, что оба фильтра являются фильтрами 
нижних частот и в полосе пропускания АЧХ ФВ и ФК 
практически совпадают. Кроме того, по АЧХ можно 
определить частоту среза фильтров, которая характери-
зует пространственное разрешение морской гравиметри-
ческой съемки. Полагая, что частота среза – это частота, 
ниже которой мощность сигнала на выходе фильтра 
уменьшается в два раза по сравнению с мощностью в 
полосе пропускания [17], получим, что АЧХ на частоте 
среза имеет спад до уровня log102≈0,707 (или приблизи-
тельно −3 дБ) относительно уровня в полосе пропуска-
ния. Заметим, что частота среза для ФВ (12) зависит 
только от ωс – частоты точки пересечения СП сигнала и 
помехи. В силу близости ПФ установившегося ФК и ФВ 
частоту среза и соответствующую ей полосу пропуска-
ния можно определить исходя из точки пересечения СП 
АСТ и вертикальных ускорений рис. 1 и тем самым 

определить пространственное разрешение для конкрет-
ных стохастических моделей. Различия АЧХ ФК и ФВ в 
полосе подавления (рис. 2) обусловлены различиями в 
СП помехи. 

 
Рис. 2. Амплитудно-частотные характеристики ФК и ФВ 

Что касается переходных процессов, то очевидно, что 
ФК будет иметь менее протяженные во времени пере-
ходные процессы, чем ФВ. В связи с этим интерес может 
представлять построение упрощенного ФК для упро-
щенных моделей АСТ (9) и вертикальных ускорений 
(10). Такой ФК можно получить с применением частот-
но-временного подхода [13]. Введем для упрощенной 
модели АСТ ФФ в виде [3, 13] 
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где w  – порождающий белый шум интенсивности 2 4
ε ωсr . 

Обратим внимание, что ввести непосредственно модель 
в виде ФФ для такой помехи, строго говоря, не пред-
ставляется возможным, так как с точки зрения классиче-
ской теории белый шум не является дифференцируемым 
процессом. Однако рассматриваемую постановку задачи 
можно сформулировать с использованием понятия 
условной СП [3, 11–13]. Дважды проинтегрировав изме-
рения, эту задачу сведем к эквивалентной (с точки зре-
ния получаемого решения) постановке задачи оценива-
ния вектора состояния 
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по измерениям 

1y x v  ,               (19) 

где y  – второй интеграл от измерений (7), v  – белый 
шум измерений с интенсивностью 2 4

ε /ωсr . Формально 
такие измерения являются измерениями высоты. Однако 
в [13] показано, что решение задачи оценивания АСТ, 
описываемой ФФ (18) по измерениям (19), эквивалентно 
решению задачи оценивания АСТ (9) по измерениям (7) 
на фоне помехи с СП (10) с точки зрения точности оце-
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нивания АСТ в установившемся режиме. С помощью 
общих результатов из [13] нетрудно показать, что ПФ 
ФК (18), (19) в установившемся режиме совпадает с (12). 
Принимая во внимание отмеченное обстоятельство, по-
лучим соотношения для расчетной СКП оценивания 
АСТ для ФВ (12) [13] 

 
 ε ε

2
σ ω 2,51 ω

1,5 2 2
c

f a cg r r 
 

   (20) 

и сглаживающего ФВ (11) 
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, (21) 

построенных для упрощенных моделей (9), (10). Таким 
образом, получены соотношения, связывающие ФК и ФВ 
для упрощенных моделей. Что касается решения задачи 
сглаживания, получить аналитические выражения для 
сравнения алгоритмов достаточно сложно, вследствие 
чего сглаживающие ФК и ФВ сравниваются далее на 
примерах моделирования и обработки реальных данных. 

V. СОПОСТАВЛЕНИЕ ФИЛЬТРОВ ВИНЕРА И КАЛМАНА НА 
МОДЕЛЬНЫХ И РЕАЛЬНЫХ ДАННЫХ 

Для сравнения ФК и ФВ проведено моделирование 
при различных значениях среднеквадратических откло-
нений (СКО) вертикальных ускорений и СКО изменчи-
вости АСТ. Расчет выполнялся при характерных для 
морского объекта значениях периода T  = 5 с и нерегу-
лярности μ  = 0,05 с–1 вертикальных ускорений, скорости 
V = 10 узл., белошумной среднеквадратической погреш-
ности (СКП) гравиметра σg  = 0,1 мГал и СКП вычисле-

ния поправок σw = 0,5 мГал. На рис. 3, 4 приведены 
характерные графики оценок и соответствующих им по-
грешностей оценивания АСТ с использованием ФК и ФВ, 
а на рис. 5, 6 – с использованием сглаживающего ФК и 
ФВ. Для СКП оценивания ФВ рассчитывались действи-
тельные (д) и расчетные (р) значения. Для ФК и сглажи-
вающего ФК, настроенных на полные модели, они совпа-
дают. Для ФВ и сглаживающего ФВ расчетные значения 
СКП вычислялись согласно соотношениям (20), (21), а 
действительные – по полученной реализации погрешно-
стей оценивания. 

 
Рис. 3. Оценки АСТ ФК и ФВ 

 
Рис. 4. Погрешности оценивания АСТ ФК и ФВ  

 
Рис. 5. Оценки АСТ сглаживающих ФК и ФВ  

 
Рис. 6. Погрешности оценивания АСТ сглаживающего ФК и ФВ 

СКП оценивания АСТ приведены в табл. 1, 2 для раз-
личных СКО вертикальных ускорений, указанных в пер-
вой колонке.  
ТАБЛИЦА 1. СРАВНЕНИЕ СКП ОЦЕНИВАНИЯ АСТ СГЛАЖИВАЮЩЕГО ФК 

И ФВ В УСТАНОВИВШЕМСЯ РЕЖИМЕ 

 
1 мГал/км 2 мГал/км 3 мГал/км 

ФК ФВ 
(р)а 

ФВ 
(д) b ФК ФВ 

(р)а 
ФВ 
(д) b ФК ФВ 

(р)а 
ФВ 
(д) b 

2 
Гал 

0,05 0,03 0,05 0,07 0,05 0,07 0,13 0,10 0,14 

5 
Гал 0,06 0,04 0,06 0,10 0,07 0,10 0,18 0,14 0,19 

10 
Гал 0,07 0,05 0,07 0,12 0,10 0,13 0,23 0,19 0,24 

20 
Гал 0,09 0,07 0.09 0,16 0,13 0,17 0,30 0,24 0,32 

a. р – расчетные значения, 
b.  д –действительные значения 
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ТАБЛИЦА 2. СРАВНЕНИЕ СКП ОЦЕНИВАНИЯ АСТ ФК И ФВ  
В УСТАНОВИВШЕМСЯ РЕЖИМЕ 

 
1 мГал/км 2 мГал/км 3 мГал/км 

ФК ФВ 
(р) 

ФВ 
(д) ФК ФВ 

(р) 
ФВ 
(д)б ФК ФВ 

(р) 
ФВ 
(д)  

2 
Гал 

0,22 0,19 0,40 0,41 0,36 0,41 0,74 0,69 0,83 

5 
Гал 0,31 0,27 0,48 0,57 0,51 0,82 1,05 0,98 1,15 

10 
Гал 0,42 0,35 0,52 0,74 0,66 1,14 1,36 1,27 1,56 

20 
Гал 0,52 0,45 0,60 0,96 0,86 1,43 1,54 1,66 1,70 

Из представленных результатов следует, что расчет-
ная СКП оценивания АСТ сглаживающего ФВ на 10-
20% ниже СКП ФК, в то время как действительная СКП 
сглаживающего ФВ превышает СКП сглаживания ФК не 
более чем на 8%. Расчетная СКП фильтрации АСТ ФВ 
также на 10-20% ниже СКП ФК, а действительная СКП 
может превышать СКП ФК до 30%. Большие отличия 
возникают при сильно аномальном поле и существенных 
вертикальных ускорениях. Таким образом, различия в 
точности оценивания АСТ ФК и ФВ, построенного с ис-
пользованием метода локальной аппроксимации, в уста-
новившемся режиме незначительны. В то же время рас-
чет СКП согласно соотношениям (20), (21) в ряде случаев 
может дать существенно заниженные результаты. 

Для сравнения ФК и ФВ на реальных данных было 
выбрано четыре пары возвратных (пройденных в двух 
направлениях) галсов, с различной изменчивостью АСТ и 
СКО вертикальных ускорений, пройденных в разных ак-
ваториях Мирового Океана. Измерения АСТ выполнялись 
с использованием гиростабилизированного гравиметра 
«Чекан-АМ». СКО изменчивости АСТ для галсов 1–4 со-
ставляло около 1 мГал/км. При этом возвратные галсы 1, 2 
сняты в хорошую погоду с СКО вертикальных ускорений 
около 10 Гал, а возвратные галсы 3, 4 при существенном 
волнении с СКО вертикальных ускорений около 40 Гал. 
Для галсов 5–8 значение СКО изменчивости АСТ состав-
ляло порядка 3 мГал/км. При этом также пара галсов 5, 6 
была снята в хорошую погоду с СКО вертикальных уско-
рений около 10 Гал, а другая пара галсов 7, 8 – при нали-
чии волнения с СКО вертикальных ускорений около 
25 Гал. На рис. 7 приведен пример оценок АСТ на галсе 1, 
полученных с использованием ФК и ФВ, а на рис. 8 – 
пример сглаженных оценок АСТ с использованием сгла-
живающих ФК и ФВ. Профили на рис. 7, 8 для наглядно-
сти смещены относительно друг друга. 

 
Рис. 7. Оценки АСТ ФК и ФВ 

 
Рис. 8. Оценки АСТ сглаживающих ФК и ФВ 

На рис. 9, 10 приведены разности оценок АСТ на 
возвратных галсах 1, 2, полученных с использованием 
сглаживающих и обычных ФК и ФВ.  

 
Рис. 9. Разность оценок АСТ на возвратных галсах ФК и ФВ 

 
Рис. 10. Разность оценок АСТ на возвратных галсах сглаживающих 
ФК и ФВ 

Из рис. 7–10 наглядно видна разница в переходных 
процессах ФК и ФВ, а также разница в точности оцени-
вания фильтрации и сглаживания. Для сравнения точно-
стей оценивания АСТ ФК и ФВ для каждой пары воз-
вратных галсов 1–2, 3–4, 5–6, 7–8 по их разности оценок 
АСТ в установившемся режиме рассчитывались действи-
тельные (д) СКП. Эти СКП приведены в табл. 3 наряду с 
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расчётными значениями (р) СКП. Расчетные значения 
СКП АСТ для ФК брались из ковариационного канала, а 
для ФВ рассчитывались по соотношениям (20), (21). 

ТАБЛИЦА 3. СРАВНЕНИЕ СКП АСТ ФК И ФВ 

Гал
сы 

Сглаживание Фильтрация 
ФК 
(р) 

ФК 
(д) 

ФВ 
(р) 

ФВ 
(д) 

ФК 
(р) 

ФК 
(д) 

ФВ 
(р) 

ФВ 
(д) 

1-2 0,04 0,02 0,02 0,02 0,20 0,14 0,16 0,15 

3-4 0,08 0,07 0,06 0,10 0,51 0,36 0,43 0,53 

5-6 0,12 0,34 0,09 0,41 0,78 0,73 0,63 0,90 

7-8 0,26 0,80 0,20 0,84 1,44 1,56 1,20 1,74 

 
Из представленных результатов следует, что ФК и ФВ 

имеют близкие действительные СКП оценивания, что 
хорошо согласуется с результатами моделирования. Од-
нако расчетные и действительные СКП оценивания ФК и 
ФВ хорошо согласуются только для галсов с малой из-
менчивостью АСТ. Для галсов с большой изменчивостью 
видна существенная (до 0,6 мГал) разница между расчет-
ной и действительной СКП. Этот факт говорит о целесо-
образности уточнения модели погрешностей измерений 
при значительном уровне вертикальных ускорений. 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Проведено сопоставление фильтров Калмана и Вине-

ра, используемых при решении задачи обработки резуль-
татов морской гравиметрической съемки. С этой целью, 
опираясь на результаты предыдущих исследований, при-
ведена калмановская постановка задачи во временной 
области, учитывающая выбранные модели для АСТ, вер-
тикального движения и свойства демпфированного гра-
виметра. Описаны соответствующий им оптимальный 
ФК и сглаживающий ФК для оценивания АСТ. 

Задача оценивания АСТ сформулирована и в рамках 
частотного (винеровского) подхода. На основе метода 
локальной аппроксимации СП синтезированы соответ-
ствующие стационарные реализуемые ФВ и сглажива-
ющий ФВ, являющиеся оптимальными в установившем-
ся режиме для упрощенных моделей АСТ и вертикаль-
ного движения.  

В рамках частотно-временного подхода проанализи-
рованы взаимосвязь и отличия передаточных функций 
синтезированных ФВ и ФК в установившемся режиме, 
что позволило, с одной стороны, обсудить соответствие 
между различными фильтрами, а с другой – сопоставить 
точность и пространственное разрешение оценок АСТ, 
полученных при их использовании. Все это в совокупно-
сти создает предпосылки для синтеза более простых, но 
достаточно эффективных субоптимальных фильтров для 
обработки гравиметрической съемки. 

Результаты, полученные при обработке реальных 
данных, в целом совпадают с результатами моделирова-
ния, что подтверждает адекватность принятых моделей и 
их аппроксимаций. С их использованием определены 
различия в точности оценивания АСТ для оптимального 
ФК в установившемся режиме и ФВ, полученного с ис-

пользованием метода локальной аппроксимации и соот-
ветствующих им сглаживающих фильтров. Отмечены 
два основных преимущества фильтров, основанных на 
калмановском подходе: существенное, до 30%, сокраще-
ние переходных процессов и возможность расчета теку-
щей характеристики точности, что в конечном счете по-
вышает производительность съемочных работ. Отмечена 
целесообразность уточнения модели погрешностей из-
мерения при значительных вертикальных ускорениях. 
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Аннотация—Описывается алгоритм коррекции в за-

даче навигации пешехода с применением инерциальных 
измерительных блоков, прикрепленных к стопам челове-
ка. Новизна заключается в адаптации ковариаций навига-
ционного алгоритма в зависимости от некоторых диагно-
стических параметров, вычисляемых в процессе анализа 
траектории пешехода. Для работы алгоритма необходимо 
наличие двух инерциальных блоков, прикрепленных к 
разным стопам. Навигационное решение корректируется 
по информации о расстоянии между стопами, а также ин-
формации о прямолинейности движения. Последняя и 
используется для получения параметров, использующихся 
для изменения ковариаций. Алгоритм был проверен на 
реальных данных и показал более высокую точность, чем 
известные алгоритмы, корректирующие навигационное 
решение только по расстоянию между стопами или только 
по информации о прямолинейности движения. 

Ключевые слова—БИНС, ИИБ, стопа, пешеходная нави-
гация, ковариации, алгоритм коррекции. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Навигация пешехода – относительно молодая отрасль 

навигации. Ее стали выделять, когда возникли специали-
зированные устройства и алгоритмы, предназначенные 
именно для определения местоположения пешехода, 
например [1], [2]. Обычно навигацию пешехода рассмат-
ривают в условиях, когда недоступны сигналы спутни-
ковых навигационных систем, поскольку навигация по 
СНС одинакова для пешехода и любого другого объекта. 

Исторически применение систем навигации пешехода, 
не требующих внешней информации, виделось в первую 
очередь военным [3], поскольку в условиях боевых дей-
ствий пропадание сигналов спутниковых систем реально. 
Однако возможны и другие варианты применения, требу-
ющие автономного определения местоположения челове-
ка. Один из них – навигация внутри помещений. 

Задача отслеживания перемещений человека в поме-
щении может решаться по-разному, автономно и с помо-
щью предустановленной инфраструктуры. В настоящее 
время существуют коммерческие системы, обеспечива-
ющие навигацию на складах, на парковках, на производ-
стве. Как правило, эти системы используют инфраструк-
туру [4]. В здании размещаются специальные устройства, 
излучающие какие-либо сигналы (вариантов множество: 
Wi-Fi, Bluetooth, UWB). Эти сигналы принимаются 
устройствами пользователей и используются для опреде-
ления их местоположения. При этом возможны разные 
принципы: измерение времени распространения сигнала 
(ToA), измерение интенсивности сигнала (RSSI). Такие 
системы при должной настройке обеспечивают хорошую 
и не ухудшающуюся со временем точность. Платой за это 
является необходимость первоначального развертывания 
и последующего содержания системы.  

В некоторых приложениях невозможно развернуть 
инфраструктуру заранее, например, в случае проведения 
поисково-спасательных работ. В таких ситуациях необ-
ходимы методы автономного определения местоположе-
ния. Традиционно автономные системы навигации бази-
руются на инерциальных датчиках. В последние 20 лет 
широкое распространение получили микромеханические 
инерциальные измерительные блоки (МЭМС ИИБ). Они 
компактны, дешевы и имеют низкое энергопотребление. 
Все это делает возможным создание бескарданных 
инерциальных навигационных систем (БИНС) на основе 
МЭМС, которые могут быть интегрированы в экипиров-
ку человека (будь то пожарный или военный). Главная 
проблема МЭМС датчиков – низкая точность, не позво-
ляющая получать навигационное решение в чисто авто-
номном режиме с осмысленными точностями. 

В пешеходной навигации эта проблема решается 
установкой инерциальных датчиков на стопы [5]. Это 
позволяет корректировать навигационное решение по 
нулевой скорости в моменты, когда стопа с установлен-
ной на ней БИНС находится в фазе опоры. В этом случае 
многое зависит от качества обнаружения фазы опоры, 
этот вопрос очень подробно исследован в литературе. 
Предложено множество детекторов [6], [7], [8].  

Особенностью коррекции по нулевой скорости явля-
ется ненаблюдаемость угла курса. [9]. Это может приво-
дить к значительным ошибкам в определении местопо-
ложения. Для уменьшения влияния ошибки курса в ли-
тературе было предложено несколько методов, из кото-
рых выделим два: коррекцию по расстоянию между сто-
пами [10-13] и коррекцию по информации о прямоли-
нейности движения [14-17]. Особенность этих методов в 
том, что они не используют внешнюю информацию, а 
основаны лишь на эвристических гипотезах. 

Первый метод требует двух БИНС на разных стопах.  
Идея заключается в коррекции навигационного решения 
каждой БИНС по информации о том, что расстояние 
между ними не может превышать некоторой константы 
[10]. В разное время предлагались разные подходы к 
использованию этой информации: байесовские методы 
[12], метод максимального правдоподобия [11], [13]. Мы 
применяли в этой задаче расширенный фильтр Калмана 
(РФК). При использовании РФК в процессе коррекции 
по расстоянию между стопами оценивается не только 
разность координат БИНС, но и разность их курсов [18] 
(относительная ошибка курса каждой БИНС). Коррекция 
фактически приводит к тому, что расчетные координаты 
каждой БИНС притягиваются к точке с координатами, 
равными среднему между координатами двух независи-
мых БИНС. Также уменьшаются отличия между углами 
курса левой и правой БИНС.  

Центральной идеей работы является учет отличия точ-
ностей двух БИНС при их совместной обработке посред-
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ством коррекции решений по расстоянию между стопами. 
Для учета различных точностей БИНС необходимо каким-
то образом получить их оценки. Это предлагается делать, 
основываясь на идеях другого алгоритма коррекции. 

Второй метод уменьшения ошибки курса основан на 
идее о том, что при движении пешехода по прямой из-
менение курса может быть следствием нарастания оши-
бок датчиков. Типовая ситуация – пешеход идет по пря-
мому коридору в здании. При этом, если курс пешехода 
меняется, мы уверены, что это ошибка и, зная «курс сте-
ны», можем скорректировать курс пешехода. Именно 
такой подход был предложен в [14]. Авторы вычисляли 
по спутниковому снимку здания направления стен зда-
ния, в котором происходила навигация, устанавливали 
каким-то образом начальный курс пешехода, а затем при 
обнаружении прямолинейной ходьбы искали, вдоль ка-
кой стены идет пешеход и корректировали его курс по 
информации о «курсе стены». Налицо неавтономность 
навигации, поскольку используется карта.  

В [15] был предложен более широкий взгляд на идею 
коррекции по прямолинейности движения. Авторы 
предлагали выбирать 4 или 8 «доминантных направле-
ний» в навигационной системе координат. При обнару-
жении прямолинейного движения определялось бли-
жайшее к нему доминантное направление и измерение 
курса формировалось как разность направления движе-
ния и доминантного направления. При этом фактически 
траектория пешехода «притягивалась» к доминантным 
направлениям. Если направления движения пешехода 
были действительно близки к ним, коррекция уменьшала 
ошибку курса. В противном случае возникали система-
тические ошибки. Естественно, что независимо от до-
стоверности информации о «курсе стены» как о курсе 
пешехода на работу алгоритма влияет качество алгорит-
ма детектирования прямолинейного движения. Поэтому 
было предложено несколько модификаций детекторов 
прямолинейного движения [16], [17]. Они были направ-
лены на увеличение надежности детекторов с тем, чтобы 
избежать систематических ошибок при неверном приня-
тии гипотезы о прямолинейности движения. Тем не ме-
нее, при неверном детектировании стены алгоритм теря-
ет работоспособность. В англоязычной литературе такие 
алгоритмы называют HDE – heuristic drift elimination. 

В настоящей работе предлагается использовать ин-
формацию о прямолинейности движения для вычисле-
ния мер ошибок БИНС. Меры ошибок двух БИНС будут 
сравниваться и ковариации системы, демонстрирующей 
большую меру ошибки, будут увеличиваться. Тем самым 
при коррекции по расстоянию между стопами эта БИНС 
будет корректироваться в большей степени. 

Поскольку будет увеличиваться матрица ковариаций 
системы, можно говорить о некотором сходстве нашего 
подхода с известной модификацией фильтра Калмана, 
называемой адаптивным ФК [19].  

Работоспособность предложенного алгоритма прове-
рена на реальных данных. Выяснено, что он дает боль-
шую точность, чем стандартный алгоритм DUPT-
коррекции как в случае простых, так и в случае сложных 
траекторий, а также более надежен чем HDE в случае 
сложных траекторий, хоть и уступает ему в точности на 
простых траекториях. 

Статья организована следующим образом. Раздел II со-
держит обозначения и понятия, необходимые для даль-
нейшего изложения, а также описание базового алгоритма 
навигации пешехода, служившего основой для алгоритмов 
коррекции. Раздел III описывает алгоритм HDE, раздел IV 
посвящен алгоритму коррекции по расстоянию между 
стопами, в V разделе описывается предлагаемый алгоритм. 
В VI разделе приводятся и обсуждаются результаты обра-
ботки реальных данных. VII раздел – заключение. 

II. БАЗОВЫЙ АЛГОРИТМ НАВИГАЦИИ 

A. Определения 
ИИБ, как правило, содержит три однокомпонентных 

акселерометра и три однокомпонентных датчика угло-
вой скорости (ДУС). Они измеряют удельную силу, дей-
ствующую на приведенную чувствительную массу M  и 
угловую скорость корпуса БИНС, соответственно. По-
ложение стопы пешехода отождествляется с положением 
точки M . С началом траектории отождествляется точка 
O . Для дальнейшего изложения необходимо ввести си-
стемы координат, использующиеся в задаче: 

 1 2 3On n n  – навигационная система координат 
(н.с.к.), связанная с Землей. Ось 3On  направлена 
вверх. Пусть ,n np v  – координаты и скорости точ-
ки M  в н.с.к. Здесь и далее нижние индексы у 
векторов обозначают их принадлежность к систе-
ме координат; 

 1 2 3Ms s s  – приборная система координат (п.с.к.), 
связана с корпусом БИНС. Оси 1 2 3, ,Ms Ms Ms  со-
ответствуют осям чувствительности акселеромет-
ров. Ориентация п.с.к. относительно н.с.к. задает-
ся матрицей nsC . Вектор угловой скорости п.с.к. 
относительно н.с.к. в осях п.с.к. обозначим s ; 

 1 2 3M s M s s s       модель приборной с.к. (м.с.к.) 
Ориентация м.с.к. относительно приборной опре-
деляется вектором малого поворота s . Угловую 
скорость м.с.к. относительно н.с.к. в осях м.с.к. 
обозначим s . Координаты и скорости M   в 
н.с.к. обозначим np , nv  соответственно; 

 1 2 3Mz Mz z z  – так называемая виртуальная ги-
роплатформа [20]. Эта с.к. близка к опорной. Ори-
ентация виртуальной гироплатформы относитель-
но н.с.к. задается вектором малого поворота n . 
Ориентация приборной с.к. относительно вирту-
альной гироплатформы задается матрицей nsC  . 

Для наглядности поместим начала всех с.к. в точку 
O . Системы координат связаны следующим образом: 

 
Обозначим через sf  удельную силу, действующую 

на чувствительную массу ИИБ и через s  – абсолютную 
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угловую скорость корпуса ИИБ. Измерения акселеро-
метров и ДУС можно записать следующим образом: 

,s s s s s sf ff        . 

Здесь sf и s  – погрешности измерений акселе-
рометров и ДУС соответственно. Они считаются белыми 
шумами. Постоянные смещения не учитываются, по-
скольку смещения ДУС можно списать в момент непо-
движности БИНС, а смещения акселерометров в МЭМС 
датчиках меняются незначительно и считаются откалиб-
рованными. 

B. Уравнения инерциальной навигации и уравнения 
ошибок 
Состояние БИНС описывается координатами, скоро-

стями и матрицей ориентации. Они подчиняются урав-
нениям движения, которые в пешеходной навигации 
упрощают [21], [22]. Упрощения следующие:  

 Навигационная система координат считается 
инерциальной (не учитывается вращение Земли) 

 Земля считается плоской (сила тяжести считается 
постоянной в н.с.к.) 
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,ns
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n n

n s n

ns s ns

p v
v C f
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g
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  (1) 

Здесь ˆ ss  – кососимметрическая матрица, соответ-

ствующая вектору s ,  0,0, T
ng g   – вектор удель-

ной силы тяжести. 

В вычислителе интегрируются модельные уравнения, 
структурно повторяющие опорные. У них в правых ча-
стях стоят измерения датчиков, а не истинные значения 
удельных сил и угловых скоростей: 
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Решение модельных уравнений дает прогноз траек-
тории. Для ее коррекции используется расширенный 
фильтр Калмана (РФК), работающий с уравнениями 
ошибок БИНС [22]: 
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 (3) 

Здесь , nnp v   – ошибки координат и скоростей, 
определяемые следующим образом: 

,n n n n n np p p v v v       , 

а n  – вектор малого поворота между навигационной 

с.к. и виртуальной гироплатформой: ˆ( )ns nsnC I C  . 

С точки зрения состоятельности РФК при примене-
нии коррекции по нулевой скорости и по расстоянию 
между стопами лучше записывать уравнения ошибок в 

так называемых динамических ошибках , nn vp  [18]. 
Они вводятся следующим образом [20]: 
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Для иллюстрации идеи динамических ошибок и нуж-
на виртуальная гироплатформа: 

 

 

ˆ

ˆ

n

n

n n z z n

n z n n n n n n
p

n n z z n

n z n n n n n
v

n

n

p p p p p

p p I p p p p

v v v v v

v v I v v v v





    

        

    

        









 

В динамических ошибках (3) примет вид: 
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Ниже будут использоваться динамические ошибки. 

C. Коррекция по нулевой скорости 
Отрезок времени, в течении которого нога человека в 

процессе ходьбы неподвижна относительно Земли, 
называется фазой опоры. В фазе опоры скорость стопы 
v  близка к нулю, что можно использовать как измерение 
для РФК (в англоязычной литературе такой способ кор-
рекции называется Zero velocity UPdaTe – ZUPT). 

Необходимо обнаруживать фазу опоры. Для этого 
обычно используются детекторы движения, анализиру-
ющие показания акселерометров и гироскопов в сколь-
зящем окне. Мы использовали детектор движения, пред-
ложенный в [6].  

Когда фаза опоры обнаружена, формируется измере-
ние нулевой скорости [20]. Показано [18], что уравнение 
измерений нужно писать в приборной с.к. Условие нуле-
вой скорости: 0s s sZ v r   . sr  – ошибка, связанная с 
отличием скорости стопы от нуля. Измерение нулевой 
скорости в терминах ошибок:  

' ' .s s ss s s s sz v Z v v vr r       (6) 

Спроектировав уравнение (6) в навигационную с.к., 
получим следующее: 

.ZUPT
nn nnz r H x rv     

Здесь x  – вектор состояния, 

 3 3 30 0 , ,
TZUPT T T T

n n nH xI p v        

30  – нулевая матрица размера 3 3 , 3I  – единичная 
матрица размера 3 3 . 

Отметим, что смещения нулевых сигналов акселеро-
метров и гироскопов не включены в вектор ошибок x . 
Их оценивание не гарантирует прироста точности нави-
гации, поскольку ошибки, вызванные изменением ин-
струментальных погрешностей в случае пешеходной 
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навигации обычно меньше ошибок модели коррекции по 
нулевой скорости [23]. 

III. АЛГОРИТМ КОРРЕКЦИИ ПО ИНФОРМАЦИИ О 
ПРЯМОЛИНЕЙНОМ ДВИЖЕНИИ 

Различные алгоритмы типа HDE представлены в [14-
17]. Здесь опишем общие для всех них шаги. 

Коррекция навигационного решения по информации 
о прямолинейности движения может применяться к од-
ной БИНС. Алгоритм состоит из нескольких шагов. 

Первый шаг – анализ траектории, из которого мы 
устанавливаем, движется ли пешеход по прямой. Многие 
авторы предлагали разнообразные «детекторы прямоли-
нейного движения». Входом для них служили координа-
ты следовых точек (следовая точка – координаты БИНС 
в фазе опоры), а выходом – бинарный признак SLP – 
straight line path. Простейшие детекторы анализировали 
пару соседних следовых точек [14], [15], более сложные – 
большее число (обычно анализировалось скользящее 
окно из 5-6 следовых точек) [16], [17]. Когда 1SLP  , то 
есть пешеход идет прямо, приходит время второго шага.  

Второй шаг – определение доминантного направления, 
ближайшего к направлению движения пешехода. Доми-
нантные направления – это каким-то образом выбранные 
направления в опорной системе координат. После выбора 
доминантного направления следует третий шаг. 

Третий шаг – формирование измерения курса и кор-
рекция навигационного решения. Разные авторы по-
разному подходят к этой процедуре. В простейшем слу-
чае формируется измерение курса как разность между 
направлением движения пешехода и выбранным доми-
нантным направлением [14]. Другие авторы [17] вводили 
два уровня прямолинейного движения: прямолинейное 
движение вдоль доминантного направления и простое 
прямолинейное движение. В первом случае формирова-
лось измерение курса, во втором – смещения нулевых 
сигналов ДУС.  

Общей чертой всех этих алгоритмов является чув-
ствительность к выполнению гипотезы о том, что пря-
молинейное движение соответствует движению вдоль 
доминантных направлений. Длительное движение по 
прямой, далекой от доминантного направления приве-
дет, к значительным искажениям траектории [16].  

IV. АЛГОРИТМ КОРРЕКЦИИ ПО РАССТОЯНГИЮ МЕЖДУ 
СТОПАМИ 

Различные подходы к коррекции по расстоянию 
между стопами описаны в [10-13]. Мы использовали 
подход с РФК, поскольку он позволяет применять наш 
формализм исследования состоятельности [18] и в целом 
прост в использовании. Ниже будет описан именно он. 

Коррекция по расстоянию между стопами (будем для 
краткости называть ее DUPT – Distance UPdaTe) требует 
двух БИНС, расположенных на разных стопах пешехода. 
Для ее описания нам понадобятся новые обозначения. 
Параметры, относящиеся к левой и правой БИНС будем 
помечать верхними индексами l  и r . 

DUPT состоит из нескольких этапов. Первый этап – 
проверка условия: 

l r
n np p d ‖ ‖ . (6) 

Здесь .‖‖ – норма вектора, d  – константа обозна-
чающая максимальную длину шага. 

Если условие (6) выполнено, формируется измерение 
для уравнений ошибок следующего вида: 

'

.

l r DUPT
n n

DUPT lr DUPT

p p d rZ Z

xH

z

r
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Здесь  Tlr lT rTxx x  – объединенный вектор 

ошибок, DUPTr  – шум измерения. Матрица измерений 
имеет следующий вид: 
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Видно, что в силу структуры матрицы измерений 
апостериорная оценка вектора ошибок lrx  будет обла-
дать следующим свойством:  

l rx x   . (7) 

На рис. 1 схематично представлена схема алгоритма 
DUPT-коррекции. 

 
Рис. 1. Принцип DUPT: когда оценка расстояния между стопами пре-
вышает заданное d , проводится псевдоизмерение || ||l rp p d   

V. АЛГОРИТМ АДАПТИВНОЙ КОРРЕКЦИИ 

A. Предпосылки 
Свойство (7) вектора ошибок, получаемого в резуль-

тате DUPT-коррекции, оправдано лишь в случае равно-
точности определения ориентации двух БИНС, однако в 
реальности такая ситуация наблюдается нечасто. 

Типовая ситуация изображена на рис. 2. Черные 
пунктирные линии обозначают стены коридора, по кото-
рому ходил испытуемый. Пунктирные линии красного и 
синего цвета – это навигационные решения левой и пра-
вой БИНС при коррекции только по нулевой скорости. 
Видно, что траектория левой БИНС сильнее «загибает-
ся», что говорит о большей скорости нарастания ошибки 
курса. Сплошные линии синего и красного цвета – нави-
гационные решения левой и правой БИНС в случае при-
менения ZUPT и DUPT-коррекции. Видно, что обе тра-
ектории проходят ровно посередине между независимы-
ми решениями. Это следствие структуры матрицы изме-
рений. Результат DUPT-коррекции для эксперимента, 
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показанного выше, в целом положительный. Ошибка 
курса оказалась значительно меньше, чем у менее точ-
ной БИНС и немного меньше, чем у более точной БИНС. 

 
Рис. 2. Траектории двух БИНС при различных способах коррекции. 
Красный и синий пунктир – независимая обработка двух БИНС, крас-
ная и синяя сплошные – совместная обработка двух БИНС при помо-
щи DUPT-коррекции, голубая и малиновая сплошные – предложен-
ный алгоритм. Черный пунктир – контуры коридора 

Однако очевидно, что результат мог быть лучше, ес-
ли бы нам удалось учесть то обстоятельство, что ошибка 
курса левой БИНС растет быстрее. Для этого необходи-
мо каким-то образом оценить скорость нарастания 
ошибки ориентации каждого БИНС и ввести эту инфор-
мацию в РФК, реализующий DUPT-коррекцию. Факти-
чески это означает адаптацию параметров РФК в зави-
симости от меры скорости нарастания ошибки БИНС. В 
связи с этим возникает два вопроса. 

Первый вопрос. Каким образом оценить меру скоро-
сти нарастания ошибки БИНС? Ясно, что в отсутствие 
внешней информации получить откуда-либо достовер-
ную информацию о ней невозможно. В этих условиях 
можно воспользоваться идеями алгоритма коррекции по 
прямолинейному движению, описанному в разделе III. 
За меру скорости нарастания ошибки ориентации можно 
принять какую-нибудь функцию от измерений HDE. Для 
этого необходимо проделать все шаги алгоритма HDE, 
кроме коррекции. На рис.3 приведены меры ошибок 
ориентации, вычисленные как накапливающиеся суммы 
модулей измерений HDE в эксперименте, который пока-
зан на рис.2. Видно, что они отражают реальность и поз-
воляют обнаружить большую скорость изменения ошиб-
ки ориентации левой БИНС по сравнению с правой. Та-
ким образом ясно, что инструментарий HDE может быть 
использован для получения меры скорости нарастания 
ошибки ориентации БИНС. 

Второй вопрос. Как ввести вычисленные меры в ал-
горитм оценивания? Подходящим математическим ап-
паратом для этого видится адаптивный фильтр Калмана. 
Идея адаптации ФК не нова [24]. Однако классический 
подход – оценка матриц шумов измерений и шумов ди-
намики при помощи невязок (или инноваций) неприго-
ден в нашем случае. Причина в том, что измерения, не-
вязки которых используются, непосредственно обраба-
тываются ФК. Мы же не собираемся обрабатывать изме-
рения HDE непосредственно, а лишь хотим использовать 
их как диагностические параметры. Более поздние рабо-
ты (например, [25]) предъявляют специфические требо-
вания к системе. Например, независимость вектора со-

стояния от настроечных параметров. Из дальнейшего 
будет ясно, что это требование невыполнимо в нашем 
случае. 

 
Рис. 3. Меры скорости роста ошибки ориентации для левой (красная) 
и правой БИНС (синяя) из эксперимента, приведенного на рис. 1 

Наш подход похож на адаптивный ФК в том смысле, 
что мы адаптируем матрицу ковариаций системы. А 
именно, мы увеличиваем ее для БИНС, мера скорости 
нарастания ошибки ориентации которой будет больше. 
Это приводит к тому, что соотношение (7) нарушается. В 
эксперименте, для которого показаны траектории на 
рис.2 и меры ошибок на рис.3, возникнет следующая 
ситуация: l rp p   ‖ ‖‖ ‖, то есть в моменты коррекции 
по расстоянию между стопами менее точная (исходя из 
наших оценок мер скорости нарастания ошибки ориен-
тации) БИНС будет корректироваться «сильнее». Этому 
случаю соответствуют сплошная малиновая и голубая 
линии на рис.2. Видно, что они практически совпадают с 
пунктиром, обозначающим стены. Ошибку местополо-
жения оказалась меньше, чем в случае обыкновенной 
DUPT-коррекции. Ниже будет описан алгоритм, дающий 
такой результат. 

B. Алгоритм 
Для формализации идей, описанных выше, будет ис-

пользоваться механизм проверки гипотез. Необходимо 
два уровня проверки гипотез. На первом уровне для 
каждой БИНС выясняется, движется она прямолинейно 
или нет. Затем на основе этого решается, движется ли 
пешеход прямо. Если да, переходим на второй уровень. 
На втором уровне выясняется, для какой БИНС будут 
увеличены ковариации. 

Рассмотрим первый уровень. 

1

( )
0

( )

: Движение левой (правой) БИНС 
              непрямолинейное

: Движение левой (правой) БИНС 
              прямолинейное

l r

l r




 

Для определения прямолинейности анализируется 
скользящее окно из n  следовых точке. Обозначим его 

n . Следовая точка – это координаты БИНС в фазе опо-
ры. В скользящем окне вычисляются следующие харак-
теристики: 
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Здесь step
k  обозначает курс k-го шага, то есть 

направление вектора, соединяющего соседние следовые 
точки. Принятие гипотезы о прямолинейном движении 
БИНС происходит следующим образом: 
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Здесь 1 2,c c  – настроечные параметры детектора. Во 
всех известных авторам работах по HDE рассматрива-
лась одна БИНС и вопроса о том, как соотносится пря-
молинейное движение БИНС и пешехода, не возникало. 
В нашем случае БИНС две и теоретически возможна 
ситуация, когда одновременно будут приняты, напри-
мер, гипотезы 0

l  и 1
r . Нас интересует прямолинейно 

ли движение пешехода, поэтому будем проверять сле-
дующие гипотезы: 

1

0 : Движение пешехода непрямолинейное

: Движение пешехода прямолинейное

lr

lr




 

Формализовать их предлагается следующим образом: 
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Мы считаем движение пешехода прямолинейным, 
когда для обоих БИНС принята гипотеза о прямолиней-
ности движения. Во всех остальных случаях движение 
пешехода считается непрямолинейным. 

В случае принятия гипотезы 1
lr  происходит выбор 

доминантного направления dd
k . Доминантные направ-

ления фиксируются в начале работы алгоритма следую-
щим образом: 

,1 , ,1, ( 1) , 2,3,4
2

stepdd dd i dd
I i i

          

Здесь step
I  – направление первого зафиксированно-

го прямолинейного участка. Доминантное направление 
должно быть ближайшим к текущему прямолинейному 
движению: 

, ,
1 4: min ( )kstepdd dd i dd i

k i       

После того как доминантное направление выбрано 
считается, что отклонение траектории от него, не нару-
шающее условий 1

lr , является следствием накопления 

ошибок ориентации БИНС. Это гипотеза, на которой 
основаны алгоритмы типа HDE [14-17]. В этих алгорит-
мах доминантные направления напрямую используются 
как измерения курса. В нашей работе предлагается ис-
пользовать их как источник информации об ошибках 
ориентации БИНС с тем, чтобы адаптировать ковариа-
ции РФК. 

Меру ошибки ориентации БИНС предлагается вы-
числять как накапливающуюся сумму модулей разно-
стей курса следовой дорожки и курса доминантного 
направления: 

j

stepdd
k k

k
    | |  

Здесь j  – множество моментов времени, в которые 

принята гипотеза 1
lr . Индекс j обозначает номер мно-

жества. 

В реальности курсы следовых дорожек левой и пра-
вой БИНС близки, поэтому отличие коэффициентов l  
и r  можно считать следствием разной скорости накоп-
ления ошибок ориентации. При этом возможны ситуа-
ции, когда на отличия l  и r  большее влияние будет 
оказывать изначальное отличие курсов следовых доро-
жек БИНС. Такое положение дел нежелательно, но неиз-
бежно. Таким образом формально мы считаем более 
точной БИНС, курс следовой дорожки которой ближе к 
курсу доминантного направления. Теоретически, исклю-
чить влияние начального рассогласования на величину 
  можно, вычисляя ее производную по времени  . Од-
нако в реальности такой алгоритм будет малонадежен, 
поскольку количество точек в множестве j  может 
быть мало. 

Коэффициенты l  и r  вычисляются независимо, 
то есть в моменты DUPT-коррекции (влияющей на ре-
шения обоих БИНС) их обновление прекращается. Неза-
висимость параметров   для разных БИНС нужна для 
второго уровня проверки гипотез, который затрагивают 
уже обе БИНС. 

Второй уровень заключается в выборе БИНС, кова-
риации которого будут увеличены. Естественно увели-
чивать их для менее точного блока, поэтому предлагает-
ся проверять следующие гипотезы: 

1

0 : Левая БИНС точнее правой
: Правая БИНС точнее левой




 

Эти гипотезы формализуются следующим образом: 
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В случае принятия гипотезы 0  увеличивается блок 
ковариационной матрицы, соответствующей ошибкам 
координат правой БИНС: 

r r
k kP P P    
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В случае принятия гипотезы 1  то же самое делается 
с блоком ковариаций, соответствующих левой ноге: 

k k
l l PP P    

Выбор P  во многом произволен, поскольку его из-
менение отражает наше представление о совокупной 
ошибке координат, складывающейся из многих состав-
ляющих. Целесообразно сделать P  настроечным пара-
метров. 

VI. ПРОВЕРКА НА РЕАЛЬНЫХ ДАННЫХ 
Для выяснения работоспособности описанного алго-

ритма было обработано два набора экспериментальных 
данных. Оба набора имели общие особенности. Пешеход 
с прикрепленными к стопам БИНС ходил по замкнутым 
траекториям. Замкнутость траекторий нужна для того, 
чтобы оценивать ошибку навигации как разницу между 
начальными и конечными координатами. Причина в 
сложности построения референс - траектории для экспе-
риментов, проводившихся в помещении. Во всех экспе-
риментах пешеход стоял первые 20 секунд неподвижно. 
Это время использовалось для осреднения показаний 
ДУС и их последующего вычитания из данных. Эта про-
цедура стандартна для низкоточных МЭМС ДУС, дрей-
фы от запуска запуску которых могут достигать сотен 
градусов в час. 

Во всех экспериментах использовались одни и те же 
датчики – МЭМС ИИБ MPU9250. Частота записи равня-
лась 125 Гц, данные пересылались с датчиков на смарт-
фон по Bluetooth. Известно [26], что такая частота может 
быть недостаточной в случае пешеходной навигации, 
что, безусловно, снижало точность навигации. Имевшее-
ся оборудование не позволяло передавать данные на 
смартфон с более высокой частотой. Характеристики 
ДУС были следующие: случайное блуждание угла 
(ARW) равнялось 15-18 градусам в час, нестабильность 
нуля (bias instability) 4-8 градусам в час, что типично для 
датчиков потребительского уровня. 

Первый набор экспериментальных данных состоял из 
60 треков. По 15 записей с продолжительностью ходьбы 
1,3,5 и 10 минут. В экспериментах участвовало 15 чело-
век. Испытуемые ходили по коридорам одного из зданий 
МГУ, спутниковый снимок здания приведен на рис.4, 
пример траектории уже был на рис.2 

 
Рис. 4. Здание, в котором проводились эксприменты 

В таблице 1 приведены результаты с использованием 
разных алгоритмов. Строка ZUPT соответствует базово-
му алгоритму. Строка ZUPT+HDE соответствует базо-
вому алгоритму и алгоритму коррекции по информации 
о прямолинейности движения. Строка ZUPT+DUPT со-
ответствует базовому алгоритму и алгоритму коррекции 
по расстоянию между стопами. Строка ZUPT+ADUPT 
соответствует базовому алгоритму и предложенному 
алгоритму коррекции. Поскольку оценки ошибок, гене-
рируемые этим алгоритмом отличаются для левой и пра-
вой БИНС в силу адаптивного изменения ковариаций 
алгоритм в целом называется Adaptive Distance UPdaTe. 

Ясно, что на первой серии экспериментов близкие к 
идеальным результаты мог показать алгоритм HDE, по-
скольку вся траектория состояла из длинных прямоли-
нейных участков, которые позволяли почти непрерывно 
корректировать ошибку курса. Это и произошло – ре-
зультаты применения HDE приведены в таблице 1 в гра-
фе ZUPT+HDE. Он оказался лучше и базового алгорит-
ма, и DUPT, и ADUPT. При этом преимущества ADUPT 
перед DUPT оказались невелики. 

Однако при навигации в здании наличие длинных 
прямых коридоров, расположенных под прямыми угла-
ми, совершенно необязательно. В больших торговых 
центрах, на складах и в заводских корпусах есть значи-
тельные пространства или стены сложной формы. Тра-
ектории пешеходов в таких условиях могут содержать 
совсем небольшое количество прямолинейных участков, 
а некоторые из них могут находиться под отличающи-
мися от прямых углами. 

Для имитации таких траекторий была проведена вто-
рая серия экспериментов. Эксперименты этой серии 
проводились на улице в сквере МГУ и содержали боль-
шое количество поворотов, дуг окружностей разных ра-
диусов и прочих отличных от прямых фигур. Было про-
ведено 11 экспериментов с тремя испытуемыми общей 
длительностью около 2,5 часов. Примеры таких траекто-
рий приведены на рис.5,6. Желтая линия – референс - 
траектория, полученная по показаниям приемника СНС 
в автономном режиме. Высокая точность не требовалась. 
Спутниковый эталон был нужен лишь для представле-
ния о форме траектории. Красная линия – инерциальное 
решение (на рисунках представлен результат работы 
алгоритма в режиме ZUPT+ADUPT). 

 
Рис. 5. Траектория улчиного эксперимента 1 
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Рис. 6. Траектория улчиного эксперимента 2 

В подобных условиях непосредственное использова-
ние доминантных направлений для коррекции курса мо-
жет привести к значительным ошибками. Это хорошо 
известно [13],[14]. Однако, если следовать работам авто-
ров, занимавшихся усовершенствованием HDE, и уже-
сточать критерии прямолинейного движения, возможны 
ситуации, когда коррекция практически не будет проис-
ходить. Предложенный же алгоритм позволяет с одной 
стороны не вносить систематическую ошибку из-за 
непосредственной коррекции курса в случае, если реаль-
ное направление прямолинейного движения сильно от-
личается от доминантного направления, а с другой все 
же использовать информацию о прямолинейности для 
адаптации ковариаций. Качество этой адаптации зависит 
от достоверности гипотез о движении вдоль доминант-
ного направления, но проверка на реальных данных по-
казала, что некоторое улучшение точности все же про-
исходит. Из таблицы 1 видно, что предложенный алго-
ритм показал лучшую точность. 

Будем называть детектор прямолинейного движения 
жестким, если он принимает гипотезу ( )

1
l r  с низкой 

вероятностью и мягким, если он принимает ( )
1
l r  с вы-

сокой вероятностью. Жесткость зависит от количества 
условий, которые проверяются, количества следовых 
точек, которые анализируются и настроек. В таблице 
приведены результаты HDE с мягкими настройками. 
Настройки детектора движения в предложенном алго-
ритме были такие же. Для уличных треков результат 
HDE не приведен, поскольку алгоритм потерял работо-
способность. Результаты HDE с жесткими настройками в 
таблице не приведены, поскольку они совпадают с ре-
зультатами базового алгоритма. Жесткость настроек 
привела к тому, что детектор прямолинейности работал 
очень мало и фактически не оказал влияния на точность. 

ТАБЛИЦА 1 

Средняя ошибка навигации в горизонтальной плоскости [м] 
Тип алгоритма Эксперименты в здании Эксперименты 

на улице 1 min 3 
min 

5 
min 

10 
min 

ZUPT 1.3 6.9 16.6 23.2 24.6 
ZUPT+HDE 0.7 1.7 3.3 4.6 - 
ZUPT+DUPT 1.17 5.11 14.1 15.6 23.6 
ZUPT+ADUPT 1.14 5.10 10.2 13.4 21.2 

 

VII. ЗАКЛЮЧЕНИЕ  
Представлен новый алгоритм адаптивной коррекции 

в задаче навигации пешехода при помощи двух БИНС, 
прикрепленных к стопам пешехода. Адаптация заключа-
ется в изменении ковариаций левой или правой БИНС в 
зависимости от того, какая из них считается точнее. 
Точность оценивается при помощи подхода, положенно-
го в основу алгоритмов типа HDE, а именно – обнаруже-
нии прямолинейного движения и представления о том, 
что отклонения от него вызваны накоплением ошибок 
ориентации БИНС. Коррекция происходит при помощи 
информации об ограниченности расстояния между сто-
пами (DUPT). 

Описанный алгоритм с был проверен на реальных 
данных. Проводились эксперименты двух типов: со 
«сложными» и с «простыми» траекториями. «Простые» 
траектории соответствовали ходьбе вдоль стен по зда-
нию с ортогональными коридорами – в таких экспери-
ментах лучшие результаты показал алгоритм HDE. 
«Сложные» траектории соответствовали ходьбе по улице 
с большим количеством поворотов, движением по дугам 
окружностей разных радиусов и т.п. На таких траектори-
ях алгоритм HDE давал большие ошибки. Стандартный 
алгоритм коррекции по расстоянию между стопами и 
предложенный алгоритм показали приемлемые резуль-
таты. При этом предложенный алгоритм дал большую 
точность навигации. Это позволяет предположить, что 
оценка точности БИНС в движении оказалась полезна и 
предложенный алгоритм работоспособен. 
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Аннотация—В работе предлагается алгоритм опре-
деления расстояния между радиоустройствами на основе 
данных о состоянии калана связи для построения систем 
локализации радиоустройств внутри помещений с ис-
пользованием ограниченной машины Больцмана 
(RBM). В качестве входных данных используется ин-
формация о состоянии канала связи (Channel State In-
formation, CSI) - информация о значениях амплитуд и 
фаз сигнала при взаимодействии передатчика и прием-
ника. Определение меры соответствия текущих и эта-
лонных данных осуществляется на основе L1 меры. Ис-
пользуемые в работе данные собраны в ходе практиче-
ского внедрения предлагаемых решений на предприятии 
промышленности. Для анализа точности определения 
расстояния между радиоустройствами используется 
матрица ошибок. Проведенные экспериментальные ис-
следования показали возможность определения расстоя-
ния между маршрутизаторами на расстояниях до 4 мет-
ров со средней точностью 93.7%. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В связи с бурным ростом рынка информационных 

технологий, в том числе рынка интернета вещей, все 
более актуальным становится вопрос повышения точ-
ности позиционирования устройств на наблюдаемой 
территории, в том числе и внутри помещений.  

Навигация устройств, как правило рассматривает-
ся для случаев открытого пространства (с англ. out-
door navigation) и внутри помещений (с англ. indoor 
navigation). Навигация в открытом пространстве ре-
шается за счёт использования глобальных навигаци-
онных спутниковых систем, таких как GPS, ГЛО-
НАСС, Galileo и прочие [1], работающих при необхо-
димости в RTK режиме. Для решения задачи позицио-
нирования внутри помещений используются методы, 
основанные на радиочастотной информации [2], ин-
формации магнитного поля [3], технического зрения 
[5], [5] или их объединения [6]. Каждый из методов 
навигации имеет свои преимущества и недостатки, од-
нако в силу доступности WiFi технологий, представля-
ется, что наиболее экономичным является подход, ос-
нованный на анализе радиочастотной информации.  

В силу постоянной модификации протоколов связи 
устройств, повышения частоты обмена и количества 
передаваемой информации [7], [8] с научной точки 
зрения представляет интерес разработка новых под-
ходов к определению положения объекта основанных 
на большем количестве входной информации получа-
емой по радиоканалу. При этом в качестве базовой 
идеи построения алгоритма локализации радио-

устройств внутри помещений часто выбирается кон-
цепция отпечатка пальца [9], [10]. 

Целью работы является разработка алгоритма 
определения расстояния между радиоустройствами на 
основе данных о состоянии калана связи для построе-
ния систем локализации радиоустройств внутри по-
мещений. В качестве радиоустройств в работе высту-
пают маршрутизаторы WiFi на основе стандарта IEEE 
802.11ac [8]. 

С точки зрения классификации алгоритмов на ос-
нове концепции цифрового отпечатка, предлагаемый 
алгоритм можно отнести к непараметрическим алго-
ритмам, основанным на Байесовской фильтрации, т.к. 
для оценки расстояний используется апостериорная 
функция распределения плотности вероятности [9]. 

Для достижения поставленной цели необходимо 
решить следующие задачи: 

1. Провести более глубокий анализ проблемы 
(раздел «Обзор и анализ современного состо-
яния проблемы»). 

2. Провести анализ состава информации о кана-
ле связи и извлечь ее из информационных па-
кетов (раздел «Разработка лабораторного 
стенда для получения данных о состоянии ка-
нала связи»). 

3. Разработать алгоритм определения расстояния 
между радиоустройствами на основе данных о 
состоянии калана связи для построения систем 
локализации радиоустройств внутри помеще-
ний (раздел «Разработка алгоритма определе-
ния расстояния между радиоустройствами на 
основе данных о состоянии калана связи»). 

4. Провести экспериментальные исследования 
предлагаемого алгоритма определения рас-
стояния между радиоустройствами на основе 
данных о состоянии калана связи (раздел 
«Описание эксперимента»). 

Новизной предлагаемого алгоритма является ис-
пользование вектора входных параметров, включаю-
щего большее количество измерений, благодаря ис-
пользованию нового стандарта WiFi. 

II. ОБЗОР И АНАЛИЗ СОВРЕМЕННОГО СОСТОЯНИЯ ПРОБЛЕМЫ 
Задача локализации объекта интереса по радио-

сигналам может быть решена с использованием 
большого количество технологий:  

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного 
фонда №21-71-00133. 
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1. Wireless Fidelity (WiFi). 

2. Bluetooth. 

3. Bluetooth Low Energy (BLE). 

4. IrDA. 

5. ANT+. 

6. ZigBee. 

7. Radio Frequency IDentification (RFID). 

8. Near field communication (NFC). 

Среди них широкое применение для решения за-
дач локализации, позиционирования и навигации 
нашли технологии WiFi, Bluetooth, BLE, ZigBee и 
RFID. При чем технологии BLE, ZigBee и RFID нашли 
широкое применение на рынке интернета вещей и 
«умных» устройств благодаря низкому энергопотреб-
лению и стоимости оборудования. Алгоритмы, бази-
рующиеся на технологиях WiFi и Bluetooth, исполь-
зуют полноценные точки доступа для обработки ин-
формации.  

Десятилетиями основным параметром оценки рас-
стояния между радиочастотными устройствами был 
уровень принимаемого сигнала (Received signal 
strength indication, RSSI). К достоинствам данного па-
раметра можно отнести относительную простоту по-
лучения, а также известную измерительную шкалу. 
Основными недостатками являются высокая зашум-
ленность, т.к. он измеряется на всей полосе частот, а 
также его целочисленный характер, что не позволяет 
получить более высокую точность позиционирования. 
Несмотря на это, отечественными и зарубежными 
авторами были достигнуты хорошие показатели точ-
ности позиционирования. Так, большое количество 
работ нацелено на комплексирование разнородных 
данных, например, в работе [2] к аппроксимации по-
казателя уровня сигнала добавляется анализ данных с 
акселерометра, что служит дополнительно информа-
цией при фильтрации сигнала фильтром Калмана. Ав-
торы работы [12] решают задачу компенсирования 
помех из-за отражения радиосигнала от поверхностей 
стен и других физических преград для повышения 
точность позиционирования по RSSI.  В работе [13] к 
данным уровня сигнала добавляются данные баромет-
ра, что позволяет более точно определять перемеще-
ние между этажами.  В работе [11] используются пол-
носвязные искусственные нейронные сети для реше-
ния задачи аппроксимации данных об уровнях сигна-
ла с BLE-маяков в совокупности с упрощённым филь-
тром Калмана. 

Несмотря на высокую точность алгоритмов пози-
ционирования на основе показателя уровня сигнала 
RSSI их применение для решения рассматриваемой 
задачи позиционирования не приводит к высокой точ-
ности из-за неоднородности среды передачи инфор-
мации и наличия большого количества физических 
преград. Предварительные экспериментальные иссле-
дования показали низкую точность позиционирования 
на малых расстояниях.  

Исследование большинства сложных систем даёт 
больший эффект при использовании более низкоуров-
невых измерений. В области позиционирования на 

основе радиосигналов таким параметром является 
информация о состоянии канала связи (Channel State 
Information, CSI). В беспроводных сетях, использую-
щих Orthogonal frequency-division multiplexing 
(ODFM) модуляцию, CSI представляет собой ком-
плексное число, в котором содержится информация об 
амплитуде и фазе сигнала. Пакет данных CSI содер-
жит набор комплексных чисел, соответствующих 
каждой поднесущей. 

Таким образом, используя информацию о состоя-
нии канала связи можно получить до 114 значений 
фаз и амплитуд для каждой пары антенн на один за-
мер, в противовес одному целочисленному значению 
уровня принимаемого сигнала. Доступ к такой по-
дробной информации стал доступен с введением 
стандартов IEEE 802.11n [7] и IEEE 802.11ac [8], ре-
гламентирующих работу беспроводных сетей WiFi4 и 
WiFi5. Стандарты [7], [8] предполагают разделение  
высокоскоростного потока на несколько параллель-
ных потоков меньшей скорости, которые принято 
называть вспомогательной несущей или поднесущей. 
В настоящее время появилось множество исследова-
ний в данном направлении. Например, работы PhaseFi 
[14], FIFS [15], Horus [16],  Maximum Likelihood (ML) 
[17], FILA [18], DeepFi [19] и Static positioning [20]. 

В подходе PhaseFi [13] предлагается метод, осно-
ванный на использовании концепции цифрового от-
печатка с использованием информации о состоянии 
канала связи по 56 поднесущим, из которых исполь-
зуются данные только с 30, согласно стандарта  IEEE 
802.11n. Для определения расстояния используются 
ограниченная машина Больцмана с методом обучения 
на основе контрастивной дивергенции. Работа FILA 
[18] предлагает использование байесовского метода. 
Работа состоит из трёх этапов: построение карты от-
печатков, анализ статических параметров для опреде-
ления местоположения и анализ динамических пара-
метров для уточнения результата. Подход DeepFi [19] 
использует новую систему снятия цифровых отпечат-
ков на основе глубокого обучения. DeepFi включает в 
себя фазу обучения, использующую алгоритм жадно-
го обучения для определения всех весов послойно, и 
фазу локализации в режиме реального времени с ис-
пользованием вероятностного метода.  

Расширение количества поднесущих (с 56 исполь-
зуемых в более ранних работах до 114) вызванных 
введением нового стандарта Wifi (стандарт IEEE 
802.11ac базируется на диапазоне частот 5 ГГц и по-
лосой пропускания в 40 МГц) отличает данную рабо-
ту от известных.  

III. РАЗРАБОТКА ЛАБОРАТОРНОГО СТЕНДА ДЛЯ ПОЛУЧЕ-
НИЯ ДАННЫХ О СОСТОЯНИИ КАНАЛА СВЯЗИ 

Получение информации о состоянии канала связи 
производится на уровне PHY и напрямую не доступно 
прикладным программистам. Ни один маршрутизатор 
не может предоставить эту информацию в исходном 
виде. Для извлечения информации о состоянии канала 
связи необходимо модифицировать прошивки 
устройств. Наиболее распространённые проекты по 
получению информации о состоянии канала связи: 

1. Atheros CSI Tool [21] – доступ к информации 
о состоянии канала связи с 56 поднесущих 
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при использовании WiFi4 и к 114 поднесу-
щим при использовании WiFi5. Работа произ-
водится на чипах Atheros AR9580, AR9590, 
AR9344 и QCA9558. 

2. Linux 802.11n CSI Tool [22] - доступ к информа-
ции о состоянии канала связи с 56 поднесущих. 
Работа производится на чипе Intel 5300. 

Для разработки лабораторного стенда в работе ис-
пользуется инструмент Atheros CSI Tool с модифици-
рованной прошивкой OpenWRT 14.07 «Barrier Breaker» 
на базе маршрутизатора TP-Link WDR-4300. В состав 
установки входят два маршрутизатора TP-Link 
WDR4300 с модифицированной прошивкой для полу-
чения данных о состоянии канала связи, ноутбук для 
обработки полученной информации и измерительное 
оборудование. Реализована передача информации с 
трех передающих антенн на две принимающие. Внеш-
ний вид оборудования приведен на рисунке 1. 

 
Рис. 1. Внешний вид лабораторной установки 

IV. РАЗРАБОТКА АЛГОРИТМА ОПРЕДЕЛЕНИЯ РАССТОЯНИЯ 
МЕЖДУ РАДИОУСТРОЙСТВАМИ НА ОСНОВЕ ДАННЫХ  

О СОСТОЯНИИ КАЛАНА СВЯЗИ 

A. Постановка задачи исследования 
В работе решается практическая задача локализа-

ции средств малой механизации (таких как траверсы 
кранов, погрузчики, манипуляторы и прочее), осу-
ществляющих транспортировку изготавливаемых из-
делий по наблюдаемой территории, с целью контроля 
исполнения заданий на перемещение продукции. Для 
решения задачи локализации предлагается использо-
вать информацию от маршрутизаторов, установлен-
ных как на объекте интереса, так и по всей наблюдае-
мой территории. Принимающие маршрутизаторы 
(ПМ) объединены в единую локальную сеть посред-
ством проводных Ethernet-соединений. Координаты 
принимающих маршрутизаторов обозначим как 
ПМݔ ПМݕ	, , где n – номер принимающего маршрутиза-
тора. В работе необходимо найти координаты объект 
интереса (x,y) в дискретный момент времени tk. Для 
этого на него устанавливается передающий маршру-
тизатор (ПД). Передающий маршрутизатор связан со 
всеми принимающими маршрутизаторами по беспро-
водному каналу связи на базе технологии WiFi в диа-
пазоне частот 5 ГГц с шириной канала в 40 МГц. 

В каждый дискретный момент времени tk переда-
ющий маршрутизатор передает широковещательный 
запрос в виде информационных пакетов. Каждый из 
принимающих маршрутизаторов, получивший этот 
запрос, извлекает информацию о состоянии канала 
связи, формируя вектор измерений Ф(݊, (ݐ =
[߮ଵ, ߮ଶ , … ,߮ௌ], где ௦߮– фаза сигнала на частоте s-ой 

поднесущей для n-ого принимающего маршрутизато-
ра в момент ݐ, Ss ,1 , где S=114 – количество под-
несущих, при использовании ширина канала связи 
WiFi в 40 МГц. Все полученные векторы 
ний	Ф(݊, -) передаются приемными маршрутизатоݐ
рами на вычислитель по локальной сети. В качестве 
вычислителя может выступать сервер или отдельная 
вычислительная машина. Обобщённая схема разме-
щения оборудования на наблюдаемой территории 
представлена на рисунке 2. 

 
Рис. 2. Обобщённая схема размещения оборудования на наблюдае-
мой территории 

Для нахождения координат (x,y) необходимо вы-
числить дальности для каждой пары передающий 
маршрутизатор – n-ый принимающий маршрутизатор 
с точностью до определенного шага d. Для удобства 
вектор измерений при n = 1 обозначим как Ф(ݐ), а 
дальность между маршрутизаторами как r. В работе 
предполагается, что существует некая нелинейная 
функция ̂ݎ(Ф(ݐ)), ставящая в соответствие вектору 
Ф(ݐ) определенную дальность из некоторого набора 
дискретных значений r = [r1, r2, …, rm], где m – коли-
чество дискретных значений дальности. Количество 
значений дальности m выбирается, исходя из размеров 
объекта интереса и значения точности d. 

B. Алгоритм решения в общем виде 
Ввиду того, что явная аналитическая зависимость 

между входным вектором Ф(ݐ) и набором дискрет-
ных значений r неизвестна предлагается использовать 
методы машинного обучения и решать задачу класси-
фикации. Суть предлагаемого решения можно пред-
ставить следующим образом. На вход классификатора 
подается вектор Ф(ݐ), а на выходе с некоторой веро-
ятностью определяется дальность, соответствующая 
этому вектору. В качестве классов принимаются ранее 
определенные элементы из r. Таким образом, задача 
классификации заключается в нахождении однознач-
ного соответствия между входным вектором измере-
ний фаз принятого сигнала Ф(ݐ) и соответствующей 
дальностью. Такая нелинейная зависимость между 
входом и выходом и описывается функцией ̂ݎ(Ф(ݐ)). 
Работа функции ̂ݎ(Ф(ݐ)) включает в себя снижение 
размерности входного вектора фаз Ф(ݐ) с целью из-
влечения его скрытых особенностей в виде вспомога-
тельного вектора ܸ(ݐ)	и использования решающего 
правила, позволяющего сопоставить входной вектор 
фаз с дальностью из набора r, используя L1 норму. 

C. Частное решение на основе нейронной сети 
Архитектура нейронной сети. Для реализации 

классификатора в работе предлагается использование 
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аппарата нейронных сетей. Нейронная сеть (НС) со-
стоит из двух слоёв: входного слоя из S нейронов и 
выходного слоя из H нейронов. Архитектуру НС в 
общем виде можно представить в виде рисунка 3. 

 
Рис. 3. Архитектура нейронной сети 

Обучение нейронной сети. В роли классификатора 
в работе выступает НС, именуемая ограниченной ма-
шиной Больцмана. В виду того, что обучение НС про-
исходит без учителя, результат, получаемый на вы-
ходном слое сети, не может явно определить даль-
ность между маршрутизаторами. Для определения 
дальности необходимо использовать решающее пра-
вило, заключающееся в нахождении минимального 
значения нормы модуля разности. 

Тогда алгоритм обучения без учителя для нее 
можно представить следующим образом: 

1. Для каждого вектора Ф(ݐ) из обучающего 
набора вычисляется вектор значений веро-
ятности элементов выходного (скрытого) 
слоя ܸ(ݐ) согласно формуле (1) 

(ݐ)ܸ 	= 	 [1 + exp	(−ܾ +∑ ܹ ∗ Φ(ݐ))]ିଵ	,       (1) 
где b0 – смещение входного слоя НС, W – матрица 
весов НС. 

1. Производится реконструкция вектора Φ(ݐ) с 
использованием полученного вектора ܸ(ݐ) 
по формуле (2) 

Φ(ݐ) 		= 	 [1 + exp	(−ܾଵ +∑ ଵܹ ∗ V(ݐ))]ିଵ,       (2) 

где b1 – смещение выходного слоя НС. 

2. Производится реконструкция вектора ܸ  ,(ݐ)
на основе реконструкции вектора Φ(ݐ), по-
лученного на предыдущем шаге согласно 
формулы (3) 

ܸ(ݐ),=	 ൣ1 + exp	(−ܾ +∑ ܹ ∗ Φ(ݐ)൧
ିଵ

  (3) 

3. После оценки градиентов матрица весов W 
изменяется согласно формуле (4) 

∆ܹ = (ݐ)Φ)ߩ ∗ V(ݐ) − Φ(ݐ) ∗ V(ݐ)),  (4) 

где ߩ – размер шага обучения. 

2. После корректировки матрицы весов W вно-
сятся изменения в значения смещений по 
формулам (5) и (6). 

∆ܾ = (ݐ)Φ)ߩ − Φ(ݐ))   (5) 
∆ܾଵ = (ݐ)ܸ)ߩ − ܸ(ݐ))  (6) 

После прохождения одной эпохи обучения класси-
фикатор способен формировать вектора значений веро-
ятности элементов выходного слоя ܸ(ݐ) по вектору 
Ф(ݐ). Процесс обучения НС и реконструкции векторов 
Φ(ݐ)  и ܸ  .можно представить в виде рисунка 4 (ݐ)

 
Рис. 4. Визуализация процесса обучения НС 

В процессе обучения на вход НС подается множе-
ство известных векторов Ф(ݐ) размерности p, а на 
выходе для них формируется  множество эталонных 
векторов ࢂழவ(ݐ). 

Рассмотрим, что собой представляет вектор ܸ(ݐ). 
Нейронная сеть в работе выступает в качестве энкоде-
ра, понижающего размер входного вектора Ф(ݐ) с S до 
H2, по которым и осуществляется прогноз номера клас-
са и определяется дальность. Количество нейронов на 
выходном слое определяется экспериментально. Так, 
каждый вектор ܸ(ݐ) содержит в себе информацию о 
том, как активировались нейроны выходного слоя в 
зависимости от значений входного вектора Φ(ݐ). 
Например, для двух нейронов выходного слоя вектор 
можно записать как [ܽଵ (ݐ)ܸ 1 − ܽଵ ܽଶ 1 − ܽଶ], 
где ܽଵ, ܽଶ – факт активации нейронов выходного слоя 
при поступлении вектора измерений	Φ(ݐ).  

Нахождение ̂ݎ(Ф(ݐ)). При тестировании размер-
ность вектора Ф(ݐ) выбиралась равной  100, что соот-
ветствует среднему времени получения 100 измерений 
с ПД на ПМ и их обработки НС, равному 1 секунде. 

Определение дальности между передающим 
маршрутизатором и n-ым принимающим маршрутиза-
тором производится путем нахождения минимального 
значения нормы модуля разности (L1 норма) между 
сигнатурой ܸ(ݐ), полученной для входного набора 
измерений Ф(ݐ) и эталонными значениями сигнатур 
-можно пред ((ݐ)Ф)ݎ̂ ழவ. Тогда искомую функциюࢂ
ставить в виде формулы (7). 

((ݐ)Ф)ݎ̂ = ,(ݐ)ࢂ)ݐݏ݅݀)݊݅݉݃ݎܽ  ழவ))   (7)ࢂ

Искомое значение ̂ݎ соответствует тому значению 
дальности из дискретного набора ࢘ для которого эта-
лонная сигнатура ࢂழவ имеет минимальное расстояние 
с полученной сигнатурой ࢂ	(ݐ). 

Локализация радиоустройств внутри помещений 
на основе информации о состоянии канала связи с 
использованием ограниченной машины Больцмана. 

V. ОПИСАНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТА 

A. Синтез обучающей выборки 
В работе рассматривается набор данных, получен-

ный на расстоянии от 1 до 4 метров с шагом в 1 метр. 
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Данные получены в лаборатории размером 4,5х2,5 
метра, содержащей оборудование и элементы мебели, 
представляющие собой физические преграды для рас-
пространения сигнала. Принимающий маршрутизатор 
был стационарно расположен в дальней части лабора-
тории. Для получения данных о состоянии канала свя-
зи, принимающие маршрутизаторы были расположе-
ны на расстояниях в 1, 2, 3 и 4 метра со смещением в 
0,6 метра от центра лаборатории (как показано на ри-
сунке 5). Для формирования контрольной выборки 
были произведены замеры на расстояниях в 1, 2, 3 и 4 
метра без смещения.  

 

 
Рис. 5. Схема размещения оборудования для синтеза данных 

В результате эксперимента получена информация 
о состоянии канала связи в количестве 6402 замеров. 
Для обеспечения равномерности распределения заме-
ров по опорным точкам в исследовании для обучения 
используются по 400 замеров в каждой опорной точ-
ке, 100 замеров в каждой опорной точке используются 
как контрольные. В дополнение, к каждому анализи-
руемому расстоянию, собраны по 200 замеров со 
смещением в 0,6 метра от анализируемых опорных 
точек. Количество замеров для разных точек лабора-
тории представлено на рисунке 6. 

 
Рис. 6. Распределение замеров по опорным точкам 

B. Расчёт эталонных сигнатур 
После проведения процесса обучения вероят-

ностной генеративной модели, согласно формул (5)–
(8), были получены оптимальные веса [23], [24] и 
сформированы эталонные сигнатуры. Результат рас-
чёта эталонных сигнатур ࡴழவ классов расстояний 
между маршрутизаторами при исследовании инфор-
мации о состоянии канала связи с первой передаю-
щей антенны на первую принимающую антенну при-
веден в таблице 1. 

 

ТАБЛИЦА 1. ЧАСТОТА АКТИВАЦИИ НЕЙРОНОВ СКРЫТОГО СЛОЯ 

Рассто-
яние 

Состояния скрытых нейронов  

Нейрон 1 Нейрон 2 
Активи-
ровался 

Не активи-
ровался 

Активи-
ровался 

Не активи-
ровался 

1 метр 0.99 0.01 0.99 0.01 

2 метра 0.77 0.23 0.77 0.23 

3 метра 0.01 0.99 0.01 0.99 

4 метра 0.27 0.73 0.26 0.74 

C. Результаты экспериментальных исследований 
Для оценки предложенного алгоритма, в опреде-

лении расстояния от передающего устройства до при-
нимающего, было использовано 100 замеров с опор-
ных точек обучающей выборки и 200 замеров с из 
контрольной выборки, разделенных на две части по 
100. Далее было подсчитано количество активирован-
ных выходных состояний и рассчитаны вектора H. 
Результат расчёта приведен в таблице 2. 

ТАБЛИЦА 2. РЕЗУЛЬТАТ РАСЧЁТА РАССТОЯНИЯ МЕЖДУ СИГНАТУРАМИ 

Ра
сс

то
ян

ие
 Расстояние L1 для измерений 0-100 

 1 метр 2 метра 3 метра 4 метра 
1 метр 0 0,64 3,96 1,22 
2 метра 0,88 0,24 3,08 0,34 
3 метра 3,92 3,28 0,04 2,7 
4 метра 2,9 2,26 1,06 1,68 

Ра
сс

то
ян

ие
 Расстояние L1 для измерений 100-200 

 1 метр 2 метра 3 метра 4 метра 
1 метр 0 0,92 3,96 3 
2 метра 0,88 0,04 3,08 2,12 
3 метра 3,92 3 0,04 0,92 
4 метра 2,9 1,98 1,06 0,1 

 
Оценку качества работы алгоритма произведем с 

использованием матрицы ошибок, включающей в себя 
показатели: истинно положительный (True Positive, 
TP), ложно отрицательный (False Negative, FN) и ис-
тинно отрицательный (True Negative, TN). К истинно 
положительным значения будем относить те значения, 
где алгоритм правильно сопоставил измеренное зна-
чение и предсказанное. К истинно отрицательным 
значениям будем относить те значения, при которых 
алгоритм не смог правильно предсказать дальность 
соответствующего класса. К истинно отрицательным 
значения будем относить те, которые не принадлежат 
рассматриваемому классу. 

Исходя из того, что информация о состоянии кана-
ла связи извлекается по двум передающим и двум 
принимающим антеннам, измерение точности можно 
провести дополнительно еще по трем наборам данных 
того же размера. Матрица ошибок определения рас-
стояния по всем антеннам приведена в таблице 3. 

Данная таблица позволяет рассчитать ключевые 
характеристики предложенного алгоритма. Используя 
полученные ошибки и их вероятность можно рассчи-
тать погрешность, полученную в каждом из классов. 
Так, для классов в один и два метр погрешность со-
ставила 3.25 сантиметра. Погрешность третьего клас-
са составила 1.25 сантиметра, а погрешность четвер-
того класса – 22.7 сантиметра. 
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ТАБЛИЦА 3. МАТРИЦА ОШИБОК ОПРЕДЕЛЕНИЯ РАССТОЯНИЯ ПО ВСЕМ 
ПАРАМ АНТЕНН 

Истинное расстояние Полученное расстояние 

1 метр 2 метра 3 метра 4 метра 

1 метр 776 22 2 0 

2 метра 32 765 0 3 

3 метра 0 2 786 12 

4 метра 7 37 86 670 

 
Также была рассчитана F-мера каждого из классов с 

целью получения гармонической средней точности. 
Так, для первого класса F-мера составила 96.4%, для 
второго – 93.6%, для третьего – 94% и для четвертого – 
90.3%. 

На основе данных из таблицы 3 можно сделать 
вывод, что наименьшая точность определения рассто-
яния наблюдается на расстоянии 4 метров и варьиру-
ется в пределах от 64.5% до 95.5%. При чем, количе-
ство ошибок определения расстояния с первой пере-
дающей антенны на вторую принимающую антенну и 
со второй передающей антенны на первую принима-
ющую антенну составило 15 и 9 соответственно. Из 
этого можно сделать вывод, что можно добиться вы-
сокой точности классификации при ограничении ана-
лизируемых параметров. Низкую точность классифи-
кации на 4 метрах также можно объяснить сложно-
стью среды распространения сигнала в наблюдаемом 
помещении. На расстоянии 4 метров находился теле-
коммуникационный шкаф и два стационарных ком-
пьютера. 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В ходе проведения исследования разработан  алго-

ритм определения расстояния между радиоустрой-
ствами на основе данных о состоянии калана связи 
для построения систем локализации радиоустройств 
внутри помещений.  

В рамках работы были достигнуты следующие ре-
зультаты: 

1. Проведен обзор и анализ отечественной и за-
рубежной научно-технической базы, пока-
завший актуальность предлагаемого исследо-
вания. 

2. Разработан лабораторный стенд, позволяю-
щий получать информацию о состоянии кана-
ла связи и проводить измерительные меро-
приятия по формированию обучающих набо-
ров данных. 

3. Разработан алгоритма определения расстоя-
ния между радиоустройствами на основе дан-
ных о состоянии калана связи для построения 
систем локализации радиоустройств внутри 
помещений. 

Проведенные экспериментальные исследования 
показали возможность определения расстояния между 
маршрутизаторами в наблюдаемом помещении на 
основе информации о состоянии канала связи. Сред-
няя точность составила 93.7%. Максимальная ошибка 
наблюдалась на расстоянии в 4 метра и составила 
35.5% по результатам исследования информации о 

состоянии канала связи с первой принимающей ан-
тенны на первую принимающую антенну. При анали-
зе всех передающих и принимающих антенн средняя 
точность составила 93,66%. 

ЛИТЕРАТУРА 
[1]. Пешехонов В. Г. Высокоточная навигация без использования 

информации глобальных навигационных спутниковых систем 
// Гироскопия и навигация. 2022. №1 (116). С. 3–11. DOI 
10.17285/0869-7035.0084. 

[2]. Danklang, P., & Pranekunakol, T. (2021). An RSSI-based 
weighting with accelerometers for real-time indoor positioning. 
2021 13th International Conference on Knowledge and Smart 
Technology (KST). doi:10.1109/kst51265.2021.9415843. 

[3]. A. Poulose, J. Kim and D. S. Han, Indoor localization with 
smartphones: magnetometer calibration, 2019 IEEE International 
Conference on Consumer Electronics (ICCE), 2019, pp. 1-3, doi: 
10.1109/ICCE.2019.8661986. 

[4]. Али Б., Садеков Р.Н., Цодокова В.В. Алгоритмы навигации 
беспилотных летательных аппаратов с использованием систем 
технического зрения Гироскопия и навигация. 2022. Т. 30. № 4 
(119). С. 87-105. 

[5]. Carlos Campos, Richard Elvira, Juan J. Gómez Rodríguez, José M. 
M. Montiel and Juan D. Tardós, ORB-SLAM3: An accurate open-
source library for visual, visual-inertial and multi-map SLAM, 
IEEE Transactions on Robotics 37(6):1874-1890, Dec. 2021. 

[6]. Бикмаев Р.Р., Золотов М.Д., Попов А.Н., Садеков Р.Н. Повыше-
ние точности сопровождения подвиж-ных объектов с примене-
нием алгоритма комплексной обработки сигналов с монокуляр-
ной камеры и лидара В сборнике: XXVI Санкт-Петербургская 
международная конференция по интегрированным навигацион-
ным системам. Сборник материалов. 2019. С. 39-42. 

[7]. IEEE Std. 802.11n-2009: Enhancements for higher throughput. 
http://www.ieee802.org, 2009. 

[8]. IEEE Std. 802.11ac-2013: Telecommunications and information 
exchange between systems – Local and metropolitan area net-
works. http://www.ieee802.org, 2013. 

[9]. Ф. Мюллер, М. Райхотарью, С. Али-Лойту, Л. Вирола, Р. Пи-
ше Обзор параметрических методов позиционирования на ос-
нове концепции отпечатка пальца // Гироскопия и навигация 
№1 (92), 2016, с. 3-33 

[10]. Степанов О.А. Методы навигации с использованием геофизи-
ческих полей, планов помещений и на основе отпечатка паль-
ца. Взаимосвязь и отличия // XXIII Санкт-петербургская меж-
дународная конференция по интегрированным навигационным 
системам. Сборник материалов. 2016. С. 492-496. 

[11]. Астафьев А. В., Титов Д. В., Жизняков А. Л., Демидов А. А. 
Метод позиционирования мобильного устройства с использо-
ванием сенсорной сети BLE-маяков, аппроксимации значений 
уровней сигналов RSSI и искусственных нейронных сетей // 
Компьютерная оптика, Самара, 2021. Т. 45, № 2. С. 277-285. 

[12]. Celik, Y. (2020). RSSI-Based Visible Light Positioning System 
with Angular Diversity Receiver. 2020 28th Signal Processing and 
Communications Applications Conference (SIU). 
doi:10.1109/siu49456.2020.9302364 

[13]. Jeon, J., Kong, Y., Nam, Y., & Yim, K. (2015). An Indoor Posi-
tioning System Using Bluetooth RSSI with an Accelerometer and a 
Barometer on a Smartphone. 2015 10th International Conference 
on Broadband and Wireless Computing, Communication and Ap-
plications (BWCCA). doi:10.1109/bwcca.2015.142 

[14]. Wang, X.; Gao, L.; Mao, S. CSI Phase Fingerprinting for Indoor 
Localization with a Deep Learning Approach. IEEE Internet 
Things J. 2017, 3, 1113–1123. 

[15]. J. Xiao, K. Wu., Y. Yi, and L. Ni, “FIFS: Fine-grained indoor 
fingerprinting system,” in Proc. IEEE ICCCN’12, Munich, Germa-
ny, July/Aug. 2012, pp. 1–7. 

[16]. M. Youssef and A. Agrawala, “The Horus WLAN location deter-
mination system,” in Proc. ACM MobiSys’05, Seattle, WA, June 
2005, pp. 205– 218. 

[17]. M. Brunato and R. Battiti, “Statistical learning theory for location 
fingerprinting in wireless LANs,” Elsevier Computer Netw., vol. 
47, no. 6, pp. 825–845, Apr. 2005. 

83



[18]. Wu, K.; Jiang, X.; Yi, Y.; Chen, D.; Luo, X.; Ni, L.M. CSI-Based 
Indoor Localization. IEEE Trans. Parallel Distrib. Syst. 2013, 24, 
1300–1309. 

[19]. X. Wang, L. Gao, S. Mao, and S. Pandey, “DeepFi: Deep learning 
for indoor fingerprinting using channel state information,” in Proc. 
IEEE WCNC 2015, New Orlean, LA, Mar. 2015, pp. 1666–1671. 

[20]. Wang, W., Marelli, D., & Fu, M. (2020). Fingerprinting-Based 
Indoor Localization Using Interpolated Preprocessed CSI Phases 
and Bayesian Tracking. Sensors, 20(10), 2854. 
doi:10.3390/s20102854 

[21]. Yaxiong Xie, Zhenjiang Li, and Mo Li. 2015. Precise Power Delay 
Profiling with Commodity WiFi. In Proceedings of the 21st Annual 

International Conference on Mobile Computing and Networking 
(MobiCom '15). ACM, New York, NY, USA, 53-64. DOI: 
http://dx.doi.org/10.1145/2789168.2790124 

[22]. Halperin, D., Hu, W., Sheth, A., & Wetherall, D. (2011). Tool 
release. ACM SIGCOMM Computer Communication Review, 
41(1), 53. doi:10.1145/1925861.1925870 

[23]. Fischer, A., & Igel, C. (2014). Training restricted Boltzmann ma-
chines: An introduction. Pattern Recognition, 47(1), 25–39. 
doi:10.1016/j.patcog.2013.05.025 

[24]. Hinton, G. E. (2012). A Practical Guide to Training Restricted 
Boltzmann Machines. Neural Networks: Tricks of the Trade, 599–
619. doi:10.1007/978-3-642-35289-8_32 

 

 

84



Локальная навигация колесного мобильного 
робота как носителя аппаратуры мониторинга 

дефектов воздушного судна на его стоянке 
 

В.А. Петрухин 
Кафедра 305  

Московский Авиационный институт 
Москва, Россия 

riksorge@me.com

К.С. Лельков  
Кафедра 305  

Московский Авиационный институт 
Москва, Россия 

pec-orange@mail.ru

А.И. Черноморский 
Кафедра 305  

Московский Авиационный институт 
Москва, Россия 

chernomorscky@yandex.ru 

Аннотация—Целью работы является решение задачи 
обеспечения высокой точности определения параметров 
локальной навигации и ориентации около воздушного 
судна компонентов гетерогенной группы роботов в про-
цессе мониторинга поверхности этого судна (на примере 
определения этих параметров для одноосного колесного 
модуля). Собственно обеспечение высокой точности нави-
гации и ориентации одноосного колесного модуля достига-
ется за счет учета поправок локального навигационного 
решения, формируемых на основе применения известных 
алгоритмов cloud matching и scan matching с использова-
нием восстанавливаемой поверхности воздушного судна и 
дополнительной информации о ее модели. Локальное 
навигационное решение строится на основе информации 
от инерциальных измерителей и энкодеров. Комплексная 
обработка информации осуществляется с применением 
фильтра Калмана. Результаты моделирования локальной 
навигации одноосного колесного модуля в процессе мони-
торинга дефектов поверхности воздушного судна на его 
стоянке подтвердили эффективность предложенного под-
хода к решению задачи. 

Ключевые слова—колёсный модуль, локальная навига-
ция, управление ориентацией, математическая модель, 
алгоритмы, моделирование. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
При дефектоскопическом мониторинге поверхности 

воздушного судна (ВС) на его стоянке гетерогенной 
группой роботов (ГГР) важной задачей является опреде-
ление координат и угловой ориентации роботов относи-
тельно ВС. ГГР представляет собой комплекс мобиль-
ных автономных роботов различного типа, включаю-
щий, в частности, наземный колесный робот и беспилот-
ный летательный аппарат. В качестве беспилотного ле-
тательного аппарата может быть использован мультиро-
торный аппарат. В качестве наземного колесного робота 
перспективным является использование одноосного ко-
лесного модуля (ОКМ) с гравитационно-маховичным 
управлением его двухстепенной платформой [1-3].  

Решение задачи обеспечения высокой точности па-
раметров локальной навигации рассмотрим на примере 
ОКМ. На управляемой платформе ОКМ устанавливается 
аппаратура фотомониторинга – стереопара камер, сек-
торный и сканирующий лазерные дальномеры. Ком-
плексная навигационная система включает инерциаль-
ные измерители, энкодеры на осях мотор-колес модуля, 
систему технического зрения. 

На начальном этапе процесса навигации при переме-
щении ОКМ в направлении стоянки ВС ОКМ определя-
ет свои координаты и углы ориентации в локальной 

стартовой системе координат (СК), свободной в азимуте. 
В области расположения ВС по информации от скани-
рующего дальномера ОКМ идентифицирует тип, коор-
динаты и угловую ориентацию ВС. В бортовом вычис-
лителе ОКМ при решении навигационной задачи реали-
зуется переход в СК, связанную непосредственно с не-
подвижным ВС.  

В процессе перемещения ОКМ по траектории объез-
да ВС осуществляется выявление на поверхности ВС 
локальных признаков (ориентиров) и восстановление его 
поверхности (построение трехмерной поверхности ВС 
на основе полученных снимков и измерений дальноме-
ров) с одновременной ориентацией фотоаппаратуры мо-
ниторинга в направлении нормали к этой поверхности. С 
этой целью при оценивании перемещения ОКМ из 
предшествующего положения в текущее осуществляется 
анализ двух стереоизображений и одновременный поиск 
на них ориентиров. Так как параметры стереокамер 
априори известны, используя аппарат эпиполярной гео-
метрии, определяются координаты найденных ориенти-
ров в СК, связанной с ВС [4].  

В непосредственно близости от ВС измерения спут-
никовой навигационной системы оказываются ненадёж-
ны. В этих условиях обеспечение высокой точности 
навигации и ориентации ОКМ достигается за счет при-
менения известных алгоритмов cloud matching и scan 
matching с использованием восстановленной поверхности 
ВС и дополнительной информации [5]. Эта дополнитель-
ная информация представляет собой предварительно сге-
нерированную 3D-модель геометрии поверхности плане-
ра ВС, которая задействуется также в качестве эталона в 
дефектоскопическом мониторинге.3D-модель геометрии 
используется для представления дополненного виртуаль-
ного окружения ВС в виде облака точек, характеризую-
щих его поверхность, с которым сравниваются получае-
мые для использования в алгоритмах cloud matching и 
scan matching данные о восстановленной поверхности 
ВС. В результате наложения на предварительно сгенери-
рованную 3D-модель геометрии поверхности ВС восста-
новленного облака точек этой поверхности, попавших в 
поле зрения аппаратуры мониторинга, формируются по-
правки к определяемым параметрам навигации и ориен-
тации ОКМ. Эти поправки используются для коррекции 
локального навигационного решения, построенного на 
основе информации от инерциальных измерителей и эн-
кодеров. Комплексная обработка информации осуществ-
ляется с применением фильтра Калмана. Подобный по-
ход позволяет существенно повысить точность локальной 
навигации в условиях отсутствия сигналов от спутнико-
вой навигационной системы [6-8]. 
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II. СХЕМА ПОСТРОЕНИЯ И БОРТОВЫЕ СИСТЕМЫ ОКМ  

A. Схема ОКМ 
ОКМ представляет собой фактически наземный ко-

лёсный гироскопический стабилизатор (НКГС) с плат-
формой, на которой размещается носимая аппаратура 
[2]. Платформа ОКМ обычно обладает верхней маятни-
ковостью, что предопределяет ее собственную неустой-
чивость, и опирается на колесную пару. ОКМ обеспечи-
вает как возможность перемещения аппаратуры по про-
граммной пространственно-временной траектории 
(ПВТ), так и управление угловой ориентацией его плат-
формы с этой аппаратурой мониторинга относительно 
плоскости горизонта, а также в азимуте. Таким образом, 
ОКМ совмещает в себе функции и транспортного сред-
ства, и гироскопического стабилизатора с управляемой 
платформой (рис. 1).  

На рис. 1. обозначены: маховики 1, 2, осуществляю-
щие стабилизацию и управления платформой вокруг 
соответственно осей рамы ( psO y ) и платформы ( пsO x ); 
ДЛМ, ДВМ – соответственно двигатели линейных пере-
мещений и вращений маховиков; ИИБ – инерциальный 
измерительный блок; ПСНС – приемник спутниковой 
навигационной системы. 

 
Рис. 1. Схема построения ОКМ 

На рис. 1. представлены следующие системы коорди-
нат (СК): s s s sO X Y Z  – стартовая СК ( s sO X , s sO Y  лежат в 
плоскости горизонта); p p psO x y z  – СК рамы; п п пsO x y z  – 

СК платформы (центр масс платформы цo смещен отно-
сительно sO  на величину цl ). На рис. 1 обозначены так-
же: V  – скорость перемещения ОКМ по горизонтальной 
подстилающей поверхности;   – угол разворота ОКМ по 
курсу;   и   – углы отклонения платформы от подсти-
лающей поверхности  вокруг осей psO y  и пsO x ;   – 
угловая скорость курсового разворота ОКМ; 1 2,    – уг-
ловые скорости вращения первого и второго мотор-колёс 
(МК1 и МК2) с энкодерами; 1 2,    – угловые скорости 
вращения маховиков 1, 2 (М1, М2). 

B. Комплекс бортовых систем ОКМ 
Структура комплекса бортовых систем ОКМ пред-

ставлена на рис. 2 Состав и функциональное назначение 
измерителей навигационной системы (НС) таково: ИИБ, 
включающий горизонтальные акселерометры, курсовой 
микромеханический гироскоп, а также магнитометры, 
обеспечивает НС информацией о горизонтальных уско-
рениях платформы, разворотах ОКМ по курсовому углу 
-ПСНС вырабатывает информацию о текущих коорди ;ߠ
натах и скорости ОКМ; энкодеры обеспечивают НС ин-
формацией об угловых скоростях вращения колес. Блок 
формирования программной угловой ориентации 
(БФПУО) задает потребные программные углы ориента-
ции платформы ߙп, пߚ . Блок формирования ПВТ (БФПТ) 
задает потребные программные координаты ݔп, -п, курݕ
совой угол ߠп  и программную скорость перемещений 
ОКМ пܸ . Стереопара камер формирует стереоизображе-
ние поверхности ВС. Вычислитель нормали вырабаты-
вает направление нормали к поверхности ВС. Фото-
грамметрический вычислитель формирует восстанов-
ленную трехмерную модель нижней части наружной 
поверхности ВС в связанной с ним СК. Блок идентифи-
кации дефектов (БИД) выявляет дефекты поверхности и 
определяет их параметры.  

 
Рис. 2 Структура комплекса бортовых систем ОКМ: СТУ – система траекторного управления; НС – навигационная система; СУОП – система 
управления ориентацией платформы; СОФИ – система обработки фотоинформации; БФПУО, БФПТ – блоки формирования соответственно 
программных углов ориентации и программной траектории ОКМ; БИД – блок идентификации дефектов поверхности ВС; БЭМ – блок эталонных 
моделей ВС; ВНП – вычислитель навигационных поправок 
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C. Пространственно-временная траектория ОКМ 
На рис. 3. представлена ПВТ ОКМ применительно к 

ВС МС21. Она сформирована при известном расположе-
нии и ориентации ВС на его стоянке таким образом, что 
обеспечивает с одной стороны возможность осмотра 
всех зон нижней части наружной поверхности ВС в со-
ответствии с регламентом визуального осмотра, а с дру-
гой стороны – необходимое отстояние ОКМ от поверх-
ности ВС с возможностью ориентации визирной линии 
стереопары камер по нормали к этой поверхности на 
сравнительно небольших углах ,   отклонения плат-
формы ОКМ от плоскости горизонта. В частности, 
участки траектории, эквидистантные контуру фюзеляжа, 
отстоят от него на расстоянии порядка 5м; при этом мак-
симальные углы ,   составляют величины порядка 15°.  

 
Рис. 3. Траектория перемещения ОКМ 

Контрольные точки на ПВТ, в которых осуществля-
ется фотосъемка поверхности ВС, формируются таким 
образом, чтобы перекрытие соседних снимков составля-
ло бы как минимум 30%. В контрольных точках ОКМ 
останавливается, разворачивается на углы п п,  , глав-
ным образом по углу п , и визирная линия ориентиру-
ется по программной нормали (рис. 4).  

 
Рис. 4 Ориентация визирной линии по программной нормали 

Производится первичная фотосъемка и по фотоизоб-
ражениям осуществляется восстановление истинной 
нормали к поверхности ВС [4]. Производится доворот 
платформы на коррекционные углы к к,   и визирная 
линия устанавливается по направлению истинной нор-
мали к поверхности, осуществляется вторичная фото-
съемка (рис. 5) [4]. По полученным уточненным сним-
кам формируется фотограмметрическая модель поверх-
ности ВС [4], которая сравнивается с опорной моделью 
поверхности ВС, и с применением алгоритма OBB [9] 
определяется расположение, а также параметры дефек-
тов наружной поверхности ВС.  

 
Рис. 5. Уточнение ориентации платформы. Индексы «п» и «и» при 
обозначениях осей означают соответственно принадлежность к про-
граммным и истинным направлениям; nu, nn– вектора программной и 
истинной нормали к поверхности ВС 

D. Математическая модель ОКМ 
Используя результаты, полученные в [10], учитывая, 

что уклоны подстилающей аэродромной поверхности 
практически отсутствуют, математическую модель ОКМ 
при отсутствии проскальзывания колес относительно 
подстилающей поверхности можно представить в сле-
дующем виде: 
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где ܬ௬
р, ,௫ܬ ௬ܬ , ௭ܬ 	– моменты инерции рамы и платформы 

вокруг соответствующих осей; ܬ 	– момент инерции ко-
леса вокруг его оси вращения; ݉м, мܬ  – соответственно 
масса и момент инерции маховика вокруг его оси соб-
ственного вращения; ݉	и	ܬ௭  – суммарная масса ОКМ и 
его момент инерции вокруг оси ݎ  ;ݖ – радиус колеса; 
2ܾ – колея колесной пары; g – ускорение силы тяжести; 
уܯ

в хпܯ,
в 	– возмущающие моменты вокруг соответству-

ющих осей рамы и платформы; двм двм
1 2,M M  – моменты, 

развиваемые двигателями маховиков; длм длм
1 2,M M  – мо-

менты, развиваемые двигателями линейных перемеще-
ний маховиков; дк дк

1 2,M M  – моменты, развиваемые дви-
гателями колес. 

Моменты двм двм
1 2,M M , формируемые в контурах, со-

держащих вычислитель СУОП, контроллер двигателей 
маховиков, ДВМ1 и ДВМ2 (Фиг. 2), фактически являются 
выходами эквивалентных ПИД-регуляторов, на входах 
которых – соответствующие разности между суммой про-
граммных п п,  , коррекционных к к,   углов и текущих 

,   углов отклонений платформы от плоскости горизон-
та      п к п к,         . Моменты длм длм

1 2,M M , 
формируемые в контурах, содержащих вычислитель 
СУОП, контроллер двигателей маховиков, ДЛМ1 и ДЛМ2 
(рис. 2), фактически также являются выходами эквива-
лентных ПИД-регуляторов, на входы которых поступают, 
в частности, соответствующие угловые скорости 1  и 

2 [10]. Эти моменты порождают перемещения 1 2,p p  и 
соответственно гравитационные моменты маховиков с 
целью ограничения 1 2,   . Моменты дк дк

1 2,M M , форми-
руемые в контурах, содержащих вычислитель СТУ, кон-
троллер двигателей мотор-колес, ДМК1 и ДМК2, явля-
ются выходами комплексной СТУ, включающей тра-
екторную и локомоционную подсистемы [11-14]. Экспе-
риментальные исследования разработанного макета 
ОКМ показали адекватность модели (1)-(8) и эффектив-
ность управления ориентаций платформы ОКМ с фото-
аппаратурой. 

III. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТИПА ВОЗДУШНОГО СУДНА 
Определение типа ВС осуществляется на основе 

оценки геометрии расположения стоек его шасси. Для 
конкретного выявленного типа ВС используется предва-
рительно сформированная ПВТ его объезда, а также па-
раметры потребной ориентации визирной линии аппара-
туры фотомониторинга. 

При движении ОКМ, в области расположения ВС 
возможно осуществление измерений дальностей до всех 
препятствий в пределах диапазона измерений бортового 
сканирующего лазерного дальномера и определение ко-
ординат их местоположения. При этом в процессе реше-
ния задачи мониторинга поверхности ВС на его аэро-

дромной стоянке ВС неподвижно и обладает известной 
геометрией расположения стоек шасси (и, в общем слу-
чае, низко расположенных двигателей). 

Определив координаты местоположения всех пре-
пятствий в окрестности ОКМ, и выбрав среди их множе-
ства точки, соответствующие стоякам шасси ВС, можно 
определить местоположение ,a ax y  и ориентацию a  ВС 
в стартовой СК s s sO X Y , а также его тип [14]. 

IV. АЛГОРИТМ НС И АЛГОРИТМ КОРРЕКЦИИ 
Локальная навигационная система ОКМ определяет 

его навигационные параметры на основе формируемых  
ошибок: ошибок ,x y   определения координат место-
положения ОКМ; ошибки   определения угла курса 
ОКМ; ошибок right left,l l   определения длин окружно-
стей правого и левого колес ОКМ; ошибки z  опреде-
ления сдвига нуля курсового датчика угловой скорости.  

Уравнения динамики системы ошибок 
2 1, , , , , zx y l l       и уравнения измерений в общем 

виде имеют вид [15]: 
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            (9) 

где X  – вектор состояния параметров системы (вектор 
ошибок); F  – матрица динамики системы; Q  – вектор 
шумов системы; Z  – вектор измерений; H  – матрица 
измерений; v  – вектор шумов измерений. 

В рассматриваемом случае вектор состояния системы 
имеет вид: 
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Вектор шумов системы Q  – вектор белых шумов с 
нулевыми математическими ожиданиями. 

Вектор измерений Z  имеет вид: 
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где gyr  – угловая скорость разворота ОКМ вокруг оси 
вертикальной оси, измеряемая курсовым гироскопом; 

z  – текущее значение ошибки сдвига нуля курсового 
гироскопа; odo  – угловая скорость разворота ОКМ вер-
тикальной оси, измеряемая одометрической системой; 
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   ,m mx x y y    – ошибки измерения координат 
местоположения ОКМ, вырабатываемая блоком ВНП 
СОФИ. 

Матрица измерений H  такова: 

 
1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 .

0 0 0 0 0 1

H 

 
 
 
  

   (13) 

Вектор шумов измерений v  – вектор белых шумов с 
нулевыми математическими ожиданиями.  

Соотношения (9-13) являются основой для построе-
ния фильтра Калмана, обеспечивающего расчёт опти-
мальных оценок компонент вектора состояния (10) [16]. 

V. МОДЕЛИРОВАНИЕ НС И КОРРЕКЦИИ 
В качестве моделируемой ПВТ была выбрана фигура 

ВС (фиг. 6.). Результаты проезда и посчитанные коорди-
наты показаны на рис. 7. Ошибка локальной навигации в 
определении координат составила 0.2 м. 

 
Рис. 6. Модельная траектория движения ОКМ 

 

 
Рис. 7. Результаты проезда и ошибки локальной навигации 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Повышение точности локальной навигации при фо-

томониторинге воздушного судна гетерогенной группой 

роботов (на примере одноосного колесного модуля) мо-
жет быть обеспечено на основе комплексной обработки 
информации об эталонной модели поверхности воздуш-
ного судна, о восстановленной с помощью системы тех-
нического зрения модели поверхности воздушного судна, 
об информации, получаемой от бортовых датчиков с ис-
пользованием фильтра Калмана с применением и алго-
ритмов cloud matching и scan matching. Результаты моде-
лирования локальной навигации одноосного колесного 
модуля в процессе мониторинга дефектов поверхности 
воздушного судна на его стоянке подтвердили эффектив-
ность предложенного подхода к решению задачи. 
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Аннотация—Рассмотрена задача определения пеленга 
излучателя, находящегося на борту малоразмерного мор-
ского или воздушного робототехнического комплекса. Пе-
ленг определяется в режиме шумопеленгования приемни-
ком с направленными в разные стороны антеннами. В 
условиях сложного рельефа морского дна или плотной 
городской застройки на материке определение пеленга 
происходит с большой погрешностью из-за возникновения 
зон тени, затухания сигнала, рассеяния и многократного 
его отражения, многолучевых полей со сложной интерфе-
ренционной структурой и резким пространственным из-
менениям уровня сигнала. Уменьшение погрешности 
определения пеленга за счет совершенствования аппарат-
ных средств ограничено требованиями к приемнику: он 
должен быть бюджетным, малозаметным, мобильным и 
экономичным по энергопотреблению. Предложенный ме-
тод пеленгации робототехнического комплекса позволяет 
определить требования к аппаратным средствам подвиж-
ного приемника и местам его расположения в зависимости 
от параметров приемника и затухания сигнала в условиях 
сложного рельефа. Получены зависимости влияния фона и 
явных препятствий, их отражающих поверхностей – на 
уровень сигнала на входе приемника. В таких условиях 
многолучевости за пеленг предложено принимать направ-
ление поступления максимального по уровню сигнала с 
оценкой погрешности определения пеленга. Для уменьше-
ния погрешности определения пеленга предложено ис-
пользовать фильтр Калмана, и по результатам моделиро-
вания определено при его использовании уменьшение по-
грешности определения пеленга от 10 градусов до десятых 
долей градуса. Предложенный в работе метод пеленгации 
малоразмерного робототехнического комплекса подвиж-
ным наблюдателем в условиях сложного рельефа может 
быть использован как в воздушных условиях при пелен-
гации беспилотного воздушного судна, так и в морской 
среде при пеленгации автономного необитаемого подвод-
ного аппарата. 

Ключевые слова—малоразмерный робототехнический 
комплекс, режим шумопеленгования, многолучевость, от-
ражение сигнала, сложный рельеф. 

I.  ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время использование широкодоступных 

малоразмерных морских и воздушных робототехниче-
ских комплексов (РТК) для освещения наземной [1] и 
подводной обстановок привели к необходимости кон-
троля их деятельности и определения их местоположе-
ния – в целях обеспечения безопасности объектов, нахо-
дящихся в наблюдаемом с помощью РТК районе. При 
использовании приемника с ориентированными в раз-
личных направлениях антеннами в режиме шумопелен-
гования определяется пеленг на излучатель, находящий-

ся на борту РТК. В условиях сложного рельефа морского 
дна, прибрежной сухопутной зоны со скалами или плот-
ной городской застройки на берегу – возникают большие 
погрешности определения пеленга, вызванные формиро-
ванием зон тени, затуханием сигнала излучателя, рассея-
нием и многократным его отражением, что приводит к 
формированию многолучевых полей со сложной интер-
ференционной структурой и резким пространственным 
изменениям уровня сигнала. 

Уменьшение погрешности определения пеленга на 
излучатель за счет совершенствования аппаратных 
средств невозможно из-за ограничений по стоимости 
приемника, легкости и мобильности при перемещении и 
экономичности по энергопотреблению. Другим направ-
лением уменьшения погрешности определения пеленга 
на излучатель является обоснованный выбор места раз-
мещения приемника и совершенствование методов об-
работки поступающей на вход приемника информации. 
Этим определяется актуальность исследований, направ-
ленных на уменьшение погрешности определения пе-
ленга на излучатель в условиях сложного рельефа. 

Уменьшение погрешности определения пеленга на 
излучатель за счет совершенствования аппаратных 
средств невозможно из-за ограничений по стоимости 
приемника, легкости и мобильности при перемещении и 
экономичности по энергопотреблению. Другим направ-
лением уменьшения погрешности определения пеленга 
на излучатель является обоснованный выбор места раз-
мещения приемника и совершенствование методов об-
работки поступающей на вход приемника информации. 
Этим определяется актуальность исследований, направ-
ленных на уменьшение погрешности определения пе-
ленга на излучатель в условиях сложного рельефа. 

Целью исследований явилась разработка метода пе-
ленгации малоразмерного робототехнического комплекса 
подвижным наблюдателем в условиях сложного рельефа. 

По результатам проведенных исследований разрабо-
тан метод, который заключается: 

 в определении положения и маршрута движения 
приемника на основе оценки затухания сигнала 
излучателя; 

 в определении зон тени, многолучевости и отра-
жения излучаемого сигнала с последующим ис-
ключением, по возможности, таких зон из марш-
рута движения приемника; 

 в разработке алгоритмов обработки поступающей 
на вход приемника сигнала от излучателя.  

Работа выполнена при поддержке РНФ, проект 23-29-00803.
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II. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЗАТУХАНИЯ СИГНАЛА 
Маршрут движения приемника выбирается из усло-

вия обнаружения сигнала излучателя на уровне помех в 
сложных условиях распространения сигнала. Для опре-
деления зоны устойчивого приема сигнала от беспилот-
ного воздушного судна предлагается использовать мо-
дель оценки затухания сигнала в воздухе Уолфиша-
Икегами [2], которая учитывает возможность прихода 
волны в точку приема несколькими маршрутами с по-
следующим сложением и учитывает направления прихо-
да радиоволн. Согласно модели Уолфиша-Икегами, ме-
дианное значение затухания Lb определяется по эмпири-
ческой формуле, учитывающей потери распространения 
волн в свободном пространстве в зависимости от даль-
ности до излучателя и частоты сигнала, потерь из-за от-
ражений от зданий и из-за дифракции [2]. Аналогичные 
потери возникают также в прибрежной воздушной зоне, 
и для оценки затухания сигнала достаточно в модель Уо-
лфиша-Икегами подставить вместо высоты домов – вы-
соту скал, вместо ширины улиц – ширину ущелий и т.д. 

В работе проведены расчеты затухания сигнала с ис-
пользованием модели Уолфиша-Икегами для наиболее 
характерных частот излучателя. Результаты расчетов 
приведены на рисунке 1 в виде зависимости затухания от 
дистанции на частотах 1,080ГГц (линия синего цвета), 
711,25МГц (линия красного цвета), 191,25МГц (линия 
зеленого цвета). 

Результаты расчетов показали, что с увеличением 
расстояния потери уровня сигнала возрастают от 50 до 
140 дБ и наибольшее затухание наблюдается у гигагер-
цового сигнала, наименьшее – у сигнала с частотой  
191,25МГц. При движении приемника целесообразно 
сохранять дальность до излучателя сигнала в пределах 
до 12 км, так как затем наступает существенное увели-
чение потерь из-за затухания сигнала. 

 
Рис. 1. Изменение потерь с увеличением расстояния 

В водной среде распространение акустического сиг-
нала происходит с затуханием, зависящим от параметров 
морской среды, аномалий распространения сигнала, ко-
торые хорошо моделируются с использованием закона 
Снеллиуса [3, 4]. 

По результатам оценки затухания сигнала в зависи-
мости от дальности до излучателя определяется область 
устойчивого приема сигнала излучателя. Именно в этой 
области целесообразно осуществлять движение прием-
ника, причем, по возможности, синхронно с перемеще-
нием излучателя, сохраняя свое положение в пределах 
допустимой дальности до излучателя. 

Однако модели распространения сигнала, в частно-
сти, Уолфиша-Икегами, позволяют получить средние 
значения затухания сигнала в условиях отсутствия ярко 
выраженных препятствий и отражающих поверхностей. 
При наличии ярко выраженных препятствий и отража-
ющих поверхностей для оценки затухания излучаемого 
сигнала предлагается использовать геометрическую оп-
тику, для чего необходимо определить расстояния, про-
ходимые лучами сигнала – как прямыми, так и отражен-
ными. Расчетные значения путей прямых и отраженных 
лучей сигнала позволяют оценить его затухание и опре-
делить суммарный сигнал, попадающий на ориентиро-
ванные в различных направлениях плоскости антенн 
приемника. 

III. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЗОН ТЕНИ, МНОГОЛУЧЕВОСТИ  
И ПЕРЕОТРАЖЕНИЯ 

На рисунке 2 представлено взаимное расположение 
плоскости антенны приемника, излучателя, лучей и зон 
тени. Полагаем, что вся изображенная на рисунке 2 об-
ласть имеет затухание сигнала в пределах устойчивого 
приема, и влияние оказывают лишь зоны тени, многолу-
чевости и переотражения. 

На рисунке 2 в виде линии черного цвета показано 
положение плоскости одной из антенн, в верхней части 
схемы в виде линии серого цвета – положение препят-
ствия, справа по диагонали сверху вниз – положение 
траектории перемещения излучателя, формирующего 
всенаправленное излучение, которое попадает, в том 
числе, на плоскость антенны (направления лучей пока-
заны зеленым цветом). При отсутствии препятствий все 
лучи попадают на плоскость антенны (рис.2 слева). 
Наличие препятствия экранирует прохождение лучей к 
плоскости антенны, вследствие чего возникают зоны 
тени (область белого цвета). При дальнейшем движении 
излучателя возникает переотражение от плоскости пре-
пятствия (рис.2 справа), и лучи переотраженного сигнала 
попадают на плоскость антенны – наряду с прямыми 
лучами. Отражение от препятствия приводит к форми-
рованию многолучевости. 

 

 
Рис. 2. Схема перемещения излучателя и распространения лучей на 
плоскость антенны 
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Таким образом, использование геометрической опти-
ки позволяет определить угол прихода сигнала и прохо-
димое лучами расстояние. Направление прихода цен-
трального луча из точки (Xb,Yb) в точку середины плос-
кости антенны (Xa,Ya) и расстояние, проходимое цен-
тральным лучом, определяются из геометрических сооб-
ражений. Аналогично для лучей, смежных с централь-
ным, направление прихода и расстояние – также опреде-
ляются из геометрических соображений в полярной си-
стеме координат, связанной с точкой (Xa,Ya), протяжен-
ностью антенны и углом ориентации плоскости антенны 
относительно направления на Север. 

При наличии препятствия отражение луча излучае-
мого сигнала определяется от всех точек препятствия. 
Определение координат точек отражения от препят-
ствия, направление прихода отраженного сигнала на 
плоскость антенны и пройденное отраженным лучом 
расстояние – определяются из геометрических сообра-
жений. На основе расстояний, пройденных отраженными 
лучами, определяются затухания сигнала каждого луча, 
пеленг и погрешность его определения. 

Расчеты уровней сигналов, в том числе отраженных, 
позволили уточнить дальности обнаружения излучателя, 
и с учетом уточнений – определить целесообразное по-
ложение подвижного приемника относительно предпо-
лагаемой трассы движения малоразмерного робототех-
нического комплекса, при котором затенения и переот-
ражения минимальны. Таким образом, при определении 
положения места размещения приемника в выделенных 
областях оцениваются положение зон тени, которые 
должны быть, по возможности, исключены из планируе-
мого маршрута движения приемника. Кроме того, по 
результатам анализа положения зон многолучевости и 
переотражения выбирается маршрут движения приемни-
ка с минимизацией размеров таких зон. 

IV. ОБРАБОТКА ПРИНЯТОГО СИГНАЛА 
При определении пеленга на этапе обработки сигнала 

учитываются сигналы, принятые с антенн, плоскости 
которых ориентированы под различными углами отно-
сительно направления на Север. Пусть принимаемая 
мощность сигнала в направлении θ будет равна P(θ), где 
угол θ в радианах измеряется от направления прихода 
основного наиболее мощного сигнала. Полагая 

 0P P d



   , определим пеленг [5]: 
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       с условием, что все инте-

гралы оцениваются для значений выше минимального 
уровня шума при измерении [5]. 

Для уменьшения погрешности определения пеленга, 
вызванного многолучевостью, затенением и переотра-
жением, в разработанном методе предложено использо-
вание фильтра Калмана. Для этого задаются модель из-
менения пеленга на робототехнический комплекс с уче-
том погрешности моделирования и модель измерений с 
учетом погрешности измерений. 

Изменение пеленга: qk+1 = qk +uk +k , где qk – значе-
ние пеленга по результатам моделирования, изменялось с 
течением времени по мере движения излучателя; uk – 
управляющая функция изменения пеленга qk определя-
лась выражением: uk = qk+1 – qk; k – ошибка модели; 2

  – 
ее дисперсия. В качестве значения измерения использо-
валось k , в качестве дисперсии – значение 2

 . 

Оптимальное значение пеленга после фильтрации 
определялось выражением [6]: 

   k
opt
kkkk

opt
k uqKKq   1111 1 , 

где Kk+1 – коэффициент усиления Калмана: 
2 2
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, здесь 2

kEe  – среднее значение квад-

рата ошибки ek; 
opt
kkk qqe  . 

Для проведения численных экспериментов, направ-
ленных на тестирование предложенного метода, разра-
ботана имитационная модель приема сигналов от по-
движного робототехнического комплекса. Имитацион-
ная модель включала в себя модель движения робото-
технического комплекса [7], модель движения приемни-
ка и описанные выше алгоритмы оценки затухания сиг-
нала, уравнения геометрической оптики, оценки пеленга 
на робототехнический комплекс, фильтр Калмана для 
уменьшения ошибки определения пеленга и эффектив-
ной работы [8] подвижного приемника. Результаты ис-
следований приведены на рисунке 3. 

 
Рис. 4. Результаты определения пеленга 

На рисунке 3 по горизонтальной оси отложено время 
в тактах имитации, по вертикальной – изменение пеленга 
с течением времени. Точечная линия zk отражает ре-
зультаты измерений, пунктирная (mod) – истинный пе-
ленг на излучатель, сплошная линия xOptk – результат 
обработки измерений с применением фильтра Калмана. 
Из результатов, представленных на рисунке 3, видно, что 
на начальном этапе наблюдается расхождение истинного 
и измеренного значений пеленга из-за выбора пеленга по 
лучу сигнала с максимальным уровнем, не совпадающем 
с направлением в середину антенны. К 22 такту начина-
ется затенение препятствием, вследствие чего часть лу-
чей не доходит до приемника, и в результате пеленг вме-
сто 80 был определен равным 70. Однако использова-
ние фильтра Калмана позволяет уменьшить эту неточ-
ность, и изменение пеленга остается плавным. На 27 так-
те начинается переотражение сигнала, в результате чего 
по наиболее сильному сигналу пеленг долгое время при-
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нимается ошибочно равным 2 вместо 10. Применение 
фильтра Калмана позволяет наблюдать плавное измене-
ние пеленга с постепенным уменьшением ошибки опре-
деления пеленга от 10 до десятых долей градуса. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Рассмотрена пеленгация движущегося РТК в слож-

ных условиях препятствий, многолучевости, переотра-
жения, зон тени. Разработан метод уточнения пеленга на 
излучатель, включающий в себя определение зон устой-
чивого приема сигнала от излучателя и алгоритмы обра-
ботки принятого сигнала. Определение зон устойчивого 
приема сигнала от излучателя включало в себя оценку 
затухания сигнала, выявление зон тени, уровень сигнала 
при переотражении. Алгоритм обработки принятого 
сигнала включал в себя определение пеленга на излуча-
тель и оценку погрешности его определения. Для 
уменьшения погрешности определения предложено ис-
пользовать фильтр Калмана. Для получения количе-
ственных оценок разработана имитационная модель 
определения пеленга подвижным приемником на дви-
жущийся РТК в сложных условиях препятствий, много-
лучевости, переотражения, зон тени. По результатам 
численных экспериментов, направленных на тестирова-
ние описанных алгоритмов, получены результаты, про-
демонстрировавшие преимущество от использования 
фильтра Калмана, благодаря которому удалось получить 
гладкие оценки пеленга, несмотря на зону тени и много-
лучевость, и, тем самым, сократить ошибку определения 
пеленга от 10 до десятых долей градуса. 

Предложенный в работе метод пеленгации малораз-
мерного робототехнического комплекса подвижным 

наблюдателем в условиях сложного рельефа может быть 
использован как для пеленгации воздушных РТК – беспи-
лотных воздушных судов, так и в морской среде при пе-
ленгации автономных необитаемых подводных аппаратов. 
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Аннотация—Приводится описание работы системы 
предупреждения столкновений воздушных судов; пред-
ставлены результаты исследования работы алгоритмов 
предупреждения столкновений; сформулированы предло-
жения по проведению полётов в рамках лётных проверок. 

Ключевые слова—алгоритмы, предупреждение столк-
новений, полет, нейронная сеть. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Система предупреждения столкновений с воздушны-

ми судами предназначена для повышения безопасности 
полетов путем предотвращения риска столкновения с 
другими воздушными судами в воздухе, предупрежде-
ния о близости земли, реактивном сдвиге ветра, улучше-
ния ситуационной осведомленности экипажа о воздуш-
ной обстановке, а также при посадке и движении по по-
верхности земли аэропорта. Оборудование представляет 
собой сложную интегрированную систему, входящую в 
состав навигационного радиотехнического оборудования 
воздушного судна. Принцип действия системы в части 
предупреждения столкновений в воздухе заключается в 
периодической выдаче импульсов запроса, на которые 
ожидается получить ответы от других близко пролетаю-
щих воздушных судов. Полученная информация позво-
ляет построить модель окружающей воздушной обста-
новки с оценкой степени опасности окружающих воз-
душных объектов с оповещением экипажа о потенци-
ально опасной воздушной ситуации [1]. Внешний вид 
поставочного комплекта системы предупреждения 
столкновений представлен на рис. 1. 

 

Рис. 1. Комплект системы предупреждения столкновений 

II. ОПИСАНИЕ БАЗОВОГО АЛГОРИТМА 
Общая структура базового алгоритма представлена 

на рис. 2 [2]. 

 

Рис. 2. Базовый алгоритм предупреждения столкновения. 

Базовый алгоритм включает в себя следующие модули: 

 Модуль слежения, который принимает парамет-
ры движения (расстояние, высота и пеленг) от 
близко пролетающих воздушных судов, передава-
емые из подсистемы наблюдения, и отслеживает 
маршрут движения этих воздушных судов. Ин-
формация о треке совместно с информацией о па-
раметрах движения собственного воздушного 
судна позволяет определить время и высоту полё-
та до момента наибольшего сближения воздуш-
ных судов. Выходная информация (дальность, 
скорость сближения, относительная высота и вер-
тикальная скорость) является входными данными 
для модулей формирования рекомендации и 
определения угрозы для последующего анализа 
необходимости выдачи сообщения: TA – опове-
щение экипажа о возникновении опасного сбли-
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жения, RA – рекомендация экипажу на соверше-
ние манёвра в вертикальной плоскости; 

 Модуль формирования рекомендации, используя 
информацию о треках близко пролетающих воз-
душных судов, проводит анализ на выполнение 
условий по формированию сообщения TA по 
дальности и высоте; 

 Модуль анализа по расстоянию, служит для 
определения степени угрозы близко пролетающе-
го воздушного судна исходя из расстояния до не-
го. В зависимости от высоты полёта воздушных 
судов, в соответствии с нормативными докумен-
тами защитный интервал вокруг собственного 
воздушного судна определяется для сообщений 
TA и RA; 

 Модуль анализа по высоте, служит для опреде-
ления степени угрозы близко пролетающего воз-
душного судна исходя из относительной высоты. 
В зависимости от высоты полёта воздушных су-
дов, в соответствии с нормативными документами 
защитный интервал вокруг собственного воздуш-
ного судна определяется для сообщений TA и RA; 

 Модуль определения угрозы, используя информа-
цию о треках близко пролетающих воздушных 
судов, проводит анализ на выполнение условий 
по формированию рекомендации на манёвр RA по 
дальности и высоте; 

 Модуль горизонтальной фильтрации, служит 
для снижения частоты формирования рекоменда-
ций на манёвр, при условии гарантированно 
большого расстояния в горизонтальной плоскости 
в момент наибольшего сближения. Работает сов-
местно с модулем анализа по расстоянию; 

 Модуль координационного сообщения, работает 
при воздушном конфликте воздушных судов, на 
которых установлены системы предупреждения 
столкновения с воздушными судами. В этом слу-
чае при определении возможного манёвра каж-
дым из воздушных судов происходит обмен этой 
информацией между ними. На основании полу-
ченной информации модуль корректирует сфор-
мированную рекомендацию в части дополнения к 
полученной; 

 Модуль выбора тенденции движения, служит 
для определения рекомендации на совершение 
манёвра в части выбора между снижением или 
набором высоты. На основе трека близко проле-
тающего воздушного судна проводится оценка 
последующей траектории полета воздушного 
судна, вплоть до момента наибольшего сближе-
ния, и определяется, какой манёвр в вертикальной 
плоскости обеспечит наибольшую относительную 
высоту между объектами в момент наибольшего 
сближения. Иллюстрация выбора тенденции 
представлена на рис. 3; 

 Модуль выбора степени усиления рекоменда-
ции, служит для определения степени ограниче-
ния на вертикальную скорость для набора или 
снижения собственного воздушного судна с це-
лью определения необходимого и достаточного 

значения. Это позволит провести манёвр с мини-
мально допустимым отклонением от текущего 
маршрута движения. Иллюстрация представлена 
на рис. 4; 

 Модуль выдачи сообщения, принимает сформи-
рованное сообщение во внутреннем представле-
нии, проводит форматирование согласно специ-
фикации информационного взаимодействия, при-
нятого как стандарт. 

 

Рис. 3. Пример выбора тенденции движения манёвра 

 

Рис. 4. Пример выбора степени усиления манёвра 

Моментом наибольшего сближения является момент 
времени, в который расстояние между собственным 
воздушным судном и другим воздушным судном дости-
гает минимального значения. Расстояние в этот момент 
является наименьшим расстоянием между двумя воз-
душными судами, а время наибольшего сближения 
представляет собой данный момент [3]. 

III. ОПИСАНИЕ МОДЕРНИЗИРОВАННОГО АЛГОРИТМА 
Общая структура модернизированного алгоритма 

представлена на рис. 5. 

Модернизация алгоритма основана на выполнении 
дополнительных вычислений во время движения воз-
душных судов при относительной навигации. Дополни-
тельные вычисления позволяют уточнить сформирован-
ную рекомендацию в приведенной на рис. 6 воздушной 
обстановке. Уточнённое сообщение позволяет умень-
шить количество нежелательных рекомендаций на ма-
нёвр в данной ситуации. Основой вычислений является 
обученная нейронная сеть, на вход которой подаётся 
информация о взаимном положении воздушных судов и 
базовой рекомендации. В результате работы нейронной 
сети рассчитывается в процентном соотношении необ-
ходимость уточнённой рекомендации [4]. 
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Рис. 5. Модернизированный алгоритм предупреждения столкновения 

Модернизированный алгоритм включает в себя сле-
дующие модули:  

 Модуль определения степени уточнения реко-
мендации, принимает параметры движения (рас-
стояние, высота и пеленг) от близко пролетающих 
воздушных судов, передаваемые из подсистемы 
наблюдения, данные о движении собственного 
воздушного судна и информацию, по сформиро-
ванному сообщению, базовым алгоритмом преду-
преждения столкновения. Принимается решение о 
необходимости уточнения сформированных со-
общений TA и RA; 

 Модуль формирования уточнённой рекоменда-
ции, используя информацию модуля определения 
степени уточнения, проводит формирование 
уточнённой рекомендации. Основные параметры 
нейронной сети приведены на рис. 7; 

 Модуль выдачи уточнённого сообщения, прини-
мая на вход сформированное уточнённое сообще-
ние во внутреннем представлении, проводит фор-
матирование согласно протокола информацион-
ного взаимодействия с комплексом бортового 
оборудования, сопрягаемого с системой преду-
преждения столкновения. 

 
Рис. 6. Схема воздушной обстановки при относительной навигации 

вид сверху (а) и вид сбоку (б) 

 
Рис. 7. Основные параметры нейронной сети 

IV. ЛЁТНАЯ ОЦЕНКА И СТЕНДОВЫЕ ПРОВЕРКИ  
В рамках лётных проверок модернизированного ком-

плекса бортового оборудования воздушного судна были 
проведены проверки работоспособности системы преду-
преждения столкновения с воздушными судами. В том 
числе были проведены полёты воздушных судов при 
относительной навигации. План маршрутов движения 
воздушных судов был разработан с учётом проверки 
срабатывания системы при встречном движении и дви-
жении в одном направлении двух близко пролетающих 
воздушных судов. Во время полётов проводился мони-
торинг с использованием сторонних средств наблюдения 
за воздушной обстановкой на базе автоматического за-
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висимого наблюдения вещательного типа и программно-
го инструментария. Внешний вид трека слежения с по-
мощью FlightRadar24 приведён на рис. 8. В процессе 
рассматриваемого полёта воздушных судов при относи-
тельной навигации с опасными сближениями система 
предупреждения столкновения с другим воздушным 
судном сформировала сообщения TA и RA, приведённые 
в таб. 1. 

 
Рис. 8. Маршрут полёта 

ТАБЛИЦА 1. СООБЩЕНИЯ TA И RA 

Этап 
полёта 

Сообщение 
Время, 

час:мин:сек Наименование 

С
П

РА
В

А
 

4:16:40 ВНИМАНИЕ, КОНФЛИКТ 

4:17:08 КОНТРОЛИРУЙ 
ВЕРТИКАЛЬНУЮ СКОРОСТЬ 

4:17:41 КОНФЛИКТ УСТРАНЁН 

4:17:44 ВНИМАНИЕ, КОНФЛИКТ 

4:17:59 СНИЖАЙСЯ 

4:18:10 КОНФЛИКТ УСТРАНЁН 

4:20:12 УВЕЛИЧЬ 
ВЕРТИКАЛЬНУЮ СНИЖЕНИЯ 

С
Л

ЕВ
А

 

4:20:57 КОНФЛИКТ УСТРАНЁН 

4:21:03 СНИЖАЙСЯ 

4:21:12 ПРЕКРАТИ СНИЖЕНИЕ, НАБИРАЙ 

4:22:08 ВЫСОТУ НАБИРАЙ, 
С ПЕРЕСЕЧЕНИЕМ 

4:22:38 ВЫСОТУ НАБИРАЙ 

4:22:41 КОНФЛИКТ УСТРАНЁН 

 

Проведённый полёт воздушных судов соответствует 
схеме воздушной обстановки, приведённой на рис. 6, и 
представляет собой полёт воздушных судов в одном 
направлении в одном или двух соседних эшелонах с раз-
ницей высот менее 180 метров и горизонтальным рас-
стоянием менее 500 метров.  

Зафиксированные в полёте сообщения TA и RA для 
наглядности были наложены по времени формирования 
на треки воздушных судов. На рис. 9 при движении дру-
гого воздушного судна справа и на рис. 10 при движении 
другого воздушного судна слева графическими фигура-

ми показаны срабатывания системы. Жёлтый круг озна-
чает, что было сформировано сообщение TA, красный 
квадрат  ̶ сформирована рекомендация на манёвр RA, 
белый круг соответствует информации по успешному 
разрешению опасного сближения.   

 
Рис. 9. Движение другого воздушного судна справа 

 
Рис. 10. Движение другого воздушного судна слева 

Проведённый полёт показал слабые места базового 
алгоритма предупреждения столкновения при относи-
тельной навигации: близкое местоположение воздушных 
судов приводит к постоянному формированию сообще-
ний для экипажа различных типов, сменяющих друг 
друга. Это может привести к дополнительной нагрузке 
на экипаж воздушных судов. При этом использование 
сокращённого режима работы системы выдачи только 
сообщений TA в рассмотренной ситуации подавит жела-
тельные рекомендации на манёвр. 

Полученная информация по результатам совершён-
ных полётов позволила сформировать новый обучающий 
набор для дополнительного обучения нейронной сети 
модернизированного алгоритма.  

V. РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ 
По результатам лётных проверок системы предупре-

ждения столкновения с воздушными судами с реализо-
ванным базовым алгоритмом экспериментально под-
тверждено, что при полете двух близко пролетающих 
воздушных судов в одном направлении при малых отно-
сительных высотах формируется значительное количе-
ство рекомендаций на манёвр, причём часто сменяю-
щихся рекомендаций, на что влияет постоянно меняю-
щееся взаимное расположение воздушных судов как в 
горизонтальной, так и вертикальной плоскостях. При 
моделировании работы модернизированного алгоритма 
предупреждения столкновения наблюдалось меньшее 
количество сформированных нежелательных сообще-
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ний. В результате проведённых проверок разрабатывает-
ся новое исполнение программного обеспечения систе-
мы предупреждения столкновения с воздушными суда-
ми, которое формирует дополнительный поток уточнён-
ных рекомендаций, выдаваемых на внешний регистра-
тор. Последующие проверки на лабораторном стенде [5] 
и планируемый контрольный полёт при относительной 
навигации нескольких воздушных судов, согласно схемы 
воздушной обстановки, представленной на рис. 6, позво-
лит проверить его работу с целью дальнейшего анализа:  

 определить пути повышения качества работы 
нейронной сети; 

 оценить влияние точности информации от датчи-
ков воздушного судна на работу нейронной сети; 

 сформулировать дополнительные критерии усло-
вий работы нейронной сети на расширенный 
набор ситуаций. 
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Аннотация—В докладе изложены методы летных 
испытаний систем раннего предупреждения близости 
земли (СРПБЗ) летательных аппаратов. Методы разра-
ботаны на основе комплекса бортовых траекторных 
измерений с использованием программно-математичес-
кого обеспечения (ПМО) обработки и анализа материа-
лов летных испытаний АО «ЛИИ им. М.М. Громова». 
Рассмотрены методы и ПМО моделирования и стендо-
вых исследований методик летных испытаний и оценки 
систем раннего предупреждения близости земли и каче-
ства управления при избегании столкновения с землей. 
Приведены результаты летных испытаний современной 
СРПБЗ для основных режимов работы. Полученные 
результаты могут быть рекомендованы для использова-
ния при разработке методик летных испытаний СРПБЗ 
воздушных судов.   

Ключевые слова—предупреждение близости земли, 
комплекс бортовых траекторных измерений, методы 
оценивания, летные испытания, карта рельефа местно-
сти, пилотажно-навигационное оборудование. 

I. ВВЕДЕНИЕ  
По данным статистики столкновение с земной по-

верхностью (Controlled Flight into Terrain, CFIT) во 
время управляемого полета воздушных судов доми-
нирует среди факторов, которые привели к наиболее 
тяжелым катастрофам. Чтобы уменьшить вероятность 
катастроф категории CFIT в большинстве стран с 70-х 
годов XX века стали устанавливать системы, преду-
преждающие о возможности такого события. Когда в 
середине 70-х годов с целью повышения безопасности 
полёта на самолеты стали устанавливать систему пре-
дупреждения о близости земли, количество CFIT рез-
ко сократилось [1]. 

Были созданы такие системы предотвращения 
столкновения самолета с поверхностью земли как:  

 система сигнализации сближения с опасной 
скоростью (ССОС), разработанная в 1976 г.;  

 Ground proximity warning system (GPWS) – в 
1974 г.;  

 система предупреждения приближения земли 
(СППЗ) – в 1990 г. [2].  

Современные достижения в технологии цифровой 
обработки картографических данных, а также появле-

ние на борту практически каждого самолета приемни-
ков спутниковой навигационной системы привели к 
разработке нового типа СРПБЗ. За рубежом системы с 
этой функцией обозначаются как EGPWS (Enhanced 
Ground Proximity Warning System) – усовершенство-
ванные системы предупреждения приближения земли.  

СРПБЗ – это система оповещения о рельефе мест-
ности, обеспечивающая функции отображения с до-
полнительными возможностями. СРПБЗ использует 
данные самолета, включая географические координа-
ты, углы ориентации, курс, высоту, скорость, верти-
кальную скорость и отклонение от глиссады. Система 
использует базу данных для прогнозирования потен-
циального конфликта между траекторией полета са-
молета и рельефом местности или препятствием. Пре-
дупреждение осуществляется путём выдачи голосовой 
и визуальной сигнализации, а также графической ин-
формацией о характере подстилающей поверхности и 
искусственных препятствиях на экранном индикаторе.  

С 1 января 2003 года, международная организация 
гражданской авиации ИКАО ввела требование об обя-
зательном наличии системы предупреждения при-
ближения к земле на всех самолётах с турбинными 
двигателями с максимальной разрешённой взлётной 
массой более 15 т. 

II. АРХИТЕКТУРА СИСТЕМЫ РАННЕГО 
ПРЕДУПРЕЖДЕНИЯ БЛИЗОСТИ ЗЕМЛИ  

С технической точки зрения раннее предупреж-
дение осуществляется путем вывода на экран допол-
нительно устанавливаемого в кабине пилотов устрой-
ства отображения данных о высоте профиля местности, 
над которой пролетает самолет. Высотный профиль 
при этом вводится в вычислитель в виде базы данных, 
созданной на основе электронной карты местности. 
Таким образом, к традиционному высотомеру добавля-
ется предупреждающая поправка по высоте. 

Модуль предупреждения столкновений с землей 
обеспечивает полный прогноз для сигналов тревоги и 
предупреждения, чтобы предотвратить катастрофи-
ческое столкновение с землей исправного самолета в 
управляемом полете, а также все режимы обычной 
системы предупреждения столкновений с землей.  
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Целью СРПБЗ является обеспечение летного эки-
пажа своевременной информацией о потенциальной 
опасности в направлении маршрута полета, которая 
может привести к столкновению с землей. Система 
формирует сигнал тревоги приближения к земле, пре-
дупреждение о необходимости набора высоты или 
предупреждение о необходимости обхода в зависимо-
сти от положения самолета относительно земли. 
СРПБЗ принимает во внимание специфические ситуа-
ции, когда самолет маневрирует в соответствии с 
одобренными процедурами на высотах значительно 
ниже окружающих местных высот рельефа (например, 
заходы в долинах с крутыми склонами). Датчик про-
гноза тревоги срабатывает с учетом реальных харак-
теристик самолета. Задача конструкторов системы – 
минимизация подачи ложной тревоги и повышение 
доверия экипажа к системе, поскольку формируемые 
сигналы тревоги представляют реальную опасность.  

При летных испытаниях СРПБЗ регистрация ин-
формации бортовых систем пилотажно-навигаци-
онного оборудования и информации, выдаваемой 
СРПБЗ, осуществляется системой бортовых измере-
ний, в состав которой входят бортовой регистратор и 
комплекс бортовых траекторных измерений [5]. 

Структура системы раннего предупреждения бли-
зости земли и система бортовых измерений при лет-
ных испытаниях приведена на рис. 1. 

 
Рис. 1. Структура СРПБЗ и система бортовых измерений при лет-
ных испытаниях. 
СПУ – самолётное переговорное устройство;  
СГУ – самолётное громкоговорящее устройство;  
ВС – воздушное судно 

Система раннего предупреждения близости земли 
выполняет следующие действия:  

 обрабатывает входные сигналы от систем са-
молета; 

 устанавливает соотношения между местополо-
жением самолета и базами данных рельефа и 
аэропортов; 

 оценивает опасность столкновения с землей в 
направлении траектории полета самолета; 

 определяет прогнозируемую огибающую набо-
ра высоты для предотвращения столкновения; 

 формирует соответствующие голосовые и визу-
альные сигналы тревоги и предупреждения лет-
ному экипажу.  

III. РЕЖИМЫ РАБОТЫ СРПБЗ  
В зависимости от условий и текущих значений па-

раметров выполнения полета система раннего преду-
преждения близости земли определяет наличие одно-
го из заложенных в нее режимов и выдает соответ-
ствующую индикацию и сигнализацию экипажу.  

Для СРПБЗ, установленной на борту самолета, 
предусмотрены следующие режимы: 

1 Чрезмерная скорость снижения.  
2 Чрезмерная скорость сближения с земной поверх-

ностью. 
3 Чрезмерная потеря высоты при выполнении взлета 

или ухода на второй круг. 
4 Недостаточный запас высоты над подстилающей 

поверхностью при полете в непосадочной конфи-
гурации. 

5 Чрезмерное отклонение ниже глиссады при заходе 
на посадку. 

6 Неверная установка признака QNH/QFE в зоне 
аэродрома. 

7 Оценка рельефа местности в направлении полета. 
8 Преждевременное снижение. 
9 Сигнализация о прохождении характерных высот 

при заходе на посадку. 
10 Предупреждение о сдвиге ветра. 

При проведении летных испытаний необходимо 
удостовериться в правильности работы СРПБЗ в раз-
личных режимах ее работы. В летных испытаниях 
создают специальные условия полета, в которых си-
стема должна сигнализировать экипажу, и оценивают 
функционирование системы и своевременность ее 
срабатывания. 

IV. ОЦЕНКА РАБОТЫ СИСТЕМЫ РАННЕГО 
ПРЕДУПРЕЖДЕНИЯ БЛИЗОСТИ ЗЕМЛИ  

Анализ работы системы раннего предупреждения 
близости земли включает в себя: 

 анализ информации о всех включениях/выклю-
чениях сигнализации системы (номер срабо-
тавшего режима, дата, время, координаты, вы-
соты, скорости, состояние шасси, закрылков и 
другая информация); 

 анализ положения точек сигнализации на фоне 
границ сигнализации всех режимов системы с 
индикацией траектории выбранного участка 
движения воздушного судна в осях режима сиг-
нализации; 

 оценка области сигнализации режима раннего 
предупреждения в момент включения/выключения 
сигнализации в плане и в профиль; 

 просмотр траектории полета ВС на фоне топо-
графической карты и карты рельефа местности. 

Для оценки функционирования СРПБЗ системами 
бортовых измерений регистрируются не только дан-

101



ные от СРПБЗ, но и вся информация от сопряженных 
с ней бортовых систем. 

V. МЕТОДЫ И СРЕДСТВА ЛЕТНЫХ ИСПЫТАНИЙ СРПБЗ  
Общие положения по испытаниям СРПБЗ. Пе-

ред проведением летных испытаний по оценке функ-
ционирования СРПБЗ в различных режимах состав-
ляются методические указания. Один из разделов ме-
тодических указаний содержит перечисление мер без-
опасности, которые необходимо соблюдать при вы-
полнении полетов. Режимы, задаваемые при испыта-
ниях, должны быть отработаны летным составом до 
начала летных испытаний на стендах или тренажерах. 
Испытательные полеты должны проводиться в днев-
ное время, в условиях выполнения визуальных поле-
тов. Перед каждым испытательным полетом должен 
быть выполнен предполетный разбор с рассмотрением 
всех планируемых маневров, ознакомлением с топо-
графией географических областей – мест проведения 
испытательного полета. База данных о рельефе мест-
ности, заложенная в систему, должна быть актуаль-
ной. Имитации отказов других систем не допускается. 

Цель летных испытаний заключается в оценке 
правильного выполнения системой выдачи предупре-
ждений о близости земли, оценке эффективности пре-
дупреждений при всех условиях полета самолета. Для 
получения достоверных результатов летных испыта-
ний особое внимание уделяется выдерживанию режи-
ма полета, наблюдению соответствующей информа-
ции на индикаторах и сигнализаторах при возникно-
вении предупреждающих и аварийных тревожных 
сигналов. 

При проведении летных испытаний СРПБЗ боль-
шое внимание уделяется эргономической оценке лет-
ного состава. Оценка сигнализации проводится для 
каждого предусмотренного в системе режима. После 
выполнения полета экипаж отвечает на вопросы спе-
циально разработанной анкеты по оценке эффектив-
ности индикации и сигнализации СРПБЗ. 

Регистрируемые параметры. В испытательных 
полетах по оцениванию режимов срабатывания 
СРПБЗ необходимо производить регистрацию инфор-
мации следующих бортовых систем: 

 приемника спутниковой навигации (СНС); 

 радиовысотомера; 

 системы воздушных сигналов (СВС); 

 инструментальной системы посадки; 

 инерциальной навигационной системы; 

 вычислительной системы самолетовождения; 

 системы раннего предупреждения близости 
земли СРПБЗ. 

Если в качестве системы регистрации применяется 
комплекс бортовых траекторных измерений (КБТИ), 
то одновременно он производит регистрацию инфор-
мации встроенного в него приемника спутниковой 
навигационной системы для формирования траектор-

ных параметров в послеполетной обработке материа-
лов летных испытаний [5, 10]. 

Выходной сигнал СРПБЗ содержит набор слов со-
стояния. При выходе на режим система соответству-
ющим образом изменяет их содержимое. По измене-
нию слов состояния СРПБЗ можно определить, какие 
световые и звуковые сигналы подает система. Реги-
страция параметров в КБТИ производится с частотой 
8 Гц. 

Анализ работы СРПБЗ осуществляется в после-
полетной обработке. Нахождение в параметрических 
областях, где согласно требованиям должно происхо-
дить срабатывание сигнализации системы, определя-
ется по траекторным параметрам воздушного судна, 
сформированным по данным КБТИ и информации 
бортовых систем.  

Программно-математическое обеспечение обра-
ботки и анализа материалов летных испытаний 
СРПБЗ. Зарегистрированная в процессе летных испы-
таний информация СРПБЗ обрабатывается и анализи-
руется на базе локальных вычислительных сетей с по-
мощью универсального программно-математического 
обеспечения. В АО «ЛИИ им. М.М. Громова» разрабо-
тан и внедрен в практику испытаний ряд крупных про-
граммных комплексов (ПК) в том числе таких, как ПК 
«Анализ», предназначенный для комплексного анализа 
материалов летных и стендовых испытаний систем 
пилотажно-навигационного оборудования, оценки точ-
ностных и статистических характеристик [7], обработ-
ки результатов испытаний систем пилотажно-
навигационного оборудования [5, 6, 8, 9].  

Стендово-моделирующий комплекс самолето-
вождения и посадки [10] предназначен для отработки 
задач: пилотирования при посадке в сложных метео-
условиях; проектирования и отработки систем инди-
кации и управления; тренировок и подготовки летного 
состава и руководителей полетов; эргономических 
исследований.  

При сопровождающем моделировании по реаль-
ной информации, зарегистрированной в полете на 
КБТИ, осуществляется воспроизведение полета в вир-
туальной визуальной среде, которая реализована в 
имитаторе кабины испытываемого ВС. Совместно с 
летным составом  анализируется качество пространст-
венного движения ВС, оценивается состав и полнота 
индикации на многофункциональных пилотажно-
навигационных индикаторах. Выполняется разбор 
выполненного полета и подготавливается полетное 
задание следующего летного эксперимента [11].  

Все эти ПК прошли метрологическую аттестацию и 
широко используются в практике летных испытаний 
гражданских ВС. 

VI. РЕЗУЛЬТАТЫ ЛЕТНЫХ ИСПЫТАНИЙ СИСТЕМЫ РАННЕГО 
ПРЕДУПРЕЖДЕНИЯ БЛИЗОСТИ ЗЕМЛИ  

В летных испытаниях создаются условия, в кото-
рых параметры полета ВС оказываются в зоне сраба-
тывания СРПБЗ для каждого из предусмотренных ре-
жимов системы. Приведем материалы летных испыта-

102



ний СРПБЗ, установленной на одном из транспортных 
самолетов. 

Режим 1. Чрезмерная скорость снижения. Режим 
активируется автоматически после взлета самолета на 
высоту 30 метров и продолжает быть активным в тече-
ние всего полета. При попадании самолета в критиче-
ские зоны подает световые и речевые предупреждающие 
сигналы: «Опасный спуск» или «Тяни вверх» (рис. 2). 

 
Рис. 2. Схема областей предупреждения СРПБЗ в режиме 1 

Области, в которых должна срабатывать СРПБЗ в 
режиме 1, задаются на плоскости значений парамет-
ров: Hг – геометрическая высота полета, измеряемая 
радиовысотомером, и Vh  – вертикальная скорость 
снижения.  

На рис. 3 приведены результаты летных испытаний 
самолета, в которых происходило срабатывание СРПБЗ 
в режиме 1. Траектория полета изображена в виде кри-
вой Hг(-Vh). Показаны область предупреждения, где 
система должна подавать речевое сообщение «Опасный 
спуск», и область тревоги, в которой должно звучать 
речевое сообщение «Тяни вверх». Значения вертикаль-
ной скорости Vh положительны, когда самолет набира-
ет высоту. Для удобства восприятия по оси абсцисс на 
рис. 3 отложены значения «минус» Vh, скорость сниже-
ния при этом становится положительной.  

 
Рис. 3. Участок траектории полета со срабатыванием СРПБЗ в 
режиме 1 

На траектории полета маркером обозначены места 
срабатывания системы. Представленные материалы 
летных испытаний свидетельствуют, что СРПБЗ в ре-
жиме 1 срабатывает правильно. 

Режим 2. Чрезмерная скорость сближения с зем-
ной поверхностью. Режим 2 автоматически активиру-

ется после взлета самолета на высоту 30 метров и про-
должает быть активным на протяжении всего полета. 
Выделяются две критические зоны предупреждения, 
при попадании в которые текущих значений парамет-
ров полета система подает световые и речевые преду-
преждающие сигналы: «Земля, земля» или «Тяни 
вверх» (рис. 4).  

 
Рис. 4. Схема областей предупреждения СРПБЗ в режиме 2 

Система начинает сигнализировать в режиме 2 при 
значительной скорости сближения с подстилающей 
поверхностью. Скорость сближения рассчитывается по 
показаниям радиовысотомера. Для предотвращения 
ложных сигнализаций производится фильтрация вы-
численного параметра. Для формирования сигнализа-
ции не обязательно, чтобы самолет снижался. В режи-
ме 2 СРПБЗ должна подавать сигналы даже в горизон-
тальном полете, если увеличивается высота подстила-
ющей поверхности. 

На рис. 5 цветом показана область возникновения 
сигнализации в режиме 2 в случае, когда закрылки 
находятся не в посадочной конфигурации.  

 
Рис. 5. Участок траектории полета со срабатыванием СРПБЗ в 
режиме 2 

На горизонтальной оси отложены значения скоро-
сти сближения с подстилающей поверхностью. Значе-
ния скорости сближения положительны, когда рассто-
яние между самолетом и подстилающей поверхностью 
уменьшается. На вертикальной оси нанесены значения 
высоты радиовысотомера. Область сигнализации раз-
делена на два участка. В верхнем из них происходит 
сигнализация, если путевая скорость самолета превы-
шает установленное значение (570 км/ч). На рис. 5 
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изображена траектория движения самолета, получен-
ная по материалам летных испытаний в послеполетной 
обработке, в плоскости значений указанных выше па-
раметров. Скорость изменения геометрической высоты 
Dh, отличающаяся знаком от скорости сближения с 
подстилающей поверхностью, вычислялась по данным 
радиовысотомера, зарегистрированным КБТИ, с по-
мощью следующего соотношения: 

Dhi = kh  Dhi-1 + (1  kh)·(Hi  Hi-1)/ (Ti  Ti-1). 

Здесь Dhi и Dhi-1 – значения скорости изменения 
геометрической высоты в соседние моменты времени 
Ti и Ti-1 соответственно; Hi и Hi-1 – показания радиовы-
сотомера в соответствующие индексу моментам вре-
мени; kh – коэффициент фильтрации, значение которо-
го при обработке материалов летных испытаний было 
выбрано 0,9. Регистрация геометрической высоты ра-
диовысотомера производилась с частотой 8 Гц, поэто-
му разность ΔTi  = Ti  Ti-1 равна 0,125 с.   

Синим цветом на рис. 5 обозначены участки траек-
тории без сигнализации; зеленый цвет соответствует 
моментам, когда зажигалась сигнализация в режиме 2 
и подавался речевой сигнал «Земля, земля»; на участ-
ках, выделенных красным цветом, звучал речевой сиг-
нал «Тяни вверх». Сигнализация в режиме 2 на изоб-
раженной траектории возникла, когда при скорости 
сближения с подстилающей поверхностью 25 м/с вы-
сота по данным радиовысотомера равнялась 390 м. 
Соответствующая точка находится в заданной области 
сигнализации. Прекращение сигнализации произошло 
после выхода изображающей точки из обозначенной 
зоны сигнализации. 

Режим 3. Чрезмерная потеря высоты при вы-
полнении взлета или ухода на второй круг. Режим 3 
активен на этапах взлета и ухода на второй круг. Если 
при наборе высоты после взлета показания радиовы-
сотомера начинают уменьшаться, то система должна 
подавать речевой сигнал «Не снижайся» (рис. 6).  

 
Рис. 6. Схема областей предупреждения СРПБЗ в режиме 3 

Высота радиовысотомера, на которой должно про-
изойти срабатывание системы, зависит от достигнутой 
при взлете максимальной высоты. 

На рис. 7 цветом обозначена область срабатывания 
системы.  

 
Рис. 7. Участки траектории полета со срабатыванием СРПБЗ в 
режиме 3 

На вертикальной оси отложены значения Нг
т – 

максимальной достигнутой высоты по показаниям 
радиовысотомера. На горизонтальной оси отложены 
значения  – Δh уменьшения высоты: 

– Δh  = Нт – Н, 

здесь H – текущие показания барометрической высо-
ты. 

Траектория начинает изображаться синим цветом 
при уменьшении показаний радиовысотомера. Точки 
траектории ложатся на горизонтальную линию, соот-
ветствующей максимальной достигнутой высоты  Нг

т 
непосредственно перед началом ее уменьшения. Крас-
ным цветом рис. 7 выделены точки траектории, где 
система выдавала предупреждающие речевые сигналы 
«Не снижайся». Приведены четыре различные траек-
тории со снижением. Все точки срабатывания системы 
находятся в выделенной области. Отметим, что выдача 
сигнализации СРПБЗ происходила не сразу после по-
падания траектории в выделенную цветом область. 

Режим 4. Недостаточный запас высоты над под-
стилающей поверхностью при полете в непосадоч-
ной конфигурации. В режиме 4 формируется сигна-
лизация, если самолет приближается к земле, не выпу-
стив шасси (режим 4а) или закрылки (режим 4б). Если 
приборная скорость Vпр больше 352 км/ч, то на относи-
тельно малой высоте полета, определяемой по радио-
высотомеру, должно прозвучать речевое предупре-
ждение «Низко, земля». При скорости ниже 352 км/ч 
снижении ниже предопределенной высоты с убранны-
ми шасси выдается речевая сигнализация «Низко, шас-
си». При снижении ниже предопределенной высоты с 
убранными закрылками выдается речевая сигнализа-
ция «Низко, закрылки». 

На рис. 8 показаны зоны срабатывания сигнализа-
ции в режимах 4а и 4б соответственно.  

На оси абсцисс отложены значения приборной ско-
рости по данным СВС, на оси ординат – высота Нг по 
данным радиовысотомера. 
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Рис. 8 Участок траектории полета со срабатыванием СРПБЗ в 
режиме 4а и 4б 

Участки срабатывания сигнализации на траектори-
ях самолета выделены красным цветом. Как видно из 
рис. 8, срабатывание сигнализации происходило при 
нахождении изображающей точки траектории самоле-
та в обозначенной зоне параметров.  

Режим 5. Чрезмерное отклонение ниже глисса-
ды при заходе на посадку. В режиме 5 сигнализация 
включается на этапе посадки, когда принят сигнал 
захвата курса и глиссады, выпущены шасси и закрыл-
ки. Речевые и световые сигналы подаются, если воз-
никает отклонение от линии глиссады в вертикальной 
плоскости больше допустимого значения. В требова-
ниях область сигнализации задана в виде зависимости 
величины отклонения от высоты полета. Для оцени-
вания работы системы в режиме 5 удобнее изображать 
на рисунке действительную траекторию самолета в 
вертикальной плоскости с нанесением на нем линии 
глиссады и расположением области сигнализации от-
носительно глиссады. По оси абсцисс откладываются 
значения D удаления от торца ВПП, по оси ординат – 
значения высоты радиовысотомера. 

На рис. 9 показаны два захода на посадку, на ко-
торых происходила сигнализация СРПБЗ в режиме 5.  

 

Рис. 9. Участок траектории полета со срабатыванием СРПБЗ в 
режиме 5 

Для изображения траектории самолета исполь-
зован синий цвет, участки сигнализации и речевого 
сообщения «Ниже глиссады» помечены красным цве-
том. Зеленым цветом выделена линия глиссады, и за-
крашены заданные области сигнализации. Сигнализа-
ция системы в режиме 5, согласно данным, получен-

ным в испытательном полете, происходила в задан-
ных областях. 

Режим 6. Неверная установка признака 
QNH/QFE в зоне аэродрома. При полете в зоне аэро-
дрома экипаж использует значения относительной 
барометрической высоты QNH (Q-code Nautical 
Height) – нулевое значение высоты приведено к сред-
нему уровню моря и QFE (Q-code Field Elevation) – 
нулевое значение высоты устанавливается на уровне 
порога ВПП. СРПБЗ в режиме 6 должна выдавать 
сигнализацию «Проверь высоту», если при подлете к 
аэродрому экипажем выполнен переход на относи-
тельную барометрическую высоту и наблюдается не-
допустимое расхождение между барометрической 
высотой и высотой HГ радиовысотомера. Несоответ-
ствие высот может быть вызвано, например, ошибоч-
ным вводом давления аэродрома.  

На рис. 10 для примера представлена область рас-
хождения, выделенная цветом, где по оси абсцисс 
отложены значения барометрической высоты HQFE, а 
по оси ординат – высоты HГ радиовысотомера. 

 

Рис. 10. Область срабатывания сигнализации СРПБЗ в режиме 6 

При получении предупреждений в этом режиме 
СРПБЗ экипаж воздушного судна должен незамед-
лительно проверить правильность установки уровня 
атмосферного давления на аэродроме посадки, выяснить 
причину расхождения и принять решение о возможно-
сти выполнения посадки или уходе на второй круг. 

Режим 7. Оценка рельефа местности в направ-
лении полета. В системе СРПБЗ предусмотрен режим 
раннего предупреждения. В памяти системы хранится 
база данных с рельефом и иных препятствий на всей 
земной поверхности. Режим используется для провер-
ки отсутствия элементов подстилающей поверхности 
в пределах предустановленного рабочего пространст-
ва, форма и размеры которого являются расчетными и 
зависят от текущих траекторных параметров само-
лета. Рабочее пространство ограничено расчетной 
дальностью по направлению полета самолета и опре-
деляется его путевой скоростью. Рабочее прост-
ранство состоит из обширной области предупреж-
дения и более узкой аварийной области. При попа-
дании воздушного судна в критические зоны СРПБЗ 
должна подавать сигналы «Впереди земля» или «Тяни 
вверх». Кроме того на многофункциональный индика-
тор выводятся в реальном времени картинки вида ре-
льефа местности в плане и сбоку. 

Для оценивания системы в режиме раннего преду-
преждения самолет сначала пролетает над горой в 
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определенном направлении с целью получения релье-
фа подстилающей поверхности. Показания радиовы-
сотомера при этом регистрируются с частотой не ме-
нее 4 Гц. Линия рельефа получается с помощью раз-
ности между высотой приемника СНС и высотой ра-
диовысотомера. На рис. 11 рельеф горы изображен 
красной тонкой линией. Далее самолет совершает 
проходы над горой в том же направлении на различ-
ных высотах.  

 

Рис. 11. Участок траектории полета со срабатыванием СРПБЗ в 
режиме 7 

В КБТИ производится регистрация изменений 
слов состояния системы СРПБЗ. Одна из траекторий 
самолета со срабатыванием СРПБЗ в режиме раннего 
предупреждения показана рис. 11. Направление дви-
жения самолета – в сторону увеличения координаты 
Х. По оси ординат отложены значения высоты H при-
емника СНС. Самолет подлетал к горе со снижением. 
Зеленым цветом на траектории самолета отмечены 
участки со срабатыванием предупредительной сигна-
лизации «Внимание земля». Зеленой вертикальной 
чертой показана вычисленная граница области преду-
преждения в момент первого появления сигнализации 
системы. При дальнейшем снижении система начала 
выдавать сигнализацию, соответствующую области 
критичности. Участки траектории с сигнализацией 
«Тяни вверх» обозначены красным цветом. Красная 
вертикальная линия на рис. 11 показывает границу 
области критичности в момент появления сигнализа-
ции «Тяни вверх». Приведенный пример свидетель-
ствует об удовлетворительной работе системы СРПБЗ 
на самолете в режиме 7.  

Функции СРПБЗ постоянно расширяются, и коли-
чество режимов системы увеличивается, в частности за 
счет функций контроля положения летательного аппа-
рата на ВПП и рулежных дорожках. 

VII. ВЫВОДЫ  
1. Предложен общий подход к методам и средствам 

летных испытаний систем раннего предупреждения 
близости земли, предназначенный для оценки и 
анализа характеристик пилотажно-навигационного 
и другого бортового оборудования летательных ап-
паратов в процессе летных испытаний.  

2. Разработано в АО «ЛИИ им. М.М. Громова» про-
граммно-математическое обеспечение обработки и 
анализа результатов летных испытаний СРПБЗ. На 
примерах летных испытаний СРПБЗ в различных 
режимах работы системы показано применение 
программного обеспечения. 

3. Полученные результаты могут быть рекомендова-
ны для использования при создании технологии 
летных испытаний СРПБЗ воздушных судов. 
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Аннотация—Статья посвящена разрешению целочис-

ленной фазовой неоднозначности при абсолютных опреде-
лениях координат по спутниковым радионавигационным 
измерениям. Обсуждается реализация метода MLAMBDA 
с новыми дополнениями, призванными повыситm надеж-
ность данного метода и сделать его пригодным для 
ГЛОНАСС. 

Ключевые слова—радионавигация, разрешение фазовой 
неоднозначности. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Первоначально позиционирование с помощью изме-

рений сигналов глобальных навигационных спутнико-
вых систем (ГНСС) выполнялось путем обработки даль-
номерных кодов, демодулированных из радиосигналов 
навигационных спутников, таким образом, точность 
определяемых координат была ограничена несколькими 
дециметрами. Но вскоре после запуска первых спутни-
ков ГЛОНАСС и GPS был обнаружен недокументиро-
ванный способ точного измерения фазы волны, переда-
ющей сигнал с дальномерным кодом, который открыл 
новую перспективу для повышения точности. Начало 
появляться множество новых методов обработки ГНСС 
наблюдений, и эта работа все еще продолжается. В 
настоящее время в рамках относительных определений 
ГНСС, то есть, когда неизвестные координаты точки 
вычисляются относительно фиксированной точки с уже 
известными координатами, современные методы дают 
точность до нескольких миллиметров. В то же время, в 
рамках абсолютных определений ГНСС точность пока 
не так высока, как для относительных методов. Эта ра-
бота посвящена развитию недавно появившегося метода 
MLAMBDA (Modified Least-squares AMBiguity Decorre-
lation Adjustment — модифицированная корректировка 
декорреляции неоднозначности методом наименьших 
квадратов) как для наблюдений GPS, так и для 
ГЛОНАСС. 

Основная проблема с измерениями фазы заключается 
в том, что они не привязаны ко времени, по сравнению с 
кодовыми измерениями. Это можно проиллюстрировать 

на рис. 1. В последовательности дальномерного кода, 
когда каждый фрагмент кода пронумерован, и всегда 
просто привязать любой фрагмент кодовой последова-
тельности ко времени. В то же время точность кодовых 
измерений ограничена в лучшем случае несколькими 
дециметрами. В отличие от этого фаза несущей может 
быть измерена ГНСС приемником чрезвычайно точно, 
до долей миллиметра. С другой стороны, измерения фа-
зы никак не могут быть пронумерованы, следовательно, 
не могут быть привязаны ко времени. Другими словами, 
каждый фрагмент измерения фазы выглядит так же, как 
и другой, поскольку количество полных длин волн не-
сущего сигнала, которое помещается между навигаци-
онным космическим аппаратом и ГНСС приемником, не 
может быть измерено непосредственно. Также давно 
разработан и доведен до совершенства математический 
аппарат для редукций при обработке кодовых ГНСС 
измерений, тогда как обработка фазовых измерений по-
прежнему имеет несколько проблем, которые еще не 
решены полностью. Одной из таких проблем является 
разрешение целочисленной фазовой неоднозначности 
навигационного радиосигнала. 

 
Рис. 1 Целочисленная неоднозначность 

Абсолютный метод точной обработки ГНСС измере-
ний был предложен в [1] и получил название Precise 
Point Positioning (точного позиционирования точки – 
PPP). Первоначально этот метод не учитывал целочис-
ленную неоднозначность фазы. В оригинальном PPP 
целочисленная неоднозначность фазы рассматривалась 
как часть общей, не смоделированной ошибки псевдо-
дальности [1]. Позже начали появляться новые версии 
PPP, которые пытались выделить ошибку целочисленной 
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неоднозначности фазы из общего бюджета ошибок. В 
настоящее время существует два основных подхода к 
оценке целочисленной фазовой неоднозначности. Во-
первых, методы FCB (fractional cycle base) [2], где аппа-
ратные задержки сигнала калибруются и вычитаются из 
общей ошибки псевдодальности, а оставшаяся часть рас-
сматривается как ошибка фазы. Во-вторых, методы IRC 
(integer recovery clock) [2], которые основаны на коррек-
ции бортовых часов навигационного космического аппа-
рата. В работе [6] было показано, что оба метода в прин-
ципе эквивалентны. Существует также новый класс ме-
тодов, основанных использовании точных карт ПЭС 
(полного электронного содержания) и водяного пара в 
атмосфере[3]. 

II. MLAMBDA МЕТОД 
Данная работа посвящена развитию метода 

MLAMBDA. Этот метод, с одной стороны, показал до-
статочно высокую эффективность определения целочис-
ленной неоднозначности, а с другой стороны, он относи-
тельно прост и достаточно быстр с вычислительной точ-
ки зрения. Рассмотрена реализация алгоритма 
MLAMBDA для метода абсолютного позиционирования 
ГНСС, а также показано, что этот метод непосредствен-
но не применим к системе ГЛОНАСС. В работе сформу-
лировано расширение метода, позволяющее применять 
его не только к GPS, но и к измерениям ГЛОНАСС. Как 
бы то ни было, системы ГЛОНАСС и GPS очень близки 
друг к другу, но принципиально отличаются принципом 
разделения сигналов от различных спутников. Система 
GPS использует кодовое разделение спутниковых сигна-
лов, так что каждый спутник GPS использует уникаль-
ный код модуляции на общей частоте несущего сигнала, 
в то время как система ГЛОНАСС реализует частотное 
разделение, так что каждый спутник ГЛОНАСС в зоне 
видимости использует единый код модуляции на часто-
те, уникальной для каждого спутника. Каждый из прин-
ципов разделения доступа имеет свои преимущества и 
недостатки, но в случае частотного разделения сигналов 
разрешение неоднозначности целочисленной фазы 
осложняется наличием нескольких несущих сигналов 
разной частоты вместо одного в случае GPS. Авторы 
статьи модифицируют метод MLAMBDA таким обра-
зом, чтобы он также мог быть применен к измерениям 
ГЛОНАСС. Метод MLAMBDA является развитием ме-
тода LAMBDA (Least-squares AMBiguity Decorrelation 
Adjustment — корректировка декорреляции неоднознач-
ности методом наименьших квадратов), предложенного 
в [1]. Согласно [1] модель наблюдения ГНСС может 
быть записана в виде 

E(x) = Aa + Bb, D(x) = Qх, (1) 

где x – вектор данных ГНСС порядка m, a и b – векторы 
параметров порядка n и p соответственно, A и B – мат-
рицы модели наблюдения, которые связывают вектор 
данных с параметрами модели. Известная ковариацион-
ная матрица x равна Qx. Предполагается, что вектор x 
представляет собой разности между наблюдениями и 
моделированными значениями. Это могут быть наблю-
дения с двойной разностью фазовых или кодовых изме-
рений, или и то, и другое. Ищется решение таким обра-
зом, чтобы минимизировать сумму квадратов разностей 
между моделированными и наблюдаемыми данными. 
Учитывая тот факт, что вектор данных включает в себя 

целочисленные значения фазовых неоднозначностей, эту 
проблему можно решать с помощью целочисленного 
метода наименьших квадратов (ЦМНК). Как хорошо 
известно, точное решение такой задачи ЦМНК неосуще-
ствимо, поскольку для этого потребовался бы огромный 
объем вычислительных ресурсов. Однако в [4] было 
предложено субоптимальное решение задачи (1). 

Основная идея заключается в том, чтобы сначала 
применить к уравнению (1) ортогональное разложение 
на три части. Первая часть состоит из полных парамет-
ров с плавающей точкой, вторая часть – из разностных 
параметров с плавающей точкой и, наконец, третья часть 
– из целочисленных параметров, то есть из фазовых 
неоднозначностей. Затем решение выполняется в три 
этапа. Во-первых, ищется решение задачи (1) с плаваю-
щей точкой, предполагающее, что все целочисленные 
параметры равны нулю. Во-вторых, задача решается для 
целочисленных параметров с использованием решения с 
плавающей точкой в качестве приближения к конечно-
му. В-третьих, вычисленные параметры, как с плаваю-
щей точкой, так и целые числа, подставляются в (1), и 
оценивается, насколько близка квадратичная норма ре-
шения к минимуму с помощью процесса поиска, см. 
схему на рис. 2. 

 

Рис. 2 Схема MLAMBDA-метода 

III. РЕАЛИЗАЦИЯ АЛГОРИТМА 
Ключевой частью вычислений, которые проводятся 

при высокоточном определении координат из ГНСС 
наблюдений относительными методами является разре-
шение целочисленной неоднозначности двойных разно-
стей в целых числах. В литературе по ГНСС существует 
множество методов разрешения неоднозначностей. Сре-
ди них хорошо известен LAMBDA метод. 
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LAMBDA метод решает задачу с помощью метода 
целочисленных наименьших квадратов (ЦМНК) для по-
лучения оценок целочисленных неоднозначностей двой-
ных разностей. Необходимо отметить, что задачи реша-
емые с помощью ЦМНК, могут также возникать в дру-
гих приложениях, таких как связь, криптография и ис-
следование кристаллических решеток. Интересно, что 
LAMBDA-метод и некоторые ЦМНК, разработанные для 
этих приложений, имеют некоторое сходство, на которое 
будет указано в этой статье. Как и многие другие методы 
ЦМНК, LAMBDA метод состоит из двух этапов. Его 
первым этапом является перенос исходной задачи 
ЦМНК в новую с помощью так называемых Z-
преобразований или унимодулярных преобразований. 
Поскольку этот этап устраняет неоднозначности в кон-
тексте ГНСС, в литературе по ГНСС он называется “де-
корреляцией”. Однако на самом деле это нечто большее, 
чем декорреляция, поэтому мы предпочитаем называть 
этот этап “редукцией”, как это делается в литературе по 
теории информации. Его второй этап заключается в по-
иске оптимальной оценки или нескольких оптимальных 
оценок вектора параметра в гиперэллипсоидальной об-
ласти, и поэтому называется этапом “поиска”. Для ре-
дукций целочисленных неоднозначностей были предло-
жены различные методы. 

Для кинематических приложений ГНСС реального 
времени и других приложений с большими размерами 
скорость вычислений имеет решающее значение. В этой 
статье мы представляем модифицированный LAMBDA 
метод (MLAMBDA), который может значительно снизить 
вычислительную сложность LAMBDA метода для задач 
ЦМНК высокой размерности. Новый метод повышает 
вычислительную эффективность как этапа редукций, так 
и этапа поиска. Численные результаты показывают, что 
редукции MLAMBDA также более эффективны с точки 
зрения вычислений, чем редукции алгоритма LLL. 

Для целей проверки, в дополнение к оптимальной 
оценке, часто также требуется вторая оптимальная оцен-
ка, которая дает второе наименьшее значение целевой 
функции. 

Далее мы представим два этапа LAMBDA метода: 
редукция и поиск. Мы также укажем на сходство между 
идеями LAMBDA метода и идеями некоторых типичных 
методов ЦМНК, разработанных для других приложений 
в литературе. 

Пусть ˆ na R  – вещественное приближение цело-
численного значения a ∈ Zn, то есть вектор целочислен-
ных фазовых неоднозначностей, и 

ˆ n na R
Q 

 – его ковари-
ационная матрица, которая является симметричной и 
положительно определенной. Для того чтобы найти це-
лочисленное значение a, должно быть выполнено сле-
дующее условие: 

   1
ˆˆ ˆmin

T
ana Z

a a Q a a


  . (2) 

Задача (2) известна как NP-полная. LAMBDA-метод 
[4] выполняется в два этапа: редукция и поиск. 

Пусть Z – унимодулярная квадратная матрица раз-
мерности n. Давайте определим следующее: 

z = ZTa, ˆˆˆˆ ,T T
z az Z a Q Z Q Z  . (3) 

Обратите внимание, что если a имеет целочисленное 
значение, то z также имеет целочисленное значение, и 
наоборот. Тогда с помощью (2) и (3) задача сводится 

   1ˆ ˆmin
T

zna Z
z z Q z z


  . (4) 

Теперь пусть LTDL-разложения по âQ  и ẑQ  таковы: 

ˆ ˆ,T T T T
a zQ L DL Q Z L DLZ L DL   , (5) 

где L и L  – нижние треугольные матрицы, а также D и 
D  – диагональные. 

При редукции матрица Z ищется такая, как: 

1. ẑQ  имеет как можно большую диагональ, то есть 
содержит как можно больше нулей за пределами главной 
диагонали. 

2. Диагональные элементы D  отсортированы по 
убыванию значений. 

Для того чтобы выполнить сортировку значений мат-
рицы D , необходимо выполнить симметричные пере-
становки матрицы ẑQ . Процесс редукции начинается с 
предпоследнего столбца L и двух последних диагональ-
ных элементов D и пытается достичь первой пары диа-
гональных элементов D и первого столбца L (слева 
направо). Когда индекс k достигается в первый раз, вы-
полняется преобразование Гаусса таким образом, чтобы 
абсолютные значения всех меньших значений L не пре-
вышали ½. Затем производится перестановка для пары 
(k, k+1). После этого алгоритм перестановки перезапус-
кается до тех пор, пока все диагональные элементы не 
будут отсортированы по возрастанию значения. 

После завершения редукции запускается процесс по-
иска. Для решения проблемы неоднозначности целочис-
ленной фазы поиск используется для того, чтобы пере-
числить подпространство в Zn, содержащее решение. 
Поиск выполняется по целочисленным значениям в по-
рядке возрастания. После того, как zi найден, выполняет-
ся поиск zi-1. Если поиск на i-м уровне не увенчался 
успехом, то алгоритм переключается на (i+1)-й уровень 
и так далее. Весь z-вектор считается определенным, если 
z1 находится на уровне 1. 

Как показано в [5], весь алгоритм может быть опти-
мизирован с помощью дополнительной декомпозиции 
задачи Холески (1). В этом случае и сокращение, и поиск 
становятся быстрее, чем в исходном LAMBDA-методе. 

Поскольку метод MLAMBDA изначально предназна-
чен только для GPS, он не может быть непосредственно 
применен к ГЛОНАСС. В этой статье MLAMBDA-метод 
модифицирован таким образом, чтобы его можно было 
применить к наблюдаемым данным ГЛОНАСС. Как уже 
упоминалось выше, ГЛОНАСС использует частотный 
способ разделения сигнала между спутниками. Поддиа-
пазоны для каждого спутника идентифицируются ча-
стотным номером k, так что fL1k = 1602 x 106 + 562500 x k 
и fL2k = 1244 x 106 + 437500 x k, где k изменяется от -7 до 
6. Это означает, что всего для спутников ГЛОНАСС до-
ступно 15 диапазонов частот. Полное покрытие обеспе-
чивается условием назначения одной и той же полосы 
частот для некоторых спутников, которые являются ан-
типодальными друг другу. 
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После исследования алгоритма MLAMBDA оказа-
лось, что он может быть модифицирован для наблюдае-
мых объектов ГЛОНАСС следующим образом. Предпо-
ложим, что мы наблюдаем сигналы n спутников 
ГЛОНАСС, где n < k. Межчастотные смещения фазы 
несущей (CPIFB) определяются как различия между фа-
зой несущей спутника i-го диапазона частот и первой 
фазой среди наблюдаемых спутников ГЛОНАСС. Те-
перь есть два возможных способа двигаться дальше. Са-
мый простой случай - когда CPIFB известны заранее. 
Некоторые центры обработки данных ГНСС действи-
тельно вычисляют CPIFB и делают их доступными для 
обычных пользователей. В этом случае, после того как 
мы применим CPIFB к наблюдаемым фазам несущей 
ГЛОНАСС, проблема сводится к стандартному алгорит-
му MLAMBDA. 

Более сложный случай - когда CPIFB априори неиз-
вестны. Можно модифицировать MLAMBDA-метод, 
чтобы включить CPIFB в качестве дополнительных 
наблюдаемых величин. Для простоты предположим, что 
все CPIFB имеют вещественное значение. На самом деле 
это не всегда так. Иногда CPIFB могут принимать цело-
численные значения, но такой случай будем исследовать 
в следующих работах. Таким образом, мы можем вклю-
чить CPIFB в (1) в качестве дополнительных наблюда-
тельных данных вещественного типа. Кроме того, CPIFB 
должны быть достаточно малы, в противном случае за-
дача (1) может стать вырожденной. Для выполнения это-
го условия необходимо учитывать ионосферную часть 
смещения фазы несущей. Этого можно достичь несколь-
кими способами, самым простым из которых является 
использование карт ионосферы, вычисленных центрами 
обработки данных ГНСС. Представляется также воз-
можным расширить алгоритмы таким образом, чтобы 
можно было вычислять задержки в ионосфере наряду с 
другими параметрами, но это остается предметом буду-
щих исследований. 

IV. ПЕРВЫЕ РЕУЛЬТАТЫ 
В результате этой работы авторы дают обзор суще-

ствующих в настоящее время методов устранения цело-
численной фазовой неоднозначности в методах абсо-
лютного позиционирования ГНСС. Взяв за основу из-
вестный из литературы LAMBDA метод, авторы рас-
сматривают его преимущества, а также формулируют 
его распространение на систему ГЛОНАСС. Разработан-
ный алгоритм реализован в виде библиотеки подпро-
грамм и протестирован на конкретных примерах реше-
ния навигационной задачи в абсолютном режиме с ис-
пользованием только измерений GPS, только измерений 
ГЛОНАСС и смешанных измерений GPS/ГЛОНАСС. В 
первом и третьем случаях показана удовлетворительная 
работа метода, в то время как при обработке только из-
мерений ГЛОНАСС метод работает не всегда. Рассмат-
риваются возможные причины этой проблемы, а также 

дальнейшие шаги по ее решению. Когда алгоритм будет 
полностью реализован в программном обеспечении, его 
можно будет использовать для обработки наблюдений 
GPS/ГЛОНАСС в абсолютном режиме с точностью до 
первых сантиметров. Особенно важно применение этого 
метода к решению, основанному только на ГЛОНАСС, 
когда сигналы GPS глушатся или подделываются сред-
ствами радиоэлектронной борьбы. Единственная про-
блема, связанная с решением только по ГЛОНАСС-
наблюдениям, это необходимость использования апри-
орных карт ионосферы. В настоящее время авторы ищут 
способ вычисления как ионосферных фазовых задержек, 
так и CPIFB. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Мы модифицировали LAMBDA алгоритм для разре-

шения целочисленной фазовой неоднозначности таким 
образом, чтобы сделать его применимым к системе 
ГЛОНАСС. С этой целью мы включили в модель 
наблюдения ГНСС межчастотные задержки спутников 
ГЛОНАСС. В настоящее время некоторые центры обра-
ботки данных ГНСС проводят оценку межчастотных 
задержек на регулярной основе. Модифицированный 
алгоритм может использовать эти известные межчастот-
ные задержки, и в этом случае он совпадает с исходными 
уравнениями LAMBDA метода. Но если параметры 
ГЛОНАСС заранее неизвестны, их можно оценить как 
часть алгоритма, представленного в этой статье. Этот 
шаг практически реализует абсолютные методы ГНСС 
для систем ГЛОНАСС, а также GPS. В настоящее время 
ведется работа по реализации представленного алгорит-
ма в программном обеспечении 
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Аннотация—В работе представлены результаты, полу-

ченные сотрудниками НИУ «МЭИ» и ФГУП 
«ВНИИФТРИ», в развитие темы «бесшовной» навигации в 
городских условиях. Предложен вариант аналитической 
синхронизации шкал времени передатчика локальной 
навигационной системы и приемника сигналов ГНСС с 
точностью до 10 микросекунд. C учетом дополнительной 
погрешности, вносимой неточной синхронизацией шкал 
времени передатчика локальной навигационной системы 
и приемника сигналов ГНСС, погрешность координат не 
превысила 2 м (СКО). Предложенный вариант синхрониза-
ции шкал времени позволяет достичь “бесшовной” навига-
ции в городских условиях при наблюдении менее трех нави-
гационных спутников внутри рабочей зоны сверхшироко-
полосной локальной навигационной системы. 

Ключевые слова—“бесшовная” навигация, ГНСС, 
сверхширокополосные сигналы, шкалы времени, временная 
синхронизация 

I. ВВЕДЕНИЕ  
В прошлых работах коллектива авторов исследова-

лась возможность использования совместной обработки 
сигналов сверхширокополосных (СШП) локальных 
навигационных систем (ЛНС) [1] и глобальных навига-
ционных спутниковых систем (ГНСС) [2] в навигацион-
ной аппаратуре потребителей (НАП) в бортовом ком-
плексе беспилотного транспортного средства [3] для 
позиционирования в сложных городских условиях [4]. 

На конференции «МКИНС 2022» сотрудниками НИУ 
«МЭИ» и ФГУП «ВНИИФТРИ» были представлены 
результаты, подтверждающие возможность «бесшов-
ной» навигации наземных объектов в сложных условиях 
при совместной обработке сигналов ГНСС и ЛНС СШП 
при известной высоте объекта [5]. 

Однако режим совместной обработки (фильтрации в 
единой шкале времени (ШВ)) измерений параметров 
сигналов разных навигационных систем потребовал 
оценки разницы ШВ ГНСС и ЛНС до начала работы 
фильтра при входе в рабочую зону ЛНС. В предыдущей 
работе [5], для обоснования принципа совместной филь-
трации измерений ЛНС и ГНСС эта разница ШВ была 
нами получена отдельно и апостериорно по результатам 
предварительной обработки полученных измерений. Для 
реализации совместной обработки в реальном масштабе 
времени требуется оперативная оценка разницы ШВ 

сигналов от ЛНС и ГНСС в НАП, то есть их синхрони-
зация. В известных ЛНС, использующих СШП сигналы, 
информация о времени излучения сигнала в ШВ этой 
системы до сих не была реализована. 

Используемая в работах [5, 6] беззапросная СШП 
ЛНС представляет собой инфраструктуру опорных то-
чек, называемых в англоязычной литературе маяками, и 
передатчик (именуемый в англоязычной литературе мет-
кой), координаты которого необходимо оценить. В зави-
симости от способа организации обмена радиосигналами 
можно выделить два типа таких систем [7]. Используе-
мый в данной работе тип СШП ЛНС имеет синхронизи-
рованные между собой маяки, которые принимают ра-
диосигналы от передатчика объекта, излучающего излу-
чающей СШП радиосигнал. 

НАП ГНСС, используемая в работах представляла 
собой отдельное от метки СШП ЛНС устройство, при-
нимающее сигналы от навигационных космических ап-
паратов ГНСС. В виду этого факта для создания алго-
ритма, использующего измерения параметров сигналов 
от этих систем необходимо иметь информацию о момен-
тах времени измерения параметров в единой шкале вре-
мени (ШВ). Для оценки точностных характеристик 
оценки координат, получаемых с помощью данного ал-
горитма, привязка измерений в единой ШВ проводилась 
апостериорно. 

Положительные результаты [5] позволили продол-
жить исследования по совместной обработке сигналов 
ЛНС и ГНСС. Они были направлены на разработку спо-
собов реализации единой ШВ для НАП ГНСС и пере-
датчика ЛНС в масштабе времени близком к реальному. 

Отсюда целями данной работы стали: 

 разработка способа передачи информации о мо-
менте времени излучения СШП сигнала в ШВ 
этой ЛНС; 

 анализ возможности совместной обработки изме-
рений параметров сигналов ГНСС и СШП с уче-
том информации о разнице ШВ сигналов от ЛНС 
и ГНСС, в том числе при снижении количества 
сигналов навигационных космических аппаратов 
(НКА) до 2. 
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II. ВАРИАНТЫ СИНХРОНИЗАЦИИ ШКАЛ ВРЕМЕНИ  
ГНСС И ЛНС 

Синхронизация ШВ НАП ГНСС и передатчика ЛНС 
необходима для корректной работы совместного филь-
тра, реализованного авторским коллективом ранее [7]. 
Погрешность синхронизации является ключевым факто-
ром снижения погрешности оценки вектора состояния 
при въезде в рабочую зону ЛНС и выезде из неё.  

Существует два основных варианта к созданию об-
щей ШВ двух измерителей при работе в режиме реаль-
ного времени. Первый вариант реализуется путем аппа-
ратного подключения общего опорного генератора (ОГ) 
к двум устройствам. Второй вариант является аналити-
ческим способом синхронизации ШВ. В этом варианте 
необходимо вычислить текущую разницу ШВ НАП 
ГНСС и ШВ передатчика ЛНС. В данной работе рас-
сматривался второй вариант, поскольку не требует аппа-
ратной доработки используемой аппаратуры. Ниже эти 
варианты описаны подробнее. 

A. Аппаратная синхронизация ШВ 
Аппаратная синхронизация предполагает использо-

вание одного общего ОГ, формирующего ШВ всех 
устройств в составе бортового комплекса объекта. Дан-
ный вариант требует существенную переработку НАП 
ГНСС и передатчика СШП ЛНС, при сохранении их в 
виде отдельных устройств, входящих в бортовой ком-
плекс объекта. Данный вариант предпочтителен при раз-
работке аппаратуре, объединяющей обработку сигналов 
ГНСС и ЛНС в одном устройстве. Альтернативным под-
ходом является использование внешнего ОГ. Этот вари-
ант возможен только при наличии соответствующих ин-
терфейсов в НАП ГНСС и передатчике ЛНС. 

Аппаратный вариант с использованием общего ОГ 
обеспечивает высокую точность синхронизации ШВ, 
однако требует существенной доработки существующих 
или разработки новых устройств. Поэтому данный спо-
соб не будет рассматриваться в данной работе. 

B. Аналитическая синхронизация ШВ 
Основная задача выбранного аналитического способа 

заключается в наблюдении информации о моменте вре-
мени излучения СШП сигнала передатчиком в его шкале 
другим устройством, в данном случае НАП в его более 
стабильной ШВ. 

Аналитическая синхронизация ШВ передатчика ЛНС 
и НАП ГНСС в данном способе заключается в следую-
щем. 

Внутри приемопередатчика ЛНС (например, 
DW1000) имеется 40 битный счётчик, с разрешением по 
времени порядка 15 пс. Приемопередатчик фиксирует 
времена излучения и приёма в своих регистрах. После 
излучения очередного сообщения регистр, содержащий 
момент времени излучения, считывается управляющим 
контроллером, установленным в бортовом комплексе, по 
прерыванию через интерфейс SPI. Затем, вычислитель 
приписывает данному моменту времени текущее значе-
ние времени своей ШВ в соответствии с (1): 

 сܶшп	், ≝ сܶшп	்,(ݐсшп) = ෨ܶсшп	்,(ݐвыч) 

Далее этот момент времени сܶшп	்,сохраняется в 
памяти управляющего контроллера и может быть пере-
дано в последующем ݆ + 1 излучаемом СШП сигнале. 

Параллельно, как показано на рисунке 1, управляю-
щий контроллер получает оцифровку секундных меток от 
НАП ГНСС ܶ௦,(ݐнап). Получив эту информацию, вы-
числитель приписывает данному моменту времени теку-
щее значение времени своей ШВ в соответствии с (2). 

 ܶ௦, ≝ ܶ௦,(ݐнап) = ෨ܶ௦,(ݐвыч) 

 
Рис. 1. Временная диаграмма обмена значениями ШВ при аналитиче-
ской синхронизации 

Таким образом, после фиксации моментов k и j вы-
числитель может оценить разницу ШВ НАП ГНСС и пе-
редатчика СШП ЛНС в соответствии с выражением (3): 


߂ нܶап/сшп = сܶшп	்,(ݐсшп) − ܶ௦,(ݐнап) 	=

= 	 ෨ܶсшп	்,(ݐвыч) − ෨ܶ௦,(ݐвыч)
 

После оценки разности ШВ ЛНС и НАП ГНСС после 
݆ + 1 излученного передатчиком СШП ЛНС появляется 
возможность дальнейшие моменты излучения передат-
чиком СШП транслировать в шкале НАП ГНСС, напри-
мер, следующим образом (4): 

 сܶшп	்,ାଶ(ݐнап) = сܶшп	்,ାଶ(ݐсшп) + ߂ нܶап/сшп 

Оценка разности шкал в данном варианте построения 
СШП ЛНС производится в вычислителя бортового ком-
плекса объекта, как показано на рисунке 2.  

 
Рис. 2. Схема обмена информацией в бортовом комплексе 

Эта разница ШВ должна быть передана в инфра-
структуру ЛНС, в которой реализован объединенный 
фильтр, обрабатывающий первичные измерения СШП 
ЛНС и/или НАП ГНСС. 
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C. Оценка погрешности координат при аналитической 
синхронизации 
Основным фактором, вносящим дополнительную по-

грешность в оценку координат совместного фильтра, 
несомненно, является погрешность синхронизации ШВ 
НАП и ЛНС.  

Погрешность оцифровки ШВ НАП известна и со-
ставляет, как правило, не более 0.1 мкс.  

Погрешность фиксации оценки момента времени из-
лучения в передатчике ЛНС определяется разрешением 
по времени и составляет около 15 пс. 

Дополнительно необходимо учесть погрешность вос-
произведения и фиксации моментов в ШВ вычислителя. 
Погрешность определяется задержкой в интерфейсе при 
обмене информацией вычислителя с НАП или передат-
чиком ЛНС. Значение данной погрешности составляет, 
как правило, единицы микросекунд. 

Таким образом, суммарное значение погрешности 
синхронизации ШВ, с учетом всех факторов, не превы-
шает 10 мкс. С учетом динамики автомобиля (скорость 
не превышает 20 м/c) и необходимости оценки времени 
излучения передатчика ЛНС [6] вклад данной погрешно-
сти в итоговую оценку координат не превысит 0.1 м. 
Таким образом предложенный синхронизации измере-
ний в ШВ НАП позволяет реализовать работу объеди-
ненного фильтра в реальном времени. 

III. PЕЗУЛЬТАТЫ ОБРАБОТКИ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ 
ДАННЫХ 

Полученные в данной статьей результаты на основа-
нии апостериорной обработки в предлагаемом расши-
ренном фильтре Калмана (РФК) наблюдений, получен-
ных в серии ранее проведенных экспериментов, пред-
ставленных в статье [6] на основании алгоритмов, опи-
санных в [5]. 

Предлагаемый вариант синхронизации не нарушает 
модели наблюдений и работу алгоритма совместной 
фильтрации измерений по сигналам ГНСС и ЛНС, при-
веденных в [5]. 

Предлагаемый алгоритм синхронизации ШВ в реаль-
ном времени, реализованный в НАП с алгоритмом сов-
местной обработки сигналов ГНСС и ЛНС позволяет 
проводить определение координат в условиях наблюде-
ния не менее трех ОТ ЛНС и при сохранении погрешно-
сти определения координат не более 2 м даже при со-
кращении количества наблюдаемых НКА до двух, как 
показано на рисунках 3,4. 

 
Рис. 3. Оценка траектории автомобиля, полученная различными алго-
ритмами 

 
Рис. 4. Оценка траектории автомобиля, полученная различными алго-
ритмами в увеличенном масштабе 

На рисунках 3,4 в качестве опорной траектории для 
оценки погрешности работы использованного РФК 
(совместно с предлагаемым алгоритмом синхронизации 
ШВ) приняты результаты обработки только ГНСС GPS 
измерений в режиме RTK, полученные в [5]. 

Оценка погрешности координат относительно опор-
ной траектории, полученной при совместной обработке 
сигналов от 2 НКА ГЛОНАСС и минимум трех ОТ ЛНС, 
не превысила 2 м.  

Предложенный алгоритм синхронизации позволяет 
реализовать совместную обработку сигналов ГНСС и 
ЛНС в единой шкале времени, что позволяет достичь 
«бесшовности» навигационных определений в сложных 
городских условиях приема сигналов от НКА.  

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Для достижения всех преимуществ совместной филь-

трации разных радионавигационных систем требуется 
представление измерений параметров сигналов в единой 
шкале времени, например, в ШВ НАП.  

Предложены два варианта синхронизации ШВ СШП 
ЛНС и НАП ГНСС с учетом особенностей формирова-
ния моментов излучения сигналов в ЛНС. 

Выбранный вариант аналитической синхронизации 
потенциально обеспечивает совместную обработку сиг-
налов ГНСС и ЛНС в масштабе времени, близком к ре-
альному. Предлагаемый вариант синхронизации ШВ 
ЛНС относительно ШВ НАП основан на передаче в вы-
числитель ботового комплекса информации о моменте 
времени излучения СШП сигнала в ШВ приёмопередат-
чика. Трансляция информации о моменте времени излу-
чения СШП сигнала может быть реализована программ-
но, например, в приёмопередатчиках типа DW1000. 

Извлечение и использование этой информации в бор-
товом комплексе потенциально позволяет осуществлять 
текущую оценку разницы ШВ ЛНС и ГНСС с темпом 
поступления этих измерений. При этом сохраняются 
преимущества совместной фильтрации сигналов исполь-
зуемых систем. 

Использование текущей оценки разницы ШВ ЛНС и 
ГНСС позволяет реализовать “бесшовную” навигацию 
потребителей в режиме реального времени в городских 
условиях с погрешностью не более 2 м при приеме на 
2…3 маяках излученного передатчиком СШП сигнала и 
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снижении количества НКА до 2 при известной высоте 
объекта. 

Предложенный аналитический вариант синхрониза-
ции был реализован в типе ЛНС с передатчиком на борту 
объекта и маяками, принимающими СШП радиосигнал. 
Для физической реализации совместной обработки в ин-
тересах навигационного обеспечения большого количе-
ства беспилотных транспортных средств требуется оцен-
ка всех определяемых параметров (координаты, скорость, 
время) в бортовом навигационном комплексе объекта. 
Поэтому дальнейшая работа будет посвящена разработке 
и исследованию синхронизации ШВ маяков ЛНС для 
реализации совместной обработки сигналов, принимае-
мых на борту объекта от маяков ЛНС и от НКА ГНСС. 
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Аннотация—Исследуется влияние крена потребителя на 
точность навигационных определений по двум спутнико-
вым навигационным системам. Выполнено имитационное 
математическое моделирование. Проведено сравнение точ-
ностных характеристик при крене и при его отсутствии на 
потребителе. Результаты представлены в виде вероятност-
ных характеристик оценок точности местоопределений. 
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I. ВВЕДЕНИЕ  
При определении координат потребителя по спутни-

ковым навигационным системам ГЛОНАСС, GPS или 
Beidou точность местоопределения зависит от характе-
ристик рабочего созвездия спутников, попадающих в 
зону радиовидимости приёмной антенны, от числа спут-
ников в рабочем созвездии и от их взаимного располо-
жения. В ряде случаев возникают ситуации, когда опре-
деляющийся объект имеет крен, например, при место-
определениях на судах при волнении морской поверхно-
сти или при маневрировании летательных аппаратов 
(ЛА) различного типа. При полёте ЛА без крена ось 
симметрии приёмной антенны ориентирована в верхнюю 
полусферу и совпадает с местной вертикалью. В этом 
случае в зону радиовидимости попадает максимальное 
из возможных число навигационных спутников для за-
данного минимального угла возвышения. При отклоне-
ниях оси симметрии антенны от вертикали в случае кре-
на потребителя в зону радиовидимости будет попадать 
меньшее количество спутников. В некоторых ситуациях 
их число может стать меньше минимально необходимо-
го для проведения навигационных определений. Кроме 
того, при кренах точность навигационных определений, 
даже при наличии в зоне радиовидимости потребителя 
необходимого числа спутников, может быть хуже, чем 
это гарантируется интерфейсным контрольным доку-
ментом на спутниковые системы [1-3].  

Одним из способов глобальной компенсации такого 
эффекта является использование методов повышения 
информационной избыточности рабочих созвездий за 
счёт включения в рабочие созвездия ГЛОНАСС допол-
нительных навигационных точек, например, из других 
спутниковых навигационных систем, GPS или Beidou. 

В докладе анализируются количественный состав и 
точностные характеристики рабочих созвездий, образу-
емых одновременно двумя спутниковыми системами 

ГЛОНАСС и GPS при кренах ЛА. Мерой точности нави-
гационных определений принят геометрический фактор 
рабочего созвездия. В качестве оценки ухудшения точ-
ности навигационных определений рассматривались 
отношения геометрических факторов при наличии и от-
сутствии крена потребителя. 

II. МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ РАБОЧИХ СОЗВЕЗДИЙ 
ГЛОНАСС + GPS ПРИ КРЕНЕ ЛА 

Исследование структурных свойств навигационных 
полей систем ГЛОНАСС, GPS и ГЛОНАСС + GPS про-
ведено методом имитационного математического моде-
лирования с применением метода Монте-Карло. Для 
расчёта координат спутников были использованы дан-
ные альманахов на системы ГЛОНАСС и GPS с сайта 
www.glonass-iac.ru [4]. Координаты расположения по-
требителя задавались случайным образом, равновероят-
но по Земному шару. Моменты времени навигационных 
определений выбирались случайным образом, равнове-
роятно из интервала повторяемости спутниковой конфи-
гурации ГЛОНАСС или GPS. Число испытаний было 
равно 10000. Крен β задавался величиной отклонения 
оси симметрии приёмной антенны потребителя от вер-
тикали на заданную величину с ориентацией в случай-
ном направлении для каждого момента времени. Были 
сделаны расчеты для значений крена β, равных 5°, 10°, 
15° и 20°. Определение видимых спутников проводилось 
для заданных значений допустимого минимального угла 
возвышения αmin. Были рассчитаны геометрические фак-
торы рабочих созвездий для потребителя, имеющего 
крен, и в отсутствии крена, а также отношения геомет-
рических факторов. Осуществлялась отбраковка точек, в 
которых количество видимых спутников было меньше 
минимально допустимого, что составляет для навигаци-
онных измерений по одной системе четыре спутника, по 
двум системам – пять спутников. Кроме того, были от-
бракованы точки, где значение PDOP превышало значе-
ние шесть. Количество отбракованных точек фиксирова-
лось. По оставшемуся после отбраковки массиву данных 
строились распределения коэффициентов ухудшения 
геометрических факторов за счёт кренов ЛА, равных 
отношению геометрических факторов при наличии кре-
на и при его отсутствии.  

III. СОСТАВ РАБОЧИХ СОЗВЕЗДИЙ ГЛОНАСС  
И ГЛОНАСС + GPS ПРИ КРЕНЕ ЛА 

Количество навигационных спутников, попадающих 
в зону радиовидимости потребителя nв, определялось в 
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зависимости от угла крена ЛА β для случая, когда допу-
стимый минимальный угол места αmin составлял 5°. На 
рис. 1 приведены статистические распределения P(nв) 
числа спутников в рабочем созвездии совмещенной 
навигационной системы ГЛОНАСС + GPS при трёх зна-
чениях угла крена ЛА, равных 0°, 10°, 20°.  На рис. 2 
даны аналогичные данные для случая местоопределений 
по одной спутниковой системе ГЛОНАСС.  

 
Рис. 1. Распределение вероятности числа спутников ГЛОНАСС+GPS, 

попадающих в зону радиовидимости потребителя при крене  

 
Рис. 2. Распределение вероятностей числа спутников ГЛОНАСС, 

попадающих в зону радиовидимости потребителя при крене  

Основные характеристики распределений числа ви-
димых спутников навигационных систем ГЛОНАСС и 
ГЛОНАСС + GPS, а именно, максимальные nв max, мини-
мальные nв min и наиболее вероятные nв* значения, пред-
ставлены в таблице 1. Величине nв* соответствует значе-
ние количества видимых спутников, имеющее макси-
мальную вероятность P(nв*).  

Из приведенных данных следует, что при кренах не 
более 20° рабочие созвездия содержат необходимое для 
решения навигационной задачи количество спутников. 
Однако существует ограничение на максимально допу-
стимое значение геометрического фактора рабочего со-
звездия. В интерфейсном документе и на сайте Инфор-
мационно-аналитического центра ГЛОНАСС принято 
ограничение по геометрическому фактору, равное ше-
сти. Величину геометрического фактора можно рассмат-
ривать как меру точности местоопределений по ГНСС. 

ТАБЛИЦА I.  ХАРАКТЕРИСТИКИ  ЧИСЛА ВИДИМЫХ СПУТНИКОВ 
ГЛОНАСС И ГЛОНАСС+ GPS В ЗАВИСИМОСТИ ОТ УГЛОВ  КРЕНА ЛА 

β ГНСС nв min nв max nв* P( nв* ) 

0º ГЛОНАСС 
ГЛОНАСС + GPS 

5 
12 

11 
26 

9 
18 

0.337 
0.196 

10º ГЛОНАСС 
ГЛОНАСС + GPS 

4 
11 

11 
24 

8 
17 

0.331 
0.203 

20º ГЛОНАСС 
ГЛОНАСС + GPS 

4 
10 

10 
23 

7 
16 

0.278 
0.200 

 

IV. ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ НАВИГАЦИОННЫХ ОПРЕДЕЛЕНИЙ ПО 
ГЛОНАСС+GPS ПРИ КРЕНЕ ЛА 

Точность навигационных определений оценивалась 
по геометрическому фактору. Рассчитывались геометри-
ческие факторы по горизонтальным координатам HDOP, 
по высоте VDOP и по положению PDOP. Наиболее су-
щественные изменения геометрического фактора при 
неполных созвездиях наблюдаются для высоты ЛА, что 
обусловлено структурой навигационного поля ГНСС. 
Поэтому далее приводятся данные по VDOP при различ-
ных значениях крена ЛА. На рис. 3 даны интегральные 
распределения вероятностей геометрического фактора 
VDOP при местоопределениях по системе 
ГЛОНАСС + GPS, для значений углов крена ЛА, равных 
0°, 5°, 10°, 15° и 20°. Минимальный угол места для ви-
димых спутников составлял 5°.  

 

Рис. 3. Распределение вероятностей VDOP при местоопределениях по 
ГЛОНАСС + GPS при кренах ЛА 

При расчёте вероятностей геометрических факторов 
рабочих созвездий проводилась проверка на выполнение 
ограничения по допустимому значению геометрического 
фактора в виде: PDOP ≤ 6. При навигационных опреде-
лениях по спутниковой системе ГЛОНАСС + GPS и рас-
смотренных значениях кренов ЛА это условие выполня-
лось для всех пространственно-временных точек.  Рабо-
чие созвездия даже при крене потребителя в 20° облада-
ют значительной избыточностью, поскольку они содер-
жат не менее десяти навигационных спутников, (см. 
табл. 1), что вдвое больше минимально необходимого 
количества. Этим объясняется тот факт, что наличие 
крена потребителя в пределах рассмотренных значений 
приводит к увеличению VDOP всего на 50% с вероятно-
стью 0,95 и на 25% с вероятностью 0,67.  

Введем характеристику δ ухудшения геометрических 
свойств рабочего созвездия спутников за счет крена ЛА, 
равную отношению геометрического фактора рабочего 
созвездия при крене ЛА к соответствующему значению 
при нулевом крене: δV = VDOP(β)/VDOP(0). Используя 
описанную выше методику, были проведены расчеты 
величины δV и получены статистические распределения. 

В табл. 2 и 3 даны основные характеристики δV от-
ношений геометрических факторов по высоте рабочих 
созвездий ГЛОНАСС + GPS для двух значений допу-
стимых углов возвышения спутников, 5° и 10° соответ-
ственно. 

Полученные результаты моделирования позволяют 
сделать вывод о том, что использование в навигацион-
ной аппаратуре потребителя режима навигационных 
определений по двум ГНСС обеспечивает приемлемые 
точности местоопределений даже при кренах ЛА до 20° 
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включительно. Аналогичные расчёты были проведены 
для случая местоопределений по одной ГНСС. Получен-
ные результаты для навигационных определений по 
ГЛОНАСС показывают, что при всех рассмотренных 
значениях кренов потребителя наблюдались простран-
ственно-временные точки, в которых не выполнялось 
условие PDOP ≤ 6, а их число изменялось от 9 до 183 из 
10000 при изменении угла крена от 5° до 20°. 

ТАБЛИЦА II.  КОЭФФИЦИЕНТ УХУДШЕНИЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО 
ФАКТОРА ПО ВЫСОТЕ ПРИ КРЕНЕ ЛА,  УГОЛ МЕСТА  5° 

β Mean δV СКО δV Max δV 

5º 1,056 0,076 1,911 

10º  1,114 0,109 2,731 

15º 1,171 0,134 2,731 

20º 1,229 0,158 3,162 

ТАБЛИЦА III.  КОЭФФИЦИЕНТ УХУДШЕНИЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО 
ФАКТОРА ПО ВЫСОТЕ ПРИ КРЕНЕ ЛА, УГОЛ МЕСТА 10° 

β Mean δV СКО δV Max δ 

5º 1,065 0,101 3,840 

10º  1,132 0,149 3,840 

15º 1,201 0,188 3,840 

20º 1,273 0,226 3,914 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В докладе представлены статистики коэффициентов 

ухудшения точности навигационных определений в за-

висимости от крена ЛА и от допустимых углов возвы-
шения спутников. Проведено сравнение коэффициентов 
ухудшения геометрических факторов при кренах потре-
бителя для навигационных определений по двум спут-
никовым системам и по одной системе.  

В результате моделирования были установлены пре-
дельные значения кренов ЛА, при которых навигацион-
ные определения могут быть выполнены со стандартной 
точностью при работе по двум спутниковым системам.  

Совместное использование навигационных полей 
двух спутниковых радионавигационных систем 
ГЛОНАСС и GPS позволяет существенно расширить 
область допустимых значений кренов потребителя, что 
позволит увеличить объём решаемых задач, в том числе 
задач навигации и посадки ЛА в сложных условиях пи-
лотирования. 
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Аннотация—Использование нанодронов для построе-
ния карты является эффективным методом получения 
плана труднодоступных мест. В работе представлены ал-
горитмы построения карты с использованием графа фак-
торов и коррекции ошибок путем распознавания места с 
использованием сиамской сверточной нейронной сети. 
Приведены экспериментальные результаты, полученные с 
применением нано-дрона в режиме автономного полета. 
Построенная карта местности оценивалась на согласован-
ность численным методом. 

Ключевые слова—одновременная локализация и постро-
ение карты, разреженное восприятие, замыкание петли, 
сиамская нейронная сеть. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Построение карты труднодоступных мест или мест-

ности без доступа спутниковой системы навигации акту-
альная задача для навигации роботов в условиях высо-
кой неопределенности наблюдений. В настоящее время 
она решается с помощью одновременной локализации и 
построения карты [1] с использованием стереокамер и 
лазерных дальномеров, имеющих высокую плотность 
измерительной информации. Данные датчики могут раз-
мещаться на роботе, который будет иметь определенные 
габаритные размеры, не всегда позволяющие проникать 
в труднодоступные места. 

В этом случае использование очень маленьких 
квадрокоптеров (нанодронов) позволила бы решить за-
дачу построения карт труднодоступных мест. Однако 
данные роботы могут использовать маломощные сенсо-
ры, восприятие которых может быть очень разрежен-
ным, а измерения шумным. 

Тем не менее существуют подходы с использованием 
нано-дронов, которые можно объединить в один класс 
решений задачи одновременной локализации и построе-
ния карты с разреженным.  

II. ПОДХОДЫ 
Задача одновременной локализации и построения 

карты с разреженным восприятием отличается тем, что в 

ней робот получает меньше измерительной информации 
с большей неопределенностью. 

В подходе Биверса и Гуанга [2] измерения с лазерного 
дальномера, представленные в виде пяти направлений по-
казаний дальности, объединяются в мультискан, а историю 
поз включают в вектор состояния. Ориентиры из собран-
ных разреженных сканов оценивают с помощью фильтра 
частиц Рао-Блэквелла, используя историю поз в векторе 
состояния. Оцененные ориентиры разбиваются на класте-
ры и объединяются в линии, которые наносятся на сетку 
занятости. Применение данного алгоритма, по мнению 
авторов, приводит к появлению ложных ориентиров, но 
при определенном разрешении сетки обобщение линейных 
объектов позволяет правильно построить карту. 

В другом подходе [3] также применяется мультиска-
нирование, чтобы преодолеть разреженность сонаров. 
Авторы применяют фильтр частиц для оценки позы ро-
бота, и вероятностное преобразование Хафа для извле-
чения линейных сегментов из мультисканов. Затем 
строят карту с учетом предположения о параллельности 
и перпендикулярности стен, объединяя линейные сег-
менты в отрезки. У данного подхода есть ограничение – 
вероятностное преобразование Хафа не уточняет ориен-
тиры, измеренные сонарами, с учетом предыдущих поз 
робота. 

Этот недостаток компенсируется в подходе Чжоу и 
др. [4] за счет применения одной из разновидностей 
баейсовской сети - графа факторов. Высокую неопреде-
ленность разреженного восприятия авторы этого подхо-
да также предлагают снижать составлением мультиска-
нов с извлечением в них линейных сегментов. Однако 
вместо фильтрации позы робота применяют оптимиза-
цию с помощью составления графа факторов. Для 
внешней оптимизации в работе предлагается строить 
граф ориентиров, в котором вершинами являются позы 
робота в виде вектора Tyx ),,(  , а ограничениями высту-
пают одометрия и ориентиры, которые принадлежат с 
определенным допуском линейным сегментам, полу-
ченным из мультисканов. Для внутренней оптимизации 
применяется сетка занятости, с помощью которой до-
стигается согласованность построенной карты. Для это-
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го сетка занятости делится на подкарты и сравнивается 
с линейными сегментами мультисканов. При наличии 
корреляции выдвигается гипотеза о наличии замыкании 
петли. Она подтверждается пространственной провер-
кой: если текущая поза находится в ячейке, которая 
входит в ядро 3х3 подкарты сетки занятости, то петля 
обнаружена, граф поз оптимизируется и выравнивается 
карта. Недостатком подхода, по мнению авторов, явля-
ется отсутствие достаточного перекрытия между под-
картой, составленной из сетки занятости, и кадра, со-
держащего линейные сегменты мультискана. Тем са-
мым задача замыкания петли не всегда решается. Стоит 
отметить, что в перечисленных подходах построенные 
карты не оценивались численными методами на согла-
сованность, ограничиваясь визуальной оценкой отдель-
ных участков или визуальной схожестью с топологиче-
ской структурой окружающей среды. 

Идея нашего подхода заключалась в следующем:  

 Для снижения неопределенности наблюдения в 
измерениях датчика дальности учитывать углы 
тангажа, крена и рыскания робота, а также сме-
щение датчиков от центра масс нанодрона. 

 Для замыкания петли использовать нелинейную  
функция сравнения подкарты текущего мультис-
кана с подкартой из графа «видимости». Оценка 
сходства в процессе внутренней оптимизации 
определять с помощью модели сиамской сверточ-
ной нейронной сети. 

 Для построения карты применить сетку занятости, 
для которой вероятность занятости ячеек пред-
ставляет задачу бинарной байесовской оценки со 
статическим состоянием. 

 Полученную цифровую модель оценить на согла-
сованность с точки зрения сенсорных данных 
численным методом. 

III. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Формулируем нашу задачу построения двумерной 

карты труднодоступной местности как задачу апостери-
орной оценки сетки занятости, в которой вероятность 
заполнения ячеек определяется бинарной байесовской 
оценкой [5]: 

)(),|(),|(),|( 1:11:1:1:1 ittittitti mlxzmlxzmlxzml          
(1) 

где логарифм отношения вероятности 
)(1

)(log)(
xp

xpxl


 ,  

im  – i-я ячейка сетки, tz :1  – набор всех наблюдений, tx :1  – 
путь робота, определяемый через последовательность 
поз (положение и ориентация).  

tz :1  и tx :1  будем считать неизвестными и требующи-
ми оценки. Тогда задачу построения двумерной карты 
определим как задачу оценки максимального правдопо-
добия поз робота и наблюдений датчика или как макси-
мальный апостериорный вывод по графу факторов: 




 


t

i

zxf

x
iixex

1

}||)(||
2
1{ 2

maxargˆ  

В предположениях модели гауссового шума макси-
мальный апостериорный вывод по графу факторов экви-
валентен задаче наименьших квадратов [6].  

На рис. 1 показана система координат, в которой пе-
ремещается робот. Его поза есть вектор Tp

i
p
i

p
i yx ),,(  , 

положение k -ого ориентира l
kx  – T

kk vu ),( ll . Поза робо-

та )2(SEx p
i   и оценивается бортовыми датчиками, 

выдавая навигационную информацию для анализа в тре-
буемый момент времени. 

 
Рис. 1. Система координат движения робота 

Датчик дальности измеряет расстояние d  до ориен-
тира по четырем фиксированным на борту робота углам 

}
2

3,,
2

,0{  . Предполагая, что продольная ось дрона 

совпадает с осью измерения фронтального датчика, 
определяется пеленг на ориентир –  . 

Последовательные позы робота p
ix  и p

ix 1  связаны 

относительным движением, приводящим дрон из p
ix  в 

p
ix 1 , измеренное одометром. Истинное преобразование 

между двумя положениями будет отличаться от изме-
ренного на величину шума, воздействующие на борто-
вые датчики. Поэтому ребро одометрии (сплошная ли-
ния на рис. 2) между вершинами поз p

ix  и p
ix 1  описы-

вает движением между узлами )2(1, SEx p
ii   и обрат-

ной ковариацией измерения 33
1,


  Rp

ii . 

Из позы p
ix  робот обнаруживает ориентир l

kx  и со-
ответствующее измерение моделируется ребром, иду-
щим от положения робота к ориентиру. Ограничение 
между положением дрона и ориентиром параметризует-
ся положением ориентира в базисе бортовой системы 

2
, Rx l
ki   и обратной ковариацией измерения 

22
,

 Rl
ki . 

Положения ориентиров находятся в евклидовом про-
странстве. Приращения l

kx  находиться в том же про-

странстве и оператор композиции движения   выража-
ется векторной суммой: 
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Оператор композиции движения   для позы робота 
определялся как в подходе Кумерле и др. [7]: 
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где x  – продольное смещение, Δy – боковое смещение 
и   – изменение ориентации. 

Для функции ошибок ребер, соединяющих позу ро-
бота p

ix  и ориентир l
kx , прогноз измерения ),( lpl

, kiki xxh  
вычислялся как: 
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Функция ошибок ориентиров определялась из сле-
дующей формулы: 
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«Виртуальное измерение» для ребра одометрии вы-
числялось как: 
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Поскольку измерения позы принадлежат )2(SE , то 
функция ошибки поз определялась разностью компози-
ции движения: 
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Функции ошибок факторов объединялись в целевую 
функцию для оптимизации графа: 
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Рис. 2. Структура графа факторов. Синие треугольники – позы робота, 
красные звезды – положение ориентиров, ограничения показаны 
сплошной и прерывистой линиями, а окружность – область замыкания 
петли. 

Определенная целевая функция (8) позволяет опти-
мизировать позы и ориентиры нелинейным методом 
наименьших квадратов для построения карты. Однако 

ошибка одометрии и измерений дальности до ориенти-
ров будет иметь накопительный характер с течением 
времени. Более того, разреженное восприятие увеличи-
вает неопределенность наблюдения и составления фак-
тора ориентиров. Из-за чего построенная карта может 
быть несогласованной, то есть несхожей с топологиче-
ской структурой окружающей среды. 

Для получения согласованной карты должна решать-
ся задача замыкания петли [8], чтобы корректировать 
ошибки поз и положений ориентиров. 

Из определения переменных состояния, модели фак-
торов, функции ошибок и процессов для построения 
карты требовалось решить следующие задачи: 

 Определить алгоритм оптимизации поз и ориен-
тиров в процессе внешней и внутренней оптими-
зации. 

 Создать функцию сходства для замыкания петли. 

 Оценить согласованность построенной карты. 

IV. РЕШЕНИЕ 
Для решения поставленной задачи в работе было 

определено несколько этапов: 

 уточнение данных измерения сенсоров;  

 распознавание места с использованием сиамской 
сверточной нейронной сетью в местах повторного 
посещения; 

 построение графа факторов из поз и ориентиров, 
используя мультисканирование; 

 замыкание петли; 

 оценка карты на согласованность. 

 

A. Уточнение данных измерений сенсоров 
Уточнение данных включало в себя преобразование 

измеренных положений ориентиров в плоские координа-
ты на карте. 

Преобразование положения ݇-ого ориентира l
kx  в 

положение m
lx  в системе координат карты (ܺ,ܻ) осу-

ществлялось по следующей зависимости: 
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где pR , rR , yR  – матрицы вращения по тангажу, крену 

и рысканью, а kC  – смещение положения датчика даль-
ности от центра масс робота. 

Смещения положения датчиков от центра масс 
квадрокоптера были определены как среднее значение 
многократных измерений известного расстояния. 
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B. Распознавание места с использованием сиамской 
нейронной сети 
Для обнаружения петли производилась простран-

ственная проверка положения робота на сетке занятости 
с размером интереса I  ячеек или областью интереса 

II   ячеек. Если робот находился в области интереса, 
то положительный результат поиска кандидата на замы-
кание петли считался корректным. 

Распознавание места осуществлялось путем сравне-
ния подкарт, находящихся в стеке незамкнутой петли, с 
текущей подкартой совместной видимости. Алгоритм 
сравнения строился на функции сходства, которая была 
получена из модели сиамской сверточной нейронной 
сети, состоящей из 6 слоев удвоенной сети, на выходе 
которой использовалась сигмоидальная активация [9]. 

C. Модель сиамской нейросети 
Для поиска кандидата на замыкание петли использу-

ется синтезированная под размеры покарты совместной 
видимости модель сиамской сверточной нейронной сети 
с L  слоями, каждый из которых содержит LN  единиц 
нейронов с весовыми коэффициентами Lw . В ней Lg ,1  – 
скрытый вектор в слое L  первого "близнеца а Lg ,2  – в 
слое второго "близнеца". В первых пяти слояx исполь-
зуется функция активации ReLU, а в выходных слоях - 
сигмоида. Поэтому вектор предсказания задавался как в 
подходе Салахутдинова и др. [10] 

           ,)(
1,2

)(
1,1 
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где   – сигмоидальная функция активации. 

Модель синтезированной сиамской сверточной 
нейронной сети с параметрами оптимизации и картой 
признаков представлена на рис. 3 

 
Рис. 3. Модель сиамской сверточной нейронной сети, которая 
использовалась в алгоритме замыкании петли 

D. Машинное обучение 
 

Набор данных для машинного обучения создавался 
из подкарт, полученных с разным количеством измере-
ний в мультискане, размер которого определяется как в 
подразделе F. Для обучения применялась мини-пакетная 
оптимизация c бинарной кросс-энтропийной функцией 
потерь имеющей следующий вид: 
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где ),( (i)
2

(i)
1 xxy  – векторы, которые содержат метки для 

мини-пакета i . Если 1),( (i)
2

(i)
1 xxy , тогда 1x  и 2x  

принадлежат к одному и тому же классу подкарт, и 
0),( (i)

2
(i)
1 xxy  в противном случае. 

С учетом регуляризации при обучении целевая 
функция для машинного обучения представляла собой 
следующей выражение: 
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где m – количество мини-пакетов, 
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квадратная норма Фробениуса, а последний многочлен в 
целевой функции является 2L  регуляризацией. 

Для вычисления весовых параметров глубокой 
нейронной сети применялся алгоритм адаптивной оцен-
ки момента. Для каждой пары изображений подкарт 
генерировались аффинные преобразования с углами 

}
2

3,,
2

,0{  . 

E. Метрика оценки машинного обучения 
Для оценки модели применялась метрика подсчета 

числа неправильных классификаций. Для сравнения 
предсказанной метки pŷ  и истинной py  использова-
лось следующее условие: 
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Из суммирования тестовых пар ),( ii yx  вычислялось 
число неправильных распознаваний мест по выраже-

нию:  


P

p
pp yyI

1
,ˆ . Затем определялась точность по 

следующей формуле: 
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F. Составление подкарты совместной видимости 
Для построения подкарты составлялся мультискан 

размером  N, который определялся как 

                                
,

t



SN
                         (15)

 

где S  – расстояние, пройденное роботом для получе-
ния мультискана, v  – скорость робота, t  – время дис-
кретизации измерений. 
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Из определенного набора измерений по формуле (1) 
строилась подкарта с учетом оцененных поз и положе-
ний ориентиров. 

G. Ассоциация данных 
Конструирования графа осуществлялось по принци-

пу скользящего окна, размер которого определялся раз-
мером мультискана N.  

Граф факторов ориентиров строился с ассоциацией 
данных. Для этого определялись координаты централь-
ного пикселя каждой сетки: синий прямоугольник, рас-
положенный на пересечении линий (рис. 4).  

Затем в зависимости от скорости робота вычислялся 
размер субкарты ячеек, в которые могут попасть ориен-
тиры (прогнозируемые ячейки). Инициализировалось 
минимальное расстояние от центрального пикселя до 
максимально возможного. Вычислялось расстояние 
между текущими измерениями и центральным пикселем 
прогнозируемых ячеек. Определялся прогнозируемый 
центр ячейки, ближайший к текущему наблюдаемому 
ориентиру. Устанавливался идентификатор наблюдения 
равным идентификатору ближайшего прогнозируемого 
ориентира. 

 
Рис. 4. Схема ассоциации данных положений ориентиров. 

H. Замыкания петли 
В алгоритме замыкания петли использовалась идея 

подхода, с применением скользящего окна и составления 
графа совместной видимости [11]. Отличием нашего под-
хода стало то, что граф факторов синтезировался из муль-
тисканов, вместо ключевых кадров. Из-за применения ве-
роятностной сетки занятости граф совместной видимости 
отображался на подкарту совместной видимости. 

Алгоритм замыкания петли функционировал в про-
цессе внутренней оптимизации и включал в себя следу-
ющие шаги: 

 Составление подкарты совместной видимости. 

 Распознавание места с использованием сиамской 
нейронной сети. 

 Оптимизация петли. 

I. Оптимизация петли 
Оптимизация замыкания петли формулировалась как 

нелинейная задача наименьших квадратов, как в подхо-
де Гесса и др.[12]. 

При обнаружении петли для пары сканирования ݇ и 
подкарты t  поза p

tkx  определялась в системе координат 
подкарты. Матрица ковариации рассчитывалась 
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где d  – ошибка измерения дальности. Невязка E  
определялась как: 
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Оптимизация петли выполнялась через функцию по-
терь Хьюберта ߩ: 
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где }{ ,...,1
m
t mt

m x 
  – позы подкарты, }{ ,...,1

p
i ni

p
i x 

  – 
позы сканирования. 

J. Оценка согласованности карты 
Проверка гипотезы о согласованности карты прово-

дилась с использованием подхода, основанной на мере 
парной совместимости [13]. Она вычислялась по фор-
муле: 
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                   (19) 

где )( pdi  – расстояние несогласованности )( pdi  для 
точки p , из множества точек, определяющих много-
угольник видимости по точкам скана. На меру несогла-
сованности ijM  при процессе оптимизации карты влия-
ет параметр Φ как: 
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где )(  – количество пар перекрывающихся сканов. 
Чем меньше Φ, тем согласованнее карта. Поэтому 
наименьшее значение Φ являлось наилучшей оценкой 
согласованности карты: 

     M,0
* minarg

 
                  (21) 

V. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТА 
Для эксперимента использовался нано-дрон 

Crazyflie2.1, который определял дальность до ориенти-
ров четырьмя сенсорами. Датчики измеряли расстояния 
вперед, влево, назад и вправо до 4 метров с точностью 
до нескольких миллиметров. 
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Смещения положения датчиков от центра масс ко-
птера были определены как среднее значение много-
кратных измерений известного расстояния. Полученные 
значения KC  приведены в табл. 1. 

TABLE I.  СМЕЩЕНИЯ ПОЛОЖЕНИЯ ДАТЧИКА ОТ ЦЕНТРА МАСС 
CRAZYFLIE2.1 

Направле
ние вперед влево назад вправо 

KC , м 0.015 0.017 0.016 0.014 

 

 
Рис. 5. Моделируемая местность для полета Crazyflie2.1 

При проведении эксперимента коптер автономно пе-
ремещался с установленной скоростью xv  и yv  на вы-
соте 0.2 метра по специальной площадке размером 3 на 
1,5 метра, огибая самостоятельно препятствия. Мест-
ность моделировалась с учетом предположения о не 
параллельности и не перпендикулярности стен (рис. 5). 
В задаче апостериорной оценки сетки занятости в каче-
стве модели измерения ),|( tti xzml в зависимости (1) 
использовался алгоритм Брезенхэма [14]. 

В ходе натурного эксперимента проверялось не-
сколько предположений: 

 Увеличение скорости движения коптера ),( yx vv  
уменьшает согласованность карты, построенной с 
использованием предложенного подхода. 

 Размер мультискана, используемого в нашем ал-
горитме замыкания петли, влияет на согласован-
ность карты. 

 Предложенный подход имеет зависимость от раз-
решения сетки занятости, но ее увеличение может 
снижать согласованность карты. 

 
Рис. 6. Прогнозируемое наблюдение сиамской нейронной сети 

A. Машинное обучение 
Машинное обучение проводилось на натурных дан-

ных, полученных в ходе автономного полета нанодрона 
Crazyflie2.1 над моделью местности (рис. 5). Набор дан-
ных для обучения создавался для 

 005.0,01.0,03.0,05.0,1.0xv  и 2/xy vv   в пяти обле-
тах. Подкарта формировалась из мультискана, размер 
которого определялся по формуле (15), где расстояние 

S  задавалось в зависимости от скорости, например, 
для 0.005 = ݒ м/с – ∆ܵ = 0.03 метра. Положительными 
образцами считались подкарты, которые получены в 
одном измерении с допуском 10% (рис.6). Извлеченные 
для обучения данные представляли собой 258 директо-
рий, в каждой из которых порядка 30 изображений. 

Данные для тестирования были собраны аналогич-
ным способом: по 3 пролета – на разных скоростях. Из 
тестового набора случайным образом выбирались 2 
папки, из которых формировалась одна пара схожих и 
30 пар несхожих изображений. Предсказанный класс 
определяется как )(* maxargK k

x p , где  рассчиты-
вается по формуле (10). Если K  соответствует классу 
схожих пар, то проверка однократности обучения счи-
талась корректной. Оценка эффективности весовых па-
раметров синтезированной модели рассчитывалась по 
формулам (13),(14)  

B. Замыкание петли 
Для проверки предположений были получены 

натурные данные на пяти облетах по каждому значению 
скорости  005.0,01.0,03.0,05.0,1.0xv . 

Для оценки первой гипотезы разрешение вероят-
ностной сетки занятости была установлена на 1 х 1 мм. 
Оценка согласованности карты определялась по форму-
лам (19), (20), (21), которые приведены в табл.2. Оценка 
согласованности карты без коррекции вычислялась 
только для оптимального параметра. 

TABLE II.  РЕЗУЛЬТАТЫ ЗАВИСИМОСТИ ОЦЕНКИ 
СОГЛАСОВАННОСТИ КАРТЫ ОТ СКОРОСТИ РОБОТА И КОЛИЧЕСТВА 

ЗАМКНУТЫХ ПЕТЛЕЙ 

Значение 
скорости 

xv  
0.1 0.05 0.03 0.01 0.005 0.005 

Значение 
скорости  

yv  
0.05 0.025 0.015 0.005 0.0025 0.0025 

Среднее 
кол-во 
петлей 

3.1 3.7 4.7 4.8 7.3 - 

() 27.1 23.4 19.7 18.3 12.2 21.3 

 17.3 14.2 15.1 13.8 4.7 17.1 

 
Второе предположение оценивалось на данных, по-

лученных при облете на скорости 0.005 м/с. На этой 
скорости была построена карта с оптимальной согласо-
ванностью.  

Результаты оценки согласованности при разных раз-
мерах мультискана приведены в табл. 3. 

123



TABLE III.  РЕЗУЛЬТАТЫ ОЦЕНКИ СОГЛАСОВАННОСТИ КАРТЫ  
В ЗАВИСИМОСТИ ОТ РАЗМЕРА 

Размер 
мультис-
кана, ед. 

100 150 200 250 300 150 

Среднее 
кол-во 
петлей 

7.7 7.2 6.7 6.8 8.1 - 

() 17.1 12.4 18.3 19.3 19.2 21.3 

 24.5  21.9  5.3  4.7  8.6  24.5  
 
Для проверки третьей гипотезы также использовались 

данные, полученных при облете на скорости 0.005 м/с. В 
табл.4 показаны результаты оценки. 

TABLE IV.  РЕЗУЛЬТАТЫ ОЦЕНКИ СОГЛАСОВАННОСТИ КАРТЫ В 
ЗАВИСИМОСТИ ОТ РАЗРЕШЕНИЯ. 

Разрешение 
сетки, мм 10 7 5 3 1 

Среднее кол-во 
петлей 13.2 7.9 4.9 6.8 9.2 

() 35.1 33.4 17.4 12.6 15.2 

 24.5 21.9 5.3 4.7 8.6 
 
Карта, построенная с замыканием петли при скоро-

сти по продольной оси – 0.005 м/с и разрешение сетки в 
3 мм, приведена на рис. 7. 

 
Рис. 7. Построенные карты a) с уточнением измерений, b) с оптимиза-
цией поз и ориентиров, c) с оптимизацией поз и ориентиров и замыка-
нием петли при скорости по продольной оси -0.005 м/с и разрешение 
сетки в 3 мм. 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Уменьшение скорости полета увеличивает связность 

графа факторов за счет большего количества данных из 
полученных наблюдений. Из табл.1 также следует, что 
фактор снижения скорости увеличивает количество за-
мкнутых петель. Поэтому на меньшей скорости коптера 
построенная карта имеет лучшую оценку согласованности. 

Из табл. 2 видно, что размер мультискана N = 150 
при частоте 25 Гц имеет оптимальную оценку согласо-
ванности карты. Снижение или увеличение размера ݉ 
влияет на количество замыканий петли, но не улучшает 
оценку согласованности из-за появления ложных сраба-
тываний при распознавании места. 

Разрешение сетки в 3 мм оптимально при скорости 
по продольной оси – 0.005 м/с и по поперечной оси - 
0.0025 м/с следует из данных табл. 3. При разрешении 
10 на 10 мм резко увеличивается количество замыканий 
петель ввиду появления ложных срабатываний во время 
распознавания места. Из-за этого построенная карта 
становится менее согласованной. 
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Аннотация—Задача коррекции показаний навигаци-

онной системы по данным о геофизических полях форму-
лируется в рамках неинвариантного подхода, предполага-
ющего наличие и учет априорной информации о характере 
движения объекта при проведении коррекции. Описыва-
ется постановка задачи и используемые алгоритмы. При-
водятся и обсуждаются результаты моделирования. 

Ключевые слова—коррекция, навигационная система, 
геофизические поля, погрешность, изменчивость, байесов-
ский подход, алгоритмы оценивания, априорная информа-
ция о траектории движения. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Традиционно задача уточнения (коррекции) показаний 

навигационной системы (НС) по данным от внешних 
средств, решаемая с использованием байесовской теории 
фильтрации, формулируется в рамках инвариантного от-
носительно траектории движения объекта подхода. В этом 
случае решается задача фильтрации, вектор состояния в 
которой включает два подвектора. Один подвектор описы-
вает погрешности корректируемой НС, а другой – погреш-
ности средств коррекции [1–4], при этом в качестве изме-
рений выступают только измерения от внешних средств, а 
показания НС рассматриваются как входные сигналы в 
модели для этих измерений. Полученные в результате ре-
шения задачи фильтрации оценки погрешностей НС ис-
пользуются затем для уточнения искомых навигационных 
параметров. При таком подходе какая-либо априорная 
информация о характере движения объекта в синтезируе-
мом алгоритме не учитывается. Его достоинство заключа-
ется в отсутствии явной зависимости алгоритма от свойств 
и характера предполагаемой траектории движения.  

Вместе с тем в ряде случаев объект при проведении 
обсервации в процессе коррекции должен двигаться по 
заранее задаваемой траектории, свойства которой из-
вестны. Привлечение этой информации может повысить 
точность решения задачи коррекции особенно в тех слу-
чаях, когда сама коррекция носит длительный во време-
ни характер. Именно такая ситуация в ряде случаев и 
складывается при проведении коррекции показаний НС 
с использованием измерителей геофизических полей с 
точечным зондированием, поскольку время коррекции 
определяется необходимостью прохождения траектории 
определенной длины [5]. Эта задача известна как задача 
навигации по геофизическим полям (ГФП) [6–23], не-
редко называемая также в отечественной литературе 
задачей корреляционно-экстремальной навигации [7, 8, 
13, 16]. Как правило, она также формулируется в рамках 

инвариантного подхода [9, 23]. Ранее было показано, что 
при решении задачи в такой постановке точность опре-
деления координат заметно снижается при наличии из-
менчивости ошибок НС и существенным образом зави-
сит от характера этой изменчивости [24, 25].  

Таким образом, актуальным представляется исследо-
вание возможности повышения эффективности решения 
задачи навигации по ГФП за счет учета априорной ин-
формации о траектории движения объекта, чему и по-
священа предлагаемая работа.  

Структура доклада следующая. После введения во 
второй части приводится постановка рассматриваемой 
задачи коррекции в рамках неинвариантного подхода, 
позволяющего учесть информацию о модели движения 
объекта. Здесь же эта задача формулируется и в рамках 
традиционного инвариантного подхода, при котором ин-
формация о модели движения не используется. Раздел 3 
посвящен описанию возможных моделей для траектории 
движения объекта, погрешностей НС и суммарных по-
грешностей карты и измерителя геофизического поля. В 
разделе 4 кратко описывается используемые алгоритмы, а 
в разделе 5 – условия моделирования и полученные ре-
зультаты. Выводы по докладу приводятся в заключении. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ КОРРЕКЦИИ НС В РАМКАХ 
ДВУХ ПОДХОДОВ 

Опираясь на работы [23–25], сформулируем поста-
новки задач фильтрации, соответствующие двум рас-
сматриваемым подходам. Предположим, что на борту 
подвижного объекта имеются НС, называемая далее 
опорной или корректируемой и вырабатывающая изме-

рения его координат на плоскости    1 2
T

НС НСНС
i i iy y y    

 

в i-е моменты времени, и датчик, обеспечивающий изме-
рение геофизического поля iy , показания которых мо-
гут быть представлены в виде 

НС ПO НС
i i iy y y   ,   (1) 

 k ПО
i i iy y y    ,   (2) 

где    1 2
T

ПО ПОПO
i i iy y y      истинные координаты по-

движного объекта в некоторой прямоугольной системе 

координат; 1 2
T

НС
i i iy y y     

( ) ( )   погрешности выра-

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного 
фонда № 23-19-00626, https://rscf.ru/project/23-19-00626/. 
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ботки координат места НС;  k ПО
iy  – функция вектор-

ного аргумента, определяющая карту поля и позволяю-
щая с точностью до ее погрешностей k

iy  вычислять 
значения поля в произвольной точке заданного района, 
т.е.    k ПО ПО k

i i iy y y     ;  ПО
iy  – функция, опи-

сывающая зависимость истинных значений используе-
мого поля от координат; k

i i iy y y       суммарная 

погрешность измерений датчика iy  и карты поля.  

Будем полагать, что истинные координаты подвиж-
ного объекта ПО

iy  описываются с помощью линейного 
формирующего фильтра для векторной последователь-
ности ПО

ix  размерности ПОn : 

 1
ПО ПО ПО ПО ПО
i i i i ix x w     

Для описания погрешностей НС
iy  и iy , в свою 

очередь, вводятся два формирующих фильтра для век-
торных последовательностей НС

ix , ix  c размерностями 
НСn  и n  соответственно: 

 1
НС НС НС НС НС
i i i i ix x w     

 1i i i i ix x w    
     

В соотношениях (3)–(5) l
i , l

i  – известные матрицы 

динамики и порождающих шумов; l
iw   центрирован-

ные, белошумные гауссовские последовательности раз-
мерности lp  с известными матрицами ковариаций lQ , 

,l ПО НС , . Эти последовательности для простоты 
предполагаются независимыми между собой и от 
начальных условий.  

Связь погрешностей l
iy  с l

ix  предполагается линей-

ной i i i iy H x v      , НС НС НС НС
i i i iy H x v   , как и со-

отношение между истинными координатами объекта 
ПО
iy  и вектором параметров модели движения 
ПО ПО ПО
i i iy H x , где l

iH , l ПО НС , ,  – известные мат-

рицы; НС
i iv v,   центрированные белошумные состав-

ляющие суммарных погрешностей карты и датчика поля 
и погрешностей НС с матрицами ковариаций R  и НСR  
соответственно. При этом будем полагать, что вектор 

ПО
ix  не коррелирован с вектором НС

ix . 

Введем составные векторы      
TT T TПО НС

i i i ix x x x    
,  

     
TT T TПО НС

i i i iw w w w    
 размерности ПО НСn n n n   , 

ПО НСp p p p    и функцию 

   ПО
i i i i i is x s x H x    ,                      (6) 

в которой    ПО k ПО ПО
i i i is x H x  .  

С учетом введенных обозначений в рамках неинвари-
антного подхода можно сформулировать следующую за-
дачу нелинейной фильтрации: оценить вектор состояния 

1i i i i ix x w       (7) 

по измерениям  

 g
i i i iy s x v  ,                           (8) 

2
0НС ПО НС НС

i i i i in
y H H x v

    ,     (9) 

где i , i  формируются с учетом (3)–(5). Если ввести 

составной вектор  
TT

g НС
i i iy y y    

, то измерения (8)–

(9) можно представить в виде  

 i i i iy S x v  ,                      (10)  

где iv  – трехмерный составной вектор шумов измерений 

 
TTНС

i i iv v v    
 с матрицей ковариации  НС

i i iR diag R R , , 

а нелинейная вектор-функция определяется исходя из 
соотношения  

   
2

0
i i

ПО НСi i
i i in

s x
S x

H H x

 
 
    


,              (11) 

В рамках инвариантного подхода, при котором ин-
формация о траектории не учитывается, соответствую-
щая задача фильтрации формулируется так [9, 25]: оце-
нить вектор состояния ix  

1i i i i ix x w          (12) 
по измерениям  

 g НС
i i i iy s x v    ,                          (13) 

где    
TT TНС

i i ix x x    
 ,    

TT TНС
i i iw w w    
 , а 

функция  НС
i is x   определяется следующей формулой: 

   НС НС НС
i i i i i is x s x H x     ,           (14) 

в которой    НС НС k НС НС НС
i i i i is x y H x   . 

Обе приведенные постановки представляют собой 
задачи нелинейной фильтрации в силу нелинейного ха-
рактера функции  k ПО

iy . Их решение с использовани-
ем байесовской теории фильтрации сводится к получе-
нию оптимальных в среднеквадратическом смысле оце-
нок  opt

i ix yˆ  вектора состояния (7) по измерениям (10) в 

неинвариантном случае и оценки  opt
i ix y ˆ  вектора со-

стояния (12) по измерениям (13) в инвариантном случае. 
Здесь для составных векторов измерений, накопленных к 
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текущему моменту времени i , использованы обозначе-
ния 1

T
i iy yy [ ,..., ]  и 1

T
i iy yy  [ ,..., ] . 

Известно, что для получения искомых оценок и соот-
ветствующих им условных матриц ковариаций  opt

i iP y  
при решении задачи нелинейной фильтрации необходи-
мо располагать апостериорной плотностью для вектора 
оцениваемых параметров. В этом случае, например, для 
задачи в неинвариантной постановке можем записать: 

   
         

i i

opt
i i i i i i

T
opt opt opt

i i i i i i i ip

x x p d

P E x x x x



    
 


x y

y x y x

y y y
/

ˆ / ,

ˆ ˆ ,


где  i ip x y/   апостериорная (условная) к измерени-
ям функция плотности распределения вероятности для 

составного вектора 1 2

T
T T T

i ix x x   x ... ,  i ip
E

x y/
  

знак математического ожидания, соответствующего 
плотности, указанной в подстрочном индексе.  

Аналогичные соотношения будут иметь место и при 
получении оценки  opt

i ix ŷ  в случае решения задачи в 
рамках инвариантной постановки. 

III. ОПИСАНИЕ МОДЕЛЕЙ 
Конкретизируем введенные выше модели траектории 

движения объекта и погрешностей измерительных 
средств, которые будем использовать при исследовании 
возможностей повышения точности за счет учета харак-
тера движения. Будем считать, что траектория движения 
объекта в процессе проведения обсервации в непрерыв-
ной форме может быть задана в виде  

   

  0

ПО l ПО l

ПО l

x V

V

 








,

,
, 1 2l  , .                    (16) 

В этом случае истинные координаты объекта 
       1 1 2 2ПО ПО ПО ПОy x y x ,  могут быть описаны с по-

мощью полинома первой степени с неточно известными 
коэффициентами 

       
0 0 1 2ПО l ПО l ПO lx t x V t l  , , ,         (17) 

где      1 1
0 0ПО ПОx x ,       2 2

0 0ПО ПОx x ,       0 0ПО l ПО lV V ,  
1 2l  ,  – независимые друг от друга гауссовские слу-

чайные величины с известными математическими ожи-

даниями  
0

lx ,  
0

lV , 1 2l  ,  и дисперсиями
0

2
x ,

0

2
V . С 

учетом (16) матрица ПО
iH  принимает вид: 

1 0 0 0

0 0 1 0
ПО
iH

 
   
 

.                       (18) 

Для описания ошибок НС введем шестимерный вектор 
состояния в виде             1 2 1 1 2 2

T
НС НС НС НСNS

i i i i i i ix x V x V      , , , , ,  

и будем полагать, что общая погрешность НС НС
iy  мо-

жет быть представлена в виде суммы постоянной и из-
менчивой составляющих 

НС НСy t y t    ( ) ( ) . 

В этом случае матрица НС
iH  будет определяться как 

1 0 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0

НС
iH

 
   
 

.             (19) 

При этом матрицу ковариаций НС
iR  шумов НС зада-

дим в виде      2 2
НС НСНСR diag

 
   

 
, . 

Формирующий фильтр (4) будет включать два блока. 
Один из них описывает постоянную составляющую в виде 

  0l  , 1 2l  , ,                         (20) 

где    0l  – независимые друг от друга случайные ве-

личины с известными одинаковыми дисперсиями 2
 . 

Второй блок описывает переменную составляющую 
   НС l НС ly x   . Этот блок зависит от типа используе-

мой НС. Рассмотрим два варианта. В одном из них 
предполагается, что ошибки НС носят колебательный 
характер и могут быть описаны с помощью узкополос-
ного марковского процесса, формирующий фильтр вто-
рого порядка для которого записывается как  

   

       

   

2 2

2 2

2

2

НС l НС l

НС l НС l НС l
НС НС НС

l
NS НС НС НС

x V

V x V

w

  
          

     




,

,

   (21) 

где    lw t , 1 2l  ,  – непрерывные независимые друг от 
друга гауссовские белые шумы единичной интенсивно-
сти, НС НС НС  , ,  – известные параметры.  

Во втором варианте предполагается, что ошибки НС 
носят нарастающий характер и при этом изменчивые 
составляющие погрешностей    НС l НС ly x    описыва-
ются в виде суммы линейного тренда и второго интегра-
ла от белого шума 

             0 0
0 0

t t
НС l НС l НС l l lx t x V t q w d dt



         ,   (22) 

где  
0 0 1 2НС lx l  , , ,        1 20 0НС НСV V ,  – незави-

симые друг от друга центрированные гауссовские слу-
чайные величины с известными одинаковыми диспер-
сиями 2

V . В этом случае можем записать: 
   

     

НС l НС l

НС l l l

x V

V q w

  

 




,

,
                       (23) 
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где    lw t  – непрерывные независимые друг от друга 
гауссовские белые шумы единичными интенсивностя-
ми,  lq  – известные параметры, 1 2l  , . 

При описании суммарной погрешности карты и изме-
рителя будем полагать, что она представляет собой сум-
му центрированного гауссовского белого шума с диспер-
сией 2

  и марковского процесса первого порядка x  с 

экспоненциальной функцией корреляции, дисперсия 2
  

и интервал корреляции  
K

  которой считаются извест-

ными. В этом случае процесс x  может быть представ-
лен в непрерывной форме с помощью соотношений: 

22x x 
        ,         1 K



  / ,    (24) 

где   – центрированный гауссовский белый шум еди-
ничной интенсивности.  

Необходимые выражения для формирующих филь-
тров, приведенных в разделе III, могут быть легко полу-
чены с учетом введенных моделей с использованием 
известных процедур дискретизации с заранее заданным 
интервалом t .  

IV. КРАТКОЕ ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМОВ 
При решении сформулированных задач навигации по 

ГФП крайне важной является не только точность вычис-
ления самих оценок, но и адекватность выработки харак-
теристик их точности в виде расчетных матриц ковариа-
ций. Алгоритмы, в которых расчетные и действительная 
характеристики точности согласованы, получили наиме-
нование состоятельных. Учитывая существенно нелиней-
ный характер рассматриваемых задач фильтрации, для 
построения состоятельных рекуррентных алгоритмов оце-
нивания, близких по точности к оптимальному алгоритму, 
требуется опираться на методы, позволяющие описывать 
апостериорную плотность, имеющую негауссовский мно-
гоэкстремальный характер, в частности на метод точечных 
масс и (или) последовательные методы Монте-Карло [9, 
26–29]. Не вдаваясь в подробное описание предлагаемых 
алгоритмов, заслуживающее отдельного рассмотрения, 
отметим лишь тот факт, что при их построении важной 
является возможность использования метода интегрирова-
ния по части переменных [19, 29–31]. При его использова-
нии в векторе оцениваемых параметров выделяется под-
вектор, при фиксации которого задача фильтрации для 
оставшегося подвектора сводится к линейной. В частно-
сти, при решении задачи коррекции в рамках инвариант-
ной постановки вектор ix  может быть представлен в виде 

   
TT TN L

i i i
    

x x x  , , где x xN НС
i i , L

i i
x x . Ясно, что при 

фиксации x xN НС
i i  задача фильтрации для другого 

L
i i

x x  сводится к линейной. В этом случае плотность 

 i ip x y /  может быть представлена в виде [30, 31] 

    N L N
i i i i i i ip / p / px y x y x x y   ( / , )  

В силу сделанных предположений плотность 
L N
i i ip x x y ( / , )  будет гауссовской, а плотность  N

i ip /x y  
может быть аппроксимирована в виде взвешенного 
набора дельта-функций [9, 19]:

 
 

    
1

K jN j N N
i i i i i

j

p /


     
 

x y x x  
( )

( )  

в котором  j
i  – веса, а   jN

ix
( )

 – выборка случайных 
векторов 1j K , ...,  (или набор фиксированных точек).  

С опирой на представление (26) может быть построен 
банк фильтров Калмана размерности Ln , см. [24]. 

В случае неинвариантной постановки задачи при оце-

нивании вектора          x x x x x x
TT T T T TПО НС ПО

i i i i i i
          

  в 

качестве N
ix  и L

ix  предлагается выбрать 

 N ПО
i ix x  L

i ix x  

В силу того что модель движения объекта казидетер-
минирована и задается с помощью 4-х параметров, плот-
ность  N

i ip /x y  целесообразно аппроксимировать с 
помощью фиксированного набора узлов, что приводит к 
использованию метода сеток [9] в качестве алгоритма 
оценивания. 

V. ПРИМЕРЫ И РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ  
С целью определения эффекта от учета априорной 

информации о траектории движения объекта ниже при-
ведены результаты моделирования, полученные при ре-
шении задачи в рамках двух представленных постано-
вок. Рассматривалась задача коррекции по гравитацион-
ному полю, карта которого задавалась с использованием 
модели EGM 2008 [32]. Средний модуль градиента гра-
витационного поля на моделируемом участке составлял 
0.9 мГал/км, а максимальное значение – 2.7 мГал/км. При 
моделировании вычислялись расчетная и действительная 
характеристики точности исследуемых алгоритмов в виде 
радиальных погрешностей оценок двух координат (ко-
рень квадратный из суммы квадратов двух составляющих 
погрешностей оценок) по методике, описанной в частно-
сти в работе [33]. Действительная и расчетная характери-
стики точности вычислялись с осреднением по 50-100 
реализациям. Основные параметры истиной траектории, 
моделей погрешности НС, модели суммарных погрешно-
стей карты и датчика поля приведены в табл. 1, 2 и 3. 
Интервал дискретизации составлял 60t   с, время про-
ведения обсервации – 50 мин. 

ТАБЛИЦА 1 ПАРАМЕТРЫ ИСТИНОЙ ТРАЕКТОРИИ 

Предполагаемые 
координаты 

Предполагаемая 
скорость 

Параметры модели (16) 

 1

0x   2
0x   1

0V   2

0V  
0x  

0V  

20.5 км 20.5 
км 

-2.85 
м/с 

-4.11 
м/с 

1 км 0.3 м/с 
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ТАБЛИЦА. 2. ПАРАМЕТРЫ ПОГРЕШНОСТЕЙ КОРРЕКТИРУЕМЫХ НС 

Посто-
янная 

состав-
ляющая 
погреш-
ности   

Уро-
вень 

шумов 
НС 

Колебательный  
характер НСy t ( )  

Нарастающий 
характер НСy t ( )  


   НС

i  НС  НС  
НС  

V     1 2q q
 

1 км 0.001 км 0.3 км 1/7200 с-1 5*10-3 
рад/с 

0.25м/с 0.001 
м/с2 

ТАБЛИЦА. 3. ПАРАМЕТРЫ СУММАРНОЙ ОШИБКИ КАРТЫ И ИЗМЕРИТЕЛЯ 


  

  
  

0.1 мГал 0.5 мГал 1/120  с-1 
 

В табл. 4 и 5 приведены значения радиальной по-
грешности для двух моделей ошибок НС при различных 
значениях неопределенности знания скорости объекта 

0V . Полученные при моделировании действительная и 
расчетная характеристики точности, полученные в рам-
ках инвариантного и неинвариантного подходов, позво-
ляют оценить эффективность использования априорной 
информации о траектории движения объекта в рассмат-
риваемой задаче. Из представленных данных следует, 
что при времени коррекции 50 мин привлечение модели 
движения объекта (16) позволяет повысить точность 
решения задачи при колебательном характере погрешно-
стей НС на 13% при точном задании скорости объекта и 
на 18% при неопределенности скорости объекта 0,3 м/с, 
для задачи коррекции при нарастающем характере по-
грешностей НС – на 23% и 32% соответственно. 

 
Рис. 1. Схема изолиний аномалий силы тяжести района и траектория 
движения объекта (зелёный) 

ТАБЛИЦА. 4. РАДИАЛЬНАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА ТОЧНОСТИ  
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОРРЕКЦИИ ПРИ КОЛЕБАТЕЛЬНОМ ХАРАКТЕРЕ 

ПОГРЕШНОСТЕЙ НС, КМ. 

И
зм

ер
е-

ни
е.

 Действительная / Расчетная , 

0
0V м с   

0
0 3V м с  .  

Инвар Неинвар Инвар Неинвар 
1 1.28/ 1.41 0.95/ 1.00 1.39 / 1.42 1.04 / 1.00 
10 1.23/ 1.35 0.95/ 0.92  1.37 / 1.33 1.00 / 0.91 
20 1.11/ 1.16 0.83/ 0.80 1.22 / 1.14 0.90 / 0.79 
30 1.03/ 1.07 0.72/ 0.72 1.15 / 1.04 0.77 / 0.71 
40 0.85/ 0.90 0.64/ 0.63 1.00 / 0.88 0.67 / 0.63 
50 0.59/ 0.68 0.51/ 0.48 0.74 / 0.67  0.60 / 0.50 
 

ТАБЛИЦА. 5. РАДИАЛЬНАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА ТОЧНОСТИ  
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОРРЕКЦИИ ПРИ НАРАСТАЮЩЕМ ХАРАКТЕРЕ 

ПОГРЕШНОСТЕЙ НС, КМ 

И
зм

ер
е-

ни
е.

 Действительная / Расчетная ,  

0
0V м с   

0
0 3V м с  .  

Инвар Неинвар Инвар Неинвар 
1 1.40/ 1.36 0.96/ 0.98 1.43 / 1.36 1.02 / 0.98 
10 1.36/ 1.30 0.89/ 0.91 1.32 / 1.30 0.95 / 0.92 
20 1.13/ 1.15 0.78/ 0.79 1.13 / 1.16 0.84 / 0.82 
30 0.99/1.13 0.72/ 0.70 1.16 / 1.13 0.78 / 0.76 
40 0.85/ 1.07 0.66/ 0.62 1.02 / 1.13 0.74 / 0.73 
50 0.74/ 0.88 0.53/ 0.50 0.90 / 0.95 0.61 / 0.59 
 
Важно также отметить, что в обоих случаях можно 

говорить о состоятельности алгоритмов, поскольку 
наблюдается высокая степень совпадения расчетной и 
действительной характеристик точности. 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ  
В отличие от традиционно используемого, инвари-

антного подхода при постановке задачи навигации по 
ГФП, при котором не привлекается информация о траек-
тории движения объекта, а показания корректируемой 
(опорной) НС выступают в качестве входных сигналов, в 
работе приведена постановка задачи в рамках неинвари-
антного подхода. Такая постановка позволяет при дли-
тельном характере проведения обсервации учесть име-
ющуюся априорную информацию о траектории движе-
ния объекта, задаваемую в виде соответствующей моде-
ли, и при этом использовать показания опорной НС 
наряду с показаниями датчика поля в качестве измере-
ний, поступающих в задачу фильтрации. 

Кратко описаны алгоритмы, позволяющие анализи-
ровать точность коррекции НС при решении задачи как 
при учете информации о траектории движения объекта, 
так и в случае, когда эта информация не используется в 
предположении квазидетерминированного характера 
модели движения объекта. 

Исследована эффективность привлечения информа-
ции о траектории для случая прямолинейного движения 
объекта с постоянной скоростью в зависимости от 
свойств ошибок опорной НС.  

Приведены предварительные результаты моделиро-
вания, показавшие эффективность привлечения априор-
ной информации при решении задачи навигации по 
ГФП. Так, погрешность выработки координат НС при 
коррекции с привлечением данных о траектории может 
быть снижена приблизительно на 18% при колебатель-
ном характере погрешностей НС и на 32% при нараста-
ющем характере погрешностей НС по сравнению со слу-
чаем, когда эта информация не привлекается. При этом 
существенно, что разработанные алгоритмы обеспечили 
совпадение расчетной и действительной характеристик 
точности, что говорит об их состоятельности. 

Следует обратить внимание, что эффективность при-
влечения информации о движении объекта существен-
ным образом зависит от соотношения временных свойств 
процессов, описывающих движение объекта, погрешно-
стей опорной НС и суммарных погрешностей карты и 
измерителя поля. Подробный анализ этой зависимости 
представляет предмет дальнейшего исследования, в част-
ности при отказе от предположения о квазидетерминиро-
ванном характере модели движения объекта. 
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Аннотация—Исследуются точностные характеристики 
определения местоположения летательного аппарата с 
использованием математического моделирования ошибок 
инерциальных микро-электромеханических датчиков для 
системы спутниковой посадки на подвижную платформу в 
условиях качки. 

Ключевые слова—посадка летательных аппаратов, 
глобальная навигационная спутниковая система, относи-
тельная навигация, микро-электромеханические датчики. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Стратегией развития авиационной промышленности 

России до 2035 года [1, 2] предусматривается создание 
беспилотных воздушных систем для связи, мониторинга 
и транспортировки грузов. 

Актуальной задачей как для пилотируемых, так и для 
беспилотных летательных аппаратов (ЛА), является за-
дача обеспечения безопасной посадки, успешность кото-
рой обусловлена, в том числе, радиотехническим осна-
щением аэродромов. На больших аэродромах граждан-
ской авиации в настоящее время установлены инстру-
ментальные системы посадки типа ILS (instrument landing 
system), радиолокационные системы типа РСП (радиоло-
кационная система посадки); на государственных аэро-
дромах установлены системы посадки типа ПРМГ (поса-
дочная радиомаячная группа); на больших авианесущих 
кораблях ВМФ РФ устанавливаются системы посадки 
типа ПРЛК (посадочный радиолокационный комплекс) и 
MLS (microwave landing system) [3, 4, 5]. 

В настоящее время основным направлением развития 
систем посадки является использование решений на базе 
глобальных навигационных спутниковых систем (ГНСС) 
с функциональными дополнениями (GBAS/ЛККС, 
SBAS) [3]. Широкому внедрению таких систем способ-
ствует высокая точность определения навигационных 
параметров ЛА, низкие требования к погодным услови-
ям при эксплуатации, глобальность зоны действия, а 
также относительно невысокая стоимость бортового и 
наземного оборудования. Для повышения точности, не-
прерывности и целостности информации системы спут-

никовой посадки (ССП) в составе оборудования активно 
внедряются малогабаритные бесплатформенные инерци-
альные навигационные системы (БИНС) на основе дат-
чиков построенных по технологии микро-
электромеханических систем (МЭМС). 

Задачи посадки ЛА на стационарные посадочные 
площадки, платформы и аэродромы с использованием 
ГНСС, GBAS/ЛККС, SBAS к настоящему времени до-
статочно подробно изучены и широко внедряются в 
гражданской авиации [3]. Применение малогабаритных 
БИНС, выполненных на МЭМС датчиках, в бортовом 
оборудовании так же широко обсуждается и имеет мно-
жество реализаций. В то же время, задача посадки на 
подвижную посадочную платформу в условиях качки с 
применением относительной навигации по данным 
ГНСС к настоящему времени изучена недостаточно. 

Целью работы является оценка ошибок определения 
местоположения ЛА, обусловленных погрешностями 
стабилизации синтетической глиссaды в ССП при моде-
лировании случайного дрейфа нулевого значения МЭМС 
датчиков и различных расположений антенны ГНСС и 
расчётной точки посадки (РТП) для определения воз-
можности автоматической посадки ЛА на подвижную 
платформу в условиях качки. 

II. ТОЧНОСТЬ НАВИГАЦИОННОГО РЕШЕНИЯ ГНСС  
В ОТНОСИТЕЛЬНОМ РЕЖИМЕ 

Для определения необходимой точности стабилиза-
ции точки посадки (то есть точки пересечения глиссады 
с плоскостью посадочной площадки) при использовании 
синтетической глиссады в ССП с относительным режи-
мом определения дальности и боковых отклонений ЛА 
от глиссады, необходимо задать максимальные допусти-
мые ошибки определения координат местоположения 
точки посадки (ТП). На стационарном основании эти 
ошибки связаны только с погрешностями навигационно-
го решения приёмника ГНСС. 

На подвижном основании антенна ГНСС и точка по-
садки всегда разнесены на некоторое расстояние друг от 
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друга как в горизонтальной плоскости, так и по высоте. 
Антенну ГНСС устанавливается как можно выше, чтобы 
избежать затенения небесной полусферы над антенной 
конструкциями самой платформы. При наклоне плат-
формы эти расстояния становятся плечом взаимного 
смещения точки посадки и фазового центра антенны 
(ФЦА) ГНСС в координатах местного горизонта. Для 
измерения углов наклона целесообразно применять 
инерциальные датчики МЭМС типа. 

Учитывая тот факт, что суммарная погрешность из-
мерений местоположения БЛА в ССП должна соответ-
ствовать, как минимум, требованиям для категории III 
[3], составляющим по горизонтальным координатам не 
более 6 м, а по вертикальным – не более 2 м с вероятно-
стью 0,95, и принимая во внимание, что погрешности 
измерения в относительном режиме ГНСС составляют 
0,2 м по горизонтальным координатам и 0,5 м по высоте 
с вероятностью 0,95 [6], можно утверждать, что допол-
нительная погрешность, вносимая в определение место-
положения ЛА за счёт ошибок инерциальных датчиков, 
влияющих на точность стабилизации глиссады, не долж-
на превышать 5.9 м по горизонтальным координатам и 
1.9 м по высоте с вероятностью 0,95. 

III. ВЛИЯНИЕ КАЧКИ НА ОШИБКИ МЕСТООПРЕДЕЛЕНИЯ 
Для оценки предельных значений отклонений рас-

смотрим качку, как совокупность линейных и угловых 
колебаний. Линейные колебания могут происходить как 
в вертикальной плоскости, так и в горизонтальной, при 
этом происходит смещение центра тяжести платформы 
со всем находящимся на ней оборудованием. Такие 
смещения легко регистрировать при помощи приёмника 
ГНСС с одной антенной. Точность определения этих 
смещений полностью зависит от точности навигацион-
ного решения приёмника ГНСС. Второй вид колебаний – 
угловой. Угловые колебания платформы, в общем слу-
чае, происходят также вокруг всех трёх ортогональных 
осей: крен, дифферент, рыскание. Крен и дифферент 
вызывают отклонение вертикальной оси. Будем рассмат-
ривать процесс качки, амплитуда углов крена и диффе-
рента при которой не превышают 15˚ и 5˚ соответствен-
но. Качка с креном до 15˚ обычно не вызывает смещение 
центра тяжести [7], что обеспечивает линейность описа-
ния воздействующих сил и равномерность процесса кач-
ки. Угловые колебания платформа вокруг вертикальной 
оси имеют незначительную амплитуду и достаточно 
большой период, что делает практически невозможным 
адекватное измерение этих колебаний без применения 
датчиков навигационного класса точности, к которым 
датчики МЭМС типа не относятся. Если курсовое 
направление платформы выдерживается постоянным, то 
смещения ФЦА относительно ТП платформы будут вы-
званы качанием платформы только по углам крена и 
дифферента. Выражения для преобразования смещений 
из связанной системы координат (ССК) в местную гори-
зонтальную систему координат (ГСК) имеют вид [8]: 

 0
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где ΔX, ΔY, ΔZ – компоненты вектора смещения в ГСК, Δr, 
Δp, Δy – компоненты вектора смещения в CСК, Sr и Cr – 
синус и косинус угла крена, Sp и Cp – синус и косинус 
угла дифферент. 

Таким образом при формировании синтетической 
глиссады смещение ФЦА относительно ТП в ГСК стано-
вится дополнительной ошибкой определения координат 
ЛА в режиме относительной навигации. Эти линейные 
смещения являются функциями углов крена и дифферента. 

В условиях качки с низкой динамикой изменения уг-
лов крена и дифферента, углы можно измерить посред-
ствам инклинометра, построенного на триаде микроме-
ханических акселерометров, так как тангенциальные и 
центростремительные ускорения незначительны. Для 
условий с высокой динамикой угловых движений при 
качке требуется применение датчиков угловой скорости 
с целью учёта негравитационных ускорений, что значи-
тельно усложняет алгоритмы обработки. Для определе-
ния углов крена и дифферента используются выражения: 
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где ar, ap, ay - составляющие проекции вектора кажу-
щегося ускорения на оси ССК, roll – истинный угол кре-
на, pitch – истинный угол дифферента. 

Рассмотрим ошибки МЭМС акселерометров. Все 
сборки инерциальных датчиков должны проходить про-
цедуру калибровки для расчёта температурных смеще-
ний, нулевых показаний, масштабного коэффициента в 
диапазоне измерений, а также углов неортогональности. 
В процессе калибровки невозможно устранить ошибки 
измерений, которые вызваны случайным дрейфом нуле-
вого значения как от запуска к запуску (повторяемость), 
так и внутри каждого запуска (нестабильность). Дрейф 
нуля от запуска к запуску для датчиков МЭМС типа, как 
правило, превышают вдвое и более величину нестабиль-
ности нулевого значения по вариациям Аллана в запуске 
[9, 10] и варьируется от 0,1 mg до 100 mg для современ-
ных МЭМС датчиков. 

Для оценки ошибки углов наклона платформы ис-
пользуем выражения (2), представив входящие в них 
параметры в виде истинного значения и случайной 
ошибки: 
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где aΔ – случайный сдвиг нуля датчиков ускорения, roll’ – 
измеренный угол крена, pitch’ – измеренный угол диф-
ферента. 

Ошибка определения углов крена и дифферента при 
качке в заданных пределах изменения углов наклона 
платформы определяется модулем разности углов полу-
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ченных в соответствии с выражениям (2) и (3). Результа-
ты расчёта указанных ошибок приведены на рисунке 1. 

 
а)                                                                   б) 

Рис. 1. Распределения ошибки углов при случайном смещении нуля 
датчиков ускорения на 10 мg. а) Ошибка угла дифферента. б) Ошибка 
угла крена 

Рассмотрим три диапазона повторяемости сдвига ну-
ля датчиков ускорения: 0,001 g, 0,01 g, 0,1 g. При расчё-
тах используем максимальные значения отклонений по 
углам крена и дифферента для каждого диапазона по-
вторяемости сдвига нуля. 

Величины среднеквадратической погрешности (СКП) 
определения местоположения в зависимости от расстоя-
ния от антенны ГНСС до РТП и от значения повторяе-
мости сдвига нуля акселерометров приведены на рис.2-5. 
Пунктирной линией на рисунках отмечен допустимые 
СКП при выполнении автоматической посадки в соот-
ветствии с категорией III. 

 
Рис. 2. СКП координат в местной ГСК в зависимости от расстояния 
от РТП до ФЦА ГНСС в плоскости посадочной площадки. 

 
Рис. 3. СКП высоты в местной ГСК в зависимости от расстояния от 
РТП до ФЦА ГНСС в плоскости посадочной площадки 

 
Рис. 4. СКП координат в местной ГСК в зависимости от расстояния 
от РТП до ФЦА ГНСС по нормали к плоскости посадочной площадки. 

 
Рис. 5. СКП высоты в местной ГСК в зависимости от расстояния от 
РТП до ФЦА ГНСС по нормали к плоскости посадочной площадки. 

По графикам на рис. 2-5 можно определить мини-
мальную необходимую точность датчиков, в части сово-
купного случайного дрейфа нулевого значения, в зави-
симости от размещения антенны ГНСС на посадочной 
платформе. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Определены ошибки определения местоположения 

ЛА в спутниковой системе посадки на подвижную плат-
форму при использовании МЭМС акселерометров раз-
личного класса точности для стабилизации посадочной 
глиссады. 

Приведены требования к МЭМС датчикам для мини-
мизации влияния подвижности платформы на точност-
ные характеристики ССП. 

Полученные результаты могут быть использованы 
для разработки рекомендаций по размещению антенны 
ГНСС и выбору МЭМС акселерометров для обеспечения 
заданных требований к точности местоположений при 
построении системы спутниковой посадки ЛА на по-
движную платформу. 
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Аннотация—В работе описывается локальная радио-
навигационная система, основанная на дальномерных 
измерениях. Обсуждаются принципы определения коор-
динат на основе корреляционной обработки дальномерных 
кодовых радиосигналов, передаваемых локальными ра-
диомаяками. Описан макет локальной радионавигацион-
ной системы, приведены результаты первых эксперимен-
тов по определению координат с её помощью. 

Ключевые слова—радионавигация, дальномерные коды. 

I. ВВЕДЕНИЕ  
В настоящее время использование глобальных нави-

гационных спутниковых систем (ГНСС) для решения 
как навигационных, так и геодезических задач получило 
широкое распространение во многих областях человече-
ской деятельности. Многие отрасли науки, техники и 
военного дела в значительной степени зависят от рабо-
тоспособности спутниковых навигационных систем. С 
другой стороны, практическое использование ГНСС вы-
явило их критическую уязвимость в условиях радио-
электронной борьбы (РЭБ) как в военном, так и даже в 
гражданском применении. С развитием спутниковой 
навигации появились приёмники, технологии и алгорит-
мы, позволяющие в той или иной степени решать нави-
гационную задачу в условиях РЭБ, но, к сожалению, в 
настоящее время они вряд ли дадут гарантированный 
результат. Основной причиной уязвимости ГНСС явля-
ется низкая мощность спутниковых навигационных сиг-
налов по причине того, что источник энергии навигаци-
онных космических аппаратов состоит исключительно 
из солнечных батарей, что ограничивает мощность пере-
датчика, в обозримом будущем ситуация не изменится. 
Кроме того, существуют ситуации, когда навигационный 
сигнал ГНСС может быть недоступен из-за особенно-
стей местности, таких как горный рельеф или плотная 
городская застройка. 

В целях снижения уязвимости ГНСС в последнее 
время было применено несколько подходов. Это: тради-
ционная астронавигация, основанная на современных 
технологических достижениях, таких как автоматиче-
ские зенитные камеры и теодолиты, корреляционно-
экстремальные методы определения координат, инерци-
альные навигационные системы, а также глобальные и 
локальные наземные радионавигационные системы. 
Каждая из этих технологий имеет свои преимущества и 
недостатки. Принципиальным недостатком астронавига-
ции является зависимость от чистого неба, в то же время 

эти системы вряд ли могут быть нарушены средствами 
радиоэлектронной борьбы. Корреляционно-экстре-
мальные методы также пассивны, но для них требуются 
точные модели рельефа, гравитационного и/или магнит-
ного поля, которые пока не существуют с удовлетвори-
тельной точностью. Инерциальные навигационные си-
стемы автономны, но их точность со временем снижает-
ся из-за дрейфа гироскопа. Глобальные навигационные 
системы наземного базирования уязвимы для РЭБ, хотя 
и в меньшей степени, чем ГНСС, а также их точность не 
соответствует современным требованиям. В этой статье 
мы сосредоточились на локальной радионавигации. Та-
кого рода системы, поскольку они активны, также могут 
быть объектом радиоэлектронной борьбы, но эта уязви-
мость может быть уменьшена их мобильностью и воз-
можностью быстрой настройки. Таким образом, локаль-
ная радионавигационная система может быть быстро 
развернута в заданном районе и, после решения постав-
ленной задачи, так же быстро удалена. Кроме того, не-
сущие частоты могут быть быстро изменены. Оба эти 
фактора делают локальную навигационную систему ме-
нее уязвимой для радиоэлектронной борьбы, чем гло-
бальную навигационную систему, как спутниковую, так 
и наземную. 

II. СОСТАВ И ФУНКЦИОНАЛ СИСТЕМЫ 

A. Существующие и разрабатываемые локальные 
радионавигационные системы 
Из литературы известно, что на Западе ведутся рабо-

ты по созданию новых радионавигационных систем 
наземного базирования. В качестве примера можно рас-
сматривать давно функционирующую французскую си-
стему DORIS, которая состоит из наземных радиомая-
ков, передающих радиосигналы с временным кодом для 
определения положения объекта, оснащенного специ-
альным приемным устройством. Хотя система DORIS в 
первую очередь предназначена для космической навига-
ции, она также может быть использована для определе-
ния местоположения объекта, находящегося на Земле. 

В Соединенных Штатах Америки в рамках программы 
"Информация о пространстве, времени и ориентации в 
оспариваемых условиях" (Spatial, Temporal, and Orientation 
Information in Contested Environments - STOIC) [1], под-
держиваемой Агентством перспективных исследователь-
ских проектов Министерства обороны (DARPA), разраба-
тывается наземная радионавигационная система, работа-
ющая в диапазоне очень низких частот. Эта программа 
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имеет в первую очередь военное значение. Предполагает-
ся, что особенности диапазона очень низких частот сде-
лают невозможным глушение или подделку навигацион-
ного сигнала. Предполагается, что система STOIC будет 
иметь глобальный или почти глобальный охват. 

Кроме того, были созданы другие наземные радиона-
вигационные системы, такие как Locata [2,3,4] или 
NextNav [5], предназначенные для предоставления услуг 
позиционирования и навигации в отсутствие сигнала 
ГНСС. Эти системы имеют скорее коммерческое назна-
чение, предназначены для работы в условиях плотной 
городской застройки. Они предполагают развертывание 
радиомаяков, сигналы которых либо дополняют сигнал 
ГНСС, либо работают независимо от ГНСС. Поскольку 
эти системы предназначены для местной навигации, ра-
диомаяки имеют довольно небольшую дальность дей-
ствия, около 10 км. Обычно они устанавливаются на 
вышках или крышах зданий. Поскольку эти системы 
имеют в первую очередь коммерческое значение и пред-
назначены для замены ГНСС в условиях пересеченной 
местности или городской застройки, а не в условиях по-
давления сигнала или его подмены (спуфинга), в них 
обычно используются приемники ГНСС для синхрони-
зации по времени и частоте. 

B. Принципиальные основы построения системы 
Представленный в этой статье прототип локальной 

радионавигационной системы разработан в соответствии 
со следующими принципами: 

1. Система основана на компактных автономных ра-
диомаяках, передающих навигационные дальномерные 
кодовые радиосигналы. 

2. Каждый маяк включает в себя автономный ком-
пактный стандарт времени и частоты со стабильностью, 
которая позволяет решать навигационные задачи с тре-
буемой точностью. 

3. На основе приема радиосигналов от нескольких 
радиомаяков в точке, расположенной в зоне их действия, 
можно определить координаты точки, а также время. 

4. Частота несущего радиосигнала может варьиро-
ваться в довольно широком диапазоне в соответствии с 
заранее установленным правилом. 

5. Радиомаяки должны быть достаточно компактны-
ми и мобильными для оперативного развертывания в 
заданном районе. 

Общая конструкция системы основывается на кон-
струкции существующих ГНСС. Радиомаяки закрепля-
ются на поверхности с помощью стабильных неподвиж-
ных объектов, таких как бетонные столбы или здания, в 
точках с известными координатами. Каждый маяк излу-
чает радиосигнал, на общей несущей частоте, модулиро-
ванный уникальным псевдослучайным кодом. Мобиль-
ный приемник принимает сигналы от всех маяков, демо-
дулирует их и соотносит с дальномерными кодами, ко-
торые генерируются в приемнике. Корреляционный ана-
лиз позволяет определить время прохождения излучения 
от каждого радиомаяка до приемника. Это время про-
хождения, умноженное на скорость света, дает псевдо-
дальности между маяками и приемником. Затем по этим 
псевдодальностям координаты приемника вычисляются 
стандартными методами, используемыми в ГНСС. 

C. Состав системы 
Радиомаяк состоит из радиомодуля, вычислительного 

модуля, стандарта времени и частоты и источника пита-
ния. Радиомодуль формирует сигнал на несущей частоте, 
синхронизированный со стандартом частоты, модулиру-
ет сигнал с помощью дальномерного кода и передает его 
с помощью всенаправленной антенны. Вычислительный 
модуль управляет радиомодулем и снабжает его дально-
мерным кодом для модуляции сигнала. Вычислительный 
модуль также синхронизирован со стандартом времени. 

Конструкция приемника аналогична конструкции мая-
ка, но в качестве вычислительного модуля используется 
портативный компьютер (ноутбук), поскольку корреляци-
онный анализ довольно ресурсоемкий. Ноутбук подклю-
чен к радиомодулю с помощью кабеля. Он загружает де-
модулированный дальномерный код из радиомодуля, вы-
полняет корреляционный анализ и отправляет вычислен-
ную псевдодальность обратно в радиомодуль для предсто-
ящей демодуляции. Таким образом, вычислительный мо-
дуль работает совместно с радиомодулем в цикле. 

Развертывание системы заключается в выборе точек 
для установки маяков. Координаты этих точек должны 
быть известны или определены заранее любым другим 
способом. После установки маяков они начинают излу-
чать навигационные сигналы, и система готова к исполь-
зованию. Приемник можно размещать и перемещать в 
любом месте, в зоне видимости маяков. После определе-
ния координат приемника систему можно отключить и 
быстро демонтировать. Установка и демонтаж всей си-
стемы может занять от нескольких минут до пары часов. 
Также несущая частота может быть оперативно измене-
на для защиты системы от средств РЭБ. 

 
Рис. 1 Маяк: Принципаильная электрическая схема 

 
Рис. 2 Внутренний вид устройства радиомаяка  
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III. ПРАКТИЧЕСКАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ 
Созданный в настоящее время прототип радионави-

гационного маяка состоит из программно-определяемой 
радиосистемы (LimeSDR производства Lime Microsys-
tems), управляющего микрокомпьютера (Raspberry Pi4 
Model B) и подсистемы электропитания. Плата LimeSDR 
имеет диапазон частот от 100 кГц до 3,8 ГГц и полосу 
пропускания 61,44 МГц. В нашей работе мы используем 
несущий сигнал с частотой 2 ГГц. Этот несущий сигнал 
модулируется дальномерным кодом с использованием 
модуляции с фазовой манипуляцией. Требуемая полоса 
пропускания составляет 20 МГц. 

Кроме того, схема радиомаяка включает в себя 
ГНСС-приемник, используемый для синхронизации 
временных шкал радиомаяков. Это временное решение. 
Поскольку приемник ГНСС уязвим к РЭБ, это может 
привести к неработоспособности всей системы при 
наличии помех и/или подмены. В будущем планируется 
использовать стандарт времени и частоты, основанный 
на сгруппированных рубидиевых стандартах, для хране-
ния шкалы времени и частоты маяка. Такой стандарт в 
настоящее время находится в стадии разработки. 

 

Рис. 3 Внешний вид радиомаяка  

Оборудование собрано в корпусе размерами 
240×160×90 мм, на верхней панели корпуса установлена 
дипольная антенна длиной 19 см. Принципиальная элек-
трическая схема маяка показана на рис. 1. Расположение 
компонентов показано на рис. 2, внешний вид устрой-
ства в сборе - на рис. 3. 

Как уже упоминалось выше, алгоритм функциониро-
вания системы практически заимствован из системы GPS. 
Прототип основан на схеме множественного доступа с 
разделением кода (CDMA). Практически это означает, 
что все маяки излучают сигналы на одной и той же ча-
стоте, но каждый маяк имеет свой уникальный дально-
мерный код. В то же время дальномерный код заимство-
ван из ГЛОНАСС и основан на M-последовательностях. 
Уникальная M-последовательность четвертого порядка 
генерируется для каждого радиомаяка вычислительным 
модулем и затем передается в радиомодуль для модуля-
ции сигнала несущей. 

Поскольку программное обеспечение для приемника 
на базе LimeSDR еще не было готово, приемник был 

реализован с помощью другой программно-
определяемой радиосистемы, а именно USRP B210, ко-
торая поставляется с программным обеспечением для 
приема сигнала ГНСС с открытым исходным кодом. 
Программное обеспечение было разработано в соответ-
ствии с функционалом прототипа. Корреляционный ана-
лиз выполняется на ноутбуке, подключенном к плате 
USRP по каналу Gigabit ethernet. Ноутбук подключен к 
радиомодулю с помощью кабеля. Первоначально он вы-
числяет априорные значения псевдодальностей, генери-
рует копии дальномерного кода и отправляет их в ради-
омодуль. Радиомодуль, в свою очередь, выполняет 
оцифровку и демодуляцию принятого сигнала и генери-
рует синфазные и квадратурные выборки, которые от-
правляются обратно на портативный компьютер. Ноут-
бук выполняет корреляционный анализ полученных вы-
борок и вычисляет уточненные значения псевдодально-
стей, которые отправляются обратно в радиомодуль, 
формируя таким образом цикл обработки. 

На основе программно-определяемых радиосистем 
была разработан и собран макет системы, состоящий из 
четырех радиомаяков и приемного устройства. Была про-
демонстрирована принципиальная работоспособность 
системы. В то же время были выявлены её недостатки. 
Основной проблемой, ограничивающей использование 
системы и ее точность, являются многочисленные переот-
ражения в ближней зоне. Таким образом, для повышения 
надежности и точности системы должны быть реализова-
ны алгоритмы фильтрации переотраженных сигналов, как 
это делается в современных системах ГНСС. В результате 
точность определения координат такой системы может 
быть доведена до первых сантиметров, в то время как су-
ществующий макет демонстрирует характеристики точ-
ности на уровне нескольких метров. 

IV. ПЕРВЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 
На базе Государственного морского университета в 

Новороссийске был проведен тестовый эксперимент по 
определению координат подвижной точки относительно 
стационарных маяков с известными координатами. Для 
этой цели были выбраны четыре точки, точные коорди-
наты каждой в системе WGS-84 были определены с по-
мощью ГНСС. После этого в каждой из точек был уста-
новлен и запущен радиомаяк. Далее приемное устрой-
ство было последовательно установлено в девяти точках 
вблизи радиомаяков, на расстоянии не более одного ки-
лометра от них. Во время эксперимента между маяками 
и приемником не было никаких зданий или деталей ре-
льефа. Сеанс измерения был проведен в каждой из девя-
ти точек. Во время каждого сеанса измерений регистри-
ровались синфазная и квадратурная составляющие всех 
принятых навигационных радиосигналов. Корреляцион-
ная обработка измерений, а также решение навигацион-
ной задачи выполнялись в режиме постобработки. На 
рис. 4 показана схема эксперимента. 

Измерения в первой точке не могли быть обработаны 
из-за наличия мощного сигнала на частотах 1575 и 1602 
МГц (спуфинг), который отключил модули ГНСС как на 
маяках, так и на приемном устройстве, что сделало не-
возможной синхронизацию шкалы времени и опорной 
частоты маяка. Измерения в остальных восьми точках 
обрабатывались только в ручном режиме из-за наличия 
многочисленных переотраженных сигналов от окружа-
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ющих зданий и сооружений и от рельефа местности. Од-
новременно в каждой точке были проведены двухча-
стотные измерения ГНСС для контроля результатов. 

 
Рис. 4. Схема эксперимента. Маяки показаны красными треугольни-
ками, точки установки приёмника синими треугольниками 

При выполнении тестовых измерений были выявле-
ны две основные проблемы. Во-первых, несовершенная 
синхронизация, которая несколько раз терялась из-за 
спуфинга. Вторая проблема заключалась в приеме боль-
шого количества переотраженных сигналов, что снизило 
конечную точность. 

Тем не менее, измерения в других восьми точках бы-
ли успешно обработаны и координаты точек были опре-
делены. Сравнение с измерениями ГНСС показало точ-
ность определения широты и долготы в пределах 1,7 
метра. Высоты в точках не были определены из-за не-
полноты программного обеспечения. Это будет исправ-
лено в будущем. В целом, достигнутая точность не хуже 
точности одночастотного ГНСС-приемника. Будущая 
работа над более стабильным стандартом времени и ча-
стоты, а также над фильтрацией переотраженных сигна-
лов может еще больше повысить точность определения 
координат. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Разработан макет локальной радионавигационной си-

стемы на базе унифицированных блоков радиомаяков и 

приемника. Система может быть быстро развернута на 
земле для формирования навигационного поля в радиусе 
нескольких километров. Тестовый эксперимент показал 
принципиальную возможность определения координат 
подвижных объектов с точностью не хуже нескольких 
метров. Все аппаратные компоненты комплекса доступ-
ны на открытом рынке и основаны на технологиях, ко-
торые продемонстрировали свою надежность и эффек-
тивность. Основным недостатком комплекса является 
использование им ГНСС для синхронизации шкалы вре-
мени и опорной частоты. Чтобы устранить этот недоста-
ток, маяки должны быть оснащены независимым источ-
ником (хранителем) временной шкалы и частоты. В 
настоящее время разрабатывается хранитель времени и 
частоты на основе трех рубидиевых генераторов. Другой 
проблемой являются переотраженные сигналы, прини-
маемые приемником. Даже на открытой местности по-
стоянно принимается множество переотраженных сиг-
налов. Современные приемники ГНСС используют алго-
ритмы, предназначенные для фильтрации переотражен-
ных сигналов. К сожалению, эти алгоритмы в основном 
проприетарныые и не опубликованы в открытой литера-
туре, за исключением основных принципов. Таким обра-
зом, чтобы повысить точность системы до нескольких 
сантиметров, следует разработать и использовать подоб-
ный алгоритм фильтрации. Так же, будет обновлено про-
граммное обеспечение приемника для определения вы-
сот, а также широт и долгот. 
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Аннотация—Дана постановка и решение задачи оце-
нивания состояния, параметров и дробного порядка дроб-
ных динамических систем. Представлены расширенный и 
ансцентный дробные фильтры калмановского типа. При-
водятся иллюстрирующие примеры использования обоб-
щенного и ансцентного фильтров Калмана дробного по-
рядка.   

Ключевые слова—дробный фильтр Калмана, обобщен-
ный фильтр, ансцентный фильтр, оценивание, состояние, 
параметр, порядок, навигационная информация. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Оптимальные и адаптивные алгоритмы фильтрации 

калмановского типа широко используются для обработ-
ки сигналов и навигационных данных [1–4]. При этом 
также было установлено, что исчисление дробного по-
рядка является эффективным инструментом обработки 
сигналов [5, 6]. В частности, алгоритм фильтра калма-
новского типа был обобщен для многих классов динами-
ческих систем дробного порядка [7–9]. Поэтому одним 
из весьма перспективных направлений является исполь-
зование этих алгоритмов для оценки переменных состо-
яния и параметров систем с динамикой дробного поряд-
ка применительно к задачам обработки навигационных 
данных. Учет фрактальных свойств и динамики дробно-
го порядка позволяет добиться успеха при создании бо-
лее качественных математических моделей систем и 
датчиков. В частности, это улучшение для обработки 
навигационной информации было предложено в наших 
работах [10–14].  

Поэтому целью настоящей статьи является описание 
особенностей использования дробных фильтров Калмана 
(ФК) для оценки состояния и параметров дробных дина-
мических систем, применительно к обработке навигаци-
онной информации. Важным является идентификация 
дробного порядка динамической системы.  

II. ПОСТАНОВКА И РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ОЦЕНИВАНИЯ 
Необходимо оценить n -мерный вектор состояния 

динамической системы T
niii xx ]...[ 1x , ...,2,1i  по 

m -мерному вектору измерений T
miii yy ]...[ 1y , 

исходя из условия минимизации заданного критерия. В 
состав вектора состояния может входить и u -мерный 

вектор неизвестных и подлежащих идентификации па-
раметров системы T

uiii aa ]...[ 1a .  

В таблице 1 приведена постановка и решение задачи 
оценивания дробных нелинейных динамических систем 
с использованием обобщенного фильтра Калмана дроб-
ного порядка (Fractional Extended Kalman Filter, FEKF)  
[7, 14]. Для математического описания систем дробного 
порядка конечная разность первого порядка 

1
1

 iii xxx  обобщена на разность любого нецелого 
порядка ix  в соответствии со следующим определе-
нием разности дробного порядка Грюнвальда-
Летникова [7–9]:  
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где R  – порядок дробной разности, R  – множество 
действительных чисел, h  – интервал выборки, который 
принимается в дальнейшем равным 1 и i  – номер отсче-
та, для которого вычисляется разность. Параметр 
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В случае, когда число уравнений системы равно N , а 
дробные порядки уравнений N ,...,1 ,  
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Следует заметить, что при 1...21  N  вы-
ражения обобщенного и дробного обобщенного ФК сов-
падают. 
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Постановка задачи фильтрации 
Обобщенная дискретная нелинейная стохастическая система 

дробного порядка 

Вектор состоя-
ния 

iiii wxФxγ   )( 1  





i

j
jij

j
ii

1

)1( xγxx γ  

Измерения   iiii vxsy  )(  
Начальные 
условия ].)ˆ)(ˆ[(, 000000

TN E xxxxPx R  
Порождающие 
шумы iij

T
jii E Qwww  }{,0  

Шумы измере-
ния iij

T
jii E Rvvv  }{,0  

Взаимная 
корреляция 0}{;0}{};{ 00  T

i
T
ii

T
i EEE vxvwwx  

Функции, 
матрицы 

 )(),( 1 iiii xsxΦ n - и m -мерные нелиней-
ные вектор-функции,  

,)()ˆ(
1ˆ

1 nn
i

i
iii 













xx
xx x

xФxФФ

nm
i

i
iii 










xx
xx x

xsxHH
~

)()~(  

mmpp ii  RQ ,  

Минимизиру-
емый критерий 

))(ˆ())(ˆ(, iii
T

iiii ii
EJ YxxYxxYx  , 

TT
i

TT
i ),...,,( 21 yyyY   

Решение задачи фильтрации
 

Дробный обобщенный ФК
 

Прогноз 

),ˆ(~
1

  iii xΦx  





 

i

j
jij

j
ii

1

,ˆ)1(~~ xγxx
 

Матрица кова-
риаций оши-
бок прогноза 









i

j

T
jjij

i
T

iiii

2

111

,

)()(~

γPγ

QγΦPγΦP xx

 

Оценка )]~([~ˆ iiiiii xsyKxx 
 

Коэффициент 
усиления 

1тт )~(~  iiiiiii RHPHHPK xxx
 

Матрица кова-
риаций оши-
бок оценива-
ния 

iiii PHKIP x
~)( 

 

III. ПРИМЕР ОЦЕНИВАНИЯ СОСТОЯНИЯ  
И НЕИЗВЕСТНОГО ПАРАМЕТРА СИСТЕМЫ 

Необходимо совместно оценить скалярную перемен-
ную ix  и неизвестный параметр ia по зашумленным из-
мерениям iy  вида iii vxy  . Это приводит к нелиней-
ной системе. Система определена следующими выраже-
ниями: 
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Параметры дробного обобщенного фильтра Калмана, 
используемого в примере, следующие: 
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Для представленной системы проведено совместное 
оценивание и дано сравнение результатов для обобщен-
ных фильтров Калмана целого и дробного порядков для 
различных значений нецелого порядка 1 : 0,5; 1; 
1,6. Результаты совместной оценки показаны на рис. 1–2. 

При 1  обобщенный ФК совпадает с дробным 
обобщенным ФК. Обобщенный ФК позволяет получить 
оптимальное решение только для этого значения   и не 
является оптимальным при других значениях  . В об-
щем случае, когда 1  оптимальная оценка и матрица 
ковариации для ошибки оценивания определяются с по-
мощью выражений для обобщенного фильтра Калмана 
дробного порядка. 

При 5,0  точность оценки неизвестного параметра 

ia  с помощью дробного обобщенного ФК выше, чем для 
обобщенного ФК. Точности оценки координат для срав-
ниваемых фильтров близки. 

При 6,1  точности оценки параметра близки. 
Точность оценки координаты у дробного ФК значи-
тельно выше.  

 

Рис. 1. Оценивание x 

 

Рис. 2. Оценивание параметра a 

IV. ПРИМЕР ОЦЕНИВАНИЯ СОСТОЯНИЯ И ДРОБНОГО 
ПОРЯДКА СИСТЕМЫ 

Необходимо совместно оценить скалярную перемен-
ную ix  и дробный порядок системы   по зашумленным 
измерениям iy  вида iii vxy  . Это приводит к нели-
нейной системе. 
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Данный пример иллюстрирует использование и 
сравнение дробного обобщенного и дробного ансцент-
ного (Fractional Unscented Kalman Filter, FUKF) филь-
тров Калмана. Для решения совместного оценивания 
переменных состояния и дробного порядка в случае 
дробного ансцентного ФК рассматривается схема двой-
ного оценивания, содержащая два фильтра [4, 8]. Для 
простоты рассмотрим скалярную модель переменной 
состояния постоянного дробного порядка. 

ТАБЛИЦА 2. СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ АЛГОРИТМА АНСЦЕНТНОГО ФИЛЬТРА 
КАЛМАНА ДРОБНОГО ПОРЯДКА 

Постановка задачи фильтрации 
Скалярная система дробного порядка 

Вектор состояния 
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Здесь коэффициенты ансцентного преобразования W 
равны: 

 LW m /)(
0 , )21()/( 2)(

0  LW c , 
))(2/(1)()(  LWW c

i
m

i ,  

где  L , LkL  )(2  – параметр масштаби-
рования, L – размерность состояния,   – разброс сигма-
точек ( 4101  ), Lk  3 , 2  для гауссовского 
распределения. 

Параметры дробных фильтров Калмана, используе-
мых в примере, следующие: 
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0P , 30 xQ , 0001,00 Q , 25R , 8,0a . 

Для представленной системы проведено совместное 
оценивание и дано сравнение результатов для обобщен-
ного и двойного ансцентного ФК дробного порядка 

7,0 . Результаты совместной оценки состояния и 
дробного порядка показаны на рис. 3–4.  

Из рис. 3 видно, что точности оценки координат у 
обоих фильтров близки. Использование обобщенного 
ФК вызывает сложности для оценки дробного порядка, 
поскольку алгоритм обобщенного ФК не включает зна-
ние того факта, что порядок первого уравнения состоя-
ния является элементом вектора состояния [7]. Одно из 
решений этой проблемы состоит в том, чтобы рассмат-
ривать зависимость между порядком   и переменной 
состояния ix  первого уравнения как шум и вводить в 
матрицу iQ  некоторое значение в позиции, представля-
ющей эту зависимость. Это требует дополнительных 
эмпирических данных, получение которых планируется 
для дальнейших исследований. 

 
Рис. 3. Оценивание x 
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Рис. 4. Оценивание μ 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Рассмотрены математические модели дискретных 

динамических систем дробного порядка с использова-
нием разности дробного порядка Грюнвальда-
Летникова.  

Дана постановка задачи оценивания состояния, па-
раметров и дробного порядка дробных динамических 
систем. 

Представлены обобщенный и ансцентный фильтры 
калмановского типа дробного порядка для оценивания 
состояния, параметров и дробного порядка динамиче-
ской системы. 

Приводятся иллюстрирующие примеры для оцени-
вания: 1) совместного оценивания переменной состоя-
ния и неизвестного параметра системы; 2) совместного 
оценивания переменной состояния и дробного порядка 
системы. 

Дана оценка точности алгоритмов дробной калма-
новской фильтрации. 
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Аннотация—В работе рассмотрена конструкции пер-
спективного двухкоординатного опорно-поворотного 
устройства полезной нагрузки, имеющего повышенную 
скорость поворота в азимутальной плоскости, повышен-
ную точность позиционирования полезной нагрузки, ма-
лые масса-габаритные характеристики. Построение при-
вода осуществлено на базе волнового редуктора с новой 
формой зубьев, способного передавать большие нагрузки 
при малых габаритах и массе, имеющего малую кинема-
тическую погрешность вследствие многопарности зацеп-
ления, высокоточных оптико-электронных датчиков угла 
и электрических двигателей с высоким соотношением мо-
мент/масса –габаритные характеристики. 

Ключевые слова—опорно-поворотное устройство, ре-
дуктор, датчик угла, электродвигатель, следящая система, 
параметры ориентации. 

I. ВВЕДЕНИЕ  
Системы ориентации (иначе опорно-поворотные 

устройства) предназначены для ориентации в простран-
стве полезной нагрузки, например, дистанционного из-
менения направления оптической оси телевизионной 
системы с изменяемой скоростью по командам операто-
ра в двух плоскостях (вертикальной и горизонтальной). 
Разработка  системы пространственной ориентации по-
лезной нагрузки, обеспечивающей поворот по двум ко-
ординатам,  высокие скорости переброса, высокую точ-
ность позиционирования и обладающей малыми массой 
и габаритами является актуальной задачей [1]. 

Анализ конструкций и технических характеристик со-
временных отечественных и зарубежных опорно-
поворотных устройств (ОПУ) в сегменте нагрузки до 20 кг 
показал, что достигнутые в настоящее время техниче-
ские характеристики ОПУ таких производителей, как 
ООО «Бик-информ» ССTV, Security Systems, «Пергам – 
Инжиниринг»  решают задачу управления положением 
полезной нагрузки, однако имеют ряд недостатков. К 
основным недостаткам существующих ОПУ можно от-
нести невысокую скорость поворота в горизонтальной 
плоскости, малую точность позиционирования и значи-
тельные масса-габаритные характеристики [2–4]. 

II. ЦЕЛЬ РАБОТЫ 
Целью работы является разработка перспективной 

конструкции ОПУ с существенно меньшими масса-
габаритными характеристиками (по сравнению с суще-
ствующими аналогами в сегменте нагрузи до 20 кг); на 
базе волнового редуктора; коллекторных двигателей 
постоянного тока, обладающих высоким соотношением 

момент / массогабаритные характеристики, способных 
длительное время работать в заторможенном режиме; 
высокоточных оптико-электронных датчиков угла. Си-
стема управления ОПУ реализует функционирование 
ОПУ в режиме следящей системы с повышенной точно-
стью и повышенной скоростью управления [3–5]. Целе-
вые технические характеристики  приведены в табл. 1.  

ТАБЛИЦА 1. ТЕХНИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ПЕРСПЕКТИВНОГО ОПУ 

Модель Перспективное 
ОПУ 

Аналоги: 
PTR-404HM. 

HB-1510, 
ZL-3040, 

NERO 
Угол поворота в азимуте, 
градус 

от 0 до 360  от 0 до 360  

Скорость поворота в 
азимуте, градус/с 

120 9-80 

Скорость наклона, гра-
дус/с 

30 5-50 

Точность позициониро-
вания, градус 

0,02 0,085-1 

Осевая нагрузка, кг 11 10-20 
Класс защиты корпуса IP66 IP66 
Диапазон рабочих тем-
ператур, 0С 

от -40 до +50 от -40 до +65 

Напряжение питания, В DC 27 DC 18-36/AC24 
Потребляемая мощность не более 60Вт 50-85Вт 
Габаритные размеры, мм. 
Произведение трех габа-
ритных размеров, м3 

157,7×125×118 
 
0,0023 

– 
 
0,007- 0,04 

Масса, кг не более 2,5 5,5-7,5 
Тип передачи волновая  червячная 
Тип двигателя постоянного тока, с 

возбуждением от 
постоянных магнитов 

шаговый 

III. КОНСТРУКЦИЯ ПЕРСПЕКТИВНОГО ОПУ 
Для обеспечения требований, указанных в табл. 1, раз-

работана конструкция перспективного ОПУ Конструкция 
представлена на рис. 1, а весовая сводка в табл. 2. 

Основные проблемные технические задачи, которые 
необходимо было решить  при создании перспективной 
конструкции привода  - это: 

 обеспечить КПД редукторов не менее 80%; 

 обеспечить безлюфтовое зацепление зубьев в ре-
дукторах; 

 обеспечить передаточное отношение редуктора 
азимутального канала привода не более 56; 
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 обеспечить трансляцию постоянного напряжения 
до 30 В с силой тока до 10 А неподвижной части 
привода на части, вращающиеся по азимуту. 

 
Рис. 1. Конструкция перспективного ОПУ на базе волнового редукто-
ра: 1 – двигатель ДС-27-01 со связанными с ним деталями, 2 – датчик 
угла ЛИР-ДА219А со связанными с ним деталями (угломестный), 3 –
двигатель ДС-28-01 со связанными с ним деталями, 4 –кронштейн для 
закрепления нагрузки, 5– угломестный волновой редуктор, 6 – кор-
пусные детали, 7 – азимутальный волновой редуктор, 8 – токосъемник 

ТАБЛИЦА 2. ВЕСОВАЯ СВОДКА ПЕРСПЕКТИВНОЙ КОНСТРУКЦИИ ОПУ 

Позиция Наименование Масса, 
кг 

Примечание 

1  Двигатель ДС-27-01 
со связанными с ним 
деталями 

0,487 С подшипниками 

2 Датчик угла ЛИР-
ДА219А со связан-
ными с ним деталями 
угломестный 

0,105  

3 Двигатель ДС-28-01 
со связанными с ним 
деталями 

0,215 С подшипниками 

4 Кронштейн для за-
крепления нагрузки 

0,09  

5 Угломестный волно-
вой редуктор 

0,343  

6 Корпусные детали 0,497 С крепежными изде-
лиями 

7 Азимутальный вол-
новой редуктор 

0,408  

8 Токосъемник 0,1  
 Узел управления 0,25  
 Датчик угла ЛИР-

ДА219А со связан-
ными с ним деталями 
азимутальный 

0,059 Не попал в сечение 

 Масса двухкоорди-
натного привода 

2,5 –0,1…+0,2кг 

 
Для выполнения требований обеспечения передаточ-

ного отношения редуктора 85 в угломестном канале 
привода и 56 в азимутальном канале привода, мини-
мальных габаритных размеров и массы, а также прочно-
сти при нагрузочном моменте не менее 25 Нм подходят 
два типа передач: многопоточная планетарная и волно-
вая. При этом требуемый коэффициент полезного дей-
ствия (КПД) не ниже 80% может обеспечить только пла-
нетарная передача, которая практически не может быть 

безлюфтовой. Отсутствие люфта в передаче является 
одним из основных требований для применения в сле-
дящем приводе. Отсутствие люфта может обеспечить 
только волновая зубчатая передача (ВЗП). Существуют 
ВЗП  двух типов: с длинными и короткими гибкими ко-
лесами. Применение передачи с длинным гибким звеном 
не позволяет выполнить требование по минимизации 
массы привода из-за увеличения осевых габаритов. При 
этом КПД передач с длинным гибким колесом не пре-
вышает 75%. КПД передач с коротким гибким колесом 
не превышает 40%. Это объясняется тем, что условия 
зацепления зубьев эвольвентной формы в волновой зуб-
чатой муфте (ВЗМ) значительно хуже условий зацепле-
ния в ВЗП. Поэтому передача, с коротким гибким коле-
сом, имеющая два существенных преимущества перед 
передачей с длинным гибким колесом: меньшие осевые 
габариты и меньшие напряжения при одинаковых 
нагрузках, применяется чрезвычайно редко. Дополни-
тельно необходимо отметить, что диапазон передаточ-
ных отношений существующих ВЗП находится в преде-
лах 80–250.  

Для выполнения всех требований к приводу была 
проведена работа по изучению нынешнего технического 
уровня приводов с ВЗП и разработки инновационных 
решений. Результатом этой работы является изобретение 
новой формы зубьев для ВЗП и ВЗМ. Новая форма зубь-
ев позволяет создать конструкцию привода, соответ-
ствующую всем основным требованиям минимизации 
массы и габаритов, отсутствия люфта. Это обеспечива-
ется тем, что, предложенный тип зубьев дает следующие 
преимущества перед известными до настоящего времени 
конструкциями волновых передач: 

 повышение нагрузочной способности на 50%; 

 повышение КПД ВЗП и ВЗМ до 90%, что обеспе-
чивает КПД редукторов около 81%; 

 сохранение характеристик зацепления в процессе 
эксплуатации из-за равномерного распределения 
нагрузки на зубья и соответственно значительного 
снижения нагрузки на каждом зубе; 

 повышение крутильной жесткости передачи; 

 повышение кинематической точности передачи; 

 возможность уменьшения передаточного отноше-
ния на стальных колесах до 50, на пластмассовых 
колесах до 30.  

Так как привод должен иметь режим кругового вра-
щения, требуется осуществить трансляцию электропита-
ния с неподвижных на вращающиеся части. Токосъем-
ное устройство должно обеспечивать трансляцию посто-
янного напряжения до 30 Вольт с силой тока до 10 Ам-
пер. Устройство должно иметь минимальный момент 
трения и низкое переходное сопротивление, для умень-
шения механических и электрических потерь. Токосъем-
ное устройство (рис. 2) состоит из наружной обоймы 1, 
изготовленной из электроизоляционного материала АГ-
4, на которой закреплены две токопроводящих втулки 2, 
с закрепленными на них контактными элементами 3, 
которые поджаты к двум токонесущим втулкам 4, за-
крепленным на внутренней обойме 5, изготовленной из 
электроизоляционного материала. Форма контактных 
элементов 3 заимствована из серийно выпускаемых из-
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делий. Контактные элементы имеют переходной сопро-
тивление менее 0,05 Ом и пропускают ток силой до 1,5 
А. Использование в конструкции семи элементов 3, поз-
воляет обеспечить переходное сопротивление менее 0,01 
Ом и трансляцию тока свыше 10 А. Момент трения не 
превышает величину 0,2 Нм. 

 
Рис. 2. Токосъемное устройство 

В конструкции (рис. 1) применены малогабаритные 
двигатели с возбуждением от постоянных магнитов. 
Двигатели имеют высокое соотношение номинальный 
момент/массогабаритные характеристики и способны 
работать в заторможенном режиме и удерживать нагруз-
ку неподвижно долгий промежуток времени. К особен-
ностям функционирования системы управления можно 
отнести наличие верхней маятниковости, обусловленной 
положением центра масс нагрузки по отношению к оси 
вращения канала высоты. Устойчивый режим работы и 
астатизм первого порядка передаточной функции, как 
отношение угла поворота нагрузки к сигналу задатчика 
канала высоты, обеспечен путем применения в прямой 
цепи управления двигателем корректирующего звена с 
передаточной функцией 

)1(
)1()1()(

3

21
к 




pT
pT

p
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Устойчивый режим работы и астатизм второго порядка 
передаточной функции, как отношение угла поворота 
нагрузки к сигналу задатчика азимутального канала, 
обеспечен путем применения в прямой цепи управления 

двигателем корректирующего звена с передаточной 
функцией pTppW /)1()(к   [3–5]. 

IV. ВЫВОДЫ 
Рациональный выбор элементной базы, инновацион-

ные решения при построении волновой зубчатой пере-
дачи с новой формой зубьев, проведенная компановка 
подтвердили техническую реализуемость ОПУ с требу-
емым быстродействием, точностью позиционирования и 
массой двухкоординатного привода не превышающей 
2,5 кг. 
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Аннотация—Представлен метод наблюдения объекта в 
РЛС с квазинепрерывным ЛЧМ-излучением при широком 
диапазоне относительных скоростей, включая нулевые и 
сверхзвуковые скорости при сближении/удалении объекта. 
Приведены результаты, подтверждающие эффективность 
предложенного метода.  

Ключевые слова—импульсно-доплеровский радар; высо-
кая частота повторения; линейная частотная модуляция; 
микронавигация. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время в задачах дальнего наблюдения 

воздушных объектов, традиционно решаемых РЛС при 
квазинепрерывным излучении [1, 2] актуальна проблема 
обеспечения всеракурсного наблюдения при мешающих 
отражениях от земли (МОЗ) и при широком диапазоне 
положительных и отрицательных радиальных скоростей 
объекта относительно РЛС. Требуемые диапазоны могут 
включать как традиционно «слепые» (нулевые/малые), так 
и сверхзвуковые относительные скорости объекта. При 
малых скоростях обычно используют излучения со сред-
ней частотой повторения импульсов, при больших поло-
жительных скоростях (сближение) – с высокой или сред-
невысокой частотой. Для наблюдения мало- и высокоско-
ростных объектов обычно применяют их последователь-
ные комбинации. Однако обнаружение малоскоростных 
объектов в дальней зоне может быть затруднено, посколь-
ку потенциально не обеспечивается при средней частоте 
повторения. Комбинированный режим излучения, как 
правило, критичен по временным затратам. В то же время 
на фоне тенденций к расширению диапазона скоростей 
объектов, роста динамичности процессов при обзоре воз-
душного пространства, прежде всего, в многоцелевых 
ситуациях, существенно ужесточаются требования к опе-
ративности и точности сеансов наблюдения объекта (об-
наружения/ измерения траекторных параметров).  

В работах [3-6 и др.] показано разрешение такой про-
блемной ситуации на основе методов адаптивно-
робастного (АР) наблюдения мало- и высокоскоростных 
приближающихся объектов в рамках унифицированного 
режима излучения – высокая (ВЧП) частота повторения 
импульсов (ЧПИ) при линейной частотной модуляции 
несущей волны (ЛЧМ). Однако их применение при 
«двустороннем» и существенном расширения диапазона 

относительных скоростей наблюдаемого объекта на дан-
ный момент исследовано недостаточно. Но при этом 
возникает ряд факторов влияния, не учитываемых в ти-
повых методах АР наблюдения [3-6], приводящих к су-
щественному снижению их эффективности или наруше-
нию работоспособности. 

Цель работы – представление метода дальнего АР 
наблюдения объекта с расширенным диапазоном его 
относительных скоростей в условиях мощных МОЗ.     

Прагматическая цель – расширение функциональных 
возможностей РЛС в режиме ВЧП с ЛЧМ; повышение 
точности, оперативности и помехоустойчивости сеанса 
наблюдения.   

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Аналогично работам [3-6] рассматривается РЛС при 

зависании или движении на малой высоте, с типовой 
диаграммой направленности антенны (ДН) (см. рис.1) и 
при ориентации главного луча (ГЛ) в окологоризонтное 
свободное пространство.  

 
Рис. 1. Вид пространственной ДН в антенной системе координат  

По боковым лепесткам (БЛ) формируются МОЗ, на 
фоне спектра которых обнаружение сигнала объекта 
считается невозможным. Текущие границы спектра МОЗ 
полагаются известными на основе расчетов по данным 
от системы микронавигации/ориентации в составе РЛС 
[3-5, 9]. Обеспечивается режим излучения с ВЧП Fr =1/Tr 
и ЛЧМ с крутизной S. Есть возможность адаптивного 
управления Fr/периодом повторения импульсов (ППИ) 
Tr и крутизной S в рамках аппаратных ограничений РЛС: 

Tr ∈ Tr min ≤ Tr
*(k) ≤ Tr max}, k=1, …, KTr; 

S ∈{S*(m)}, |S*(m)| ≤ S*max, m = 1, …, МS. 

Объект в ГЛ, на дальности Rob ∈ [Rd min; Rd max] при 
скорости VR ∈ [VR max (-); VR max (+)], где Rd min и Rd max – за-
данная минимальная и максимальная дальность обнару-
жения, обеспечиваемая РЛС; VR max (-) и VR max (+) – задан-Исследование выполнено при финансовой поддержке Российско-

го Научного Фонда, проект № 22-19-00058. 
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ные максимальные значения положительной и отрица-
тельной скорости, полагаемые как сверхзвуковые. Счи-
тается, что сигнал объекта имеет узкий спектр и его об-
наружение на фоне шумов приемника потенциально 
обеспечено в РЛС. 

Требуется в условиях МОЗ в заданных диапазонах 
дальности/скорости объекта обеспечить возможность его 
обнаружения, измерения дальности и скорости (захвата) 
с точностью, достаточной для дальнейшего перехода к 
устойчивому сопровождению его траектории.  При этом 
затраты времени (количество пачек импульсов) на сеанс 
наблюдения объекта должно быть минимизированы.  

III. АДАПТИВНО-РОБАСТНОЕ ВСЕРАКУРСНОЕ 
НАБЛЮДЕНИЕ ПРИ РАСШИРЕННОМ ДИАПАЗОНЕ СКОРОСТЕЙ 

Логика и результаты типового этапа АР обнаружения 
[3–5] сводятся к следующему. Излучаются «пары» ЛЧМ-
пачек с инвертируемой крутизной S1(i) =-S2(i) при одном 
ППИ Tr1(i)=Tr2(i) =Tr(i). Это дает возможность обнаружения 
объекта со «слепой» скоростью, как минимум, на одной 
ЛЧМ-пачке из пары – при условии, что неоднозначная 
задержка сигнала объекта (НЗС) τ1(i) и/или τ2(i) будет вне 
слепой зоны ППИ (из-за бланкирования приемника на 
время излучения). При необходимости раскрытия этих 
слепых зон НЗС в следующих парах ППИ изменяется. 
Если обнаружение было на стартовой паре (i=0) и дало 
два частотно-временных измерения (НЗС τ1(i) и τ2(i), 
дальномерно-доплеровские частоты (ДДЧ) FRD1(i) и 
FRD2(i)), то известными способами [7, 8] определяется 
дальность и скорость. Далее выполняется типовой шаг 
АР захвата [3, 5] при адаптации приращений ППИ 
ΔTr(i+1/i) =Tr(i+1)–Tr(i) для уточнения индекса ППИ r(i+1) и 
дальности Rob (i+1) на основе оценок вида:  
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прогнозная оценка НЗС с учетом смещения объекта за 
время Δti+1/i между излучением пачек импульсов. 

На всех пачках импульсов при захвате инвертируется 
ЛЧМ: S (i+1) = (-S2(i)), S(i+2) = (-S(i+1)) и на фоне процедур (1) 
также выполняется оценивание дальности/скорости на 
«скользящем» окне типовыми «частотными» методами 
[7, 8]. Используемые при этом действительные значения 
ДДЧ FRD и измеряемые («видимые») частоты fRD связаны 
неоднозначно:  

,RD r RDF JF f                              (3)  

где J=0 или J= (-1) – априорно неизвестный индекс ЧПИ.  

При небольших скоростях неоднозначность индекса 
J в выражении (3) устраняется логически: если при S <0 
частота fRD(-) превышает частоту fRD(+), измеренную при 
S>0, то индекс J = (-1). Иначе J = 0.  

Однако при расширенном диапазоне скоростей на 
этапе обнаружения при двух ДДЧ неоднозначность ДДЧ 
(3) не устраняется логически и, соответственно, она есть 
для доплеровской частоты FD (ДЧ)/скорости (см. рис.2).  

 
Рис. 2. Неоднозначность ДДЧ и ДЧ/скорости по двум измерениям при 
высокой положительной/отрицательной скорости объекта 

Прогноз (2) в таком случае невозможен и в оценках 
(1) возникают систематические ошибки, существенные 
при высокой скорости. Предлагаются два подхода. 

a) Устранение неоднозначности (3) на первом цикле 
захвата, что возможно при анализе реакции измеряемой 
частоты на изменение ЧПИ: 
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Следует отметить, что неоднозначность ДЧ может 
устраняться и на этапе обнаружения – в том частном 
случае, когда есть наблюдаемое отличие τ1(j) и τ2(j). Это 
позволяет определить знак смещения НЗС, скорости и 
устранить неоднозначность ДДЧ.   

b) Нетрадиционный метод захвата, инвариантный к 
неучтенному дрейфу НЗС, не требующий определения   
скорости и экстраполяции (2). Метод предполагает: 

 формирование линейной комбинации из измере-
ний НЗС τ(j), τ(j+1) и τ(j+2) в виде: 

2 ;( ) ( ) (j+ )2 j j j )+2 +1(Z = + –                  (5) 

 оценку дальности по комбинированному измере-
нию: 
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При адаптивном управлении приращения ППИ, по 
аналогии с работами [3-5], выбираются максимальными, 
но при выполнении условия 

( ) ( ),r j+1/ j r j+2( / j+1) ( )sign T sign T 
 

что обеспечивает: взаимную компенсацию дрейфов НЗС 
на интервалах Δt(j+1/j) = Δt(j+2/j+1); увеличение итогового 
приращения ППИ в выражении (6) и, следовательно, 
повышение точности оценивания.  

При двух частотно-временных измерениях после об-
наружения с «раскрытием» слепых зон ППИ (i=I>0) си-
туация такая же, как и на стартовой паре, дополняется 
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только наличием только «грубой» оценкой дальности по 
квазиизмерениям НЗС [6], в данном случае избыточной.  

При одном измерении в любом случае (i=I≥0) нет 
информации о скорости. Но при i=I>0 есть «грубая» 
оценка по дальности. Неоднозначность ДЧ имеет вид:  

{ } { }D k r k RD k ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) )k r k k)k (F = JF +f  –S r Т + ,   (8) 

где r(k)∈[rmin(k); rmax(k)], причем диапазон индексов ППИ 
исходно широкий или сокращенный (при i=I>0). С уче-
том инвертирования ЛЧМ, неоднозначность ДДЧ устра-
няется логически. Например, при S1(i)=(-S2(i))>0: 

при 0;

И наче : при 0.
( ) ( ) (i) ( )

( ) ( ) (i) ( ) (R i
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Но неоднозначность ДЧ (8) и скорости сохраняется, 
корректный прогноз (2) невозможен и систематические 
ошибки оценок (1) также присутствуют. В таком случае 
при сохранении крутизны ЛЧМ далее может быть реали-
зован захват по дальности (5)-(7), по результатам которо-
го в соотношении (8) с учетом (9) определяется ДЧ (при 
замене индекса k:=i+2) и скорость при длине волны λ: 

.
2R i+2 D i 2) )+( (V  F

                    (10) 

Кроме того, на первой пачке импульсов при захвате 
(i=I+1), изменяя крутизну ЛЧМ, можно обеспечить и 
определение дальности/скорости по двум измерениям 
ДДЧ (FRD (i=I) и FRD(i=I+1)) известным способом [8]. Адап-
тация ЛЧМ должна гарантировать нахождение ДДЧ вне 
слепой зоны – границ ДДЧ-спектра МОЗ, которые на 
основе данных микронавигации/ориентации РЛС [3-5, 9] 
могут быть рассчитаны [4] для любой крутизны ЛЧМ: 
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где [rslmin;rslmax] – диапазон индексов ППИ для наклонных 
дальностей в границах облучаемой БЛ поверхности. Ес-
ли рассматривать крутизну, при которой на паре ЛЧМ-
пачек не было обнаружения, то с учетом (11) и имею-
щейся ДДЧ можно оценить  диапазоны ΔТob  для одно-
значной задержки сигнала (ОЗС)/дальности и ΔFD для 
ДЧ/скорости объекта, при которых был возможен 
«срыв» обнаружения – из-за попадания ДДЧ в слепую 
зону (см. рис. 3).  

 
Рис. 3. Диапазоны ОЗС/дальности и ДЧ/скорости объекта при срыве 
его обнаружения при S2 = - S1 <0 из-за попадания ДДЧ в слепую зону 

С учетом (11) и этих диапазонов для следующей пач-
ки определяются N значений крутизны ЛЧМ, при кото-
рых «восстанавливается» возможность обнаружения 
объекта вне слепой зоны ДДЧ. Для повышения точности 
оценок из N возможных значений крутизны выбирается 

  ( ) ( )1 | ( )– , 1, ,  .|  i I i IS max S S n n N       (12)  

С другой стороны, в рамках решаемой задачи – при 
узких БЛ и малой высоте РЛС – ширина ΔFsl спектра 
МОЗ по БЛ при ЛЧМ относительно невелика (не более 
200-300 Гц). Для такой слепой зоны оценка положения 
F*RD и среднеквадратическое отклонение (СКО) ошибок 
оценивания ϬF*RD: 

      
1/ 22
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  (13) 

где n = 1, 2 – номер пачки в паре пачек для обнаружения. 
Далее F*RD считается оценкой ДДЧ необнаруженного 
сигнала объекта, т.е. оценкой по квазиизмерению. Тогда 
по ДДЧ FRD(i) и F*RD(i) (реальное и квазиизмерение: 

 для всех r∈ [rmin(i); rmax(i)] формируются невязки  

     – 2)2(–R D i RD i r i( ) ( ) ) i(r   F –F*   ST r S ,    (14) 

причем при крутизне ЛЧМ S1(i)≠S2(i)  

         i( ) ( ) ( ) (RD (i RD i 1 )i 2 i i) ( )r 1 i 2 i( )r  = F –F*  – S –S T r – S –S ;   

 определяется индекс ППИ по минимуму невязок 
(14):  

{| ( )|};*  minr r    (15) 

 оценивается дальность Rob(i) по соотношению ви-
да (1) при r(i): = r*, доплеровская частота по вы-
ражению 

     ( ) ( )  ( ){ }– *  τD i RD r iii iF F S r Т   (16) 

и скорость по формуле вида (10). 

Следует отметить, что при высоких скоростях и при 
обнаружении сигнала только на одной ЛЧМ-пачке из 
пары в дискрете НЗС, близком к границе слепой зоны 
ППИ, возможны неоднозначные ситуации. Например, 
отсутствие обнаружения на второй пачке может быть 
обусловлено смещением НЗС в слепую зону ППИ и/или 
положением ДДЧ в слепой зоне МОЗ. В рамках данной 
работы специальные процедуры для устранения такой 
неопределенности не рассматриваются. Предполагается, 
что при обнаружении в крайнем дискрете НЗС далее 
выполняется традиционный захват по дальности (1) без 
прогноза (2), без изменения крутизны ЛЧМ и с опреде-
лением скорости по соотношению вида (16). 

В целом, в результате традиционного (базового) АР 
обнаружения объекта [3-6] при расширении диапазона 
его относительных скоростей отсутствует или является 
неоднозначной информация о скорости. Но при этом из-
за больших скоростей усиливается негативное влияние 
неучтенного дрейфа НЗС на оперативность и точность в 
последующих процедурах традиционного АР захвата по 
дальности/скорости [3-6]. Показанные в работе способы 
позволяют устранить неоднозначности по частотам и 
скорости и/или осуществлять захват, инвариантный к 

ΔТob  
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скорости объекта. Кроме того, при отсутствии данных по 
скорости/дальности (или при наличии только грубой 
оценки дальности) при базовом обнаружении, показан 
способ определения этих параметров с высокой точности 
на основе единственного «реального» измерения при 
первоначальном обнаружении объекта. 

На рис. 3 показаны ошибки δr оценки индекса ППИ, 
полученные при моделировании базового обнаружения, 
дополненного процедурами устранения неоднозначности 
ДДЧ/ДЧ. Кроме того, в случаях с одним обнаружением в 
паре пачек дополнительно выполнялся один цикл типо-
вого захвата. На рис. 4 показаны ошибки δr без цикла 
захвата, но с оценками дальности/скорости вида (13)-
(16), полученными в рамках этапа обнаружения c ис-
пользованием квазиизмерений ДДЧ.   

 
Рис. 4. Ошибки оценивания индекса ППИ  

 
Рис. 5. Ошибки оценивания индекса ППИ (при квазиизмерении ДДЧ) 

По результатам моделирования, показанным на рис. 3 и 
рис. 4, диапазоны максимальных погрешностей δr соответ-
ственно составляют [-6; 7] и [-3; 5]. В табл. 1 показаны ста-
тистические результаты для модельных ситуаций с одним 
обнаружением/измерением ДДЧ, разрешаемых: в первом 
цикле типового АР захвата (две пачки обнаружения и пач-
ка захвата); в рамках этапа обнаружения (две пачки обна-
ружения) с использованием квазиизмерения ДДЧ.   

ТАБЛИЦА 1. СТАТИСТИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ОЦЕНОК 
ДАЛЬНОСТИ/СКОРОСТИ 

 Обнаружение/оценки 
в 1цикле захвата  

Обнаружение/оценки по 
квазиизмерениям ДДЧ  

Среднее оши-
бок дальности 

784.700688 м 166.904213 м 

СКО ошибок 
дальности 

3289.451879 м 1636.983644 м 

Среднее для δr  0.430565 0.080433  
СКО для δr 1.800646 0.923444  

Среднее оши-
бок скорости 

-0.010680 м/с -0.529695 м/с 

СКО ошибок 
скорости 

5.776730 м/с 2.761815 м/с 

 
В целом, представленные выше и другие результаты 

моделирования показали эффективность применения 

предлагаемого методического обеспечения для решения 
задач дальнего всеракурсного наблюдения объекта с 
расширенным диапазоном относительных скоростей.  

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Представленный метод расширяет функциональные 

возможности радаров с высокой частотой повторения 
импульсов и ЛЧМ в условиях расширенного диапазона 
относительных скоростей объекта, включая нулевые и 
сверхзвуковые. В рамках метода обеспечивается:   

 повышение информативности этапа обнаружения 
за счет использования квазиизмерений неодно-
значной задержки и дальномерно-доплеровской 
частоты сигнала; 

 устойчивость процедур оценивания дальности/ 
скорости при захвате к влиянию неучтенного 
дрейфа задержки сигнала при высоких скоростях – 
за счет специальных комбинаций измерений, 
адаптации излучения, интеграции различных 
способов определения дальности/скорости; 

 повышение точности и оперативности адаптив-
но-робастного наблюдения объекта в сравнении с 
типовыми методами.  
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Аннотация—Показан метод обнаружения/измерения 
дальности и скорости зависшего объекта на фоне земли в 
дальней зоне обзора в радарах с квазинепрерывным ЛЧМ-
излучением при мешающих отражениях по главному лучу 
и боковым лепесткам диаграммы направленности.  

Ключевые слова—импульсно-доплеровский радар; высо-
кая частота повторения импульсов, линейная частотная 
модуляция; мешающие отражения. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время при наблюдении аэрообъектов 

(обнаружении/измерении траектории) типовыми РЛС с 
квазинепрерывным излучением актуальной проблемой 
является обеспечение обнаружения зависшего объекта 
на фоне мешающих отражений от земли (МОЗ) [1, 2].  
Известны методы [3-7 и др.], позволяющие решить эту 
проблему при дальнем наблюдении такого объекта в 
условиях МОЗ по боковым лепесткам (БЛ) диаграммы 
направленности антенны (ДНА). Они базируются на 
применении квазинепрерывного излучения с линейной 
частотной модуляцией несущей волны (ЛЧМ). Примене-
ние этих методов предполагает:  

 ориентацию главного луча (ГЛ) вверх, в околого-
ризонтное свободное пространство, наличие МОЗ 
только по БЛ;  

 дальность объекта, превышающую максимальную 
наклонную дальность до облучаемых БЛ участков 
земли. При этом ЛЧМ-излучение позволяет раз-
нести спектр МОЗ по БЛ и дальномерно-
доплеровскую частоту (ДДЧ) эхосигнала объекта, 
причем практически независимо от его относи-
тельной скорости.  

В итоге ДДЧ-сигнал объекта выносится за пределы 
ДДЧ-спектра МОЗ и уже может обнаруживаться только 
на фоне шумов приемника. Эти методы, в основном, 
ориентированы на наблюдение маловысотных объектов 
в дальней зоне, выполняемое при небольшой высоте но-
сителя радара (при зависании или движении). Наиболь-
шие дальности до участков МОЗ по БЛ в такой ситуации 
относительно небольшие. Они рассматривались как 
ограничения по минимальной дальности обнаружения 
при традиционно «слепых» (нулевых/малых) относи-
тельных скоростях объекта, несущественные в рамках 
задачи их дальнего наблюдения. Однако, при наблюде-

нии объекта в нижней полусфере помеховая ситуация 
существенно меняется, поскольку ГЛ частично или по 
полной ширине облучает земную поверхность. Форми-
руются мощные МОЗ по ГЛ. В такой ситуации примене-
ние традиционных [3-7] методов наблюдения на основе 
ЛЧМ-излучения при высокой (ВЧП) частоте повторения 
импульсов (ЧПИ) не представляется возможным. В то 
же время в практике применения авиационных радаров 
такая ситуация является типичной. С другой стороны, 
количество, типаж, применение низковысотных ма-
лоскоростных/зависающих объектов сейчас интенсивно 
расширяются. В связи с этим, исследования, направлен-
ные на расширение функциональных возможностей РЛС 
при дальнем наблюдении таких объектов, в т. ч. на фоне 
земли, в вышеуказанной сложной помеховой обстановке, 
на данный момент являются актуальными и практически 
значимыми.  

Цель данной работы – предложить метод дальнего 
наблюдения зависшего объекта на фоне земли при ме-
шающих отражениях по БЛ и ГЛ, реализуемый в типо-
вых радарах с квазинепрерывным ЛЧМ-излучением при 
ВЧП. 

II. МЕДОД НАБЛЮДЕНИЯ ЗАВИСШЕГО ОБЪЕКТА НА 
ФОНЕ ЗЕМЛИ В ДАЛЬНЕЙ ЗОНЕ ОБЗОРА  

A. Постановка задачи 
Аналогично работам [3-7] рассматривается ДНА, ти-

пичная для радаров с фазированной антенной решеткой 
[1, 2]. На рис. 1 показан вид ДНА и возможная ориента-
ция ГЛ в рамках решаемой задачи. Также поверхность 
может облучаться только частью ГЛ. На рис. 1 показан 
вид ДНА и возможная ориентация ГЛ в рамках решае-
мой задачи. Также поверхность может облучаться только 
частью ГЛ. Реализуется режим ЛЧМ-излучения при 
ВЧП. Известна максимальная дальность обнаружения 
объекта на фоне шумов приемника в этом режиме. За-
висший объект находится в ГЛ в пределах этой дально-
сти. С достаточно высокой точностью известны текущие 
траекторные параметры фазового центра антенны 
(ФЦА), наклонные дальности до центров и границ облу-
чаемых ГЛ, БЛ поверхностей, радиальные составляющие 
скорости ФЦА по этим направлениям. Эти параметры 
определяются на основе данных системы микронавига-
ции РЛС, в т. ч. и с использованием данных от цифровой 
3D-карты местности [5, 6, 8] – при рельефной подстила-
ющей поверхности (см. рис. 1).  

 Исследование выполнено при финансовой поддержке Российско-
го Научного Фонда, проект № 22-19-00058. 
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Рис. 1. Вид ДНА в антенной системе координат oxyz и ориентация ГЛ 
при наблюдении объекта в ГЛ 

Б. Мешающие отражения от земли   
В общем случае, в сравнении со спектром МОЗ при 

излучении немодулированной (гладкой) пачки при ВЧП,  
использование ЛЧМ приводит к смещению/деформации 
спектра МОЗ – в зависимости от крутизны ЛЧМ, даль-
ностей до облучаемых ГЛ и БЛ участков земли, скорости 
РЛС, ширины ГЛ, БЛ и ориентации ДНА.   

При немодулированной пачке импульсов при ВЧП 
центральная доплеровская частота (ДЧ) FDml и ширина 
ДЧ-спектра МОЗ по ГЛ ΔFDml: 


2 cos cosDml ml mlF W  


 


2 sin sin ,Dml ml βmlF W   


 

где W=const – скорость ФЦА радара, движущегося в 
горизонтальной плоскости; λ – длина волны; βml - угол 
наклона оси ГЛ; αml - азимут оси ГЛ относительно векто-
ра скорости, причем далее полагается, что αml = 0; θβml - 
ширина ГЛ в вертикальной плоскости. 

Аналогично определяется центральная ДЧ FDsl(i) и 
ширина ДЧ-спектра ΔFDsl(i) для МОЗ по направлениям 
осей БЛ. Для рассматриваемого типа ДНА, как правило, 
считается существенным влияние только «первых» БЛ 
[1, 2]. Для «первых» БЛ, симметрично ориентированных 
относительно вектора скорости ФЦА: 

ml/
2 cos( ) cos ;Dsl1 ml sl1 ml/sl1F W   


 (3) 

ml/
2 sin( )sin ,

sl1Dsl1 ml sl1 βF W    


  (4) 

где ml/ sl1  и ml/sl1  – углы между осями ГЛ и БЛ в 

вертикальной и горизонтальной плоскостях; 
sl1β  – ши-

рина БЛ в вертикальной плоскости. Центральные ДЧ по 
ГЛ и по БЛ отличаются на величину    

ml/
2 {cos cos( )cos }.Dml/sl1 ml ml sl1 ml/sl1dF W      




Следует отметить, что при высоких скоростях эта вели-
чина может быть существенной. Например, на рис. 2 
показан характерный вид спектра МОЗ по ГЛ и БЛ при 
гладкой пачке [7, 8] (по абсциссе – номера доплеровских 
фильтров (отсчетов); по ординате – амплитуда сигнала). 
Можно видеть значительное смещение спектра МОЗ по 
БЛ: локальный максимум слева от глобального макси-
мума, соответствующего ГЛ.    

 
Рис. 2. Типичный вид ДЧ-спектра МОЗ немодулированной пачке 

Эхосигнал зависшего объекта в ГЛ дает значение ДЧ 
FD в границах спектра МОЗ по ГЛ и не детектируется. 

При ЛЧМ пачке по направлению оси ГЛ центральная 
дальномерно-доплеровская частота FRD ml в спектре МОЗ: 

   [ ],ml
RDml Dml Dml r

2RF F S F S r T
c

       
 



где S – крутизна ЛЧМ как величина физически реализу-
емой в задающем генераторе ЛЧМ, взятая с обратным 
знаком; с – скорость радиоволны; Rml – наклонная даль-
ность по оси ГЛ до земной поверхности; τ – неоднознач-
ная задержка сигнала (НЗС) для той изодали (с шириной 
в длительность импульса τimp), в которой находится точ-
ка пересечения оси ГЛ с поверхностью; Tr и r – период 
повторения импульсов (ППИ) и индекс ППИ для дально-
сти Rml.  

После традиционной обработки сигнала в каждом k-
ом элементе разрешения (дискрете) НЗС τk при ВЧП 
присутствуют сигналы от N изодалей в границах облуча-
емой ГЛ поверхности, дистанцированных на кратные 
ППИ расстояния. Тогда в дискрете НЗС будет прояв-
ляться ряд ДДЧ вида (5):  

 
k k) ( )  [ ] ,RDml Dml k r k k (r min mar xF F S r  T r r ;r     

где rmin и rmax – минимальный и максимальный индекс 
ППИ для изодалей в границах облучаемой поверхности; 

k( )Dml rF  – условно центральная доплеровская частота, 
определяемая по аналогии (1), но направлению от ФЦА 
к центру изодали в границах ГЛ при ППИ с индексом rk, 
т. е. при различных углах наклона  

( )
1 1; .
2 2k ml mlml r ml β ml β

          
 (7)  

Ширина спектра ( )kRD ml rF для каждой такой ДДЧ 
определяется по аналогии с выражением (2) 

РЛС 
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 ( ) )
2 sin sin .

k k mlRD ml r ml (r βF W 


   

В целом, частотными границами МОЗ по ГЛ можно 
считать максимальное и минимальное значения из набо-
ра ДДЧ вида (6) с учетом ширины их спектра (8). При 
S>0, например, ширина диапазона ДДЧ ΔFRD ml по всем 
МОЗ по ГЛ может быть определена в виде:  

( ) ( )).
1[ ] (
2 max minRDml r max min RD ml r RD ml rF S T r - r F F   (9) 

Применительно к БЛ спектр МОЗ оценивается как 
спектр МОЗ по ГЛ, но учитывая отличия по ширине и 
ориентации этих лепестков ДНА.  

 
Рис.3. Спектры МОЗ по ГЛ и БЛ: ДЧ-спектр и ДДЧ-спектр по пачке 
ЛЧМ2 при S2>0  

 

Рис.4. Спектры МОЗ по ГЛ и БЛ: ДЧ-спектр и ДДЧ-спектр по пачке 
ЛЧМ1 при S1> S2 

 
Рис.5. Спектры МОЗ по ГЛ и БЛ: ДЧ-спектр и ДДЧ-спектры по пачкам 
ЛЧМ1 и ЛЧМ2 с разной крутизной 

В. Сущность предлагаемого метода  наблюдения за-
висшего объекта на фоне земли  

Вышеуказанные соотношения и представленные на 
рис. 3-5 результаты экспериментов показывают, что 
ЛЧМ при S>0 фактически приводит к «расщеплению» и 

смещению спектра МОЗ в сравнении с узким спектром 
МОЗ, наблюдаемом при гладкой пачке.  

Следует отметить, что при большой крутизне ЛЧМ 
границы спектров МОЗ по ГЛ и по БЛ не пересекаются 
(см. рис. 4).  Из-за разной ориентации ГЛ и БЛ их цен-
тральные ДЧ (1) и (3) отличаются: FDsl1<FDml. Кроме то-
го, влияет разность наклонных дальностей до земли Rgr ml 
и Rgr sl по направлениям нижней кромки ГЛ и верхней 
кромки БЛ: Rgr ml> Rgr sl. При типичных угловых парамет-
рах ДНА и высокой скорости ФЦА разница ДЧ оставля-
ет сотни Гц. Определяя наклонные дальности как  

1singrR =H  


при β = βml и β = βsl разница расстояний при большой 
высоте РЛС составляет десятки километров. При этом 
центральные ДДЧ вида (5) для ГЛ и БЛ при большой 
крутизне ЛЧМ отличаются на несколько кГц.  

Таким образом, для обнаружения объекта возникают 
«прозрачные» зоны по дальности/однозначной задержке 
сигнала (ОЗС) и ДДЧ. В основе предлагаемого метода – 
использование таких зон, взаимосвязанных по размерам/ 
положениям, и возможностей управления ими за счет 
изменения параметров ЛЧМ-излучения. Кроме того, в 
границах спектра МОЗ по ГЛ, а также и БЛ, при детали-
зации отмечаются интервалы ΔFRD = S Tr между соседни-
ми амплитудными максимумами. Эти интервалы при 
определенных назначениях параметров S и Tr могут зна-
чительно превышать ширину спектров (8) соседних 
ДДЧ. Таким образом, внутри такого рассредоточенного 
спектра МОЗ (исходно понимаемого как «слепая» зона 
(СЗ) ДДЧ при обнаружении) могут быть «прозрачные» 
зоны ДДЧ, на которых возможно обнаружение объекта. 
В данной работе результаты исследования возможностей 
такого обнаружения, применимого для малоскоростных 
объектов на фоне МОЗ, не представлены. 

При ЛЧМ-пачке МОЗ проявляются во всех дискретах 
НЗС в рабочей зоне ППИ. Очевидно, что зависший объ-
ект может быть обнаружен, если: НЗС в рабочей зоне 
ППИ; ДДЧ сигнала находится вне границ СЗ по ДДЧ, 
обусловленных МОЗ по БЛ и/или ГЛ. Тогда в любом 
дискрете НЗС τk в рабочей зоне ППИ при крутизне ЛЧМ 
S>0 (см рис. 6) обнаружение объекта при  МОЗ по ГЛ 
возможно на дальностях  

   c( ) ( 1) .
2ob r k minR r* r* T r* 0; r -       

При присутствии МОЗ по первым БЛ в зависимости 
от размеров облучаемой БЛ поверхности определяется 
диапазон [rmin sl1; rmax sl1]. Этой слепой зоне ППИ/ОЗС 
соответствует СЗ ДДЧ. Она формируется относительно 
границ спектра ДЧ в БЛ вида (3), (4). Аналогично, СЗ 
ДДЧ для ГЛ формируется относительно границ спектра 
ДЧ в ГЛ вида (1), (2), не совпадающих с границами ДЧ-
спектра БЛ. При этом ДЧ сигнал объекта находится в 
границах ДЧ-спектра по ГЛ. Из-за отличий ДЧ объекта и 
ДЧ в БЛ диапазон слепых дальностей при обнаружении 
не совпадает с диапазоном дальностей до земли в БЛ  
(см. рис. 6).     
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Рис. 6. Слепые зоны ОЗС/ДДЧ при МОЗ по ГЛ и БЛ; слепые зоны ОЗС/ 
дальности для зависшего объекта   

Например, при S>0 относительно границ ОЗС Тsl1min и 
Тsl1max по облучаемой БЛ поверхности границы СЗ ОЗС 
для объекта Т*sl1min и Т*sl1max смещены «влево» (см. рис. 
6), а при S<0 – «вправо»: 

;D sl1 D ml
sl1 min sl1 min

F - FT* T
S

   (11) 

.D sl1 D ml
sl1 max sl1 mix

F - FT* T
S

   (12) 

Из диапазона (10) дальностей обнаружения исключа-
ется поддиапазон слепых дальностей с границами (11), 
(12). В задачах дальнего наблюдения границу (13) можно 
считать приемлемым ограничением по минимальной 
дальности обнаружения. Но возможно и раскрытие этих 
слепых дальностей при следующих пачках – на основе 
управления ЛЧМ, изменением угла наклона оси БЛ, вы-
соты, скорости.  

Для определения дальности/скорости обнаруженного 
объекта далее излучается пачка с другой крутизной 
ЛЧМ, используются типовые методы их оценивания по 
двум ДДЧ-измерениям [3, 4]. Эти же методы могут ис-
пользоваться и для определения дальности до земли и 
радиальной проекции скорости ФЦА по заданному 
направлению оси ГЛ – в интересах задач навигации, 
микронавигации РЛС и других бортовых приложений. В 
этом случае, в качестве ДДЧ-измерений используются 
устойчиво наблюдаемые в границах спектра МОЗ по ГЛ 
глобальные максимумы. Процедуры измерения ДДЧ/ 
определения параметров траектории для объекта и ФЦА 
РЛС совмещаются, но при этом не должна выполняться 
традиционная режекция МОЗ.    

III. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Предложен метод обнаружения/измерения дальности 

и скорости зависшего объекта на фоне подстилающей 
поверхности в дальней зоне обзора при мешающих от-
ражениях от земли. Метод основан на применении ти-
пичных ЛЧМ-излучений при высокой частоте повторе-

ния импульсов с управляемыми параметрами, ориенти-
рован для реализации в типовых бортовых РЛС с инте-
грированной подсистемой (микро)навигации/ориентации 
диаграммы направленности антенны.  

Применение метода позволяет: 

 расширить функциональные возможности радара, 
обеспечивая дальнее наблюдение зависших   объ-
ектов, в т. ч. маловысотных, в нижней полусфере 
при мощных пассивных помехах; 

 повысить помехоустойчивость наблюдения объ-
екта; 

 одновременно измерять/оценивать траекторные 
параметры объекта (относительно РЛС) и фазово-
го центра антенны РЛС (относительно земли). 

Для реализации метода дополнительные требования 
к аппаратному обеспечению типовых бортовых РЛС не 
предъявляются. 
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Аннотация—В докладе анализируются и сравниваются 

три концепции построения крупногабаритных транспорт-
ных средств, использующих экранный эффект. Эти три 
оригинальных крупногабаритных морских транспортных 
средства – российский экраноплан “Орлан”, американский 
летательный аппарат “Пеликан-УЛЬТРА” и еще один аме-
риканский летательный аппарат «Либерти Лифтер». Их 
преимущества, недостатки и трудности реализации анали-
зируются с использованием критериев топливной эконо-
мичности, скорости, регулярности полетов, показателей 
мореходности и требований к инфраструктуре. Проанали-
зированы также требования к системам автоматического 
управления полетом рассматриваемых экранопланов. 

Ключевые слова—экраноплан, управление полетом, 
стабилизация высоты, морские волны. 

Исследуются варианты конструкции колесного шас-
си для экраноплана. Показано, что специальное шасси 
могло бы снизить требуемую мощность стартовых дви-
гателей, необходимую для взлета, а также облегчить 
взлет с воды и посадку на воду. 

Предложен и обоснован список новых задач, которые 
тяжелый экраноплан может выполнять лучше, чем дру-
гие транспортные средства. Исследуется инновационная 
привлекательность экранопланов. Необходимость уста-
новки интеллектуальной системы автоматического 
управления движением на тяжелый экраноплан, прото-
тип которой был создан 45 лет назад в ЦНИИ “Концерн 
“Электроприбор”, будет обоснована. Согласно опыту 
прошлых лет утверждается, что для создания совершен-
ной системы автоматического управления финансирова-
ние должно составлять не менее 1/10 от общего объема 
финансирования создания экраноплана или большого 
беспилотного летательного аппарата. 

Каждый из этих трех перечисленных выше проектов 
был анонсирован и прошел начальную стадию проекти-
рования, но в конечном итоге был остановлен. Анализи-
руются возможные причины принятия такого решения. 
Основная причина - превышение фактических расходов 
над первоначально принятым бюджетом, что выявилось 
на определенном этапе работы. Это часто встречается 
при разработке новых типов транспортных средств со 
сложной структурой и множеством факторов неопреде-
ленности. При полетах в Арктике при низких ледяных 
торосах экранный эффект также может быть использо-
ван, что обеспечит экономный расход топлива на боль-
ших экранопланах за счет наличия дополнительного 
критерия качества со значительной нелинейностью - 
необходимой мореходности устройства, т.е. способности 
летать на малой высоте в зоне экранного эффекта при 
сильных морских волнах. Расчеты обычно проводятся 

для морских волнах в 6-7 баллов, когда высота волн с 
обеспеченностью 3% составляет 6 м. Показано, какими 
мореходными качествами может обладать большой 
экраноплан размером (длиной) около 50-100 м.[1-3] 

Это требование часто вступает в противоречие с тре-
бованием ограниченной стоимости разработки, посколь-
ку грубая оценка стоимости зависит от размера транс-
портного средства почти линейно. Вывод из анализа 
этих сложных зависимостей состоит в том, что постро-
ить большой экраноплан с практически неограниченны-
ми мореходными качествами возможно только при 
наличии финансирования в размере около 200 миллио-
нов долларов (двести миллионов долларов США). 

Понятно, что такие большие затраты могут быть 
окуплены только при многоцелевом использовании 
экраноплана, что исключает его длительный простой. 
Намечено и проанализировано несколько направлений 
эффективного использования тяжелых экранопланов в 
дополнение ко всем известным военным применениям в 
качестве десантного транспортного средства-амфибии и 
в ударном варианте в качестве носителя противокора-
бельных ракет. Последний вариант несколько утратил 
свою актуальность в последние годы в связи с повыше-
нием точности наведения ракет и увеличением дально-
сти их полета. Наземное развертывание противокора-
бельных ракет в настоящее время часто превышает по 
эффективности использования экранопланов. Но быст-
рое наземное десантирование воинских контингентов и 
техники по-прежнему актуальна. Важно обслуживать 
военные и гражданские поселения в Арктике без строи-
тельства аэродромов. Часть перевозок грузопотоков по 
Северному морскму пути может быть перенесена на 
экранопланы. 

Среди вариантов гражданского использования тяже-
лых экранопланов бесспорно эффективной выглядит 
спасательная миссия, которая заключается в быстром 
прибытии в район аварии, поиске пострадавших, приня-
тии их на борт (точнее, сначала на крыло, удобно распо-
ложенное для этого), обеспечивающее первичную меди-
цинскую помощь и быструю доставку на базу. Количе-
ство спасенных может измеряться сотнями и тысячами, в 
зависимости от размера экраноплана. К сожалению, в 
описанном варианте большую часть времени экраноплан 
будет простаивать в ожидании экстренного сообщения 
об аварии. Более того, вариант с несколькими "спасате-
лями", базирующимися в разных акваториях мирового 
океана, будет наиболее существенным по расходам. Од-
нако эта опция также способна свести к минимуму вре-
мени ожидания помощи. 
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В последние годы возникла необходимость оказать 
содействие морской посадке космических кораблей, точ-
нее, найти и быстро эвакуировать посадочную капсулу с 
экипажем. Для выполнения этой миссии экраноплан или 
беспилотный летательный аппарат должен быть оснащен 
специальным радаром, поскольку радиолокационный 
отклик посадочного модуля, плавающего в воде и, воз-
можно, прикрытого мокрым парашютом, очень мал.  

Существует еще один очень выгодный вариант кос-
мической посадки: путем стыковки воздушно-
космического самолета с экранопланом на малой высоте 
полета экраноплана. Этот вариант требует особенно со-
вершенных систем автоматического управления для 
обоих крыльевых летательных аппаратов. 

Наконец, чисто транспортное использование экрано-
плана или другого скоростного амфибийного транспорт-
ного средства неограниченной мореходности может лег-
ко найти свою нишу на рынке транспортных услуг. Од-
нако для этого важно найти транспортную линию с по-
стоянным высоким грузопотоком, чтобы большой 
экраноплан был полностью загружен на каждом рейсе. 
Уменьшить размеры экраноплана и, соответственно, его 
грузоподъемность невозможно, так как снизятся его мо-
реходные качества и полеты в штормовом океане станут 
невозможными. Регулярность рейсов - важнейший пока-
затель конкурентоспособности транспортного средства. 

В статье дан количественный анализ всех показате-
лей качества большого экраноплана или другого низко-
высотного летательного аппарата. Описаны требования к 
автоматическим системам управления полетом (САУ), 
способным расширять и улучшать функциональные воз-
можности экраноплана, модели воздействий и элементы 
неизменяемой части САУ, необходимые для синтеза 
таких бортовых систем. Предложены приемлемые мето-
ды синтеза и оптимизации САУ. Отмечается, что, сейчас 
наступил четвертый этап развития экранопланов, харак-
теризуемый возрождением интереса к большим экрано-
планам с неограниченной мореходностью и способно-
стью решать широкий круг специальных задач, в том 
числе в интересах МО, МЧС и Роскосмоса. В этих усло-
виях можно надеяться на определенное бюджетное фи-
нансирование новых разработок, однако только при 
очень четком бизнес-плане, тщательном выборе испол-
нителя и безупречной финансовой отчетности. Годом 
начала 4-го этапа можно считать 2018, когда тогдашний 
профильный вице-премьер Российской Федерации Юрий 
Борисов и министр промышленности и торговли Д. 
Мантуров анонсировали разработку, постройку и испы-
тания экспериментального экраноплана «Орлан» со 
взлетной массой 600-800 тонн и сроке начала испытаний 
в 2028г. Правда, через год сочетание «Орлан» 600-800 
тонн перестали употреблять и заменили его на «Чайка А-
50» со взлетным весом всего 50 т. Скорее всего, это яви-
лось следствием сокращения бюджета, но рассматривать 
здесь параметры «Чайки» мы не будем, потому что ука-
занный вес не может быть у экраноплана с неограничен-
ной мореходностью – «Чайку» нельзя отнести к боль-
шим экранопланам. Поэтому в статье будет рассматри-
ваться условный «Орлан» массой 800 т, а не заявленный 
вариант облегченной «Чайки». Логика в этом есть, по-
скольку два американских проекта также пока не рас-
сматриваются «в железе», а лишь как условные проекты. 
Многофункциональность и всепогодность «Чайки» и в 

итоге «Орлана» – вот что нас интересует в первую оче-
редь.[4-6]  

Начавшаяся на Украине в феврале 2022 г. Специаль-
ная военная операция России может скорректировать и 
сроки постройки экраноплана, и его миссии, в том числе 
ориентированные на новые интересы Российского МО в 
Черном и Средиземном морях, в Арктике. Скорее всего 
при реализации конфигурация «Орлана» будет повторять 
«Лунь»  либо иметь тандемный вариант, имеющий пре-
имущества при большой массе летательного аппарата. 

При переходе к четвертому этапу развития экрано-
планов существенно изменился состав стран и научно-
производственных центров, играющих в этом процессе 
решающую роль и способных обеспечить инвестиции в 
несколько миллиардов долларов США, необходимые для 
создания нового поколения экранопланов. Важную роль 
при принятии решения имеют также соображения пре-
стижности постройки первого в мире экраноплана с не-
ограниченной мореходностью, что и способствовало уже 
давно сформировавшейся конкуренции России и США в 
области экранопланостроения, оттеснив другие страны в 
позиции догоняющих (если рассматривать трех игроков, 
то пока третьим является КНР, но в настоящей статье мы 
ограничимся только двумя конкурентами). 

Первая попытка США построить американский ана-
лог «Луня» была предпринята в 1993 г., причем рассмат-
ривался вопрос о российско-американском сотрудниче-
стве, а не о конкуренции. Лишенная нормального бюд-
жетного финансирования в связи с распадом СССР ве-
дущая российская фирма «ЦКБ по СПК» была готова 
продать американской стороне информацию о конструк-
ции «Орленка» и «Луня» с демонстрацией для «Орлен-
ка» нескольких режимов полета.  Несмотря на то, что до 
1992 г. все работы по указанной тематике в России были 
закрытыми, была создана компания "Российско-
американская наука", которая подписала с американской 
стороной соответствующий Контракт и организовала 
визит правительственной группы США и специалистов 
фирмы "Aerocon" для общения и обмена информацией с 
российскими разработчиками экранопланов. Встречи и 
демонстрация полета состоялись в 1993 г. в Москве, 
Нижнем Новгороде и Каспийске. В экспертную группу 
конгресса США кроме администраторов вошли в част-
ности президент компании "Aerocon" (финансировав-
шейся МО США) Стефан Хукер - энтузиаст экранопла-
ностроения, знаменитый авиаконструктор Берт Рутан и 
известный гидродинамик Даниэль Савицки.   Фирмы 
"Aerocon" и "Макдонелл Дуглас Аэроспейс" подписали 
протокол о совместной работе с «ЦКБ по СПК».  Пред-
полагалась совместная разработка и производство 
экранопланов коммерческого назначения. Этот проект 
был включен правительством России в число перспек-
тивных программ российско-американского сотрудниче-
ства в области наукоемких технологий. Стоимость про-
граммы с американской стороны продолжительностью 
до 2010 г. составляла 18 миллиардов долларов. Однако 
реально за организацию визита специалистов и демон-
страционные полеты американцы делегация заплатила 
менее 300 тыс. долларов, что в несколько раз меньше 
произведенных расходов на прием делегации. По итогам 
работы делегации предполагалось, что Конгресс США 
примет решение о развитии программы экраноплано-
строения в США, однако этого не произошло по неиз-
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вестным авторам причинам. На этом российско-
американское сотрудничество закончилось и наступил 
период конфронтации. В российском научно-
техническом сообществе описанный эпизод «сотрудни-
чества» трактуется как один из наиболее бездарных 
примеров сделок в эпоху российской «перестройки».  

На границе тысячелетий компания Boeing исследова-
ла возможность создания гигантского грузового самоле-
та Pelican ULTRA  (Ultra Large Transport Aircraft), кото-
рый мог бы летать и как обычный самолет, и как экрано-
план. Концепция «Pelican» предполагала построение 
экраноплана (WIG-craft) с рекордным размахом крыла в 
152 м, длиной корпуса 122 м и грузовым отсеком общей 
площадью 2700 кв. м на двух палубах.   При хорде крыла 
порядка 30 метров крыло должно было иметь площадь 
порядка 4000 кв. метров, что обеспечивало нормальное 
для экранопланов давление на крыло при высоте полета 
0.4×30=12 м.  “Pelican” мог нести 17 танков M1 Abrams и 
десятки грузовых контейнеров. В случае удачной реали-
зации проекта американская армия получила бы мощное 
транспортное средство для быстрой межконтинентальной 
переброски сил быстрого реагирования. В ходе первых 
исследований сотрудники Boeing Phantom Works рас-
сматривали и другие классы транспортных средств для 
этой цели, однако экраноплан был признан наиболее эф-
фективным. Дело в том, что транспортные суда, имея 
достаточную грузоподъемность, не могут сократить вре-
мя переброски войск, а самолеты при достаточной скоро-
сти проигрывают в грузоподъемности. Рассматривался 
также предварительный проект грузового дирижабля, но 
и он не устроил разработчиков, поскольку подобная тех-
ника не дает значительных преимуществ по скорости или 
грузоподъемности, но при этом нуждается в специальной 
инфраструктуре. Самым подходящим классом транс-
портного средства был признан экраноплан.  

На первом этапе работ над таким экранопланом но-
вого поколения сотрудники компании Boeing создали 
сразу три эскизных проекта транспортной машины, от-
личавшихся друг от друга габаритами и весовыми пара-
метрами. Важной особенностью проекта стало стремле-
ние минимально использовать новые технологии для 
удешевления проекта, а также пригодность к коммерче-
ской эксплуатации. Из трех вариантов экраноплана со 
взлетным весом в 1600, 2700 и 4500 тонн был выбран 
второй. Именно при таких габаритах перспективное 
транспортное средство по расчетам разработчиков могло 
показать наилучшее соотношение грузоподъемности, 
летных характеристик и экономичности. 

Для улучшения характеристик крыла было предло-
жено выполнить концевые части крыла наклоненными 
вниз. Это позволяло оптимизировать обтекание несущей 
поверхности и благодаря этому повысить полезную 
нагрузку. Всю заднюю кромку крыла отдали под разви-
тую механизацию, призванную облегчить устойчивый 
полет в экранном режиме, взлет и посадку на имеющих-
ся аэродромах с длиной ВПП не менее 2200м и расши-
рить возможности систем автоматического управления.  

В ходе конфликтов последнего десятилетия воору-
женные силы США тратили на передислокацию одной 
дивизии несколько недель. Одной из инновационных 
систем вооружений, привлекающей повышенное внима-
ние в США, теперь является супертяжелый по полезной 
загрузке военно-транспортный, а в перспективе боевой 

экраноплан. Этот вид тяжелых летательных аппаратов в 
последнее время привлекает все большее внимание в 
промышленных и коммерческих кругах США. В иссле-
довательских структурах военно-промышленной корпо-
рации "Боинг" (ОПК США) возрождена и переведена в 
плоскость практической разработки концепция гигант-
ского летательного аппарата - суперэкраноплана "Пели-
кан-Ультра" наземного базирования с полным полетным 
весом 2700 тонн и грузоподъемностью 1280 тонн, т.е. 
при коэффициенте полезной нагрузки 1280/2700=0,47. 
Экраноплан предназначен для военно-транспортных и 
коммерческих целей, а в перспективе в качестве мно-
гофункциональной высокомобильной платформы управ-
ляемых транспортных средств различных классов и 
назначения глобального действия.  

Проанализировав потребности армии и возможности 
современной техники, сотрудники отделения Phantom 
Works, входящего в состав компании Boeing, определили 
общие черты нового транспортного средства для воен-
ных. Было решено, что наибольшую эффективность при 
перевозке грузов военного назначения может показать 
экраноплан. Полет на сравнительно малой высоте спосо-
бен обеспечить хорошие показатели скорости и дально-
сти, а главное – грузоподъемности. При этом предпола-
галось, что новое транспортное средство будет пред-
ставлять собой своеобразный «гибрид» военно-
транспортного самолета и экраноплана. 

Как и ожидалось, такой грандиозный проект, как 
«Пеликан», не мог бесследно исчезнуть из планов  поиск 
возможных участников разработки концепции нового 
большого экраноплана под названием «Liberty Lifter» 
сейчас начался. Программа «Liberty Lifter» призвана из-
менить (обосновать) отношение Пентагона к воздушным 
и морским перевозкам с использованием «давно извест-
ного но трудно реализуемого» экранного эффекта. О 
размерах и весе Liberty Lifter ничего не сообщается, но 
опубликованное изображение и анимация очень инфор-
мативны. Проект будет финансироваться за счет «фонда 
исследований и разработок» 2022 г. DARPA быстро под-
писало контракт с General Atomics ASI на 8 млн длларов, 
которая, очевидно, и будет заниматься корректировкой 
концепции постройки большого американского экрано-
плана с учетом данных и по "Пеликану", и по "Орлану". 
General Atomics имеет успешный опыт разработки пило-
тажно-навигационных комплексов для различных лета-
тельных аппаратов, включая тяжелые беспилотники, и 
этот задел вполне может использоваться при управлении 
экраноплана во время тестовых полетов. 

Экраноплан «Либерти Лифтер» также может иметь 
систему автоматического управления (САУ) с ограни-
ченным набором требований, в основном для взлета, 
посадки и крейсерского полета в зоне экранного режима. 
Дополнительные трудности могут возникнуть из-за ка-
тамаранной схемы этого экраноплана, дающей специфи-
ку при выполнении скоординированного разворота. Не-
смотря на тенденцию удешевления самого аппарата и 
всех его агрегатов, об отказе от применения САУ речи 
быть не может. Можно немного сэкономить, возложив 
часть задач по управлению полетом на пилотов . 

Экраноплан «Орлан» требует разработки сложней-
шей, почти интеллектуальной САУ в силу широкого 
круга задач, возлагаемых на этот самолет. Создание 
АСУ для «Орлана» всегда будет рассматриваться в 
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плане российско-американского соперничества по ин-
теллектуальным транспортным системам. 

Главное отличие «Liberty Lifter» от «Pelican» и 
«Orlan» – конфигурация  катамарана с двумя корпусами. 
При использовании катамаранной схемы снижается ма-
невренность экраноплана (увеличивается радиус разво-
рота), но есть и преимущества по сравнению со схемой 
«центроплан». Одно из них — лучшая отработка кон-
струкции на предыдущих этапах разработки экранопла-
нов. Отметим, что в «катамаранной» схеме обычно 
необходимо иметь разделяющуюся хвостовую часть для 
устранения препятствий при стыковке экраноплана с 
ВКС, однако «Либерти Лифтер» для такой миссии пока 
не планируется. 

Было опубликовано интервью с Александром Валан, 
официальным представителем DARPA, курирующим 
программу «Liberty Lifter». Он повторил в принципе уже 
известные аргументы: 

«При реализации концепции экраноплана возникает 
множество проблем. Например, сильные волны могут 
привести к турбулентности воздушного потока и ло-
кальным колебаниям корпуса и крыла, влияние которых 
превзойдет любую эффективность использования топли-
ва на основе экранного эффекта. Хотя концепция 
экраноплана известна давно, освоить ее оказалось не-
просто.  

Чтобы сократить непредвиденные проблемы, разме-
ры «Liberty Lifter» решено сделать подобными тяжёлому 
американскому самолету «C-17 Globe master». Его сухой 
вес – между 500 и 600 фунтов (примерно 440т), а стои-

мость примерно 340 миллионов долларов. Размеры этого 
американского летательного аппарата: длина 53м, длина 
крыла 52 м, высота 17м. Таким образом, линейные раз-
меры «Liberty Lifter» (кроме высоты) оказались в два 
раза меньше, чем у “Pelican ULTRA”. «Liberty Lifter» 
занимает промежуточное положение между «Орланом» 
и “Pelican ULTRA”. Наверное это логично при учете 
всех факторов российско-американской конкуренции. 
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Аннотация—Научное исследование заключается в 

предложении высокоточных методов, позволяющих со-
кратить временные затраты на определение навигацион-
ных параметров высокоманевренных летательных аппа-
ратов при использовании алгоритмов определения скор-
ректированных параметров координат и скорости высо-
команевренных беспилотных летательных аппаратов по 
сигналам от двух и одного навигационных спутников и 
показаниям бесплатформенной инерциальной навигаци-
онной системы. 

Ключевые слова—бесплатформенная инерциальная нави-
гационная система, навигационный спутник, методы ком-
плексирования, высокоманевренный летательный аппарат. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Применение бесплатформенной инерциальной нави-

гационной системы (БИНС) на борту высокоманевренно-
го летательного аппарата (ВЛА) с малым временем экс-
плуатации обеспечивает повышение точности определе-
ния параметров навигации (координат и скорости) ВЛА. 

Однако методы для определения координат и скоро-
сти ВЛА на основе БИНС, представленные в литературе 
[1], требуют значительного количества временных и вы-
числительных ресурсов, что сложно реализовать в со-
временных условиях на отечественной элементной базе. 

Кроме того, во время полета ВЛА существует про-
блема ограниченной видимости навигационных спутни-
ков (НС), связанная с наличием различных естественных 
и искусственных препятствий и радиопомех [2, 3], имен-
но поэтому есть вероятность приема и обработки борто-
вой аппаратурой, установленной на ВЛА, сигнала только 
двух от или одного НС. В связи с этим, остается акту-
альным вопрос, связанный с высокоточным определени-
ем координат и скорости ВЛА с минимальными времен-
ными затратами при приеме сигналов от спутниковой 
радионавигационной системы (СРНС). 

Целью данного исследования является повышение 
точностных характеристик ВЛА путем разработки мето-
дов комплексирования с использованием сигналов от 
ограниченного количества НС СРНС [4, 5]   и показаний 
БИНС в части определения координат и скорости ВЛА с 
сокращением временных затрат. 

Таким образом, актуальность научного исследования 
заключается в предложении высокоточных методов, 

позволяющих сократить временные затраты определения 
навигационных параметров ВЛА при использовании 
разработанных авторами алгоритмов определения скор-
ректированных параметров координат и скорости ВЛА 
по сигналам от двух и одного НС и с использованием 
показаний БИНС. 

II. ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ 
В данной статье предлагается два метода комплекси-

рования показаний БИНС и СРНС: 

 в части определения координат ВЛА; 

 в части определения скорости ВЛА.  

Предложенный метод комплексирования БИНС и 
СРНС в части определения координат ВЛА состоит в том, 
чтобы, используя информацию от двух или одного НС, на 
основе вырабатываемых аппаратурой приемника СРНС 
первичных радионавигационных параметров, а именно 
псевдодальности до НС, и текущие показания БИНС о 
параметрах навигации ВЛА, найти скорректированные 
навигационные параметры, вырабатываемые БИНС, и 
скорректированные значения параметров навигации, ко-
торые затем принимают за величины ошибок БИНС. 

Для подтверждения работоспособности предложен-
ного метода определения координат ВЛА было проведе-
но программное моделирование исследовательского экс-
перимента, в процессе которого определены навигаци-
онные параметры с помощью испытательного спутнико-
вого навигационного оборудования и аппаратуры БИНС. 

За основу сравнения были взяты экспериментальные 
данные, полученные с имитатора сигналов спутниковых 
навигационных систем и с датчиков линейного ускорения 
и гироскопических устройств БИНС при движении ВЛА. 

В табл. 1 представлена оценка точности определения 
координат ВЛА предложенным авторами алгоритмом. 

Проведенные экспериментальные исследования до-
казали, что разработанный алгоритм определения коор-
динат ВЛА является работоспособным, позволяет сокра-
тить вычислительные ресурсы, дает результат с высокой 
точностью при использовании сигналов от двух НС, что 
делает возможным его применение на менее мощных 
отечественных вычислителях (микропроцессорах) на 
борту ВЛА. 

158



Таблица I.  ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ КООРДИНАТ ВЛА 
ПРЕДЛОЖЕННЫМ АЛГОРИТМОМ 

Навигационные 
параметры 

Погреш-
ность 

определе-
ния коор-
динат с 

помощью 
БИНС 

Погрешность 
определения 
координат 

методом ком-
плексирования 
БИНС и СРНС 
по сигналам от 

2 НС 

Погрешность 
определения 

координат ме-
тодом комплек-

сирования 
БИНС и СРНС 
по сигналам от 

1 НС 
∆X(м) 300 51.118954 210.68554 

∆Y(м) 300 55.4888993 213.35914 

∆Z(м) 300 13.3392264 260.5197 
2 2 2X Y Z      519.6152 76.61658 397.22 

 
Предложенный авторами метод комплексирования 

БИНС и СРНС в части определения скорости ВЛА со-
стоит в том, чтобы, используя информацию о псевдо-
дальности и псевдоскорости только до двух или одного 
НС, найти с минимальными временными затратами 
скорректированные значения проекций скорости ВЛА. 

Для подтверждения работоспособности предложенно-
го метода было также проведено программное моделиро-
вание исследовательского эксперимента в инженерном 
математическом программном обеспечении. В табл. 2 
представлена оценка точности предложенного алгоритма 
при определении скорости ВЛА. 

Таблица II.  ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ СКОРОСТИ ВЛА 
ПРЕДЛОЖЕННЫМ АЛГОРИТМОМ 

Навигационные 
параметры 

Погреш-
ность опре-

деления 
скорости с 
помощью 

БИНС  

Погрешность 
определения 

скорости 
методом 

комплекси-
рования 
БИНС и 
СРНС по 

сигналам от 
2 НС 

Погрешность 
определения 
скорости ме-
тодом ком-

плексирова-
ния БИНС и 
СРНС по сиг-

налам от  
1 НС 

X   (м/c) 1 0.17041 0.20621 

Y   (м/c) 1 0.184979 0.28321 

Z   (м/c) 1 0.044466 0.26914 
2 2 2X Y Z      1.7321 0.2554 0.4417 

 
Исходя из данных, представленных в табл. 2, можно 

сделать вывод, что разработанный авторами алгоритм 
определения скорости ВЛА является работоспособным и 

дает результат более точный при использовании сигна-
лов от двух и одного НС чем при использовании инфор-
мации, получаемой только с БИНС. 

По результатам проведенного исследовательского 
эксперимента были проанализированы погрешности при 
применении разработанных алгоритмов определения 
скорректированных параметров скорости ВЛА по сигна-
лам от двух и одного НС, а также по показаниям БИНС и 
сделано заключение, что эффективным в части опреде-
ления погрешности расчета координат и скорости ВЛА 
оказалось применение предложенного авторами алго-
ритма по сигналам от двух НС. 

III. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
На основании вышеизложенного, можно сделать вы-

вод, что предложенные методы для определения навига-
ционных параметров ВЛА позволяют упростить вычис-
лительные процессы и сократить временные затраты, 
необходимые для определения координат и скорости 
ВЛА, что в дальнейшем обеспечит экономичность ис-
пользования бортовой приёмной аппаратуры, при этом 
не ухудшая точностные характеристик ВЛА. 
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Аннотация—B работе представлена технология отра-
ботки программного обеспечения интегрированных нави-
гационных систем, внедрённая в МОКБ «Марс». Приведе-
но описание информационных систем, разработанных для 
автоматизации процессов отладки и испытаний ПО. Опи-
саны этапы работ с учетом выпуска отчётной и программ-
ной документации в соответствии с действующей норма-
тивной базой. В настоящее время технология используется 
для разработки функционального программного обеспече-
ния интегрированных навигационных систем космическо-
го назначения. 

Ключевые слова—интегрированные навигационные си-
стемы, программное обеспечение, автоматизация. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Интегрированные навигационные системы летатель-

ных аппаратов (ИНС ЛА) представляют собой сложный 
многокомпонентный комплекс, содержащий в себе как 
аппаратные, так и программные средства. При разра-
ботке ИНС космического назначения к их встроенному 
программному обеспечению (ПО) предъявляются осо-
бенно жёсткие требования к точности проводимых рас-
четов и надёжности функционирования [1], [2]. Требу-
ется учёт ряда особенностей аппаратного состава ИНС, 
использующего вычислители, основанные на специали-
зированных микропроцессорах, например, специфиче-
скую систему команд, небольшие объёмы ОЗУ и ПЗУ, 
высокую частоту обменов с цифровыми устройствами 
сопряжения с датчиками и потребителями навигацион-
ной информации, высокие требования к точностным 
характеристикам вычислений, ограничения реального 
времени и т. п. 

Исторически в МОКБ «Марс» накоплен существен-
ный опыт создания и сопровождения бортовых систем 
для изделий различных классов. Это позволило разрабо-
тать и внедрить необходимую номенклатуру типовых 
технологических процессов, соответствующую требо-
ваниям различных заказчиков и стандартам. Однако 
развитие современных информационных технологий 
позволило модернизировать этот процесс, существенно 
повысив эффективность как в части временных затрат, 
так и в части качества отработки ПО. В том числе это 
относится и к разработке и испытаниям ПО ИНС кос-
мического назначения. 

II. ПОИСК ПУТЕЙ МОДЕРНИЗАЦИИ ТЕХНОЛОГИИ 
Сборка версий ПО для вычислителей разработки 

МОКБ «Марс» осуществляется с использованием ком-
пилятора, обрабатывающего исходные коды бортовых 
модулей на языке программирования С. Отладка и ис-
пытания ПО проводятся с использованием нескольких 
стендов. Особенности вычислителей и аппаратные 
ограничения требуют генерации исходных кодов с ис-
пользованием перемасштабирования параметров и спе-
цифической библиотеки стандартных функций, реали-
зующих, например, тригонометрические операции. Та-
кие исходные коды не позволяют эффективно отлажи-
вать сложные математические и логические алгоритмы, 
поэтому процесс традиционно начинается со стендов 
математического моделирования (СММ), построенных 
на базе обычных персональных компьютеров. На СММ 
используются прототипы модулей ПО, выполненные 
также на языке С, но без учета особенностей процессо-
ров. Прототипы ПО проходят проверки, в основном, на 
логическую провязку функциональных трактов и оцен-
ку качественных и количественных результатов работы 
спроектированных алгоритмов. 

Для дальнейших отладочных работ со штатной вы-
числительной системой требуется перекодирование 
программистами отлаженных на СММ прототипов во 
встраиваемый код. Для этого алгоритмист разрабатыва-
ет технические требования (ТТ) на программирование 
модуля и сопровождает их контрольными примерами 
для проверки закодированного модуля и определения 
фактической точности вычислений со штатным вычис-
лителем. ТТ для каждого модуля ПО представляют со-
бой набор документов с блок-схемой алгоритма и таб-
лицами описания параметров, включённый в соответ-
ствии с ЕСПД в состав программной документации. 

В течение длительного времени такие операции, как 
разработка прототипов ПО и кодирование бортового 
кода, осуществлялись ручным способом с использова-
нием бумажных технологий. Такая технология обладает 
рядом очевидных недостатков: 

 длительное время разработки исходных кодов мо-
дулей ПО для разных стендов; 
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 возможность расхождения документации и тек-
стов программ на различных стендах; 

 даже незначительные коррекции ТТ могут потре-
бовать существенного изменения бортового кода 
с соответствующими потерями времени на по-
вторную отладку; 

 возможно дублирование или различная реализа-
ция однотипных операций разными программи-
стами; 

 ввиду высокой трудоёмкости процесса разработки 
и отработки модулей количество испытаний ПО 
на стендах с реальной аппаратурой обычно сокра-
щается до минимально возможного, что не позво-
ляет выявить все алгоритмические или программ-
ные ошибки в ПО при наземных испытаниях; 

 человеческий фактор на различных этапах ручной 
разработки может приводить к трудно обнаружи-
ваемым ошибкам в работе модулей. 

Помимо субъективных недостатков (существенные 
затраты времени или сложность повторного использо-
вания кода) такой технологии присущ объективный не-
достаток — чрезвычайно сложно обеспечить требуемый 
уровень надёжности функционирования ПО (как в части 
проявления в полёте необнаруженных при наземной 
отработке ошибок в ПО, так и в части соответствия кода 
модулей программной документации, что может приве-
сти к неверной работе ИНС на этапе штатной эксплуа-
тации). 

Разработка систем управления для дорогостоящих 
аэрокосмических систем, некоторые из которых предна-
значены для проведения уникальных научных экспери-
ментов, требует помимо минимизации количества оши-
бок в ПО ещё и освобождения людских ресурсов от 
трудоёмких ручных операций для разработки, проведе-
ния и анализа результатов расширенных программ ис-
пытаний версий ПО как с целью тщательной отработки 
режима штатного функционирования ИНС при различ-
ных условиях, так и с целью разработки и отработки 
логики парирования комбинаций отказов и нештатных 
ситуаций сверх требований технического задания на 
разработку ИНС. 

III. АВТОМАТИЗИРОВАННАЯ ТЕХНОЛОГИЯ РАЗРАБОТКИ 
ПО ИНС 

В результате попыток автоматизации различных 
операций и поиска путей устранения недостатков тра-
диционных технологий в МОКБ «Марс» была разрабо-
тана и внедрена автоматизированная технология разра-
ботки ПО.  

Суть этой новой технологии заключается в форми-
ровании исходных данных для программирования в 
электронном виде, пригодном для последующей ма-
шинной обработки в целях автоматизации максималь-
ного возможного количества выполнявшихся ранее 
«вручную» операций, ведения электронного документо-
оборота и создания электронного фонда алгоритмов и 
программ предприятия, обеспечивающего применение 
отработанных решений для различных изделий. 

Основой для всех этапов разработки и отработки ПО 
является ТТ на программирование (программный доку-

мент в электронном виде), на основании которого авто-
матизированным способом формируются прототипы 
модулей ПО и собственно модули ПО, пригодные для 
отработки на различных стендах и в составе штатного 
вычислителя. 

При разработке элементов новой САПР ПО было 
определено требование выбора базовых программных 
продуктов из перечня свободного ПО в целях миними-
зации финансовых затрат на внедрение и поддержку 
элементов новой САПР на всём предприятии. 

По результатам анализа удобства работы, наличия 
требуемого функционала и долгосрочности сопровож-
дения был выбран следующий ряд программных про-
дуктов: 

 OpenOffice.org Draw – векторный графический 
редактор, используемый для создания электрон-
ных версий блок-схем алгоритмов; 

 PostgreSQL – система управления базами данных, 
обеспечивающая ввод, хранение и обработку базы 
данных параметров алгоритмов; 

 Qt SDK – средство разработки приложений, ис-
пользуемое для создания основных элементов 
САПР (генераторов программного кода, клиент-
ского ПО работы с базами данных и др.). 

Данные продукты являются свободным программ-
ным обеспечением под лицензиями GPL или LGPL с 
хорошей поддержкой сообществом разработчиков и 
глубоким уровнем стандартизации решений, имеют 
реализации для работы под различными операционны-
ми системами. 

В соответствии с новой технологией алгоритмист со-
здаёт ТТ на программирование в электронном виде: 
блок-схемы выполняются в графическом редакторе, 
используемые переменные заносятся в единую базу 
данных переменных для конкретного изделия. 

Применяемые шаблоны оформления новых доку-
ментов соответствуют требованиям ГОСТ, распечатан-
ная бумажная копия не отличается от документов, вы-
полнявшихся ранее вручную, и пригодна для постанов-
ки в архив предприятия. 

Далее электронные версии ТТ обрабатываются дву-
мя программными элементами САПР: на выходе перво-
го (Модуль Аналогизатор) получаются готовые к работе 
на СММ прототипы программ, на выходе второго (Мо-
дуль Транслятор) – готовые к отработке на штатном 
вычислителе коды программных модулей. 

В разработанных элементах САПР используются ти-
пизация параметров алгоритмов, чётко ограниченный 
набор алгоритмических блоков, перекрывающий весь 
требуемый спектр логических и вычислительных опера-
ций, и библиотека стандартных функций и операций, 
подходы к формированию которой сложились за долгие 
годы работы программистов. 

Источником информации для всех этапов автомати-
зированного программирования является одна и та же 
блок-схема алгоритма и единая база данных перемен-
ных. Разночтения алгоритмистов и программистов, а 
также ошибки ручного программирования исчезают как 
класс, а этап отработки готовых модулей по контроль-
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ным примерам исключается за ненадобностью (типовые 
программные решения автоматизированных элементов 
САПР прошли тщательную проверку на этапе апроба-
ции и тестовой эксплуатации САПР). 

С использованием элементов автоматизации ско-
рость формирования сборок ПО выросла на порядки и в 
пределе ограничивается скоростью работы алгоритми-
ста на персональном компьютере при подготовке элек-
тронных версий ТТ. 

Ключевые преимущества новой технологии разра-
ботки и отработки ПО: 

 многократное увеличение скорости разработки 
ПО; 

 увеличение объёма испытаний взамен потерь 
времени на ручные операции; 

 чёткое соответствие кода программных модулей 
программной документации; 

 существенное ускорение отладки программных 
модулей за счёт исключения человеческого фак-
тора; 

 более полная унификация и стандартизация тех-
нической документации и программных модулей; 

 общее повышение качества и отработанности ПО. 

Ещё одним достоинством является возможность 
упрощенного перехода к новым аппаратным платфор-
мам перспективных систем управления (даже со сменой 
архитектур центральных процессоров): путём коррек-
ции программных элементов САПР возможно относи-
тельно просто реализовать автоматизированную сборку 
версий ПО по ранее разработанным ТТ c отработанны-
ми алгоритмическими решениями. 

Отработка ПО производится последовательно на 
каждом стенде. Все испытания проводятся в соответ-
ствии с разрабатываемой для каждого изделия «Про-
граммой и методикой испытаний ПО» (ПиМ), оформ-
ленной в соответствии с ЕСПД. Для ИНС ЛА типовым 
вариантом моделирования является имитация режима 
полёта, определяемого начальными условиями, траекто-
рией,  параметрами работы моделей бортовой аппарату-
ры, имитируемыми нештатными ситуациями и т. д. 
Полный набор режимов моделирования разрабатывает-
ся с учётом необходимости проверки выполнения всех 
требований технического задания на разработку ПО, 
поэтому имеет большой объем и его проведение зани-
мает существенное время как в части собственно моде-
лирования, так и в части оценки и систематизации ис-
пытаний. При этом испытания сопровождаются боль-
шим количеством рутинных операций, которые воз-
можно автоматизировать. В результате работ по автома-
тизации процесса разработки ПО в МОКБ «Марс» со-
здана система автоматизации испытаний (САИ).  

САИ предназначена для автоматизации процесса ор-
ганизации отладки и испытаний бортового ПО систем 
управления на всех математических и полунатурных 
стендах МОКБ «Марс».  

Можно выделить следующие основные функции 
САИ: 

 подготовка исходных данных для моделирования  
автоматизация ввода, хранения, учёта и система-
тизации всех исходных данных для режимов ис-
пытаний; 

 планирование испытаний с учётом необходимой 
последовательности прохождения стендов, опти-
мальной загрузки стендов и результатов испыта-
ний, полученных на других стендах; 

 заказ моделирования на стендах с оповещением 
операторов стенда и формированием всех необхо-
димых данных; 

 сбор и хранение результатов моделирования, в том 
числе телеметрической информации большого 
объёма на выделенных серверах общего доступа; 

 организация анализа и обобщения результатов, 
включая оповещение большого числа пользовате-
лей о проведении испытаний, сбор данных о ре-
зультатах анализа и поддержка комплексного 
анализа результатов испытаний; 

 формирование необходимой документации при 
выполнении всех функций (например, формиро-
вание планов-графиков испытаний, отчётов по 
выполнению работ, заданий на моделирование, 
перечня замечаний и т.д). 

САИ реализована как сетевая система класса клиент-
сервер. В качестве основы использована СУБД 
PostgreSQL. Хранение результатов испытаний произво-
дится на выделенном FTP-сервере, доступ к которому 
осуществляется клиентской частью САИ.  

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ  
В докладе опущено описание целого ряда других со-

путствующих возможностей новой САПР ПО (таких как 
компонента автоматизированной генерации программ-
ной документации на модули ПО для архива; автомати-
зация процесса внесения коррекций в сборки ПО; орга-
низация версионности ПО; процедура согласования и 
утверждения коррекций модулей с использованием 
электронной сети предприятия; структура "мастера" по 
вводу в базу данных описаний параметров алгоритмов; 
ведение базы данных "типовых" алгоритмических оши-
бок; автоматизация обработки ТМИ и формирования 
экспресс-отчётов по испытаниям и др.). Кроме того, на 
борту летательных аппаратов помимо ИНС установлено 
достаточно много элементов оборудования, которые 
фактически можно считать ВУ. Вполне очевидно, что 
для своей работы они нуждаются в бортовом программ-
ном обеспечении. Значительное число микроконтролле-
ров интегрированы в интеллектуальные датчики и ис-
полнительные блоки, которые имеют собственное 
встроенное программное обеспечение. 

Представленная методика разработки ПО ИНС 
БПЛА с применением САПР ПО прошла этап тестовой 
эксплуатации и внедрена в маршрутную технологию 
разработки и отработки ПО в МОКБ "Марс". С приме-
нением новых технологий были разработано ПО для 
целого ряда ИНС, а также ПО систем управления кос-
мическими аппаратами, в настоящий момент успешно 
проходящих лётные испытания и находящихся в штат-
ной эксплуатации. Представленная технология исполь-
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зуется для разработки ПО перспективных ИНС косми-
ческого назначения. 

Данная технология показала свою жизнеспособность 
и перспективность в современных условиях работы 
МОКБ «Марс». 
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Аннотация—В докладе представлен опыт разработки 

трех вариантов системы коррекции магнитного компаса, 
предназначенной для подавления его погрешностей, воз-
никающих при воздействии качки. Представлены резуль-
таты стендовых испытаний магнитного компаса с реали-
зованными вариантами системы коррекции. Рассматри-
ваются и анализируются их достоинства и недостатки.  

Ключевые слова—магнитный компас, система коррек-
ции, переносные ускорения, микромеханический гироскоп. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
При плавании судна в условиях качки появляются 

динамические погрешности магнитного компаса (МК), 
обусловленные действием центростремительного и тан-
генциального ускорений. Эту совокупность ускорений 
далее определим как переносные, в основном обуслов-
ленные тем, что МК устанавливается на некотором пле-
че относительно центра качания судна. Влияние этих 
ускорений вызывает воздействие на магнитную систему 
картушки проекции вертикальной составляющей маг-
нитного поля Земли, приводящее к ее отклонению от 
направления на магнитный север. Данная погрешность 
МК может быть определена и скомпенсирована с помо-
щью введения в измерительную схему МК системы 
коррекции, использующей гироскопический датчик уг-
ловой скорости (ДУС) с вертикально расположенной 
осью чувствительности, установленный на котелок МК. 
Однако варианты построения системы коррекции могут 
быть разные. 

В течение нескольких лет в АО «Концерн «ЦНИИ 
«Электроприбор» производится выпуск магнитного 
компаса (МК) «Азимут-КМ-05Д», в котором в разные 
годы применялся свой вариант построения такой систе-
мы коррекции.  

II. ПЕРВАЯ РАЗРАБОТАННАЯ СИСТЕМА КОРРЕКЦИИ МК  
Первая разработанная система коррекции, блок-

схема которой приведена на рис.1, базировалась на ис-
пользовании позиционного управления, которое за-
ключалось в следующем: 

1. В выработке с помощью датчика магнитного курса 
(ДМК) сигнала о мгновенных значениях курса, состояще-
го из магнитного курса MK , угла рыскания p  и по-
грешности МК от действия качки p : ppMK  .  

2. В выработке с помощью ДУС сигнала угловой ско-
рости, состоящего из угловых скоростей изменения курса 

MK , рыскания p  и погрешности ДУС ДУС .  

3. Интегрирования сигнала ДУС с помощью аперио-
дического звена 

11

1
pT

K  и формирования на выходе ин-

тегратора сигнала ДУСpMK  .   

4. Вычисления разности между выходными сигнала-
ми ДМК и интегратора с целью формирования сигнала 

ДУСp  . 

5. Фильтрации низкочастотной погрешности ДУС  с 

помощью фильтра высоких частот (ФВЧ) 
12

2

pT
pK . 

6. Исключения из значений магнитного курса по-
грешности p  путем вычисления разности между вы-
ходным сигналом ДМК и сигналом с выхода ФВЧ, про-
порциональным погрешности p .  

  
Рис. 1. Блок-схема позиционной системы коррекции МК: 1 – интегра-
тор, 2 – фильтр высоких частот  

В результате проведенных исследований были вы-
браны следующие численные значения постоянных 
времени динамических звеньев позиционной системы 
коррекции (рис. 1) 1T =7200с, 2T =40с. В качестве ДУС 
использовался волоконно-оптический гироскоп (ВОГ) 
ВОГ ВГ071TS («Физоптика»), в котором превалируют 
низкочастотные и медленно меняющиеся составляющие 
ухода.  

В 2019 г. данная система позиционной коррекции 
была запатентована (патент RU 2688900) [1]. 

Многочисленные данные имитационного моделиро-
вания и стендовых испытаний подтвердили эффектив-
ность применения такой системы коррекции. В качестве 
иллюстрации на рис. 2 для сравнения показаны графики 
стендовых испытаний работы МК с применением этой 
системы коррекции и без нее. При этом задавались сле-
дующие условия курс: Ко = 45º, дифферент 

сТA 10,10   ; крен cA 15T,20   . 

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ N 23-29-00090. 
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Рис. 2. Сравнение работы МК с системой позиционной коррекции и 
без нее 

Однако для повышения конкурентоспособности МК 
потребовалось снизить его цену. Самым дорогим из 
комплектующих элементов явился применяемый ВОГ, 
стоимость которого составила 200 т.р. Таким образом, 
встала задача замены ВОГ на дешёвый микромеханиче-
ский гироскоп (ММГ). 

Применение ММГ в системе позиционной коррек-
ции МК не представилось возможным из-за присутствия 
в его выходном сигнале флуктуационных составляющих 
типа белого шума и случайного блуждания угла, кото-
рые при интегрировании показаний ММГ могут вызвать 
появление быстро накапливающейся погрешности. 

III. ВТОРАЯ РАЗРАБОТАННАЯ СИСТЕМА КОРРЕКЦИИ МК  
Второй разработанный вариант системы коррекции 

МК уже с применением в качестве ДУС ММГ использо-
вал коррекцию по угловой скорости.  

На рис. 3 приведена блок-схема системы коррекции 
МК по угловой скорости, в которой выходные сигналы 
ДМК и ДУС поступают в вычислительное устройство, 
где производится их обработка, включающая диффе-
ренцирование сигнала ДМК (позиция 3) и формирова-
ние далее по полученному после дифференцирования 
сигналу и показанию ДУС разностного измерения, со-
держащего погрешность p  МК непосредственно на 

фоне ухода дус  ДУС. Дальнейшее применение в рас-
сматриваемой схеме фильтра низких частот (ФНЧ) (по-
зиция 4) позволяет получить искомую погрешность p , 
а также минимизировать влияние высокочастотной со-
ставляющей (шума) погрешности ММГ. 

 
Рис. 3 Блок-схема системы коррекции МК по угловой скорости: 3 – 
дифференцирующее звено, 4 – ФНЧ  

Первое динамическое звено, через которое проходит 
сигнал ДМК (рис.3), является дифференцирующим зве-

ном с замедлением 
13

3
pT
pK  (оно же фильтр высоких ча-

стот (ФВЧ)) и его отличие от передаточной функции 
идеального дифференцирующего звена состоит в нали-
чии постоянной времени 3T , выбор которой в первую 
очередь определяется необходимостью формирования 
на выходе этого звена неискаженного значения угловой 
скорости рыскания. Кроме того, при выборе постоянной 
времени 3T  следует учитывать ее связь с постоянной 

времени 4T  второго звена 
14

4
pT

K , представляющего 

ФНЧ. Обе указанные постоянные времени фильтров 
должны без искажения выделять погрешность МК p  и 
сглаживать высокочастотную погрешность от шума 
ДУС. С учетом этого при моделировании режима функ-
ционирования системы коррекции  в условиях задания 
качек, значения периодов которых могут изменяться в 
диапазоне  6 …28с, были выбраны следующие значения 
постоянных времени: 3T =1,27с, 4T =5с, обеспечиваю-
щие наилучшую эффективность системы коррекции в 
диапазоне периодов качек 10 …25с. 

В 2021г эта система коррекции была также запатен-
тована (патент RU 2763685) [2]. 

Полученные на основе компьютерного моделирова-
ния результаты работы МК с указанной системой кор-
рекции подтвердили качество работы прибора не хуже, 
чем с первой системой коррекции. Тем не менее, выяс-
нилось, что для реализации такой системы коррекции 
требуются достаточно сложный алгоритм устранения 
разрыва производной при дифференцировании сигналов 
МК в области перехода 0°→360°.  

IV. ТРЕТЬЯ РАЗРАБОТАННАЯ СИСТЕМА КОРРЕКЦИИ МК  
В связи с этим был предложен третий вариант по-

строения системы коррекции МК на ММГ с применени-
ем стационарного фильтра, близкого к комплементар-
ному, блок-схема которого приведена на рис. 4. 

 
Рис. 4. Блок-схема системы коррекции МК на основе комплементар-
ного фильтра 

Применение комплементарного фильтра позволяет 
объединить показания ММГ и МК при помощи ФВЧ и 
ФНЧ таким образом, чтобы на выходе схемы измерения 
формировался угол курса и рыскания, представляющий 
комбинацию низкочастотной и высокочастотной со-
ставляющих соответственно МК и ММГ. Такая схема 
измерения позволяет скомпенсировать дрейф нуля ММГ 
с помощью ФВЧ и воздействие переносных ускорений 
от качки судна на МК с  помощью ФНЧ. 
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Для того чтобы на выходе схемы измерения форми-
ровался оптимальный угол курса и рыскания по показа-
ниям МК и ММГ, необходимо чтобы сигнал ММГ был 
вначале проинтегрирован, т.е. пропущен через звено 

p
1 , 

и только потом к полученному выходному сигналу ин-
тегратора может быть применен  ФВЧ - 

1Tp
p . Посколь-

ку в результате такого последовательного соединения 
динамических звеньев 

1
1



Tp

p
p

 образуется передаточная 

функция - 
1

1
Tp

, то, в предлагаемой схеме измерения  

выходной сигнал ММГ может быть подан, также как и 
выходной сигнал МК, непосредственно на вход аперио-
дического звена 

1
1
Tp

.  

В комплементарном фильтре должно выполняться 
условие инвариантности, при выполнении которого 
применяемые в схеме ФВЧ и ФНЧ не влияют на полез-
ный сигнал – вырабатываемый угол курса и рыскания. 
Для этого необходимо, чтобы выполнялось следующее 
условие – сумма передаточных функций ФВЧ и ФНЧ 
должна всегда равняться 1. Для выполнения принципа 
инвариантности в схему вводятся два дополнительных 
усилителя: усилитель сигнала датчика магнитного курса 
компаса (ДМК) с коэффициентом усиления 1K , и уси-
литель сигнала ММГ с коэффициентом усиления 2K  
(см. рис. 4) и обеспечивается следующее соотношение: 

T
K
K


1

2  (при выборе 1K =1, 2K =Т).   

Представленная система коррекции работает следу-
ющим образом: 

1. Выходной сигнал с ДМК поступает на усилитель с 
коэффициентом усиления К1, а выходной сигнал с ММГ 
на усилитель с коэффициентом усиления К2. 

2. Сигнал с усилителя ДМК )(1 pMKK   суммиру-
ется с сигналом с усилителя ММГ – )(2 pMKpK  . 

3. Полученная сумма сигналов подаётся на вход апе-

риодического звена 
1

1
pT

 (
1

2

K
KT  ). Сигнал с выхода 

апериодического звена pMK  , в котором отсутствует 
погрешность МК от качки, подаётся на выносной инди-
катор. 

С применением моделирования были выбраны сле-
дующие значения параметров фильтра: 1K =1, 2K =10, 
T =10. 

На рис. 5 приведены графики стендовых испытаний 
с результатами сравнения коэффициентов эффективно-
сти работы системы коррекции МК на ВОГ (позицион-
ной) и системы коррекции МК на ММГ (на основе ком-
плементарного фильтра) в функции заданных периодов 
качки, подтверждающие близость результатов работы 
представленных систем коррекции.  

 
Рис. 5. Сравнение коэффициентов эффективности системы коррекции 
МК с применением ВОГ и ММГ (60º с. ш.) 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В докладе представлен опыт разработки трех вари-

антов системы коррекции магнитного компаса, предна-
значенной для подавления его погрешностей, возника-
ющих при воздействии качки.  

Показано, что первая система коррекции, названная 
позиционной, может эффективно использоваться при 
применении ВОГ, а третья, названная системой коррек-
ции на основе комплементарного фильтра, – при приме-
нении ММГ, при этом обе системы коррекции имеют 
близкие значения коэффициентов эффективности. 
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Аннотация—В статье рассматривается задача позици-
онирования беспилотного летательного аппарата (БЛА) на 
этапе посадки путём распознавания взлётно-посадочной 
полосы (ВПП). Разработаны алгоритмы на основе методов 
технического зрения (ТЗ) и фотограмметрии, позволяю-
щие восстановить собственные координаты БЛА по изоб-
ражению ВПП. Проведено моделирование посадки с по-
мощью открытого авиасимулятора «FlightGear», которое 
показало, что точность предлагаемых алгоритмов соответ-
ствует посадке по III категории. 

Ключевые слова—беспилотный летательный аппарат, 
взлётно-посадочная полоса, техническое зрение, нейронные 
сети, фотограмметрия. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В последние годы возрос интерес к повышению ав-

тономности работы беспилотных летательных аппаратов 
(БЛА). В частности, это касается отказа от спутниковых 
навигационных систем на различных этапах полёта, 
включая посадку, из-за возможной постановки помех 
длительного действия. Решением данной проблемы мо-
жет служить система технического зрения: БЛА обору-
дуется видеокамерой и на основе анализа её изображе-
ния производится посадка. Такая система не подвержена 
искусственным помехам и достаточно компактна. Целью 
представленной работы являлось создание навигацион-
ного алгоритма на основе технического зрения, позволя-
ющего вычислять собственные координаты БЛА на этапе 
посадки в условиях отсутствия спутникового сигнала. 

Техническое зрение в задаче посадки служит для по-
иска на изображении некоторых особых точек, коорди-
наты которых заранее известны и записаны в память 
бортового вычислителя БЛА. Одним из вариантов может 
служить установка в районе ВПП характерных визуаль-
ных маркеров, технически представляющих собой ин-
фракрасные (ИК) излучатели. Координаты этих ИК-
маркеров рассчитываются с высокой точностью и зано-
сятся в память бортового вычислителя БЛА. Затем во 
время посадки образы ИК-маркеров детектируются на 
изображении с помощью бинаризации по цвету, а соб-
ственные координаты восстанавливаются методами фо-
тограмметрии. Такой способ определения координат на 
этапе посадки рассмотрен в [1]. Он имеет свои достоин-
ства (простое распознавание особых точек, независи-

мость от условий освещения), однако обладает серьёз-
ным недостатком – это усложнение наземной инфра-
структуры, которое требует постоянного обслуживания. 

Учитывая недостатки описанного метода, хотелось 
бы в качестве характерных наземных ориентиров иметь 
не искусственные, а априорно существующие особые 
точки. Поэтому в данной работе в качестве особых при-
няты угловые точки полотна взлётно-посадочной полосы 
(ВПП): они удобны для детектирования на изображении 
(вокруг этих точек имеется характерный перепад ярко-
сти) и их географические координаты содержатся в 
аэронавигационных атласах аэродромов. 

II. СЕГМЕНТИРОВАНИЕ ОБРАЗА ВПП 
Существуют альтернативные способы ориентирова-

ния по изображению ВПП. Например, в [2] предлагается 
находить боковые границы и рассчитывать управление 
таким образом, чтобы наклоны левой и правой границы 
по отношению к ближнему порогу были равными по 
модулю и противоположными по знаку. Такой подход 
обеспечивает стремление ошибки по боковому отклоне-
нию к нулю, однако требует разработки дополнительно-
го контура управления, преобразующего разность 
наклонов боковых границ в значение заданного тра-
екторного управляющего воздействия (например, в зна-
чение заданного крена). Это обстоятельство не позволяет 
применять данный метод в связке с готовыми автопило-
тами, осуществляющими управление по ошибке класси-
ческого линейного бокового отклонения. Поэтому в 
представленной работе, исходя из соображений инфор-
мационного обеспечения алгоритмов управления, ста-
вится задача определения собственных координат БЛА 
относительно ВПП. Во-первых, такой подход не требует 
вмешательства в бортовую систему траекторного управ-
ления, а во-вторых, позволяет оператору контролировать 
текущие координаты местоположения БЛА даже в усло-
виях отсутствия сигнала СНС. 

Для решения позиционной задачи с помощью анали-
за изображения, требуется, чтобы в кадре присутствова-
ли объекты, координаты которых заранее известны. В 
качестве таких объектов выступают особые точки – уг-
ловые точки полотна ВПП. Чтобы найти эти точки, 
предлагается сначала выделить область интереса, содер-
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жащую образ ВПП, а затем методами технического зре-
ния найти её очертания. 

A. Детектирование области интереса 
Перед использованием методов технического зрения 

необходимо выделить область интереса на снимке, со-
держащую искомый объект. Это позволяет снизить вы-
числительную нагрузку на алгоритмы ТЗ, а также 
уменьшить число их ошибочных срабатываний. Для ре-
шения задачи детектирования была выбрана нейронная 
сеть с архитектурой «YOLO 7». Нейросетевые архитек-
туры семейства «YOLO» показывают наилучшее быст-
родействие среди других архитектур, поэтому они хо-
рошо подходят для использования во встраиваемых си-
стемах с ограниченной вычислительной мощностью (ко-
торую представляет собой бортовой цифровой вычисли-
тель БЛА). В [3] приведен график сравнения кривых Па-
рето-оптимальностей различных нейросетевых архитек-
тур, который показывает, что архитектура «YOLO-7» 
наиболее оптимальна по соотношению точности и быст-
родействия. Для корректной работы нейросети требуется 
обучающая выборка с изображениями ВПП на разной 
дальности, с разных ракурсов и разными условиями 
освещённости. Такой обширный набор данных можно 
получить только с помощью авиасимулятора. Для цели 
сбора обучающих изображений был разработан про-
граммный стенд имитационного моделирования, в кото-
ром использовался открытый авиасимулятор 
«FlightGear» [4]. На данных, полученных с этого авиаси-
мулятора и производилось обучение нейронной сети. 
Динамику основных метрик обучения демонстрирует 
график на рис. 1 

 
Рис. 1. Изменение метрик в процессе обучения 

Здесь «loss» - значение функции потерь, «mAP» - 
значение средней точности. «mAP» - основной показа-
тель точности для оценки обнаружения объектов [5] был 
достигнут на уровне 76,9%. 

B. Контурирование 
Следующим этапом является поиск особых точек в 

области интереса методами технического зрения. Перед 
непосредственным поиском этих точек решается вспо-
могательная задача: выделяются боковые границы ВПП 
с помощью преобразования Хафа [6]. Отрезки, получен-
ные указанным преобразованием, можно интерпретиро-
вать как примерные границы ВПП. На реальном изобра-
жении полотно ВПП из-за перепадов высоты представ-
ляет форму неправильного четырёхугольника, боковые 
границы которого плохо аппроксимируются лишь двумя 
прямыми линиями. 

Проблема преобразования Хафа состоит в том, что 
вместе с искомыми детектируются шумовые линии 
(спам). Чтобы отфильтровать спам было разработано 
следующее решение. Каждую линию можно представить 
в форме нормального уравнения, в котором она характе-
ризуется длиной (ρ) и углом наклона (ϑ) перпендикуляра, 
опущенного из начала координат. На плоскости ϑ – ρ 
линия трансформируется в точку. Затем весь набор де-
тектированных линий кластеризуется методом «k-
means» по параметрам ρ и ϑ. Результат кластеризации 
демонстрируется на рис. 2: 

 
Рис. 2. Кластеризация линий методом «k-means» 

Здесь зелёные и красные линии искомые, в то время 
как линия, обозначенная голубым цветом, является 
спамом. Многочисленные кластеры содержат искомые 
линии, а малочисленные – только случайный шум. Ис-
ходя из этого условия выявляется спам и удаляется из 
общего набора. Внутри оставшихся кластеров выделя-
ются средние линии и принимаются за боковые границы. 

Для выделения особых точек применяется детектор 
Харриса [7], который находит все контрастные углы на 
изображении. В результате получается облако точек. 
Чтобы выбрать только те точки, которые относятся к 
углам ВПП, применяется метод экспертных оценок: для 
каждой точки рассчитывается взвешенная сумма норма-
лизованных метрик близости к примерным боковым 
границам в нижней и в верхней части области интереса. 
Точки, с наибольшими значениями взвешенных сумм 
считаются искомыми. Результат работы такого алгорит-
ма показан на рис. 3: 

 
Рис. 3. Поиск угловых точек ВПП в облаке, полученном через 
детектор Харриса 

Соединив найденные точки, получим контур, кото-
рый наиболее близко аппроксимирует изображение по-
лотна ВПП. 

III. РЕШЕНИЕ ПОЗИЦИОННОЙ ЗАДАЧИ 
Чтобы получить полное навигационное решение (ко-

ординаты и углы ориентации) позиции съёмки по из-
вестным пиксельным и линейным координатам ориенти-
ров в фотограмметрии [8] предлагается решить следую-
щую систему уравнений: 
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(1) 

где ,Ki Kix y  - пиксельные координаты ориентиров; 
, ,Ki Ki KiX Y Z  - линейные координаты ориентиров; 

11 33a a  - элементы матрицы направляющих косинусов 
углов ориентации; f  - фокус (фокусное расстояние оп-
тической видеокамеры); ,i idx dy  - левые части нечётных 
и чётных уравнений соответственно; ,xi yiD D  - правые 
части нечетных и чётных уравнений соответственно, 

, ,X Y Z  - координаты позиции съёмки. 

Введём допущение о том, что позиция съёмки совпа-
дает со связанной системой координат БЛА. В системе 
уравнений (1) приравниваются углы визирования (ази-
мут и угол места) рассчитанные через смещение пик-
сельных координат относительно центра изображения 
(левые части уравнений) и рассчитанные через геомет-
рические преобразования (правые части уравнений). По-
скольку неизвестные углы ориентации входят в систему 
через тригонометрические функции (направляющие ко-
синусы), то система (1) решается численно. 

A. Линейное решение 
На практике углы ориентации на борту БЛА рассчи-

тываются бесплатформенной инерциальной навигацион-
ной системой (БИНС) с высокой точностью. Рассчиты-
вать их повторно из системы (1) нет необходимости. По-
этому, примем, что углы ориентации известны, тогда в 
системе (1) остаётся 3 неизвестных (координаты позиции 
съёмки) в 8 уравнениях (каждая особая точка даёт 2 
уравнения) – система избыточна. Традиционно системы 
с избыточностью решаются методом наименьших квад-
ратов (МНК). 

Чтобы систему (1) решить с помощью МНК, её нуж-
но привести к канонической форме: 

X
A Y B

Z

 
   
  

 

где A, B – некоторые матрицы. Преобразуем систему (1) 
к виду: 
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Обозначим левый сомножитель каждого слагаемого 
как ijA : 
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Полученное выражение можно преобразовать к ка-
ноническому виду: 
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(2) 

В левой части (2) явно выделяется матрица A, а в 
правой – матрица B. Решение системы (2) через МНК 
будет найдено в виде: 
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B. Нелинейное уточнение 
С помощью нелинейного МНК [9] можно уточнить 

ранее полученное решение: 
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i i i
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 (3) 

где  i i i iX X Y Z - вектор состояния; iX  - нели-
нейная поправка; iK  - коэффициент поправки; 

1 1[ ]Tn nl dx dy dx dy   - левые части системы 

уравнений (1); 1 1[ ]Tx y xn ynr D D D D   - правые 
части системы уравнений (1). 

Начальным приближением вектора состояния в вы-
ражении (3) выступает линейное решение, рассчитанное 
ранее. Коэффициент поправки рассчитывается через 
Якобиан: 
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IV. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 
Для тестирования разработанных алгоритмом прове-

дён следующий эксперимент. С помощью авиасимуля-
тора «FlightGear» моделировалась посадка в аэропорту 
Шереметьево. Вводилась система координат (СК), свя-
занная с ВПП, которая изображена на рис. 4. 
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Рис. 4. Система координат, связанная с ВПП 

БЛА производил посадку, а его координаты в опи-
санной СК рассчитывались точными геодезическими 
методами, которые были приняты за эталон. В то же 
время, координаты БЛА рассчитывались с помощью но-
вых алгоритмов, описанных в этой статье. Погрешность 
оценивалась как разность расчётных координат с эта-
лонными. Графики погрешностей по всем трём осям, 
полученные в ходе эксперимента, представлены на рис. 
5. По оси абсцисс отложена дальность относительно 
точки начала глиссады (ТНГ), поскольку относительно 
неё регистрируется погрешность на высотах принятия 
решений для дальнейшей оценки категории посадки. 

 
Рис. 5. Погрешность решения позиционной задачи 

Здесь красным цветом обозначена погрешность ли-
нейного решения, а синим – погрешность после нели-
нейного уточнения. Прирост точности при использова-
нии нелинейного уточнения оценивался как отношение 
площадей под графиками кривых и составил: 

:12.1%
:13.0%
:19.6%

X
Y
Z

 

Предложенный способ использования линейного ре-
шения в качестве начального приближения для нелиней-
ного уточнения обеспечивает хорошую сходимость и 
составляет 3-4 итерации. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Разработаны алгоритмы для решения позиционной 

задачи на этапе посадки БЛА по видеоизображению, 
получаемому с установленной на борту видеокамеры. 
Проведённый эксперимент показал, что предложенное 
решение на заключительном этапе планирования по 
глиссаде (на высоте принятия решений 15 м) даёт по-
грешность 0,2 м по высоте (координата Y) и 0,4 м по 
боковому отклонению (координата Z). Такие показатели 
удовлетворяют требованиям для III категории точности 
посадки [10]. В таблице 1 приведены допустимые откло-
нения от глиссады для всех категорий: 

ТАБЛИЦА I.  ДОПУСТИМЫЕ ОТКЛОНЕНИЯ ОТ ГЛИССАДЫ 

Категория 
Высота при-
нятия реше-

ний, м 

Боковое от-
клонение, м 

Продольное 
отклонение, м 

I 60 7,7 5,1 

II 30 5,0 2,5 

III 15 3,7 1,3 
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Аннотация—Навигационные погрешности автономной 

бесплатформенной инерциальной навигационной системы 
(БИНС) практически точно описываются линейной систе-
мой дифференциальных уравнений ошибок. Ее общее ре-
шение выражается через начальные условия и переходную 
матрицу, которая может быть найдена численно для лю-
бой траектории движения. Это позволяет использовать 
методы линейной алгебры для построения областей в про-
странстве инструментальных погрешностей, гарантирую-
щих нахождение навигационных ошибок в допуске на за-
данном наборе траекторий объекта-носителя, и соотнести 
полученные оценки с характерными погрешностями 
инерциальных датчиков современных БИНС.    

Ключевые слова—бесплатформенная инерциальная 
навигационная система (БИНС); инструментальные 
погрешности; навигационные погрешности; гарантирующие 
оценки. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Задача назначения допусков на инструментальные 

погрешности инерциальных датчиков БИНС, обеспечи-
вающих заданную точность автономного навигационно-
го решения летательного аппарата (ЛА) или другого 
подвижного объекта, представляет интерес как для ин-
женерной практики, так и для теоретического анализа. 
Она может рассматриваться в статистической постанов-
ке или как задача построения области в пространстве 
инструментальных погрешностей, обеспечивающей 
нахождение навигационных ошибок в заданном допуске 

для некоторой траектории или набора траекторий. До-
пуски на инструментальные погрешности, соответству-
ющие решению второй задачи, будем называть гаранти-
рующими. 

Статистические оценки допусков получаются в ре-
зультате обработки экспериментальных данных, либо 
путем численного моделирования по наборам траекто-
рий и сочетаний инструментальных ошибок. Если 
БИНС в экспериментах подтверждает заявленные точ-
ности, то оценки соответствующих инструментальных 
ошибок можно получать при комплексной обработке 
информации (КОИ) БИНС и эталонного средства, 
например, спутниковой навигационной системы. Одна-
ко данные оценки будут косвенными и зависят, в том 
числе, от их наблюдаемости [1] на конкретных траекто-
риях. Корректность косвенных оценок инструментальных 
ошибок, полученных при решении задачи КОИ, можно 
проверить подстановкой в уравнения ошибок БИНС и 
сравнением навигационных ошибок с допусками.  

Допуски могут назначаться, исходя из частных ре-
шений уравнений ошибок на некотором наборе траекто-
рий и инструментальных ошибок или исходя из реше-
ния дисперсионного уравнения. Дисперсионное уравне-
ние, записанное для некоторой траектории, автоматиче-
ски учитывает всевозможные сочетания знаков инстру-
ментальных ошибок при заданных среднеквадратиче-
ских отклонениях (СКО). Потому его решение предпо-
чтительнее прямого перебора сочетаний инструмен-
тальных ошибок.  
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Для получения оценок допусков с приемлемой дове-
рительной вероятностью любым статистическим мето-
дом требуется достаточно большое число реализаций. 
Вероятностные оценки зависят от гипотез о законах рас-
пределения инструментальных погрешностей и не гаран-
тируют, что навигационные ошибки будут всегда нахо-
диться в допуске. Чаще всего считается приемлемой ве-
роятность нахождения в допуске, превышающая 0.95. 

Гарантирующие допуски на инструментальные по-
грешности для заданного набора траекторий обеспечи-
вают нахождение навигационных ошибок в допуске с 
единичной вероятностью и, конечно, оказываются 
жестче статистических оценок. Построение гарантиру-
ющей области в пространстве инструментальных по-
грешностей и является основным предметом настояще-
го исследования.  

II. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ИНСТРУМЕНТАЛЬНЫХ 
ПОГРЕШНОСТЕЙ БИНС 

Принимается следующая стандартная модель ин-
струментальных погрешностей для акселерометров и 
гироскопов (датчиков угловой скорости, ДУС), соответ-
ственно [1–3]:  

߂ ௭݂ = ߂ ௭݂
 + ߁ ௭݂

ᇱ , ߁ = 
ଵଵ߁ 0 0
ଶଵ߁ ଶଶ߁ ଶଷ߁
ଷଵ߁ 0 ଷଷ߁

൩, 

௭ߥ = ௭ߥ ߆+ ௭߱
ᇱ , ߆ = 

ଵଵ߆ ଵଶ߆ ଵଷ߆
ଶଵ߆ ଶଶ߆ ଶଷ߆
ଷଵ߆ ଷଶ߆ ଷଷ߆

൩.				(1) 

Здесь: 

߂  ௭݂ ,  ,௭ – погрешности акселерометров и гироскоповߥ

߂  ௭݂
,  ௭ – погрешности смещений нулей акселерометровߥ

и гироскопов, 

߁ , ߆ , ݅ = 1,2,3 – погрешности масштабных коэффици-
ентов, 

߁ , ߆ , ݅ = 1,2,3, ݅ ≠ ݆ – погрешности ортогональности 
осей чувствительности (перекосы),  

Параметры ߂ ௭݂
, ߁	,௭ߥ , ߆ , ݅, ݆ = 1,2,3 считаются по-

стоянными. Шумовые составляющие погрешностей не 
рассматриваются.  

Частичное заполнение матрицы ߁ объясняется тем, 
что приборные оси ݖ блока чувствительных элементов 
связаны с осью одного из акселерометров и плоскостью 
соответствующей пары акселерометров.  

Величины ߂ ௭݂ и ߥ௭ из левой части формулы (1) назы-
ваются суммарными погрешностями акселерометров и 
ДУС.  

III. УРАВНЕНИЯ ОШИБОК БИНС, НАЧАЛЬНЫЕ УСЛОВИЯ, 
ПЕРЕХОДНАЯ МАТРИЦА 

Уравнения ошибок БИНС для горизонтальных кана-
лов, соответствующие принятой модели инструменталь-
ных ошибок, в географическом трехграннике с относи-
тельно свободной ориентацией в азимуте имеют вид [2, 3]: 

Δ̇ݎଵ = ߜ ଵܸ + ଷߚ ଶܸ
ᇱ,

Δ̇ݎଶ = ߜ ଶܸ − ଷߚ ଵܸ
ᇱ, 

ଵܸ̇ߜ = ଷᇱݑ2 ߜ ଶܸ − ଶߙ݃ − ଶܸ′ߥଵ ݀ଷଵᇱ − ଶܸ′ߥଶ ܿଷଶᇱ − ଶܸ′ߥଷ ܿଷଷᇱ +
+Δ ௭݂ଵ

 ܿଵଵᇱ + Δ ݂ଶ
 ܿଵଶᇱ + Δ ݂ଷ

 ܿଵଷᇱ +																								
+Γଵଵܿଵଵᇱ ௭݂ଵ

ᇱ + Γଶଵܿଵଶᇱ ௭݂ଵ
ᇱ + Γଶଶܿଵଶᇱ ௭݂ଶ

ᇱ +												
+Γଶଷܿଵଶᇱ ௭݂ଷ

ᇱ + Γଷଵܿଵଷᇱ ௭݂ଵ
ᇱ + Γଷଷܿଵଷᇱ ௭݂ଷ

ᇱ −												
−Θଵଵ ଶܸ′ܿଷଵᇱ ߱௭ଵᇱ −Θଵଶ ଶܸ′ܿଷଵᇱ ௭߱ଶ

ᇱ −Θଵଷ ଶܸ′ܿଷଵᇱ ௭߱ଷ
ᇱ −

−Θଶଵ ଶܸ′ܿଷଶᇱ ߱௭ଵᇱ −Θଶଶ ଶܸ′ܿଷଶᇱ ௭߱ଶ
ᇱ −Θଶଷ ଶܸ′ܿଷଶᇱ ௭߱ଷ

ᇱ 	−
								−Θଷଵ ଶܸ′ܿଷଷᇱ ߱௭ଵᇱ −Θଷଶ ଶܸ′ܿଷଵᇱ ௭߱ଶ

ᇱ −Θଷଷ ଶܸ′ܿଷଷᇱ ߱௭ଷᇱ + Δ ଵ݂
௦

 

ଶܸ̇ߜ = ଷᇱݑ2− ߜ ଵܸ + ଵߙ݃ + ଵܸ′ߥଵ ܿଷଵᇱ + ଵܸ′ߥଶ ܿଷଶᇱ + ଵܸ′ߥଷ ܿଷଷᇱ +
+Δ ݂ଵ

 ܿଶଵᇱ + Δ ݂ଶ
 ܿଶଶᇱ + Δ ݂ଷ

 ܿଶଷᇱ +																								
+Γଵଵܿଶଵᇱ ௭݂ଵ

ᇱ + Γଶଵܿଶଶᇱ ௭݂ଵ
ᇱ + Γଶଶܿଶଶᇱ ௭݂ଶ

ᇱ +												
+Γଶଷܿଶଶᇱ ௭݂ଷ

ᇱ + Γଷଵܿଶଷᇱ ௭݂ଵ
ᇱ + Γଷଷܿଶଷᇱ ௭݂ଷ

ᇱ +												
+Θଵଵ ଵܸ′ܿଷଵᇱ ߱௭ଵᇱ +Θଵଶ ଵܸ′ܿଷଵᇱ ߱௭ଶᇱ +Θଵଷ ଵܸ′ܿଷଵᇱ ߱௭ଷᇱ +
+Θଶଵ ଵܸ′ܿଷଶᇱ ߱௭ଵᇱ +Θଶଶ ଵܸ′ܿଷଶᇱ ߱௭ଶᇱ +Θଶଷ ଵܸ′ܿଷଶᇱ ௭߱ଷ

ᇱ 	+
								+Θଷଵ ଵܸ′ܿଷଷᇱ ߱௭ଵᇱ +Θଷଶ ଵܸ′ܿଷଷᇱ ௭߱ଶ

ᇱ +Θଷଷ ଵܸ′ܿଷଷᇱ ௭߱ଷ
ᇱ + Δ ଶ݂

௦

 

ଵߙ̇ = ଷᇱݑ−
Δݎଵ
ܴଵ

−
ߜ ଶܸ

ܴଶ
+ ଷᇱݑ ଶߙ − ଶᇱݑ ଷߚ +

ଵߥ+ ܿଵଵᇱ + ଶߥ ܿଵଶᇱ + ଷߥ ܿଵଷᇱ +							
																	+Θଵଵܿଵଵᇱ ߱௭ଵᇱ +Θଵଶܿଵଵᇱ ߱௭ଶᇱ +Θଵଷܿଵଵᇱ ௭߱ଷ

ᇱ +
																			+Θଶଵܿଵଶᇱ ߱௭ଵᇱ +Θଶଶܿଵଶᇱ ߱௭ଶᇱ +Θଶଷܿଵଶᇱ ௭߱ଷ

ᇱ +	
																								+Θଷଵܿଵଷᇱ ௭߱ଵ

ᇱ +Θଷଶܿଵଷᇱ ௭߱ଶ
ᇱ +Θଷଷܿଵଷᇱ ߱௭ଷᇱ + ଵ௦ߥ

 

ଶߙ̇ = ଷᇱݑ−
Δݎଶ
ܴଶ

+
ߜ ଵܸ

ܴଵ
− ଷᇱݑ ଵߙ + ଷߚଵᇱݑ +

ଵߥ+ ܿଶଵᇱ + ଶߥ ܿଶଶᇱ + ଷߥ ܿଶଷᇱ +							
																	+Θଵଵܿଶଵᇱ ௭߱ଵ

ᇱ +Θଵଶܿଶଵᇱ ߱௭ଶᇱ +Θଵଷܿଶଵᇱ ߱௭ଷᇱ +
																			+Θଶଵܿଶଶᇱ ௭߱ଵ

ᇱ +Θଶଶܿଶଶᇱ ௭߱ଶ
ᇱ +Θଶଷܿଶଶᇱ ߱௭ଷᇱ +	

																								+Θଷଵܿଶଷᇱ ߱௭ଵᇱ +Θଷଶܿଶଷᇱ ߱௭ଶᇱ +Θଷଷܿଶଷᇱ ௭߱ଷ
ᇱ + ଶ௦ߥ

 

ଷߚ̇ = ߱௭ଵ
ᇱ భ

ோభ
+߱௭ଶ

ᇱ మ
ோమ
+߱௫ଶ

ᇱ ଵߙ − ߱௫ଵᇱ ଶߙ +

ଵߥ+ ܿଷଵᇱ + ଶߥ ܿଷଶᇱ + ଷߥ ܿଷଷᇱ +							
																	+Θଵଵܿଷଵᇱ ௭߱ଵ

ᇱ +Θଵଶܿଷଵᇱ ߱௭ଶᇱ +Θଵଷܿଷଵᇱ ߱௭ଷᇱ +
																			+Θଶଵܿଷଶᇱ ௭߱ଵ

ᇱ +Θଶଶܿଷଶᇱ ߱௭ଶᇱ +Θଶଷܿଷଶᇱ ߱௭ଷᇱ +	
																								+Θଷଵܿଷଷᇱ ߱௭ଵᇱ +Θଷଶܿଷଷᇱ ߱௭ଶᇱ +Θଷଷܿଷଷᇱ ௭߱ଷ

ᇱ + ଷ௦ߥ

(2) 

Здесь: 

ܸ′ – проекции скорости ЛА на оси модельного (вычис-
ленного) географического трехгранника, 

 ᇱ – проекции угловой скорости Земли на оси этогоݑ
трехгранника,  

݃ – номинальное значение ускорения силы тяжести,  

௭݂
ᇱ  – проекции удельной внешней силы, измеренные 

блоком акселерометров в приборных осях БИНС,  

߱௭
ᇱ  – проекции абсолютной угловой скорости приборно-

го трехгранника БИНС в собственных осях,  

ܴ – радиусы кривизны сечений поверхности земного 
эллипсоида,  

߱௫
ᇱ  – проекции абсолютной угловой скорости модельно-

го географического трехгранника на собственные оси, 

ܿᇱ  – элементы модельной (вычисляемой) матрицы ори-
ентации ܥ приборного трехгранника БИНС относитель-
но модельного географического: 
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టᇲݏ сణᇲ ܿటᇲ ఊᇲݏ − టᇲݏ ణᇲݏ 	ܿఊᇲ ܿటᇲ ܿఊᇲ + టᇲݏ ణᇲݏ
сటᇲ сణᇲ టᇲݏ− ఊᇲݏ − ܿటᇲ ణᇲܿఊᇲݏ టᇲݏ− ܿఊᇲ + ܿటᇲ ణᇲݏ
ణᇲݏ ܿఊᇲܿణᇲ ఊᇲܿణᇲݏ−

, 

где ߰ᇱ , ,ᇱߴ ᇱߛ − углы гироскопического курса, тангажа и 
крена, s, c – синус и косинус соответственно. 

Вектор состояния уравнений ошибок включает в се-
бя переменные: 

ଵݎ߂ , -– ошибки определения местоположения в гори	ଶݎ߂
зонтальной плоскости в осях модельного географическо-
го трехгранника с относительно свободной ориентацией 
в азимуте [2,3], 

ߜ ଵܸ, ߜ ଶܸ – динамические ошибки [2,3] определения гори-
зонтальных составляющих относительной скорости в 
этих же осях, 

,ଵߙ -ଶ – угловые ошибки построения приборной вертиߙ
кали в тех же осях, ߚଷ – азимутальная кинематическая 
ошибка [2,3]. 

Уравнения ошибок замыкаются при помощи форми-
рующих уравнений для инструментальных погрешно-
стей датчиков БИНС: 

 
௭݂̇߂ = 0, ௭ߥ̇ = 0,
߆̇ = 0, ߁̇ = 0.

 (3) 

Для получения гарантирующих оценок необходимо 
учесть, что инструментальные погрешности БИНС не 
только входят в модельные уравнения движения при их 
интегрировании, но и приводят к ошибкам начальной 
выставки. В идеальном случае постоянных инструмен-
тальных погрешностей и отсутствии возмущений, дей-
ствующих в процессе выставки, известны [3] следую-
щие соотношения: 

ଵ(0)ߙ =
ି௱మ

ଶ(0)ߙ , =

௱భ

, ଷ(0)ߚ =

ఔభ
௨ୡ୭ୱఝ

+ ௱భ

tg߮,  (4) 

где ߂ ݂ – проекции суммарных погрешностей акселеро-
метров на оси географического трехгранника, ߥଵ  – про-
екция суммарного дрейфа гироскопов на первую ось 
географического трехгранника ߮ – широта места вы-
ставки, ݑ – модуль угловой скорости Земли, ݃ – модуль 
силы тяжести. В начальный момент времени географи-
ческий трехгранник с полусвободной азимутальной ори-
ентацией обычно ориентирован по сторонам света. Та-
ким образом, можно считать, что в формуле (4) индекс 1 
– это направление на восток, 2 – направление на север в 
плоскости местного горизонта. Все приведенные ниже 
результаты получены для системы уравнений ошибок (2) 
с начальными условиями (4). 

Система уравнений ошибок (2) с формирующими 
уравнениями (3) допускает следующее векторно-
матричное представление: 

ݔ̇ =  (5)           ,ݔܣ
где ܣ – матрица системы, а фазовый вектор ݔ разбивает-
ся на компоненты, соответствующие навигационным и 
инструментальным ошибкам: 

ݔ = ்ݕ] , ݕ ,்[்ݖ = ,ଵݎ߂] ,ଶݎ߂ ߜ ଵܸ, ߜ ଶܸ, ,ଵߙ ,ଶߙ ்[ଷߚ , 
ݖ = ߥൣ , ߂ ݂ , ߁ ൧߆,

்
. 

Моделирование показывает, что для траекторий, вы-
бранных для исследования, численное интегрирование 
системы (5) простейшим методом Эйлера  

ାଵݔ = ܧ] + ݔ[ݐ߂(ݐ)ܣ =        (6)ݔାଵ,ߔ

оказывается достаточно точным для такта ݐ߂ порядка 
секунды и менее. Далее номер такта ݅ удобно называть 
также моментом времени. 

С учетом нулевой правой части формирующих урав-
нений для инструментальных ошибок переходная мат-
рица системы (6) имеет следующую блочную структуру:  

ାଵ,ߔ = ߔାଵ,
ଵ ାଵ,ߔ

ଶ

0 ܧ
൨   (7) 

Применяя две последовательные итерации в системе 
(6), можно получить рекуррентную формулу для элемен-
тов переходной матрицы 

,ିଶߔ
ଵ = ,ିଵߔ

ଵ ିଵ,ିଶߔ
ଵ , ,ିଶߔ

ଶ = ,ିଵߔ
ଵ ିଵ,ିଶߔ

ଶ ,ିଵߔ+
ଶ , 

позволяющую вычислить значение переходной матрицы 
 на любом шаге и связать текущее значение фазового	,ߔ
вектора ݔ с начальным значением ݔ: 

ݔ = ݔ,ߔ = ߔ
ଵ ߔ

ଶ

0 ܧ
൨ ቂ
ݕ
 .ቃݖ

Начальное значение фазового вектора (2) связано с 
инструментальными погрешностями формулами (4), 
допускающими следующую матричную запись: 

ݕ = ݖܤ = 
0⏟
ସ×

0⏟
ସ×ଵହ

ଵดܤ
ଷ×

0⏟
ଷ×ଵହ

  ,ݖ

ଵܤ =

⎣
⎢
⎢
⎡ 0

0
ܿଵଵᇱ

			cos߮ݑ

0
0
ܿଵଶᇱ

cos߮ݑ

0
0

		
ܿଵଷᇱ

cos߮ݑ

−ܿଶଵᇱ ݃⁄
			ܿଵଵᇱ ݃⁄

				
ܿଵଵᇱ tg߮
݃

−ܿଶଶᇱ ݃⁄
			ܿଵଶᇱ ݃⁄

					
ܿଵଶᇱ tg߮
݃

−ܿଶଷᇱ ݃⁄
			ܿଵଷᇱ ݃⁄

				
ܿଵଷᇱ tg߮
݃ ⎦

⎥
⎥
⎤
. 

Таким образом, текущее значение фазового вектора 
системы уравнений ошибок (2) связано с вектором ин-
струментальных погрешностей формулой 

																																					y = (Φ
ଶ +Φ

ଵݖ(ܤ.			 	 							(8)	
Выражение (8) задает линейное отображение из про-

странства инструментальных погрешностей в фазовое 
пространство системы уравнений ошибок. Первые два 
уравнения образуют подсистему, связывающую позици-
онные ошибки с инструментальными погрешностями. 
Запишем ее явно: 

ݎ∆																					 = ቈ∆ݎଵ
ଶݎ∆

 = ⏟ܨ
ଶ×ଶଵ

	(9)																											.ݖ

Линейное преобразование (9) отображает 21-мерное 
пространство инструментальных ошибок ݖ в двумерное 
пространство позиционных погрешностей. Поскольку 
dim∆ݎ < dim	ݖ, для любого ݅ отображение (9) имеет 
ненулевое ядро ݖି = kerܨ, причем dim ିݖ ≥ 19 (равен-
ство достигается при rank	ܨ = 2) [4].  

Итак, для каждого момента времени ݅ существует ли-
нейное подпространство ݖି ∈ ݎ∆  такое, чтоݖ = ିݖܨ ≡ 0. 
То есть для любого набора сколь угодно больших по ве-
личине инструментальных погрешностей из ݖି позици-
онные погрешности будут тождественно нулевыми.  
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Пространство ݖ раскладывается в прямую сумму 
ݖ =  ,ݖ ା – линейное подпространствоݖ ା, гдеݖ⊕ିݖ
отображаемое в ненулевые позиционные погрешности. В 
ситуации общего положения rank	ܨ = 2 и dimݖା = 2.  

Важно отметить, что установленный результат сохра-
няется при любой модификации модели погрешностей 
(1) если dim	ݖ > 2. При этом случай двух и менее ин-
струментальных погрешностей dim	ݖ ≤ 2 не представ-
ляет практического интереса. При модификации модели 
(1) dim	ݖ изменится, однако представление ݖ = ⊕ିݖ
ାݖ		ା и равенство dimݖ = 2 останутся верными. Напри-
мер, для редуцированной модели, в которой учитываются 
только смещения нулевых сигналов ߁ = ߆ = 0,  

ݖ = ,ߥ] ߂ ݂
]், dim	ݖ = 6.	

Поэтому далее считается, что dim	ݖ = ݉, где число ݉ > 
2 зависит от принятой модели инструментальных по-
грешностей. 

Погрешность положения будем характеризовать ев-
клидовой нормой 	

‖ݎ∆‖ = ට∆ݎଵଶ + ଶଶݎ∆ ,	

выражающей круговую ошибку. Пусть ܴ – допуск на 
круговую ошибку на момент времени ݅ (в частности, для 
фиксированного допуска ܴ = ܴ = const). Кругу 
‖ݎ∆‖ = ܴ в пространстве координат соответствует не-
который эллипс в плоскости ݖା пространства инстру-
ментальных погрешностей, что следует из линейности 
отображения (9). Если отображение (9) имеет неполный 
ранг, то эллипс вырождается в отрезок или пустое мно-
жество, но эта ситуация имеет практически нулевую ве-
роятность и не будет рассматриваться. 

Итак, ∀݅	и	ܴ прообраз множества ‖∆ݎ‖ ≤ ܴ в про-
странстве инструментальных ошибок ݖ является внут-
ренностью некоторого эллиптического цилиндра ܼ с 
двумерным поперечным сечением в плоскости ݖା и 
݉− 2 мерной осью, образованной пространством ݖି. 
Устройство этого геометрического объекта проще по-
нять из приводимой ниже формулы (14) и последующих 
комментариев к ней. 

Заметим, что матрица преобразования (9) зависит от 
݅, а значит направления оси цилиндра и главных полу-
осей эллипса в сечении будут зависеть от времени.	Об-
ласть, гарантирующая нахождение круговой ошибки в 
допуске на всем интервале времени ݅ = 1, ݊, представля-
ет собой пересечение  ܼ цилиндров ܼ, построенных для 
всех моментов времени ݅: 

																																								ܼ = ⋂ ܼ .
ୀଵ 																																(10)	

IV. ОСОБЫЕ НАПРАВЛЕНИЯ В ПРОСТРАНСТВЕ 
ИНСТРУМЕНТАЛЬНЫХ ОШИБОК И ГАРАНТИРУЮЩЕЕ 

МНОЖЕСТВО 
Установленные выше результаты, допускают следу-

ющее представление. Зафиксируем момент времени ݅, 
допуск ܴ и введем масштабы линейного размера ܴ и 
времени ܶ	по формулам  

ܴ = ܽ, ܶ = ඥܽ ݃⁄ , 

где ܽ – экваториальный радиус Земли, ݃ – значение 
удельной силы тяжести на экваторе. Заметим, что вели-
чина ܶ отличается от периода Шулера множителем 2ߨ, 
не существенным с точки зрения масштабирования.  

Безразмерные инструментальные погрешности ߢ 
вводятся по формуле 

ߢ = ,ݖܦ ܦ = 	diag ቂܶ, ܶ, ܶ, ்
మ

ோ
, ்

మ

ோ
, ்

మ

ோ
, 1, … ,1ቃ.  (11) 

Это масштабирование позволяет добиться совпаде-
ния порядков всех инструментальных погрешностей. 
Введем также безразмерные позиционные погрешности 

ߩ߂																																							 =
∆
ோ
		 	 	 (12)	

в радианной мере. Из формул (9), (11) и (12) следует, что  

ߩ߂ =
1
ܴ ܦܨ

ିଵߢ = ܰߢ, 

а условие пребывания погрешностей в допуске записы-
вается в виде 

‖ߩ߂‖ ≤
ܴ
ܴ = ߩ .	

Из линейной алгебры [4] известно, что любая дей-
ствительная матрица ܣ представима в виде   

⏟ܣ
×

= ⏟ܷ
×

⏟ܵ
×

ܸด்
×

,                             (13)	

где ܷ и ܸ – ортогональные матрицы (квадратные матри-
цы, удовлетворяющие свойству ்ܷܷ = ,ܧ ்ܸܸ =  – ܵ а ,(ܧ
матрица, у которой на главном миноре расположены по-
ложительные величины, называемые сингулярными чис-
лами. Традиционно под сингулярным разложением по-
нимают такое разложение, в котором сингулярные числа 
на диагонали S не возрастают.  

Столбцы ортогональных матриц ܷ и ܸ образуют ор-
тонормированные базисы {ݍ} и {݁} в пространствах  
ܴ и  ܴ соответственно: 

ܷ = …,ଵݍ] , ܸ,[ݍ = [݁ଵ,… , ݁],	
причем базисные векторы связаны формулами 

݁ܣ												 = ൜ݏݍ, ݇ ≤ ,ݎ ݎ ≤ min	{݉, ݊}
0, ݇ > .ݎ 				 				(14)	

Этому соответствует следующая матрица ܵ в преоб-
разовании (13): 

ܵ = ቂߑ 0
0 0ቃ , ߑ = diag[ݏଵ, … , 	,[ݏ

где нулями в матрице ܵ обозначены блоки соответству-
ющей размерности. Для матрицы максимального ранга 
нулевые блоки частично или полностью отсутствуют.  

Сингулярные числа характеризуют минимальные и 
максимальные растяжения, осуществляемые оператором 
 :по базису ݁ ݔ Покажем это. Разложим вектор .ܣ
ݔ = ∑ ݁ݔ

ୀଵ  и с учетом (14) получим: 

ݔܣ = ݁ݔܣ



ୀଵ

=ݔݏݍ ,


ୀଵ

 

поскольку базис {ݍ} ортонормированный, имеем: 

ଶ‖ݔܣ‖																																 = ∑ ଶ.ݏଶ(ݔ)
ୀଵ 			 	 (15)	
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Находя максимум (15) на сфере ‖ݔ‖ଶ = ∑ ଶ(ݔ) = 1
ୀଵ , 

получаем, что максимальное сингулярное число ݏଵ ха-
рактеризует максимальное растяжение оператора ܣ: 

max
‖௫‖ୀଵ

‖ݔܣ‖ =  .ଵݏ
Можно показать [4], что базис {݁} образован соб-

ственными векторами матрицы ܣ்ܣ:  

݁ܣ்ܣ = 	,ଶ݁ݏ
где ݏଶ – квадраты сингулярных чисел. 

Применим установленные результаты к анализу мак-
симальной круговой ошибки положения. Для этой зада-
чи получим ܣ = ܰ и 

																																 ܰ = ܷ ܵ ܸ
் ,		 	 	 (16)	

где ܷ = ቈݑଵଵ
 ଵଶݑ

ଶଵݑ ଶଶݑ
,				 ܵ⏟

ଶ×

= ݏଵ


0
	0
ଶݏ			

			0	
		0

…
	…	
0
0൨,			

ܸ⏟
×

= ,ଵݒ] … ,  .[ݒ

Ввиду ортогональности матрицы ܷ условие нахож-
дения позиционных погрешностей в допуске ‖ߩ߂‖ ≤
ܴ/ܴ эквивалентно условию ‖ ܷ

‖ߩ߂் ≤ ܴ/ܴ. Границей 
прообраза множества ‖ ܷ

‖ߩ߂் = ‖ ܵ ܸ
‖ߢ் = -в про ߩ

странстве инструментальных ошибок ߢ будет цилиндр 

ߢ = ߩ ൬௩భ


௦భ
cos + ௩మ

௦మ
sin + ଷݒଷܥ +⋯+ ݒܥ ൰,										(17)	

где ,   – произвольные параметры. В этом нетрудноܥ
убедиться подстановкой ߢ в ܵ ܸ

 из ,{ݒ} Векторы .ߢ்
которых построены столбцы матрицы ܸ, образуют орто-
нормированный базис, поэтому   

‖ ܵ ܸ
‖ߢ் = ଵcosݒ‖ߩ + ‖ଶsinݒ = 	.ߩ

Описанные вычисления дают конструктивный способ 
построения многомерного цилиндра и поясняют его гео-
метрическое устройство. Взаимно ортогональные 
направления ݒଵ  и ݒଶ  соответствуют главным полуосям в 
эллиптическом поперечном сечении цилиндров. Двумер-
ное подпространство ݖା, натянутое на эти векторы, зада-
ет плоскость поперечного сечения. Всевозможные ли-
нейные комбинации  ܥଷݒଷ +⋯+ ݒܥ  задают ݉− 2 – 
мерное подпространство ݖି, являющееся осью цилиндра. 

Матрица ܰ находится численно из приведенных 
выше формул, после чего для нее определяются сингу-
лярные числа и соответствующие особые направления. 
Численные алгоритмы сингулярного разложения реали-
зованы во многих вычислительных пакетах.   

Особенностью задачи является большая размерность 
пространства инструментальных погрешностей, затруд-
няющая визуализацию результатов. Гарантирующая об-
ласть в пространстве инструментальных ошибок допус-
кает наглядное представление только для трехмерной 
модели инструментальных погрешностей. 

Приведем соответствующую иллюстрацию. Редуци-
руем модель инструментальных погрешностей (1), оста-
вив в ней только три дрейфа гироскопов:      

߂ ௭݂ = ߂ ௭݂
 + ߁ ௭݂

ᇱ = 0, ߁ = 0, ߂ ௭݂
 = 0,	

௭ߥ = ௭ߥ = const 
Моделирование на траектории, зарегистрированной 

для маневренного самолета, приводит к гарантирующему 

множеству в пространстве дрейфов, представленному на 
рис. 1. 

	
Рис. 1. Гарантирующая область в пространстве дрейфов, образованная 
пересечением цилиндров 

Из рис. 1 видно, что с ростом времени характерный 
размер поперечного сечения цилиндра уменьшается, а 
ось меняет направление. Эволюция цилиндра суще-
ственно зависит от траектории движения.  

Представленная картина качественно сохраняется 
для любой размерности пространства инструментальных 
ошибок, однако при размерности больше трех уже не 
допускает столь наглядной визуализации. Соответству-
ющие цилиндры строятся численно, а их пересечение 
может быть найдено, например, методом Монте Карло, и 
затем спроектировано на плоскости пространства ин-
струментальных ошибок. 

	
Рис. 2. Проекция пересечения цилиндров на плоскость  ߥ௭భ

 , ௭యߥ
  

Однако при большой размерности пространства ин-
струментальных ошибок число таких плоскостей также 
оказывается достаточно большим и генерация точек, 
попадающих в гарантирующее множество, требует зна-
чительных вычислительных ресурсов. Таким образом, 
возможно практически точное построение гарантирую-
щей области численными методами, однако техническая 
реализация вычислений и визуализация результатов при 
большой размерности представляет собой довольно 
сложную задачу. 

Один из способов обойти описанные сложности со-
стоит в нахождении более простого подмножества гаран-
тирующей области. Например, в пересечение цилиндров 
вписывается некоторый шар. Либо для локализации об-
ласти она вписывается в некоторый параллелепипед, в 
котором затем выбираются пробные точки, генерируемые 
случайно или образующие равномерную сетку. При этом 
существенно, что цилиндр является (не строго) выпук-
лым множеством и потому пересечение цилиндров, обра-
зующее гарантирующее множество, также выпукло и 
симметрично относительно начала координат. Это обсто-
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ятельство существенно для построения вписанных или 
описанных аппроксимирующих множеств.  

Однако при этом надо иметь в виду, что объем отсе-
каемой (при вписывании фигуры) или добавляемой (при 
описывании) области в многомерном случае может быть 
существенно больше объема самой области [5].  

При большой размерности соотношения объемов 
геометрических фигур плохо соотносятся с интуитив-
ными представлениями, известными для трехмерного и 
плоского случаев. Например, объем шара радиуса 0.5, 
вписанного в единичный ݊ – мерный куб (для которого 
объем равен единице, а диагональ равна √݊), равен  

ܸ = గ మ⁄

( ଶ⁄ )௰( ଶ⁄ )2
ି,	

что для ݊ = 21 составляет всего лишь 6.65 ∙ 10ିଽ и, та-
ким образом, вписанный шар занимает лишь малую часть 
объема куба. Аналогичный эффект будет наблюдаться и 
при вписывании шара в пересечение цилиндров.  

Тем не менее, приведем оценку радиуса сферы и вы-
числим точку на сфере, максимизирующую круговую 
позиционную погрешность. Для оценки выбрана одна из 
траекторий маневренного самолета. Вычисления пока-
зывают, что безразмерный радиус сферы, характеризу-
ющий порядок безразмерных погрешностей, равен  
1.1 ∙ 10ିହ, а точка, максимизирующая круговую ошибку 
на момент ݐ = 3600с, оказывается следующей:  

ТАБЛИЦА 1. НАИХУДШЕЕ СОЧЕТАНИЕ ИНСТРУМЕНТАЛЬНЫХ 
ПОГРЕШНОСТЕЙ ДЛЯ РАСЧЕТНОЙ ТРАЕКТОРИИ 

௭భߥ
 = −3.4 ∙ 10ିସ° час⁄ ଶଷ߆  = −1.5 ∙ 10ିଵ′′ 
௭మߥ
 = −6.1 ∙ 10ି° час⁄ ଷଵ߆        = −7.0 ∙ 10ିଵ′′ 
௭యߥ
 = 3.6 ∙ 10ିସ° час⁄ ଷଶ߆  = −8.7 ∙ 10ିଶ′′ 

∆ ௭݂భ
 = 4.1 ∙ 10ି м сଶ⁄ ଷଷ߆  = 4.5	ppm 

∆ ௭݂మ
 = −6.2 ∙ 10ି м сଶ⁄ ଶଷ߁         = −7.5 ∙ 10ିହ′′ 

∆ ௭݂య
 = 3.2 ∙ 10ି м сଶ⁄ ଷଵ߁           = 6.5 ∙ 10ିଷ′′ 
ଵଵ߆ = −7.7	ppm ଷଷ߁           = 1.8 ∙ 10ିଷ	ppm 
ଵଶ߆ = 9.4 ∙ 10ିଶ′′ ߁ଵଵ = 1.7 ∙ 10ିଶppm 
ଵଷ߆ = −7.6 ∙ 10ିଵ′′          ߁ଶଵ = −1.6 ∙ 10ିଷ′′ 
ଶଵ߆ = 6.2 ∙ 10ିଶ′′        ߁ଶଶ = −2.8 ∙ 10ିଶppm 
ଶଶ߆ = −4.6	ppm  

 
Из таблицы видно, что наихудшее направление ло-

кализовано вблизи погрешностей масштабов гироско-
пов, откуда следует, что данная группа инструменталь-
ных ошибок наиболее существенно влияет на позици-
онные погрешности для выбранной траектории. 
Наихудший набор инструментальных погрешностей, 
приводящий к выходу на границу допуска, состоит из 
достаточно малых инструментальных ошибок. 

В частности, этой малостью могут объясняться 
наблюдаемые на практике эпизодические выходы нави-
гационных погрешностей за допуск на отдельных траек-
ториях, если инструментальные погрешности для таких 
траекторий находятся вблизи наихудших направлений.  

На следующем рис. 3 представлены результаты мо-
делирования (интегрирования уравнений ошибок 
БИНС), подтверждающие, что к моменту ݐ = 3600	с 
круговая позиционная погрешность для представленных 
в таблице 1 инструментальных ошибок выходит на гра-
ницу допуска. При этом возможно составить такую 
комбинацию параметров модели инструментальных 

погрешностей, в которой величины некоторых из них 
будут существенно больше указанных, но позиционная 
ошибка останется прежней. Данный контринтуитивный 
вывод демонстрирует фактическую сложность взаимо-
связи между рассматриваемыми величинами в про-
странствах больших размерностей. 

 
Рис. 3. Моделирование круговой позиционной ошибки при наихудшем 
сочетании инструментальных погрешностей 

Качественно картина сохраняется и для других тра-
екторий. Радиус сферы может меняться в несколько раз, 
однако его порядок не меняется. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Разработан подход к построению области в простран-

стве инструментальных погрешностей, гарантирующей 
нахождение позиционных погрешностей в допуске для 
любой траектории движения. Установлено, что для лю-
бого момента времени кругу на горизонтальной плоско-
сти, радиус которого равен допуску на позиционные по-
грешности, соответствует некоторый эллиптический ци-
линдр в пространстве инструментальных ошибок.  

Ось цилиндра образована набором инструменталь-
ных ошибок, не влияющих на позиционные погрешно-
сти для данного момента времени. Поперечное сечение 
цилиндра, представляющее собой двумерный эллипс, 
состоит из направлений в пространстве инструменталь-
ных ошибок, которые влияют на позиционные ошибки. 
Одно из направлений на эллипсе задает максимизирует 
позиционные погрешности. Для построения цилиндра 
используется сингулярное разложение линейного опе-
ратора, отображающего инструментальные ошибки на 
позиционные погрешности, которое строится по пере-
ходной матрице системы уравнений ошибок. 

Гарантирующая область представляет собой пересе-
чение всех цилиндров, построенных для каждого мо-
мента времени. Это множество может иметь достаточно 
сложную форму. Описаны проблемы, возникающие при 
описании этого множества при большой размерности 
пространства инструментальных ошибок. Как один из 
способов решения проблем рассмотрено вписывание 
сферы в пересечение цилиндров, упрощающее форму, 
но приводящее к потере части гарантирующей области.   

Разработанный подход не зависит от типа БИНС и 
может быть обобщен для исследования допусков на по-
грешности скорости и ориентации. 
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Аннотация—В работе рассматривается малогабарит-
ная навигационная система «НВ-микро» компании ООО 
«Интеграл». В статье будет представлена конструкция 
рассматриваемой системы, описан алгоритм ее работы, а 
также приведены результаты испытаний навигационной 
системы на легкомоторном самолете, дающие представле-
ние о точности предлагаемой навигационной системы. 

Ключевые слова—навигационная система, алгоритм 
навигации, БПЛА. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время в нашей стране наблюдается по-

требность в создании большого числа беспилотных лета-
тельных аппаратов (БПЛА) различной компоновки и 
различного назначения [1]. Решение подобной задачи 
включает в себя не только разработку системы радиосвя-
зи и системы управления БПЛА, но и системы навига-
ции, определяющей текущее местоположение и ориен-
тацию БПЛА для последующего управления. Данная 
задача, в свою очередь, накладывает существенные 
ограничения на массово-габаритные характеристики 
бесплатформенной инерциальной навигационной систе-
мы (БИНС) из-за малых габаритов и веса самого БПЛА. 

Применение в составе навигационной системы ком-
пактных и недорогих микро-электро механических 
(МЭМС) датчиков приводит к быстрому накоплению 
погрешностей навигационной системы из-за высоких 
нестабильностей погрешностей ДУСов и акселеромет-
ров, что возможно компенсировать только использова-
нием корректирующих сигналов с дополнительных си-
стем: системы спутниковой навигации (СНС), системы 
воздушных сигналов (СВС) и прочих [2]. Вместе с тем, 
использование более точной и, соответственно, более 
габаритной элементной базы датчиков первичной ин-
формации на малогабартных БПЛА попросту невозмож-
но из-за ограничений, в первую очередь, по габаритам и 
массе. 

II. СУЩЕСТВУЮЩИЕ ПОДХОДЫ 
На сегодняшний момент в архитектуре построения 

авионики БПЛА существует два подхода: 

 Система управления БПЛА и система навигации 
БПЛА являются отдельными и обособленными 
модулями, осуществляющими коммутацию сиг-
налов между собой. В этом случае навигационная 
система оформляется в отдельное изделие, кото-
рое размещается ближе к центру масс БПЛА для 
наилучшей точности измерений угловых скоро-
стей и ускорений (рис. 1). 

 
Рис. 1. Малогабаритная навигационная система Ellipse-D компании 
SBG Systems  

Подобный подход к построению архитектуры БПЛА 
в основном используется на больших по размеру БПЛА 
в виду высокой точности и габаритов системы навигации 
и невозможности ее размещения внутри блока системы 
автоматического управления БПЛА. 

 Система управления БПЛА и система навигации 
БПЛА являются одним модулем: система навига-
ции БПЛА входит в состав системы управления 
БПЛА (рис. 2). 

 

Рис. 2. Полетный контроллер Pixhawk c системой навигации Cube 
Orange  

Подобный подход к построению архитектуры БПЛА в 
основном используется как раз на малогабаритных БПЛА 
и позволяет существенных образом снизить габариты и 
вес всего комплекса управления. Однако, это накладыва-
ет определенные особенности на систему навигации: 

 Система навигации должна крепиться непосред-
ственно на плату автопилота и иметь минималь-
ные габариты и вес. 

 Системе навигации не требуется иметь в своем 
составе сложную систему стабилизации электро-
питания, позволяющую ей работать в широком 
диапазоне входного питания. Так, на малогаба-
ритных БПЛА питание всего комплекса управле-
ния, в большинстве случаев, осуществляется от 
общей аккумуляторной батареи. 
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 Системе навигации не требуется иметь в своем со-
ставе защищенные интерфейсы передачи инфор-
мации с гальванической изоляцией сигнала. По-
скольку система навигации располагается в непо-
средственной близости от контроллера системы 
управления в этом случае возможно использовать 
передачу по интерфейсам UART, SPI или I2C.   

III. ОСОБЕННОСТИ МАЛОГАБАРИТНЫХ БИНС 
Основной особенностью использования МЭМС дат-

чиков на малогабаритных БПЛА является высокое влия-
ние на их показания внешней вибрации и температуры 
[3],[4].  

Первая часть погрешностей вызывается наличием 
быстровращающихся двигателей, создающих высокоча-
стотную вибрацию на корпусе БПЛА, которая передает-
ся в том числе и на бортовую электронику, закреплен-
ную внутри обшивки. Данные погрешности обусловлены 
наложением внешних высокочастотных колебаний, дей-
ствующих на МЭМС датчик, с внутренней частотой вы-
нужденных колебаний кремниевой пластины. В боль-
шинстве случаев, основным способом борьбы с данными 
погрешностями служит использование амортизирующих 
вибрационных подставок, имеющих определенную ча-
стоту среза, ограничивающую попадание высокочастот-
ных вибраций на бортовую электронику БПЛА.  

Вторая же часть погрешностей, вызванная темпера-
турой, в большинстве случаев, компенсируется про-
граммным образом - методом проведения температурной 
тарировки МЭМС датчика с наложением температурной 
модели погрешностей датчиков (1): 



(t) (t) (t) (t)
(t) (t) (t) (t)
(t) (t) (t) (t)

(t) (t) (t) ( )
(t) (t) (t) ( )
(t) (t) (t) ( )

XX XY XZ X
Err Tr
B YX YY YZ B Y

ZX ZY ZZ Z

XX XY XZ X
Err Tr
B YX YY YZ B Y

ZX ZY ZZ Z

t
a a t

t

   
     

   

   
   
   

   
        
      
  
      
   

 

 




 

 

где ( )ii t  и ( )ii t  – ошибки масштабных коэффициен-
тов ДУСов и акселерометров, соответственно; 

( )ii t  и ( )ii t  – ошибки неортогональностей осей ДУ-
Сов и акселерометров, соответственно; 

( )i t  и ( )i t  – ошибки смещений нулей ДУСов и аксе-
лерометров, соответственно. 

Tr
B
 и Tr

Ba  – вектора истинных угловых скоростей и ли-
нейных ускорений объекта. 

Err
B
  и Err

Ba  – ошибки показаний ДУСов и акселеромет-
ров, соответственно. 

Каждый из представленных выше коэффициентов 
модели погрешностей датчика (1) может быть, в свою 
очередь, представлен в виде степенной функции высоко-
го порядка (2), коэффициенты которой и подлежат опре-
делению в процессе калибровки датчика: 

 1
, , 1 ,0( ) ...N N

j i j N i j N i jf T K T K T K
       

Идентификация коэффициентов указанной выше ма-
тематической модели погрешностей датчиков может 
быть выполнена в два этапа: 

 Определение ошибок масштабных коэффициен-
тов и неортогональностей осей ДУСов и акселе-
рометров. В этом случае для определения коэф-
фициентов ошибок модели погрешностей (2) 
необходимо производить изменение измеряемых 
датчиком параметров (угловых скоростей и уско-
рений) и температуры самого датчика. Данное об-
стоятельство потребует использования специали-
зированного оборудования, стоимость которого 
во много раз превышает стоимость рассматривае-
мых компактных и недорогих МЭМС датчиков, 
что является абсолютно нецелесообразным. 
Именно поэтому в большинстве случае этот этап 
температурной калибровки опускается, что сни-
жает точность МЭМС датчиков на критических 
температурах их использования. 

 Определение ошибок смещений нулей ДУСов и 
акселерометров. В этом случае для определения 
коэффициентов ошибок модели погрешностей (2) 
при неподвижности самого датчика необходимо 
изменять лишь его внутреннюю температуру, что 
может быть выполнено с использованием недоро-
гой и компактной температурной камеры. Для 
определения указанных выше коэффициентов по-
требуется проведение длительных натурных ис-
пытаний, в ходе которых температура датчика 
должна изменяться между наименьшим и 
наибольшим для эксплуатации значением.  

Рассмотренная выше математическая модель по-
грешностей датчиков (1) не является полной: в пред-
ставленной модели присутствуют лишь коэффициенты 
зависимости ошибок датчиков от их текущих температур 

iT . В то же время можно сказать, что на показания ком-
пактных и недорогих МЭМС датчиков огромное влияние 
оказывает и скорость изменения внешней температуры 

iT


, что, несомненно, должно быть отражено в математи-
ческой модели погрешностей датчиков. Однако, данное 
обстоятельство приведёт к еще большему усложнению 
процедуры идентификации коэффициентов в процессе 
калибровки навигационной системы. 

IV. МАЛОГАБАРИТНАЯ БИНС «НВ-МИКРО» 
Для использования на компактных и сверхкомпакт-

ных БПЛА в компании ООО «Интеграл» [5] была разра-
ботана навигационная система «НВ-микро» (рис. 3). 

 
Рис. 3. Навигационная система «НВ-микро», расположенная на плате 
включения и проверки, входящей в комплект поставки 
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Навигационная система «НВ-микро» представляет 
собой сверхкомпактный навигационный прибор на базе 
МЭМС датчиков для определения углов крена, тангажа и 
путевого угла подвижного объекта, предполагающий 
размещение на плату системы управления. При наличии 
устойчивого сигнала внешнего приемника СНС, «НВ-
микро» дополнительно рассчитывает линейную скорость 
объекта, координаты и высоту, а также поддерживает 
расчёт координат объекта в течении ограниченного вре-
мени после пропадания сигнала СНС. «НВ-микро» до-
пускает возможность коррекции выходных параметров от 
внешнего магнитометра, системы воздушных сигналов 
или внешнего датчика пройденного пути, которые явля-
ются отдельными изделиями, производящимися компа-
нией ООО «Интеграл». Отличительной особенностью 
рассматриваемой навигационной системы является нали-
чие сразу двух МЭМС датчиков для осреднения и резер-
вирования сигналов. Кроме того, в состав навигационной 
системы «НВ-микро» входит система термостабилизации 
каждого из МЭМС датчиков, позволяющая повысить 
точность и стабильность их показаний во всем диапазоне 
температур использования навигационной системы. Си-
стема температурной стабилизации удерживает темпера-
туру датчика на уровне +50°С и представляет собой си-
стему нагрева с одним нагревательным транзистором, 
расположенным под МЭМС датчиком (рис. 4). 

 
Рис. 4. Система термостабилизации навигационной системы «НВ-
микро» 

Применение навигационной системы возможно в 
условиях эксплуатации, представленных в таблице 1. 

ТАБЛИЦА I.  УСЛОВИЯ ЭКСПЛУАТАЦИИ НАВИГАЦИОННОЙ СИСТЕМЫ 
«НВ-МИКРО» 

Параметр Значение 
Температура окружающей 

среды 
от минус 50°С до плюс 70°С 

Относительная влажность 
воздуха 

от 5% до 98% 

Атмосферное давление от 450 мм. рт. ст. до 850 мм. рт. ст. 
Диапазон широт использования ±70° 
Диапазон долгот использования ±180° 

Угловая скорость вращения 
подвижного объекта 

± 250°/сек (диапазон может быть 
изменен на ± 500°/сек, ± 1000°/сек 

или ± 2000°/сек) 

Линейное ускорение объекта ± 2g (диапазон может быть изменен 
на ± 4g, ± 8g или ± 16g) 

 
Технические характеристики навигационной системы 

«НВ-микро» представлены в таблице 2. 

ТАБЛИЦА II.  ТЕХНИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ НАВИГАЦИОННОЙ 
СИСТЕМЫ «НВ-МИКРО» 

Параметр Значение 
Габаритные размеры 25 х 25 х 25 мм 

Вес 20 г 
Напряжение питания = 5 В (НЕ защищенное) 

Потребляемая мощность не более 3 Вт (разогрев датчиков) 
Диапазон измерений угла 

крена ±180 ⁰ 

Диапазон измерений угла 
тангажа ±90 ⁰ 

Диапазон измерений азиму-
тального угла 0⁰ … 360 ⁰ 

Выходной интерфейс UART, гальванически НЕ изолиро-
ванный,  до 1 Мбит/сек 

Частота расчета данных 50…200 Гц 

СНС приемник 

Не входит в состав Прибора 
(требуется передача данных с внеш-
него СНС приемника по средствам 

интерфейса UART) 
 
Точностные характеристики навигационной системы 

«НВ-микро» в доверительном интервале 1 сигма пред-
ставлены в таблице 3. 

ТАБЛИЦА III.  ТОЧНОСТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ НАВИГАЦИОННОЙ 
СИСТЕМЫ «НВ-МИКРО» 

Параметр 
Значение при 

наличии сигнала 
СНС 

Значение при 
пропадании сиг-

нала СНС 
Крен, Тангаж (статика) 0.5° 1.0° 

Крен, Тангаж (динамика) 1.0° 3.0° 
Путевой угол 

(при наличии скорости 
объекта более 5 м/с) 

0.3° уход 6° за первые 
10 минут без СНС 

Линейная скорость 0.1 м/с не поддерживается 

Координаты 6 м 
500 м за первые 3 

минуты потери 
связи с СНС 

Высота 6 м 10 м 

V. АЛГОРИТМ МАЛОГАБАРИТНОЙ БИНС 
Комплексирование систем инерциальной навигации 

с системами глобального позиционирования, а также 
датчиками воздушной скорости, в большинстве случаев 
ведется с применением фильтров Калмановского типа. 
В этом случае в качестве математической модели филь-
тра рассматривается математическая модель погрешно-
стей инерциальной навигационной системы (3), пара-
метры которой и необходимо идентифицировать для 
повышения точности выходного сигнала БИНС [6]: 
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Представленная модель является наиболее полной с 
точки зрения описания ошибок БИНС, поскольку пред-
полагает оценку смещений нулей ДУСов в связанной 
системе координат на основании формирующего филь-
тра с заданной корреляционной функцией, что позволяет 
использовать данную модель для БИНС различного 
класса точности. В качестве измерений данный фильтр 
использует разность показаний навигационной системы 
и опорной системы по скоростям и координатам, в кото-
рых роль низкочастотных (медленно меняющихся во 
времени, с периодом Шулера 84.4 минуты) ошибок иг-
рают ошибки БИНС, а высокочастотных – ошибки опор-
ной системы, от показаний которой и производится кор-
рекция показаний БИНС. 

Данный подход в решении поставленной выше зада-
чи с применением БИНС, построенной на базе микроме-
ханических датчиков, будет сопровождаться рядом сле-
дующих проблем: 

 Указанная выше модель фильтра Калмана являет-
ся 10-ти компонентной, т.е. для корректной рабо-
ты фильтра на ее основе потребуется настройка 
большого числа входных и измерительных шумов 
и, самое главное, длительное время сходимости 
фильтра до наиболее важных компонент, опреде-
ляющих точность системы – дрейфов ДУСов. В 
условиях высокой нестабильности дрейфов мик-
ромеханических ДУСов (в пределах от 20 до 
100o/ч) меняющейся на периоде времени порядка 
от 1 секунды до 500 секунд данная оценка посто-
янно будет запаздывать по времени, по отноше-
нию к актуальному значению дрейфа ДУСов в 
конкретный момент времени. 

 Указанная выше модель описана в предположении, 
что ошибки расчета положения навигационной си-
стемы координат EФ , NФ  и UpФ  малы по значени-
ям, а для БИНС на базе микромеханических датчи-
ков такое предположение несправедливо 

 Указанная выше модель описана в терминах 
ошибок самой БИНС и не содержит в себе кри-
тичные для указанной выше задачи ошибки СНС. 
Расширение же модели фильтра Калмана с до-
бавление указанных ошибок только увеличит его 
размерность, что приведет к еще большей его 
сложности и еще большему запаздыванию его 
оценок по времени. 

VI. АЛГОРИТМ МАЛОГАБАРИТНОЙ БИНС «НВ-МИКРО» 
Основой алгоритма навигационной системы «НВ-

микро» является классический алгоритм БИНС, осно-
ванный на расчете координат методом двойного инте-
грирования ускорений акселерометров, пересчитанных в 
навигационную систему координат с использованием 
матрицы направляющих косинусов, обновляемой в 
уравнении Пуассона (рис. 5). 

В качестве управляющих сигналов на алгоритм ис-
пользуются ошибки по скорости между скоростями 
БИНС и СНС. Указанные ошибки через коэффициент 
обратной связи К1 подаются как добавки к ускорениям 
объекта в навигационной системе координат и через 
коэффициент К2 подаются как дополнительные угловые 
скорости движения навигационной системы координат. 

Введение подобных обратных связей приводит к изме-
нению уравнению ошибок БИНС к виду (4). 
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где iV  – суммарные ошибки по скорости, содержащие 
как погрешность ИНС, так и погрешности опорного 
источника информации (запаздывание и экранирование 
сигнала СНС). Разрешая данные уравнения относитель-
но скоростей и углов получим уравнения (5). 
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Полученные уравнения показывают, что введенные 
обратные связи приводят к затухающим колебаниям 
второго порядка ошибок ИНС по углам горизонта и ско-
ростям, причем период данных колебаний определяется 
коэффициентом К2, а диссипативная составляющая зави-
сит от коэффициента К1. Таким образом, варьируя дан-
ные коэффициенты в реальном времени, можно доби-
ваться как изменения времени переходного процесса, так 
и степени сглаживания сигнала ошибки по скорости и 
ошибки угла отклонения плоскости горизонта. 

 
Рис. 5. Алгоритм навигационной системы «НВ-микро» 

Для устранения ошибки по углу курсу ИНС в алго-
ритм дополнительно вводится обратная связь с коэффи-
циентом К3, которая рассчитывается на основании рассо-
гласования текущих показаний ИНС по курсу и путево-
му углу СНС (6). 
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Как видно из представленного уравнения, введение 
подобной обратной связи также приводит к затухающе-
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му переходному процессу, но уже апериодического рода, 
где коэффициент К3 также влияет на его длительность и 
сглаживание параметров. 

Введение описанных выше обратных связей приво-
дят к существенному уменьшению погрешностей ИНС 
по углам ориентации и скоростям, однако не охватывают 
расчет координат ИНС, который, по-прежнему, может 
накапливать погрешности из-за не полной компенсации 
погрешностей ИНС по скорости. Для устранения ука-
занных погрешностей в алгоритм вводится дополни-
тельный блок коррекции координат, в который дополни-
тельно передаются сигналы ИНС по скорости для ком-
пенсации запаздывания координат СНС по времени. 

VII. НАТУРНЫЕ ИСПЫТАНИЯ 
Натурные испытания навигационной системы «НВ-

микро» (рис. 6) производились в составе системы 
«ВПНП-В1» (рис. 7) компании АО «Навигатор» на лета-
тельном аппарате (ЛА) AН-2 ТВС 2МС (рис. 8). 

 
Рис. 6. Плата навигации блока «ВПНП-В1». В состав платы навига-
ции входит навигационная система «НВ-микро», система спутниковой 
навигации UBlox-8M и встроенная система воздушных сигналов. 

Система «ВПНП-В1» имеет в составе жидкокристал-
лический индикатор, на котором отображается текущие 
параметры ориентации ЛА, параметры скорости и высо-
ты, а также параметры работы внутренних систем ЛА: 
двигателя, электропитания и прочих (рис. 9).  

Система «ВПНП-В1» позиционируется компанией 
АО «Навигатор» как отечественный аналог замены си-
стемы индикации G1000 компании Garmin и может быть 
установлена практически на любой летательный аппарат 
в качестве бортовой системы индикации.  

 
Рис. 7. Блок «ВПНП-В1», размещенный внутри самолета AН-2 ТВС 
2МС 

 
Рис. 8. Летательный аппарат АН-2 ТВС 2МС в ангаре 

 
Рис. 9. Панель индикации системы «ВПНП-В1» в процессе полета на 
самолете «Икарус С-42» 

Для анализа точности параметров ориентации и 
навигации, в состав испытательного оборудования до-
полнительно была включена курсовертикаль «НВ-3» 
компании ООО «Интеграл», построенная на базе воло-
конно-оптических ДУСов с уходом порядка 0.03°/час и 
кварцевых акселерометров с уходом порядка 10-4 м/с2  

(рис. 10).  

 
Рис. 10. Внешний вид курсовертикали «НВ-3» 

Курсовертикаль «НВ-3» имеет существенно более 
высокие параметры точности в части определения углов 
ориентации и использовалась в качестве опорной систе-
мы для проверки точности системы «НВ-микро». 

В общей сложности было выполнено три полета опи-
санного выше ЛА, в ходе которых выполнялись разворо-
ты ЛА с углами крена и тангажа порядка 30 градусов 
(рис. 11). 

В процессе полетов проверялась точность отработки 
углов ориентации системой «НВ-микро» в условиях 
устойчивого приема сигнала СНС и наличии маневриро-
вания ЛА. 
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Рис. 11. Поведение углов ориентации в процессе одного из полетов 

A. Результаты испытаний 
Результаты трех полетов сведены в итоговую табли-

цу 4. Как видно из представленной таблицы, даже при 
условии выполнения фигур пилотажа с большими зна-
чениями углов ориентации навигационная система «НВ-
микро» показывает приемлемые для выполнения пило-
тажа точности: погрешности системы практически не 
заметны глазу летчика.  

Кроме того, в процессе проведения натурных испы-
таний, летчиком также были отмечены высокие динами-
ческие показатели навигационной системы «НВ-микро»: 
изменения углов крена и тангажа, фактически, не отста-
вали от показаний штатной системы S1000 компании 
Garmin, которая была установлена на борт в составе 
штатного оборудования. Данное обстоятельство говорит 
о высоком быстродействии расчета углов ориентации 
даже в условиях быстрых маневров и отсутствии запаз-
дываний в сигналах. 

ТАБЛИЦА IV.  ТОЧНОСТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ НАВИГАЦИОННОЙ 
СИСТЕМЫ «НВ-МИКРО» В ПРОЕЦССЕ НАТРУНЫХ ИСПЫТАНИЙ НА 

ЛЕТАТЕЛЬНОМ АППАРАТЕ АН-2 ТВС 2МС 

Параметр Значения в 
полете №1 

Значения в 
полете №2 

Значения в 
полете №3 

Крен, Тангаж (ста-
тика) 0.4 ⁰ 0.6 ⁰ 0.3 ⁰ 

Крен, Тангаж (ди-
намика) 0.8 ⁰ 1.2 ⁰ 0.9 ⁰ 

Путевой угол 0.2 ⁰ 0.3 ⁰ 0.2 ⁰ 
Линейная скорость 0.1 м/с 0.2 м/с 0.1 м/с 

Координаты 5 м 4 м 6 м 
 

Дополнительно, анализ записанных в процессе 
натурных испытаний данных продемонстрировал, что 
погрешности датчиков навигационной системы «НВ-
микро» в режиме работающей температурной стабили-

зации составляли порядка 50…60 °/час для ДУСов и по-
рядка 0.01 м/с2 для акселерометров.  

Данное обстоятельство говорит о целесообразности 
применения температурной стабилизации даже для та-
ких компактных навигационных систем, как предложен-
ная, поскольку обычный уровень погрешностей для 
сверхкомпактных МЭМС датчиков составляет порядка 
100…200 °/час для ДУСов и порядка 0.05 м/с2 для аксе-
лерометров. 

VIII. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Представленная в рамках данной статьи навигацион-

ная система «НВ-микро» отличается сверхкомпактными 
габаритами и массой. Не смотря на данные особенности, 
система включает в себя сразу два МЭМС датчика, тем-
пература каждого из которых поддерживается на уровне 
+50 �С аппаратной системой температурной стабилиза-
ции на базе разогревающего транзистора. Данное обсто-
ятельство позволяет существенно повысить точностные 
характеристики используемых МЭМС датчиков и избе-
жать сложной и трудоемкой процедуры их тарировки. 

Алгоритм предложенной навигационной системы ис-
пользует в своем составе классический алгоритм БИНС с 
управляющими сигналами, пропорциональными разно-
сти ошибок БИНС и СНС. Изменение коэффициентов 
коррекции сигналов в процессе работы алгоритма позво-
ляет добиваться не только оптимальных с точки зрения 
точности результатов, но и выполнять расчет параметров 
навигационного алгоритма с минимальными задержками 
для получения наиболее высокодинамичных показателей. 

Проведенные натурные испытания на легкомоторном 
летательном аппарате продемонстрировали приемлемые 
для пилотажа точности и высокие динамически характе-
ристики навигационной системы «НВ-микро». 
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Аннотация—В статье приводятся результаты разра-
ботки алгоритма авиационной курсовертикали на базе 
микромеханических датчиков, входящей в состав системы 
резервных приборов. Описываются особенности построе-
ния алгоритма определения ориентации. Демонстрируют-
ся результаты оценки точности определения углов ориен-
тации по материалам полетов. 

Ключевые слова—курсовертикаль, инерциальные мик-
ромеханические датчики, интегрированная система ре-
зервных приборов, система воздушных сигналов, фильтр 
Калмана, обратные связи. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Для определения ориентации летательного аппарата 

(ЛА) в качестве резервной системы используются курсо-
вертикали, построенные на базе инерциальных микроме-
ханических датчиков – датчиков угловой скорости 
(ДУС) и акселерометров. Такие системы получают ши-
рокое распространение благодаря своей компактности, 
надежности, низкому энергопотреблению, стоимости. 

Разработанная в АО «УКБП» интегрированная си-
стема резервных приборов (ИСРП) предназначена для 
автономного определения параметров ориентации, вы-
сотно-скоростных параметров и индикации их на соб-
ственном ЖК-дисплее. В состав системы входит блок 
инерциальных микромеханических датчиков, а также 
измерительный канал системы воздушных сигналов 
(СВС), датчик магнитного курса и резервный источник 
питания (опционально). Стойкость системы к воздей-
ствию внешних факторов подтверждена многочислен-
ными испытаниями, что гарантирует высокую надеж-
ность прибора. При этом система отличается небольши-
ми габаритами. В вычислителе ИСРП определяются, в 
частности, параметры ориентации ЛА (крен, тангаж, 
курс) и высотно-скоростные параметры (барометриче-
ская высота, истинная воздушная скорость, приборная 
скорость, вертикальная скорость). Основной информа-
цией для оценки параметров ориентации служат данные 
блока микромеханических датчиков, а дополнительная 

информация привлекается для построения интегриро-
ванного решения. 

АО «УКБП» совместно с лабораторией управления и 
навигации МГУ им. М.В. Ломоносова разработан и 
внедрен алгоритм курсовертикали для ИСРП. Основу 
алгоритма составляет коррекция низкоточной бескар-
данной инерциальной навигационной системы (БИНС) 
на базе микромеханических датчиков при помощи ин-
формации об истинной воздушной скорости, полученной 
путем обработки данных СВС, в сочетании с коррекцией 
при помощи внешней информации о курсе. Средством 
коррекции могут также служить данные о нулевой ско-
рости во время остановок ЛА в процессе руления. Отме-
тим, что алгоритм остаётся жизнеспособным для опре-
деления ориентации и при отсутствии какой-либо внеш-
ней скоростной информации. В алгоритме предусматри-
ваются различные режимы работы, связанные с наличи-
ем средств коррекции (интегрированный с коррекцией 
от СВС и автономный).  

В работе дается краткое описание алгоритма, основу 
которого составляют процедуры калмановской фильтра-
ции с введением корректирующих обратных связей. 
Представлены результаты оценки точности алгоритма 
определения ориентации при помощи ИСРП на основе 
данных, полученных в ходе испытательных полетов са-
молета МС-21. В качестве эталонной информации ис-
пользовалось независимое решение от БИНС навигаци-
онного класса точности. 

II. КРАТКОЕ ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА 
Общая последовательность этапов алгоритма следу-

ющая:  

 начальная выставка – определение углов крена и 
тангажа при помощи данных от акселерометров, 
определение курса при помощи внешней инфор-
мации о курсе; 
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 решение динамических уравнений для определе-
ния скорости и кинематических уравнений для 
определения ориентации на одном такте; 

 определение оценки ошибок определения скоро-
сти, ориентации и оценки инструментальных по-
грешностей датчиков (нулей акселерометров и 
дрейфов ДУС) в текущий момент времени при 
помощи информации об истинной воздушной 
скорости ЛА, истинном курсе, а также нулевой 
скорости на остановках во время руления; 

 компенсация ошибки определения траекторных 
параметров и инструментальных погрешностей 
датчиков при помощи корректирующей обратной 
связи в фильтре Калмана. 

При постановке задачи стохастического оценивания в 
алгоритме используется упрощенная модель погрешно-
стей информации об истинной воздушной скорости в 
виде белого шума с нулевым средним и известной ин-
тенсивностью. На реальные погрешности определения 
скорости при помощи СВС влияют многочисленные 
факторы, прежде всего, наличие ветра. Тем не менее, 
использование измерений СВС с погрешностью в виде 
шума с интенсивностью порядка 10 м/сек оказывается 
эффективным для оценки ошибок определения ориента-
ции на основе данных от грубых микромеханических 
датчиков. 

III. РЕЗУЛЬТАТЫ ОЦЕНКИ КУРСОВЕРТИКАЛИ В ПОЛЕТАХ  
Ниже приводятся оценки точности алгоритма опре-

деления ориентации при помощи ИСРП на основе дан-
ных, полученных в ходе испытательных полетов самоле-
та МС-21. В качестве эталонной информации использо-
валось независимое решение от БИНС навигационного 
класса точности. Входные параметры, используемые в 
алгоритме ИСРП, вместе с полученным решением реги-
стрировались на борту с частотой 75 Гц. Также реги-
стрировались данные эталонной системы. Для оценки 
точности алгоритма курсовертикали использовались 
данные 35 полетов одного борта. 

Значения СКО показаний датчиков, реализовавшиеся 
на стоянке в одном из летных экспериментов, приведены 
в табл. 1. 

ТАБЛИЦА I.  ХАРАКТЕРИСТИКИ ИЗМЕРЕНИЙ ДАТЧИКОВ 
КУРСОВЕРТИКАЛИ В СТАТИКЕ 

 
Характеристика шума измерений 

ДУС [°/с] Акс[g] 

СКО  
на 75Гц 

1 2 3 1 2 3 

0.18 0.19 0.20 0.0029 0.0072 0.0071 

 
На рис. 1 приведен график эталонного крена и крена 

на выходе ИСРП в одном из полетов.  

На рис. 2–4 представлены графики значений стати-
стических параметров погрешностей определения тан-
гажа, крена и курса – среднего значения (m), СКО (σ) и 
характеристики |m|+2σ  для множества из 35 полетов в 
зависимости от номера полета. 

 
Рис. 1. Угол крена по данным ИСРП и эталонной системы 

  

Рис. 2. Статистические характеристики погрешностей определения 
тангажа по данным 35 полетов 

  
Рис. 3. Статистические характеристики погрешностей определения 
крена по данным 35 полетов 

  
Рис. 4. Статистические характеристики погрешностей определения 
курса по данным 35 полетов 

185



Результаты статистической обработки материалов 
полетов для оценки точности определения ориентации 
при помощи ИСРП показывают, что |m|+2σ ошибок 
определения углов имеют значение порядка 1°, что явля-
ется приемлемой величиной. 

IV. ВЫВОДЫ 
В работе представлены результаты разработки алго-

ритма курсовертикали на базе микромеханических дат-
чиков с использованием информации СВС и внешнего 
курса. Разработанный алгоритм основан на фильтре 
Калмана в варианте обратных связей. 

Полученные в ходе испытательных полетов самолета 
МС-21 данные показали приемлемую точность алгорит-
ма курсовертикали. Достигнутые характеристики доста-
точны для выполнения испытательных полетов самоле-
тов во всех режимах. 
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Аннотация—Целью работы поставлено проведение об-
зора и сравнительного анализа алгоритмов компенсации 
погрешностей от некоторых видов некоммутативных эф-
фектов – конического движения или «конинга» (от англ. 
«Coning motion») и «скаллинга» (от англ. «Sculling 
motion»). Сравнивались известные методы и вновь разра-
ботанные. 

Ключевые слова—некоммутативные явления, предва-
рительное интегрирование, коническое движение, «скал-
линг», алгоритмическая компенсация. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В бесплатформенных инерциальных навигационных 

системах (БИНС), алгоритм которых построен на ис-
пользовании матрицы направляющих косинусов, спосо-
бом решения задачи ориентации является решение урав-
нения Пуассона: 

С С   

Для анализа взаимосвязи угловой скорости и прира-
щения угла, рассмотрим дифференциальное уравнение 
Бортца [1]. 

 2
1 1   1  
2 2 2

ctg        
 

  

где   – производная от вектора приращения угла; 
  – вектор угловой скорости; 
  – вектор приращения угла. 

В самом простом случае, когда направление вектора 
угловой скорости ω не меняет своего положения в про-
странстве за один такт решения задачи ориентации, при-
ращение углов ориентации объекта за один такт есть ин-
теграл от угловой скорости движения связанной системе 
координат (СК) за один такт работы вычислителя [1]. 

1

  
k

k

t

t
dt



    

В данном случае, уравнение (3), примет вид: 

     

Однако в реальности невозможно точно определить 
приращение угла путём простого интегрирования пока-
заний датчиков угловой скорости (ДУС), так как вектор 
угловой скорости, в большинстве случаев, изменяет своё 
направление в пространстве за время одного такта рабо-
ты бортовой цифровой вычислительной машины 
(БЦВМ). При определённых условиях, это может по-
влечь за собой значительные погрешности в решении 
задачи ориентации, величина которых может быть срав-
нима со случайными погрешностями гироскопов и даже 
превышать их. 

A. Кинематика конического движения 
Одной из самых наглядных ситуаций, в которых мо-

гут проявиться данные погрешности, является кониче-
ское движение или явление некоммутативности конеч-
ных поворотов. При коническом движении твёрдого те-
ла, два из трёх его углов ориентации изменяются по пе-
риодическому закону, причём фазы этих колебаний 
имеют сдвиг друг относительно друга. В результате, тре-
тья ось тела, вокруг которой колебания не совершаются, 
описывает в пространстве конус [2]. 

Кинематические уравнения конического движения 
могут быть представлены следующим образом. Пусть 
объект совершает угловые колебания с частотой f  во-
круг осей X и Y связанной с объектом СК. Амплитуды 
колебаний по осям X и Y обозначим x  и y  соответ-
ственно. Также, существует фазовый сдвиг   между 
этими колебаниями. 

С учётом этого, вектор угловой скорости объекта в 
связанной СК будет иметь вид: 

 2 2    cos 2    0
T

x yf cos ft ft           

При совершении объектом конического движения 
вокруг осей X и Y, возникает ошибка определения угла 
ориентации вокруг оси Z. Скорость нарастания этой 
ошибки будет иметь следующую зависимость [2]: 

2 1  
2z x y

sin f tf sin
f t

  
        
  

где t  – дискрета времени работы БЦВМ. 
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B. Кинематика «скаллинга» 
Ещё одним типом движения, которое может приво-

дить к погрешностям подобного рода, является «скал-
линг». «Скаллинг» это движение твёрдого тела, при ко-
тором оно одновременно совершает поступательные и 
вращательные колебания, по двум ортогональным осям, 
например, X и Y соответственно. Такой вид движения 
вызывает ошибку линейной скорости вдоль оси Z [2]. 

Кинематика этого движения может быть описана 
следующим образом: пусть тело совершает угловые ко-
лебания вокруг оси X, при одновременных линейных 
колебаниях вдоль оси Y. Частота линейных и угловых 
колебаний одинакова. В этом случае, угловая скорость 
  колебаний тела будет иметь следующий вид [2]: 

2 2 0 0 T
xf cos ft        

где f  – частота колебаний; 

x  – амплитуда угловых колебаний вокруг оси X. 

Закон изменения ускорения ba тела при линейных 
колебаниях будет описываться следующим выражением: 

 0   sin 2    0
Tb

ya A ft       

где Ay – амплитуда линейных колебаний тела вдоль оси Y; 
  – разность фаз между линейными и угловыми колеба-
ниями тела. 

Влияние погрешности от «скаллинга» может быть 
значительным, если частота решения задачи навигации 
соизмерима с частотой этих колебаний. Согласно [2], 
ошибка линейной скорости по оси Z может быть выра-
жена следующим образом: 

1 sin 2 1   
2 2

n
z x y

f tu A tcos
f t

  
        

 

Исходя из причин данных погрешностей, существует 
два основных способа их минимизации: увеличение ча-
стоты решения задачи ориентации или применение спе-
циальных алгоритмов компенсации без повышения ча-
стоты БЦВМ, обзор и сравнительный анализ которых и 
представлен в данной работе. 

II. СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ АЛГОРИТМОВ КОМПЕНСАЦИИ 
«КОНИНГА» 

A. Метод Бортца 
Первый метод основан на предположении, что вектор 

угловой скорости объекта меняет своё направление с 
постоянной скоростью на каждом такте интегрирования 
[3]. Математически, это выражается в учёте второго сла-
гаемого при численном решении уравнения (2). Данный 
метод работает с любой кратностью частот ДУС/БЦВМ. 

Кратность частот – отношение частоты опроса ДУС к 
частоте решения задачи ориентации (рис. 1). 

Математически, метод Бортца описывается следую-
щими соотношениями [4]: 

   
1

,  ,  
p
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где  ,p m  – приращение угла за p тактов работы ДУС; 

 ,n m  – приращение угла, полученное от ДУС в мо-

мент времени между     1 mN n  -м и    mN n -м тактом 
опроса ДУС. 

 
Рис. 1. Временная диаграмма работы БИНС с понижением частоты. 
 m  – приращение угла за один такт работы БЦВМ, в который вхо-

дит k тактов работы ДУС.  ,k m  – приращение угла за один такт 
опроса гироскопов 
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где  R m  – слагаемое, являющееся компенсацией по-
грешности от некоммутативности конечных поворотов 
(так называемая «коническая поправка»); 

 ,p m  – приращение угла, полученное от ДУС в мо-
мент времени p . 

Следовательно, в общем виде, алгоритм предвари-
тельного интегрирования сигналов с гироскопов в об-
щем виде может быть записан следующим образом [4]: 

      ,    m N m R m    

где  m  – приращение углов в связанной СК за один 
m-й такт работы БЦВМ, с учётом конической поправки; 
 ,N m  – приращение углов в связанной СК за один m-

й такт работы БЦВМ; 

Индексы m, n и N – целые числа, а n принимает зна-
чения от 1 до N; 

Все описанные далее алгоритмы компенсации по-
грешности от конического движения будут различаться 
лишь видом конической поправки. 

B. Метод МакКерна–Эдвардса 
Данный метод так-же, как и предыдущий, инвариан-

тен к отношению частот опроса ДУС и работы БЦВМ. 
Коническая поправка данного алгоритма описывается 
следующим образом [4]: 
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где  1,p m   – импульс с ДУС за предыдущий такт 
его работы. 

C. Метод Гилмора–Джордана 
Алгоритм Гилмора–Джордана описывается следую-

щими соотношениями [4]: 
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D. Метод Иньяни 
Математически, данный метод формулируется сле-

дующим образом [5]: 
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E. Вывод предложенного алгоритма компенсации ко-
нического движения 
Далее, выведем новый алгоритм компенсации «ко-

нинга» для кратности понижения частоты равной 10. 

В общем виде второе слагаемое конической поправки 
R(m) может быть описано следующим образом [6]: 
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где n – кол-во измерений с ИИБ, обрабатывающееся на 
текущем такте работы БЦВМ; 
p – кол-во измерений с ИИБ (выходных измерений гиро-
скопа) с предыдущего такта работы БЦВМ, включённое 
в слагаемое компенсации «конинга» на текущем такте; 
k – неизвестные коэффициенты; 

 1m j  – приращение угла (выходной сигнал с гиро-
скопа) за предыдущий такт работы БЦВМ; 

 m j  – приращение угла (выходной сигнал с гиро-
скопа) за текущий такт работы БЦВМ; 

 m n  – последний сигнал с гироскопа, приходящийся 
на текущий такт работы БЦВМ. 

Для получения конической поправки для желаемой 
кратности частот ДУС/БЦВМ необходимо найти соот-
ветствующие коэффициенты, которые вычисляются при 
помощи предложенной в [6] методики. 

В результате применения алгоритма [6] для кратности 
частот равной 10, получим следующие коэффициенты: 
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Следовательно, коническая поправка, использующая 
выведенные выше коэффициенты будет выглядеть сле-
дующим образом: 
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Или, что эквивалентно: 
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Затем проведём сравнительный анализ рассмотрен-
ных алгоритмов компенсации «конинга». На рис. 2 пред-
ставлена зависимость относительной ошибки, вызванной 
коническим движением, от отношения частот кониче-
ского движения и решения навигационной задачи.  

На рис. 2 можно видеть, что разработанный алгоритм 
имеет наименьшую ошибку по сравнению с известными 
представленными ранее алгоритмами. 

 
Рис. 2. Сравнительный анализ методов компенсации «конинга». По 
оси абсцисс отложено отношение частоты конического движения к 
частоте опроса датчиков БИНС. По оси ординат – относительная 
ошибка того или иного алгоритма предварительного интегрирования 
показаний ДУС 

III. ВЫВОД МЕТОДОВ КОМПЕНСАЦИИ «СКАЛЛИНГА» 
Далее, на основе метода, описанного в [7] было про-

изведено предобразование вышеописанных алгоритмов 
компенсации «конинга», включая вновь разработанный, 
в алгоритмы компенсации «скаллинга». Результаты пре-
образований представлены ниже. 

A. Метод Бортца 
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где  ,v p m  – приращение скорости объекта в связан-
ной СК за один такт опроса датчиков БИНС в момент 
времени p; 
 ,v p m  – приращение скорости объекта в связанной СК 

за p тактов опроса датчиков БИНС. 

B. Метод МакКерна – Эдвардса 
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где  1,v p m   – приращение скорости объекта в свя-
занной СК за один так опроса датчиков БИНС в момент 
времени p-1. 

C. Метод Гилмора-Джордана 
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D. Метод Иньяни 
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где 

1 2 3 4
125 25 325 1375; ; ; .
252 24 252 504

k k k k     

E. Разработанный метод 

 

   

   

   

   

10

1
10

1

9
1

9

10

1

1

10

 

, , ,
1
2

, , ,

 

Δ Δ 10

Δ Δ 10

scul

k

N k

p
m m

i

i
i

m mi

v m

p m v k p m

v p m k

i

p m

k

i

v

k v















  
     
  

  
     

  
 
  

    
   

         









 



190



F. Сравнительный анализ алгоритмов компенсации 
погрешности от «скаллинга» 
Далее, был также произведён сравнительный анализ 

полученных алгоритмов с точки зрения точности, ре-
зультаты которого приведены на рис. 3. 

 
Рис. 3. Сравнительный анализ алгоритмов компенсации погрешности 
от «скаллинга» 

Как можно видеть из рис. 3, частотные характеристи-
ки алгоритмов компенсации скаллинга такие-же, как и у 
исходных алгоритмов компенсации «конинга» из кото-
рых они были получены, что подтверждает достовер-
ность предложенного в [7] способа. 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В данной работе проведён обзор и сравнительный 

анализ различных по своей точности и структуре алго-
ритмов компенсации погрешностей от «конинга» и 
«скаллинга». Рассмотрена кинематика движения, вызы-
вающего эти погрешности. На основе существующей 
методики вывода коэффициентов для алгоритма компен-
сации «конинга» для любого соотношения частот 
ДУС/БЦВМ, был разработан алгоритм, работающий с 
кратностью отношения частот равной 10. Разработана 
имитационная математическая модель БИНС, с помо-
щью которой было произведено сравнение разработан-
ного алгоритма с уже существующими, с точки зрения 
точности. Выведены алгоритмы компенсации «скаллин-
га» с использованием существующей методики. В ре-
зультате, были преобразованы все рассмотренные алго-
ритмы компенсации «конинга», включая вновь разрабо-
танный. Проведён сравнительный анализ полученных 
алгоритмов компенсации «скаллинга». 
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Аннотация—Рассматривается метод начальной вы-
ставки БИНС для космических средств выведения (КСВ) 
по информации платформенной ИНС, установленной на 
том же носителе. Обсуждаются три варианта метода, осно-
ванные на обработке фильтром Калмана разности измере-
ний кажущегося ускорения акселерометрами БИНС и 
платформенной ИНС и отличающиеся способом формиро-
вания разностного сигнала измерения. Приводятся резуль-
таты сравнительной оценки точности вариантов метода. 

Ключевые слова—космическое средство выведения, 
трехосный гиростабилизатор, бесплатформенный 
инерциальный измерительный блок, начальная выставка, 
фильтр Калмана. 

I.  ВВЕДЕНИЕ 
Одним из вариантов построения инерциальных изме-

рительных систем для перспективных КСВ, системы 
управления которых разрабатываются в Научно-
производственном объединении автоматики (НПОА) 
им. академика Н.А. Семихатова, является комбиниро-
ванная схема. Такая схема содержит трехосный гироста-
билизатор (ТГС), включающий гиростабилизированную 
платформу (ГСП) с установленными на ней тремя маят-
никовыми акселерометрами, и бесплатформенный инер-
циальный измерительный блок (БИИБ) на базе трех во-
локонно-оптических гироскопов (ВОГ) и трех маятнико-
вых акселерометров. Одним из проблемных вопросов 
использования БИИБ для КСВ является обеспечение 
точности автономной начальной азимутальной выставки. 
ВОГ, точностные характеристики которых удовлетворя-
ют полетным требованиям, позволяют обеспечить точ-
ность азимутальной выставки на уровне 20 (3) при 
требовании не более 4.  

Наличие в составе измерительной системы ТГС, с 
помощью которого азимутальная выставка платформен-
ной ИНС осуществляется с точностью 1.5, позволяет 
существенно повысить точность азимутальной выставки 
БИИБ. Необходимым условием для этого является гори-
зонтальное положение изделия на техническом комплек-
се, где осуществляется калибровка ТГС. В этом случае 
на стартовом комплексе при вертикальном положении 
изделия азимутальная ориентация БИИБ может быть 
определена через азимутальную ориентацию ГСП, ори-
ентацию ГСП относительно корпуса ТГС, рассчитывае-
мую по показаниям датчиков углов (ДУ), установленных 
по осям карданова подвеса (КП) ТГС, и ориентацию 
корпуса ТГС относительно приборной системы коорди-
нат БИИБ. Взаимная ориентация ТГС и БИИБ может 
быть определена по измерениям их акселерометрами 
нормальной реакции опоры на ускорение силы тяжести 

(далее – ускорение силы тяжести) при двух различных 
ориентациях согласуемых систем координат относи-
тельно измеряемого вектора: горизонтальной на техни-
ческом комплексе и вертикальной на стартовом ком-
плексе. С учетом погрешностей начальной выставки 
ГСП и расчета ориентации ГСП относительно корпуса 
ТГС погрешность определения взаимной ориентации 
БИИБ и корпуса ТГС не должна превышать 3.4. Задача 
усложняется влиянием ветровых воздействий на старто-
вом комплексе, которые искажают измеряемый вектор. 

Этот метод, который можно отнести к классу мето-
дов векторного согласования [1], был рассмотрен в до-
кладе авторов, представленном на XXVII Санкт-
Петербургской Международной конференции по инте-
грированным навигационным системам [2]. В данном 
докладе обсуждаются три варианта доработанных алго-
ритмов его реализации и результаты сравнительной 
оценки погрешностей, обусловленных инструменталь-
ными погрешностями приборов и угловыми колебания-
ми корпуса КСВ.  

II. ОПИСАНИЕ МЕТОДА 
Введем следующие системы координат: 

ONHE – географическая система координат (ГСК) 
(ON – на север, OH – вертикально вверх, OE – на во-
сток); 

OXYZ  – инерциальная стартовая система координат 
(ИССК), оси которой на момент старта параллельны 
осям ГСК, повернутой вокруг вертикальной оси на угол, 
определяющий плоскость полета КСВ; 

S S SOX Y Z  – ортогональная приборная система коор-
динат (ПСК) БИИБ, привязанная к осям чувствительно-
сти (ОЧ) акселерометров БИИБ; 

B B BOX Y Z  – ортогональная система координат, свя-
занная с корпусом КСВ и с корпусом ТГС (КСК ТГС); 
ось BOY  направлена вдоль продольной оси корпуса 
КСВ; 

P P POX Y Z  – ортогональная платформенная система 
координат (ПлСК), привязанная к ОЧ акселерометров, 
установленных на ГСП; в полете и при решении задач 
начальной выставки номинально совпадает с ИССК. 

Рассогласование между КСК ТГС B B BOX Y Z  и ПСК 
БИИБ S S SOX Y Z  задается с помощью вектора ориента-
ции [3], определяющего поворот от S S SOX Y Z  к 
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B B BOX Y Z  и имеющего одинаковые проекции на оси 

обеих систем координат: , ,
TB S

x y z        
  . 

При установке приборов на КСВ соответствующие 
оси ПСК БИИБ и КСК ТГС ориентируются параллельно 
и углы рассогласования между ними не более 30. Мат-
рица перехода от ПСК БИИБ к КСК ТГС с точностью до 
членов второго порядка имеет вид: 

20 0
10 0
2

0 0

z y z y

z x z x

y x y x

M E

      
   

           
         

(1) 

Поскольку углы рассогласования между согласуе-
мыми системами координат малы, этапа грубой выстав-
ки не требуется. При решении задач точного определе-
ния взаимной ориентации используется методика, разра-
ботанная и используемая в НПОА для решения задач 
начальной выставки и калибровки ИНС [2,4,5,6]. Мето-
дика включает двойное интегрирование измеряемого 
разностного сигнала кажущегося ускорения и его обра-
ботку четырехмерным фильтром Калмана по каждой 
составляющей отдельно. Элементы вектора состояния 
фильтра включают обобщенные параметры, представ-
ляющие собой функции углов рассогласования и ин-
струментальных погрешностей приборов и эквивалент-
ные линейному ускорению и угловой скорости. По 
обобщенным параметрам оцениваются выходные пара-
метры решаемой задачи, в нашем случае – углы рассо-
гласования между ПСК БИИБ и КСК ТГС. Оценка филь-
тром погрешностей, эквивалентных угловой скорости, 
позволяет исключить их влияние на точность определе-
ния углов рассогласования, рассчитываемым по обоб-
щенным параметрам, эквивалентным ускорению. 

По измерениям ускорения силы тяжести в одной ори-
ентации можно определить только горизонтальные со-
ставляющие вектора рассогласования ,N E  , верти-
кальная составляющая H  не наблюдается. Горизон-
тальные составляющие вектора рассогласования, оце-
ненные в первой, горизонтальной ориентации, пересчи-
тываются в оси ПСК БИИБ и по ним формируется пер-
вое приближение матрицы рассогласования: 

0
x N

y H

Ez

R R
   
         
      

; 

1

1
1

z y

H z x

y x

M

  
 

    
   

, где  

(2) 

R  – матрица углов заклона и разворота корпуса КСВ 
вокруг продольной оси, определяемая до начала реше-
ния рассматриваемой задачи; HR  – номинальная матри-
ца перехода от вертикального положения к горизонталь-
ному, которое получается поворотом корпуса КСВ во-
круг оси BOZ  на 90. 

Полная оценка матрицы (1) осуществляется итераци-
онно: сначала при горизонтальной, затем при вертикаль-
ной ориентации корпуса КСВ. Оцененная в горизон-
тальной ориентации матрица рассогласования HM  
учитывается при формировании разностного сигнала во 
второй, вертикальной предстартовой ориентации, где 

аналогично (2) по горизонтальным составляющим век-
тора рассогласования формируется матрица VM . Ре-
зультирующая матрица рассогласования определяется 
как произведение: V HM M M    . 

Вышеописанная схема решения задачи реализуется 
для всех трех вариантов исследуемых алгоритмов; цик-
лическая обработка информации осуществляется с ча-
стотой 20 Гц. Различие между вариантами заключается в 
способе формирования разностного сигнала измерения. 

III. ФОРМИРОВАНИЕ РАЗНОСТНОГО СИГНАЛА ИЗМЕРЕНИЯ 
В терминах метода векторного согласования [1] ПСК 

БИИБ является «ведомой» системой, а КСК ТГС – «ве-
дущей». Однако ОЧ акселерометров ТГС жестко связа-
ны не с «ведущей» КСК ТГС, а с ПлСК, оси которой в 
обеих ориентациях корпуса КСВ номинально ориенти-
рованы параллельно осям ИССК, что усложняет задачу. 
Ориентация между КСК и ПлСК меняется не только при 
переходе от горизонтального положения КСВ к верти-
кальному, но и на интервале наблюдения, поскольку 
ПлСК стабилизирована относительно инерциального 
пространства, а КСК в идеале неподвижна относительно 
Земли. 

Для формирования разностного сигнала ускорения 
необходимо показания акселерометров ТГС и БИИБ пе-
ресчитать в одну и ту же базовую систему координат. 
Исследовались три возможных варианта. 

1. Система координат, связанная с корпусом ТГС 
B B BOX Y Z . В этом случае информация акселерометров 

БИИБ не пересчитывается, а информация акселеромет-
ров ТГС пересчитывается с помощью ДУ ТГС, поэтому 
уходы ГСП и погрешности ВОГ БИИБ на формирование 
разностного сигнала не влияют. При этом сама базовая 
система координат является подвижной, что может при-
вести к дополнительным погрешностям. 

2. Платформенная система координат P P POX Y Z . В 
этом варианте не пересчитывается информация акселе-
рометров ТГС, а информация акселерометров БИИБ пе-
ресчитывается с помощью информации ДУ ТГС. Как и в 
предыдущем случае, ни уходы ГСП, ни погрешности 
ВОГ на формирование разностного сигнала не влияют и 
основным источником инструментальных погрешностей 
являются погрешности ДУ. 

3. Инерциальная система координат, совпадающая с 
ПлСК ТГС на момент начала интервала наблюдения. 
В этом случае информация акселерометров ТГС пере-
считывается по известным значениям систематических 
уходов ГСП, а информация акселерометров БИИБ пере-
считывается с помощью двух матриц: матрицы ориента-
ции, рассчитываемой по показаниям ВОГ БИИБ, и 
начальной матрицы, формируемой по показаниям ДУ 
ТГС в начальный момент времени. В этом случае пере-
счет информации в одну систему координат является 
достаточно сложным и содержит погрешности, обуслов-
ленные случайными уходами ГСП и погрешностями 
ВОГ БИИБ. 

IV. МОДЕЛЬ И УРОВЕНЬ ЗАДАВАЕМЫХ ПОГРЕШНОСТЕЙ 
При сравнительной оценке точности вариантов метода 

рассматривались следующие источники погрешностей. 
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Инструментальные погрешности ТГС. Эти погреш-
ности можно разделить на четыре группы: погрешности 
акселерометров, уходы ГСП, погрешности датчиков угла 
и углы неортогональности осей КП. Модель эксплуата-
ции системы управления КСВ предусматривает пред-
стартовую калибровку параметров акселерометров 
(смещений нуля, масштабных коэффициентов и углов 
взаимной ориентации осей чувствительности) и состав-
ляющих уходов ГСП. Для этих погрешностей, модель 
которых приведена в [5], задавались только значения 
нестабильностей в запуске (3). Для акселерометров: 
смещения нуля 4 22 10  м/с , масштабные коэффициен-
ты 32 10 % , углы неортогональности ОЧ 20. Для ухо-
дов, не зависящих от линейного ускорения 0.02/с; ли-
нейно зависящих от ускорения 0.003/с/g. 

Смещения нуля датчиков углов и углы неортогональ-
ности осей КП ТГС в процессе эксплуатации не калиб-
руются, их постоянные значения задавались нестабиль-
ностями от запуска к запуску, равными 40. В модели 
погрешностей ДУ, кроме смещения нуля, учитывалась 
динамическая погрешность преобразования угла в код.  

Неортогональность осей КП формализуется следую-
щим образом. Матрица перехода от КСК ТГС к ПлСК 
строится как матрица трех последовательных поворотов 
на углы, измеряемые ДУ, но не вокруг осей поворачива-
емой ортогональной системы координат, а вокруг осей, 
ориентация каждой из которых задается двумя углами 
отклонения от номинального положения. 

Все погрешности задавались постоянными значения-
ми, за исключением погрешности ДУ преобразования 
угла в код, которая в каждом цикле моделировалась как 
случайная величина с равномерным законом распреде-
ления в диапазоне 2. 

Инструментальные погрешности БИИБ. Соответ-
ствующие оси чувствительности акселерометров и ВОГ 
БИИБ параллельны, образуют ортогональную триаду и 
расположены симметрично относительно оси SOY  ПСК, 
которая номинально параллельна продольной оси корпу-
са КСВ. БИИБ в процессе эксплуатации не калибруется, 
его погрешности задавались постоянными величинами, 
имеющими уровень нестабильности от запуска к запус-
ку. Для акселерометров: смещения нуля w   

3 26 10  м/с , масштабные коэффициенты Ak  0.06%, 
углы неортогональности A  45. Для ВОГ: смещения 
нуля 0.05/с, масштабные коэффициенты 0.05%, углы 
ориентации относительно ПСК 1. 

Постоянные составляющие углов заклона корпуса 
КСВ относительно вертикального положения и угла 
разворота корпуса вокруг продольной оси. В горизон-
тальное положение корпус КСВ устанавливается менее 
точно и значения этих углов могут достигать 2°, в верти-
кальном положении не превышают 1°.  

Ветровые возмущения. Угловое движение корпуса 
КСВ из-за ветра задавалось как конические колебания 
[6]. Горизонтальные составляющие угловой скорости 
моделировались гармониками с частотами и амплитуда-
ми, характерными для рассматриваемого класса КСВ. 
Частота и амплитуда основной гармоники задавались 

равными 0.2 Гц и 40; максимальная частота 1.6 Гц с ам-
плитудой 1.5. 

V. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
Погрешности определения углов рассогласования 

между ПСК БИИБ и КСК ТГС оценивались методом 
математического моделирования с помощью программы 
на языке С++. Матрица перехода от ПСК БИИБ к КСК 
ТГС задавалась соотношением (1). Предполагалось, что 
погрешности измерения, рассматриваемые как случай-
ные величины, некоррелированы, поэтому влияние каж-
дого фактора на точность оценивалось отдельно, а дис-
персия суммарной погрешности рассчитывалась как 
сумма дисперсий погрешностей оценки углов рассогла-
сования. 

В Табл. I приведены погрешности оценки углов рас-
согласования , ,x y z   , обусловленные погрешностями 
ТГС, для всех трех вариантов алгоритмов. Погрешности 
акселерометров, за исключением смещений нуля гори-
зонтальных акселерометров 

PXA , 
PZA , на точность 

оценок практически не влияют. 
ТАБЛИЦА I 

Погрешности оценки углов рассогласования, обусловленные 
погрешностями ТГС,  

 
Вариант I Вариант II Вариант III 

x  y  z  x  y  z  x  y  z  

См. нуля акс. 0.07 
Уходы ГСП 111.3 10  127.1 10  31.3 10  
См. нуля ДУ 0.67 

Стат. погр. ДУ 0.02 0.005 0.004 0.06 0.006 0.01 0.00 
Неорт. осей 

КП 0.93 1.3 0.93 0.94 1.3 0.93 0.94 1.3 0.93 

  1.15 1.48 1.15 1.16 1.49 1.16 1.16 1.49 1.16 

Влияние погрешностей ТГС на точность для всех 
трех углов рассогласования практически одинаково. Ис-
ключение составляет только неортогональность осей 
карданова подвеса, которая проявляется при ненулевых 
углах поворота. Для угла рассогласования вокруг про-
дольной оси y , который и определяет точность азиму-
тальной выставки БИИБ, эта погрешность в 1.4 раза 
больше, чем для углов рассогласования вокруг попереч-
ных осей ,x z  . Это связано с тем, что угол y  наблю-
дается при горизонтальном положении корпуса КСВ, 
когда угол поворота ГСП вокруг наружной оси КП равен 
90 и соответствующие углы неортогональности вносят 
максимальный вклад в погрешность оценки. 

Влияние погрешностей ТГС на точность оценки уг-
лов рассогласования практически одинаково и для всех 
трех вариантов. Здесь исключение составляют уходы 
ГСП, влияние которых для третьего варианта на не-
сколько порядков больше, чем для первых двух. Это 
также объяснимо. В третьем варианте разностный сигнал 
формируется в инерциальной системе координат, куда 
информация акселерометров ТГС из-за наличия случай-
ных уходов ГСП пересчитывается с погрешностями. Го-
ризонтальные уходы оцениваются четырехмерным 
фильтром и учитываются в алгоритмах. Однако эта 
оценка осуществляется с погрешностью, к которой при-
водит вертикальный уход и которую можно оценить 
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аналитически [5]. Аналитические оценки совпадают с 
расчетными с точностью до трех знаков после запятой. 

Как видно из табл. 1, из погрешностей ТГС основной 
вклад в погрешности оценки углов рассогласования вно-
сят смещения нуля датчиков углов и неортогональности 
осей карданова подвеса. 

В табл. 2 приведены погрешности оценки углов рас-
согласования, обусловленные погрешностями БИИБ. 
Очевидно, что для первых двух вариантов алгоритмов 
погрешности ВОГ на точность оценок углов рассогласо-
вания не влияют. Для третьего варианта это влияние 
также мало, поскольку эквивалентные уходы оценива-
ются фильтром и учитываются в алгоритмах. 

Наибольший вклад в погрешности оценки, одинако-
вый для всех углов рассогласования и всех вариантов 
алгоритмов, вносят смещения нуля акселерометров. 
Влияние погрешностей масштабных коэффициентов и 
углов неортогональности осей акселерометров также 
одинаково для всех трех вариантов алгоритмов, но для 
различных углов различно, что связано с геометрией 
взаимного расположения осей датчиков и осей ПСК 
БИИБ. Результаты расчетов хорошо согласуются с ана-
литическими оценками, которые легко получить в усло-
виях неподвижного основания. 

ТАБЛИЦА II 

Погрешности оценки углов рассогласования, обусловленные 
погрешностями БИИБ,  

 
Вариант I Вариант II Вариант III 

x  y  z  x  y  z  x  y  z  

w   2.11 2.10 2.10 2.11 2.10 2.10 2.11 2.10 2.10 
Ak  1.19 0.84 1.19 1.19 0.84 1.19 1.19 0.84 1.19 
A  0.53 0.65 0.31 0.53 0.65 0.31 0.53 0.65 0.31 

Погр. ВОГ 0.00 0.002 
  2.48 2.36 2.44 2.48 2.36 2.44 2.48 2.36 2.44 

Постоянные составляющие углов заклона и разворота 
корпуса вокруг продольной оси известны и учитываются 
в алгоритмах. Тем не менее, они влияют на точность 
оценок углов рассогласования, поскольку оцениваются с 
погрешностями. Эти погрешности имеют уровень произ-
ведения углов заклона и разворота на оцениваемые углы 
рассогласования КСК ТГС и ПСК БИИБ. Максимальную 
погрешность, которая может достигать 0.5, имеет угол 
рассогласования y , поскольку он оценивается только 
при горизонтальном положении изделия, когда углы 
заклона и разворота могут достигать 2. 

Максимальные погрешности из-за ветровых колеба-
ний проявились в поперечных составляющих вектора 
рассогласования и составили для первого варианта алго-
ритмов 21.85 10  , для второго 35.8 10  , для третьего 

37.5 10  . На оценку продольной составляющей, которая 
определяется при горизонтальном положении изделия, 
ветровые колебания не влияют. 

Суммарные погрешности оценки имеют практически 
одинаковый уровень для всех трех вариантов метода и 
составляют для поперечных составляющих 2.7, для про-
дольной составляющей 2.8 при требовании 3.4. 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 Результаты проведенных исследований показали, 

что при ожидаемых точностных характеристиках датчи-
ков ТГС и БИИБ и параметрах ветровых колебаний все 
три варианта метода позволяют обеспечить требуемую 
точность азимутальной выставки БИИБ. Параллельное 
их использование в процессе начальной выставки БИИБ 
может быть использовано для дополнительного кон-
троля оцениваемого азимутального угла. 
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Аннотация—Рассматривается аварийный режим 

функционирования инерциально-спутниковой навигаци-
онной системы БИНС-500НС, связанный с потерей пило-
тажно-навигационной информации. Такая потеря возмож-
на, например, при кратковременном отключении питания, 
а также при превышении диапазонов измерений датчика-
ми первичной информации: гироскопами и акселеромет-
рами. В этом случае необходимо решать задачу начальной 
выставки БИНС в полете. Предлагается решение такой 
задачи с использованием спутниковой информации и спе-
циальных режимов полета. Приводятся результаты полу-
натурной отработки аварийного режима по зарегистриро-
ванным полетным данным.  

Ключевые слова—инерциальная навигационная 
система, спутниковая навигационная система, аварийный 
режим, обобщенный фильтр Калмана.  

I.  ВВЕДЕНИЕ 
Современное состояние авиационной техники харак-

теризуется применением интегрированных инерциаль-
но-спутниковых навигационных систем (ИСНС) [1,2]. В 
ИСНС глобальные навигационные спутниковые систе-
мы (ГНСС) обеспечивают высокоточное позициониро-
вание, а инерциальные (ИНС) - определение угловой 
ориентации. Кроме того, в ИСНС реализуется взаимная 
информационная поддержка ГНСС и ИНС в аварийных 
режимах. 

Инерциальная информация может быть использована 
для парирования естественных и имитационных помех в 
ГНСС [3]. В то же время по спутниковой информации 
представляется возможным восстанавливать параметры 
ИНС при их потере в сложных нештатных условиях экс-
плуатации. Такие условия связаны, например, с потерей 
электрического питания, а также с превышением диапа-
зонов измерений датчиков первичной информации 
(ДПИ) ИНС: гироскопов и акселерометров. Превышение 
диапазонов измерений ДПИ может быть обусловлено 
маневрированием летательных аппаратов (ЛА). 

Основными режимами ИСНС являются начальная 
выставка ИНС и навигация. В режиме выставки ИНС 
определяются начальные углы ориентации, скорости и 
координаты, необходимые для счисления пилотажно-
навигационных параметров полета (ПНПП). Типовым 
при решении задачи начальной выставки на неподвиж-
ном основании является метод гирокомпасирования 

[2,4]. В бесплатформенных ИНС (БИНС) ориентация 
инерциального измерительного модуля (ИИМ) относи-
тельно опорного навигационного трехгранника опреде-
ляется аналитически по сигналам ДПИ. При полетах в 
околоземном пространстве опорными являются соот-
ветствующие сопровождающие трехгранники [5]. Нави-
гационный режим может быть реализован в автономном 
инерциальном и инерциально-спутниковом вариантах. 

Режимы функционирования ИНС в нештатных усло-
виях являются аварийными. Их реализация предусмат-
ривает повторное включение электрического питания и 
выполнение начальной выставки БИНС в полете.   

Цель работы – исследование по зарегистрированным 
данным ДПИ и ГНСС режима начальной выставки и 
навигации БИНС в полете после потери пилотажно-
навигационной информации. 

В соответствии с инструкциями по летной эксплуа-
тации [6] в аварийной ситуации БИНС должна функци-
онировать в режиме инерциальной курсовертикали, ко-
гда потребителям выдаются только углы ориентации. В 
то же время при наличии ГНСС, кроме пилотажных, 
может также поддерживаться инерциально-спутниковое 
определение остальных навигационных параметров. 

Начальная выставка и навигация ИСНС после вос-
становления электрического питания могут быть реали-
зованы в двух вариантах:  

 с использованием информации от ГНСС, а имен-
но: геодезических координат ЛА, путевого угла, а 
также проекций вектора траекторной скорости на 
оси опорного сопровождающего трехгранника; 

 с использованием телеметрической информации, 
регистрируемой на flash-память в процессе функ-
ционирования ИСНС. 

С учетом указанной информации определяются не-
обходимые приближенные начальные условия для пере-
вода БИНС в режим инерциально-спутниковой началь-
ной выставки и навигации. Рассматриваются возможные 
наблюдения для оценки ошибок БИНС после начальной 
выставки и восстановления пилотажно-навигационных 
параметров.   
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II. ИНЕРЦИАЛЬНО-СПУТНИКОВАЯ НАВИГАЦИОННАЯ 
СИСТЕМА БИНС-500НС КАК ОБЪЕКТ ИССЛЕДОВАНИЯ     
В качестве объекта исследований рассматривается 

ИСНС БИНС-500НС [7] на волоконно-оптических гиро-
скопах. В такой системе реализуются два этапа началь-
ной выставки: грубый и точный, а также режимы инер-
циальной и инерциально-спутниковой навигации. На 
этапе грубой начальной выставки [8] по сигналам ДПИ 
приближенно определяются начальные значения углов 
ориентации ИИМ. Режимы точной начальной выставки 
и навигации опираются на всещиротный алгоритм счис-
ления координат [9] и обобщенный фильтр Калмана 
(ОФК) [10]. В системе БИНС-500НС такой алгоритм 
реализуется на основе раздельного решения уравнений 
ориентации (1) и навигации (2) 

0 0 02q q  ,                                (1) 

2 r r rP P  ,                                (2) 
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T[ ]x y z         – вектор сигналов датчиков угловой 

скорости; T
ξ η ζω [ω ω ω ]  – вектор угловой скорости 

вращения опорного сопровождающего трехгранника 
o  в геодезической системе координат. Всеширот-
ный алгоритм счислении координат опирается на полу-
свободный в азимуте трехгранник, у которого 0ωζ   

[9]. Элементы вектора   определяются по проекциям 

ζηξ ,, VVV  вектора относительной скорости V из реше-
ния основного уравнения инерциальной навигации [9] 

 )(ω2
Т

3 RVVgaCV  ,    (2) 

где Т][ zyx aaaa   – вектор сигналов акселеромет-

ров; Т
ζηξ ][ gggg   – вектор гравитационного 

ускорения; Т][ ζηξ   – вектор угловой ско-

рости вращения Земли; 2
2

 ; Т]00[ RR   – 
радиус-вектор местоположения ИИМ; ( ) – оператор 
векторного произведения; },,,{ 32100 qqqqq   – 
кватернион, характеризующий угловую ориентацию 
ИИМ относительно инерциальной системы координат, 

  0 1 2 3{ ,  , , }rP p p p p  – кватернион, характеризующий 

угловую ориентацию трехгранника o  относительно 
земной геоцентрической системы координат 

ЕЕЕI ZYXO ; 3C  – матрица направляющих косину-
сов (МНК), характеризующая угловую ориентацию свя-
занной с ИИМ системы координат относительно опор-
ного трехгранника o . По элементам кватернионов  

0q  и rP  определяются необходимые для ИСНС МНК, 
углы ориентации ψ ,  , γ  ИИМ относительно сопро-
вождающего трехгранника оENH геодезической систе-
мы координат, а также геодезические широта  , долго-
та λ  и азимут A трехгранника o  относительно ре-

пера оENH [4]. МНК 0C , соответствующая кватерниону 

0q , является базовой при выполнении векторно-
матричных операций в системе БИНС-500НС. По эле-
ментам МНК 0C  могут быть найдены углы ориентации 

γ ,  ,ψ   связанной системы координат оxyz относитель-

но инерциальной IIII ZYXO . В этом случае полагает-
ся, что начальные направления осей указанных трех-
гранников совпадают, а повороты выполняются против 
часовой стрелки следующим образом [5]: первый на 
угол ψ  вокруг третьей оси II ZO , второй – на угол   

вокруг нового положения первой оси II XO  , третий – 

на угол γ  вокруг нового положения второй оси II YO  . 
Соответствующие МНК формируются путем присвое-
ния углам ψ, ,γ  конкретных значений.  

Применяемые в системе БИНС-500НС МНК пред-
ставлены в таблице 1, где гψ  – угол гироскопического 
курса ИИМ относительно трехгранника o . 

ТАБЛИЦА 1. МАТРИЦЫ НАПРАВЛЯЮЩИХ КОСИНУСОВ  

0C  1C  2C  3C  3C  
4C  5C  

ψ  t  λ г  A /2 

  0 0   0 /2 

γ  0 -φ   0 0 

Например, МНК 3C  формируется путем следующей 

замены углов в элементах МНК 0C : гψ= ψ ,    , 
γ=γ . 

III. РЕЖИМЫ НАЧАЛЬНОЙ ВЫСТАВКИ И НАВИГАЦИИ 
СИСТЕМЫ БИНС-500НС В ПОЛЕТЕ      

Традиционно начальная выставка в полете опирается 
на внешнюю по отношению к БИНС информацию. При 
этом наиболее критичной является задача определения 
начальных значений углов ориентации ИИМ. Извест-
ный метод векторного согласования [11] предполагает 
только уточнение углов ориентации ИИМ, введенных 
извне, например, от ведущей БИНС [12] или магнито-
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метра [6]. Такое уточнение выполняется, как правило, с 
использованием позиционных и скоростных наблюде-
ний, а также ОФК. Однако в аварийных ситуациях в 
полете получить начальные углы ориентации извне не 
всегда представляется возможным. В этом случае 
начальная выставка БИНС может быть реализована пу-
тем вывода летательного аппарата в горизонтальный 
полет с приблизительно нулевыми значениями углов 
крена, тангажа и скольжения, а также с использованием 
следующих параметров, определяемых с помощью 
ГНСС: геодезических координат, проекций вектора тра-
екторной скорости на оси трехгранника оENH и путево-
го угла ЛА ГНССA . С учетом указанных параметров 
определяются необходимые начальные условия для пе-
ревода БИНС в режим навигации, а именно:   

БИНС 0 БИНС 0 ГНСС 0ψ ( ) ( ) : ( )t A t A t   ; Г 0ψ ( ) 0t  ;   (5) 

             3 0( )C t ; 0 3 20 0 5 0( ) ( ) ( )C t C t C C t  ;                   (6)  

                  40 0 5 2 0( ) ( ) ( )rC t C t C C t ;                              (7) 

              ξηζ(БИНС) 0 4 0 (ГНСС) 0( ) ( ) ( )ENHV t С t V t .         (8) 

Выражения для начальных значений кватернионов 

0 0( )q t  и 0( )rP t  имеют идентичный вид: 

    )2,2(0)1,1(0)0,0(00 .15.0 CCCq  ;  (9) 

0)1,2(0)2,1(01 /][25.0 qCCq  ;             (10) 

0)2,0(0)0,2(02 /][25.0 qCCq  ;            (11) 

 0)0,1(0)1,0(03 /][25.0 qCCq  .              (12) 

Параметры (5) – (12) используются для формирова-
ния начальных условий для ОФК. 

В режиме навигации решаются уравнения (1) и (2), а 
также обратная задача ориентации 

3 0 1
Т Т

rC C C C , 

где МНК 0C  и rC  определяются по кватернионам с 
использованием идентичным соотношений [13].  

По элементам МНК rC  определяются геодезические 
широта φ , долгота λ  и азимут A опорного сопровож-
дающего трехгранника 
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По элементам МНК 3C  определяются углы ориен-
тации ИИМ относительно трехгранника oξηζ  с исполь-
зованием следующих соотношений  
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БИНС БИНС Г+ ψ ( ) = ( ) ψ ( )t A t t . 

В навигационном режиме после формирования 
начальных условий (5) – (8) ошибки БИНС оцениваются 
путем обработки инерциально-спутниковых наблюдений 

T T
( ) БИНС ГНСС[φ λ ] [φ λ ]К i i i i iZ   ;             (13) 

 T T
( ) ξ η ζ БИНС( ) ГНСС( )[ ] [ ]4

T
V i i E N H iZ C V V V V V V  ,    (14) 

а также наблюдений геофизических инвариантов [14], 
связанных с неизменностью проекций вектора угловой 
скорости вращения Земли на оси инерциальной системы 
координат 

0( ) 2( )( )
1
{ ( ) [ω (τ) δ (τ)]} τ

ti T T
i i i ii ti

Z C d C d


      
  

T]ΩΔ00[ it -  ,                         (15)  

где T
ζηξ ]δδδ[δ    – вектор угловой скорости вращения 

ИИМ относительно опорного трехгранника; 

ξ Г Гδ cos ψ γ sin ψ cos      ;  

η Г Гδ sin ψ γcosψ cos     ; 

ζ Гδ ψ γsin    . 

Производные Г ;  ψ γ;     углов ориентации опреде-
ляются из решения следующего уравнения: 

3 0 1 0 1 0 1
Т Т T T T T

r r rC C C C C C C C C C     . 

В соответствии с инструкциями по летной эксплуа-
тации в аварийной ситуации БИНС должна функциони-
ровать в режиме инерциальной курсовертикали (ИКВ), 
когда потребителям выдаются только углы ориентации. 
Однако при наличии ГНСС, кроме пилотажных, под-
держивается также инерциально-спутниковое определе-
ние навигационных параметров. 

IV. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ ИССЛЕДОВАНИЙ   
Эксперименты проводились по зарегистрированным 

на flash-память полетным данным ИИМ и ГНСС. На 
рис. 1 показана траектория полета вертолета в плане, 
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определенная ГНСС, где 0Δφ [φ( ) φ( )]R t t R  ; 

0Δλ [λ( ) λ( )] cos φR t t R  ; R – величина радиус-вектора 
местоположения БИНС. На 2767-й секунде имитировал-
ся отказ, связанный с кратковременным пропаданием 
напряжения, обнулением и дальнейшим восстановлении 
всех параметров БИНС. На рис. 2-4 показаны графики 
определения углов соответственно истинного курса, 
тангажа и крена в аварийном ψ ,  , γ  и штатном (без 

нарушений) Эψ , Э , Эγ  режимах. Графики красного 
цвета соответствуют штатному режиму функциониро-
вания БИНС без нарушений, графики черного цвета – 
аварийному режиму.  

 Δφ , км R  

 
                                                                           Δλ ,  кмR  
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      , угл. град. 

 
 

 

Можно видеть, что ошибки определения углов ори-
ентации после информационного сбоя и начальной вы-
ставки в полете находятся в допустимых для режима 

ИКВ пределах, а именно: не хуже десяти угловых ми-
нут. Наблюдаемость углов ориентации может быть по-
вышена при маневрировании ЛА после грубой началь-
ной выставки (5)–(8).  

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Проведенные полунатурные исследования рассмот-

ренного подхода к реализации аварийного режима 
функционирования системы БИНС-500НС подтвердили 
возможность выполнения начальной выставки в полете 
после кратковременного пропадания питания и потери 
пилотажно-навигационной информации. Необходимая 
точность восстановления пилотажной информации в 
режиме ИКВ может быть достигнута с использованием 
инерциально-спутниковых и геофизических наблюде-
ний, а также математического аппарата ОФК. 
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Аннотация—Статья посвящена разработке модели по-
грешностей электросейсмокардиоблока, регистрирующего 
биофизические сигналы и применяемого для неинвазив-
ной диагностики заболеваний человека. Выполнена оцен-
ка влияния систематических погрешностей электросей-
смокардиоблока на вычисляемые параметры кардиоим-
пульсов. Изложен анализ влияния случайных погрешно-
стей и внешних возмущений, действующих на сейсмокар-
диоблок и электрокардиоблок. Представлен разбор по-
грешностей электрокардиоблока. Предложены способы 
минимизации погрешностей, влияющих на регистрацию 
кардиосигналов. 

Ключевые слова—кардиосигнал, электросейсмокар-
диоблок, микромеханический акселерометр, микромехани-
ческий гироскоп, погрешности; фильтрация. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Теория информационной функции сердца позволяет 

проводить неинвазивную диагностику неинфекционных 
заболеваний внутренних органов человека на основе 
анализа электрокардиограммы (ЭКГ), регистрируемой 
электрокардиоблоком (ЭКБ). В частности, оценивая ва-
риабельности таких характерных параметров электро-
кардиоциклов, как амплитуда Rn, период Tn и «фазовый 
угол» αn, а также соответствующие приращения пара-
метров ΔRn, ΔTn и Δαn, говорят о текущем функциональ-
ном состоянии организма путем сравнения полученных 
приращений с эталонными вариантами комбинаций, 
представленными в закодированном виде [1].  

Разработав сейсмокардиоблок (СКБ), обеспечили ре-
гистрацию механических колебаний грудной клетки по 
трем ортогональным осям. Так, микромеханическим ак-
селерометром (ММА) в составе СКБ фиксируется сей-
смокардиограмма (СКГ), а микромеханическим гироско-
пом (ММГ) идентифицируется гирокардиограмма (ГКГ). 
В процессе исследований было установлено, что для 
анализа вариабельности СКГ и ГКГ необходимо прово-
дить оценку таких параметров, представленных в без-
размерном виде, как амплитуды Rnorm, периоды Tnorm, 
площади Snorm и соответствующие приращения ΔRnorm, 
ΔTnorm и ΔSnorm сейсмо- и гирокардиоциклов [2]. 

Соединив ЭКБ с СКБ, обеспечили одновременную 
идентификацию ЭКГ, СКГ и ГКГ, а полученное устрой-
ство назвали электросейсмокардиоблоком (ЭСКБ). В 
этом случае рекомендуется определять параметры Rnorm, 
Tnorm и Snorm и их приращения не только применительно к 
СКГ и ГКГ, но и к ЭКГ. Такая обработка трех типов кар-
диосигналов позволит получить максимально полную 

информацию о физиологических процессах в организме, 
которая необходима для достоверной диагностики мето-
дикой [1]. 

Более того, помимо кардиосигналов ЭСКБ чувстви-
телен к респираторным (дыхательным) циклам, которые 
обладают определенной информативностью и, вероятно, 
могут нести сведения об инфекционных заболеваниях 
человека. Установлено, что для оценки вариабельности 
респираторных циклов по аналогии с кардиоциклами 
предложено исследовать такие параметры дыхания и их 
приращения, как общая продолжительность респиратор-
ного цикла Tдых

norm, длительность вдоха Tвд
norm и площадь 

под кривой дыхательного цикла Sдых
norm [3]. 

Учитывая особенности биофизических сигналов по 
отведениям ЭКГ и проекциям СКГ и ГКГ показано, что 
для информационного анализа кардиосигналов оправда-
но использование 2-го отведения ЭКГ, 2 проекций СКГ 
(проекция на ось Y для исследования дыхания и проек-
ция на ось Z для исследования кардиоимпульсов), а так-
же проекции ГКГ на ось Х [3]. Такой выбор позволяет 
получать всю необходимую информацию о деятельности 
сердца и дыхательном процессе и одновременно увели-
чить частоту опроса, сократив более чем в 2 раза количе-
ство каналов ЭСКБ.  

При регистрации биофизических сигналов важно 
учитывать вклад внешних воздействий и внутренних 
шумов в измеряемый сигнал. В связи с этим необходимо 
разработать модель погрешностей ЭСКБ и проанализи-
ровать, в какой степени те или иные внешние возмуще-
ния, действующие на ЭСКБ, и собственные шумы СКБ и 
ЭКБ отражаются на регистрируемых кардиосигналах. 
Актуальность подобной задачи дополнительно подтвер-
ждается относительно небольшими по модулю значени-
ями снимаемой информации, в связи с чем вклад других 
паразитных сигналов в записываемый кардиосигнал до-
статочно высок. 

II. ОЦЕНКА ВЛИЯНИЯ СИСТЕМАТИЧЕСКИХ ПОГРЕШНОСТЕЙ 
По закономерности проявления различают система-

тические и случайные погрешности ММА и ММГ [4]. 
Все систематические погрешности при измерениях кар-
диосигналов в модели погрешности ЭСКБ будут отсут-
ствовать благодаря следующему методу обработки и 
анализа кардиосигналов.  

Параметры Rnorm, Tnorm и Snorm по ЭКГ рассчитываются 
по формулам: 
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где j – номер кардиоцикла; ymax, ymin и y – максимальные, 
минимальные и текущие значения кардиоцикла соответ-
ственно; DR

ЭКГ = 2,5 мВ – номинальный диапазон изме-
нения ЭКГ; tЭКГ(Rnorm) – время, соответствующее ymax по 
ЭКГ; k – количество отсчетов в кардиоцикле; i – номер 
отсчета, соответствующего текущему моменту. 

Аналогичным образом находят характерные пара-
метры сейсмо- и гирокардиоциклов с использованием 
номинальных диапазонов DR

СКГ = 0,075 g и DR
ГКГ = 5 °/c. 

Начало каждого кардиоцикла в СКГ и ГКГ определяется 
началом кардиоцикла в ЭКГ, поэтому значения  Tj

norm 
для всех трех типов биофизических сигналов одинаковы. 
Таким образом, в соответствии с выражениями (1)-(3) 
все параметры ЭКГ, СКГ и ГКГ получаются безразмер-
ными, и приращения ΔRnorm, ΔTnorm и ΔSnorm для j-го кар-
диоцикла каждого биофизического сигнала можно пред-
ставить следующим образом: 

  1 1( ) ( )j j j j j
norm norm norm norm normR R R R R        , (4) 

  1 1( ) ( )j j j j j
norm norm norm norm normT T T T T        ,  (5) 

  1 1( ) ( )j j j j j
norm norm norm norm normS S S S S      ,  (6) 

где δ(Rj+1
norm), δ(Tj+1

norm) и δ(Sj+1
norm) – суммарные по-

грешности определения параметров j+1-го кардиоцикла, 
δ(Rj

norm), δ(Tj
norm) и δ(Sj

norm) – суммарные погрешности 
определения параметров j-го кардиоцикла. 

В свою очередь, погрешности δ(Rj
norm), δ(Tj

norm) и 
δ(Sj

norm) могут быть расписаны в виде: 

 ( ) ( ) ( )j j j
norm S norm R normR R R     ,  (7) 

 ( ) ( ) ( )j j j
norm S norm R normT T T     ,  (8) 

 ( ) ( ) ( )j j j
norm S norm R normS S S     ,  (9) 

где δS(Rj
norm), δS(Tj

norm) и δS(Sj
norm) – систематические по-

грешности при вычислении параметров кардиоциклов, 
δR(Rj

norm), δR(Tj
norm) и δR(Sj

norm) – случайные погрешности 
при вычислении параметров кардиоциклов. 

Аналогичный вид принимают выражения для кар-
диоцикла j+1. А поскольку систематические погрешно-
сти δS для каждого параметра кардиоцикла с любым но-
мером j постоянны, то окончательно приращения (4)-(6) 
можно записать так: 

  1 1( ) ( )j j j j j
norm norm R norm norm R normR R R R R        ,  (10) 

  1 1( ) ( )j j j j j
norm norm R norm norm R normT T T T T        ,  (11) 

  1 1( ) ( )j j j j j
norm norm R norm norm R normS S S S S        . (12) 

Из полученного результата следует, что приращения 
ΔRnorm, ΔTnorm и ΔSnorm содержат только случайные со-
ставляющие погрешности δR.  

Таким образом, любые систематические погрешности 
датчиков СКБ и ЭКБ, к каковым относятся систематиче-
ские погрешности смещения нулей и масштабных коэф-
фициентов ММГ и ММА, а также систематические по-
грешности смещения нуля отведения ЭКБ, не оказывают 
существенного влияния при оценке вариабельности па-
раметров как кардиоимпульсов, так и респираторных 
циклов, и далее они не упоминаются. 

III. АНАЛИЗ СЛУЧАЙНЫХ ПОГРЕШНОСТЕЙ И ВНЕШНИХ 
ВОЗМУЩЕНИЙ 

СКГ и ГКГ фиксируются СКБ на основе цифровых 
ММА и ММГ. Для цифровых измерителей угловых ско-
ростей и линейных ускорений основными составляю-
щими погрешности, требующими учета в модели по-
грешности, являются случайные погрешности смещения 
нулей δR(U0g), δR(U0a) и масштабных коэффициентов 
δR(Kg), δR(Ka) в запуске [5].  

Случайные погрешности смещения нулей δR(U0g) и 
δR(U0a) в запуске появляются в основном в виде теплово-
го шума. Такой шум распространен равномерно на всей 
полосе частот и по своему значению на порядки ниже 
прочих шумовых составляющих [6]. Случайные погреш-
ности масштабных коэффициентов δR(Kg), δR(Ka) в за-
пуске определяются погрешностью аналого-цифрового 
преобразования и зависят от величины младшего знача-
щего бита (LSB) [7].  

К числу внешних возмущений, измеряемых ММА и 
ММГ, стоит отнести микровибрации и микроудары, а 
также весь спектр акустических, инфразвуковых и ин-
франизких частот. Основными источниками шумов и 
микровибраций являются компрессоры, вентиляции, 
трубопроводы, работающие станки и транспортные 
средства [8]. В качестве примера на рис. 1 продемон-
стрирована амплитудно-частотная характеристика 
(АЧХ) нулевого сигнала ускорения в запуске в дневное 
время за один час методом быстрого преобразования 
Фурье [9]. Из представленного рисунка видно, что в сиг-
нале на частотах до 50 Гц присутствуют внешние воз-
действия в диапазонах 1-5 Гц, 9-12 Гц, 14-16 Гц и 36-41 
Гц с амплитудами до 6·10–6 g. Уровень собственных 
(тепловых) внутренних шумов ММА составляет при-
мерно 4·10–7 g. Таким образом, регистрацию кардиосиг-
налов рекомендуется проводить в специальном изолиро-
ванном помещении, где риск подобного рода помех ми-
нимален. 

 
Рис. 1. АЧХ нулевого сигнала ММА 

В ЭКБ случайная погрешность смещения нуля отве-
дения ЭКБ δR(U0e), требующая учета в модели погреш-
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ности, равна уровню собственных (тепловых) шумов 
ЭКБ, которые возникают в электронных компонентах (в 
первую очередь – на резисторах) [6]. В связи с этим она 
существенно ниже погрешностей, вызываемых внешни-
ми воздействиями. Так, по рис. 2а, отражающему АЧХ 
нулевого сигнала ЭКГ, можно определить, что уровень 
теплового шума находится на уровне 1,2-1,5 мкВ. 

 
Рис. 2. АЧХ нулевого сигнала ЭКГ по 2 отведению: а) исходный 

сигнал; б) отфильтрованный сигнал 

Среди других случайных погрешностей, влияющих 
на запись ЭКГ, стоит выделить сетевые наводки, посто-
янную составляющую амплитуды напряжения, суммар-
ную погрешность аналого-цифрового преобразования, а 
также мышечный тремор и артефакты движения. 

IV. СПОСОБЫ МИНИМИЗАЦИИ ПОГРЕШНОСТЕЙ 
ММА и ММГ по сравнению с классическими инер-

циальными измерителями обладают повышенной чув-
ствительностью к изменениям температуры и напряже-
ния питания. Поскольку частота опроса СКБ по всем 
измерительным каналам составляет 1000 Гц, а кардио-
циклы продолжаются не более 1 с, то температура окру-
жающей среды по причине ее медленного изменения не 
оказывает заметного влияния на приращения параметров 
кардиосигналов, поэтому в модели погрешности ею 
можно пренебречь. Более того, чувствительность к тем-
пературным градиентам снижена применением ком-
паунда внутри корпуса СКБ. Для задания стабильного 
малошумящего напряжения питания используется опор-
ный стабилизатор напряжения как в СКБ, так и в ЭКБ. 

Если заранее известны источники паразитных наво-
док и помех в электросети, то для минимизации таких 
флюктуаций используют различные цифровые фильтры. 
В частности, частота сетевой помехи на 50 Гц (рис. 2а) 
устраняется вырезающим (режекторным, или полосно-
заграждающим) фильтром. 

Нижнюю f1 и верхнюю f2 частоты среза такого филь-
тра можно определить из соотношений: 

 f1 = fп – ∆*, (13) 

 f2 = fп + ∆*, (14) 

где fп – частота помехи (50 Гц), ∆*
 = 0,4 Гц – максималь-

но допустимое отклонение значения частоты [10].  

Таким образом, для идеального возмущения на ча-
стоте 50 Гц вырезающий фильтр должен иметь полосу 

задерживания шириной 2∆* = 0,8 Гц, а нижняя f1 и верх-
няя f2 частоты среза будут равны 49,6 Гц и 50,4 Гц соот-
ветственно. Однако, как видно на рис. 2а, ширина спек-
тра зарегистрированной помехи составляет около 10 Гц. 
При этом на частоте fn ≈ 50 Гц амплитуда спектра со-
ставляет около 1,4·10–4 В, а на частоте 55 Гц – примерно 
1,4·10–6 В. Отсюда следует, что для устранения такой 
помехи необходим вырезающий фильтр с крайними ча-
стотами f1 = 45 Гц и f2 = 55 Гц, имеющий порядок 
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где Uп – амплитуда помехи; UΔ – амплитуда сигнала на 
отклонении ∆ = 5 Гц от частоты помехи.  

В результате использования такого фильтра происхо-
дит уменьшение амплитуды сигнала в полосе задержи-
вания (на частоте помехи) в 50-100 раз, что наглядно 
продемонстрировано на рис. 2б. 

Известно, что потенциал кожи человека выше, чем 
потенциалы, проявляющиеся при работе сердца, в связи 
с чем любая запись ЭКГ имеет высокую постоянную 
составляющую напряжения. Помимо постоянной со-
ставляющей на частоте до 1 Гц в спектре ЭКГ наблюда-
ется дрейф изолинии, что проиллюстрировано на рис. 3а. 
Непостоянство изолинии влияет на погрешность изме-
рения амплитуд электрокардициклов, т. к. именно от нее 
ведется отсчет. Для снижения дрейфа изолинии необхо-
димо применение слабополяризующихся электродов, а 
также надежное и плотное их крепление. Постоянная 
составляющая и дрейф изолинии удаляются фильтром 
высоких частот (ФВЧ) Баттерворта 2-го порядка с часто-
той среза 1 Гц. 

Кроме того, на частотах 0,1-0,4 Гц на АЧХ СКГ и 
ГКГ прослеживаются респираторные составляющие, 
которые можно увидеть на рис. 3б и 3в. Артефакты ды-
хания в СКГ и ГКГ при анализе кардиосигналов устра-
няются при помощи ФВЧ Баттерворта 2-го порядка с 
частотой среза 0,5 Гц, но не подвергаются фильтрации 
при анализе дыхательного процесса [11]. Также изобра-
женные на рис. 3 АЧХ отражают вариабельность сер-
дечного ритма, которая проявляется в полосе частот 1,2-
1,7 Гц с центральной частотой около 1,45 Гц. 

 
Рис. 3. АЧХ нефильтрованных кардиосигналов в полосе частот до 3 

Гц: а) ЭКГ; б) СКГ; в) ГКГ 

Вместе с тем цифровые фильтры вносят достаточно 
серьезные искажения в форму биофизического сигнала. 
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Например, при использовании ФВЧ для стабилизации 
изоэлектрической линии происходит искажение сегмен-
та ST на ЭКГ, а фильтры низких частот, часто использу-
емые для фильтрации высокочастотных помех, умень-
шают амплитуду биофизического сигнала [12]. 

Для минимизации погрешности аналого-цифрового 
преобразования ЭКГ необходимы аналого-цифровые 
преобразователи (АЦП) с минимальной ценой младшего 
разряда LSB (ценой импульса) и минимальным време-
нем преобразования. При этом для сокращения времени 
преобразования для каждого электрода используется 
свой АЦП.  

Мышечный тремор на ЭКГ возникает в результате 
высокой электрической активности тканей и представля-
ет собой хаотические колебания изоэлектрической ли-
нии в частотном диапазоне от 30 до 60 Гц. Обычно тре-
мор появляется и накладывается на ЭКГ у пациентов с 
дрожательным параличом, паркинсонизмом и т. п. Ар-
тефакты движения в ЭКГ проявляются как одиночные 
или циклические всплески, спектр которых похож на 
спектр QRS-комплексов. Частота таких помех находится 
в диапазоне от 1 до 40 Гц, а возникают они в результате 
изменения положения пациента или электрода, а также 
из-за икоты, кашля и т. д. Как правило, участки записи, 
на которых проявляются артефакты движения или мы-
шечный тремор, не подлежат фильтрации, вырезаются из 
записи и не обрабатываются. Чтобы свести к минимуму 
возникновение подобных искажений, важно обеспечить 
пациенту комфортные условия для уменьшения выра-
женности тремора или озноба, что также применимо для 
снижения таких флюктуаций в сигналах СКГ и ГКГ [11]. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Проведенные исследования показали, что системати-

ческие погрешности датчиков ЭСКБ не влияют на вари-
абельность параметров кардиоимпульсов благодаря ис-
пользуемому методу обработки и анализа биофизиче-
ских сигналов на основе приращений характерных пара-
метров кардиоциклов. Исходя из этого, модель погреш-
ности ЭСКБ включает только случайные составляющие 
погрешности датчиков ЭСКБ на частоте опроса в 1 кГц:  

δЭCКБ ={δR(U0e), δR(U0a), δR(U0g), δR(Ka), δR(Kg)}, 
δR(U0e) – случайная погрешность смещения нуля отведе-
ния ЭКБ в запуске, δR(U0a) – случайная погрешность 
смещения нуля ММА в запуске, δR(U0g) – случайная по-
грешность смещения нуля ММГ в запуске, δR(Kа) – слу-
чайная погрешность масштабного коэффициента ММА в 

запуске, δR(Kg) – случайная погрешность масштабного 
коэффициента ММГ в запуске. 

Заранее известные помехи и наводки уменьшают за 
счет применения цифровых фильтров. Влияние других 
внешних возмущений и случайных погрешностей сводят 
к минимуму рассмотренными конструктивными и тех-
ническими решениями.  
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Аннотация—Рассмотрен метод калибровки бесплат-
форменных инерциальных навигационных систем 
(БИНС), основанный на оценках изменения кажущегося 
ускорения в плоскости горизонта до и после вращения 
поворотного стенда. Рассмотренный метод учитывает 
фактические вращения и положения поворотного стенда, 
что позволяет проводить калибровку БИНС навигацион-
ного класса точности на грубых стендах. Метод позволяет 
также проводить калибровку с учетом изменения положе-
ния модуля чувствительных элементов БИНС в амортиза-
торах относительно поворотной платформы стенда. 

Ключевые слова—бесплатформенная инерциальная 
навигационная система (БИНС), калибровка, инерциальный 
режим. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Калибровка БИНС предназначена для определения 

параметров математических моделей чувствительных 
элементов БИНС таких как нелинейность, неортого-
нальность их установки, неточность масштабных коэф-
фициентов и т.п. Использование полученных в процессе 
калибровки математических моделей позволяет ском-
пенсировать систематические погрешности чувстви-
тельных элементов и уменьшить погрешности БИНС в 
процессе эксплуатации [1]. 

Для проведения калибровки БИНС используют по-
воротные стенды, как правило, оснащенные темпера-
турной камерой для определения температурной зави-
симости параметров калибровки в рабочем диапазоне 
температур. 

В литературе известны методы, основанные на 
усредненных показаниях акселерометров и гироскопов 
при определенных статических положениях и вращени-
ях БИНС. При этом параметры калибровки сравнивают-
ся с известными значениями силы тяжести в месте про-
ведения калибровки и заданными углами поворотов [2]. 

Известным методом оценки погрешности калибров-
ки является калибровка по навигационному решению с 
применение фильтра Калмана и линейной скорости, 
вычисляемой навигационным алгоритмом БИНС [3]. 

Рассматриваемый в настоящей работе метод калиб-
ровки БИНС является доработкой предложенного в [4] 
метода (см. также [5–10]), основанного на том, что 
БИНС, не имеющая систематических погрешностей 
смещений нулей акселерометров, масштабных коэффи-
циентов и углов рассогласования акселерометров и ги-
роскопов не изменит направление вектора кажущегося 
ускорения, вычисляемого навигационным алгоритмом 
БИНС после произвольного поворота. 

Важным преимуществом метода калибровки [4] по 
сравнению с методами [2,3] является независимость 
оценки указанных выше погрешностей от погрешностей 

калибровки size- эффекта и запаздываний показаний от 
чувствительных элементов. 

Это обстоятельство является следствием того, что 
информация о погрешностях кажущегося ускорения 
оценивается при неподвижном БИНС до и после ее по-
ворота на поворотном стенде.    

Следует учесть, что калибровка size-эффекта и за-
паздываний показаний от чувствительных элементов 
проводится с учетом выбранных моделей [1, 3]. При-
ближенный характер этих моделей может приводить к 
появлению систематических погрешностей в оценке 
смещений нулей акселерометров, масштабных коэффи-
циентов и углов рассогласования акселерометров и ги-
роскопов при их оценке во время вращения БИНС. 

При проведении калибровки предлагаемым в насто-
ящей работе методом необходимо обеспечить наличие 
начального и конечного неподвижных участков, как и в 
работах [4–10]. Между ними стенд должен совершить 
заданное вращение. 

Время начального и конечного неподвижных участ-
ков выбирается малым по сравнению с периодом Шуле-
ра, что позволяет считать кажущиеся ускорения на не-
подвижных участках постоянными. 

Разницы оценок кажущегося ускорения до и после 
поворота БИНС служат элементами вектора измерения 
для оценки линейных параметров калибровки. 

В отличие от работ [4–10] в рассматриваемом методе 
калибровки при расчете поправок к параметрам калиб-
ровки учитывается не углы, заданные поворотному 
стенду, а фактические вращения БИНС с учетом не-
жесткости положения модуля чувствительных элемен-
тов в амортизаторах.     

В настоящей работе используется правая горизонт-
ная сопровождающая система координат ENU с осями: 
E («X») – на восток, N («Y») – на север, U («Z») – вверх 
по геодезической вертикали места.    

II. КАЛИБРОВКА ЭЛЕМЕНТОВ ЛИНЕЙНЫХ МОДЕЛЕЙ 
ЧУВСТВИТЕЛЬНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ БИНС  

Поскольку настоящая работа посвящена калибровке 
коэффициентов линейной модели погрешностей все 
нелинейные коэффициенты моделей чувствительных 
элементов, нестационарности и неоднородности темпе-
ратуры должны быть получены заблаговременно [1, 11].  

Калибровка состоит в нахождения смещений нулей 
a
iB  [3], g

iB  [3] и матриц ]33[, a
jiM , ]33[, g

jiM , позво-
ляющих навигационному алгоритму БИНС по показа-
ниям акселерометров ia  [3] и изменениям ориентации 

от гироскопов i  [3] за время t  рассчитать истин-
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ные значения кажущегося ускорения iA  [3] и малых 

углов поворота i  [3] модуля чувствительных эле-
ментов БИНС. 

Линейные уравнения расчета кажущегося ускорения 
и малых углов поворота будут иметь следующий вид: 
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a
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где i =1,2,3 (оси – «X», «Y», «Z»); a
jiM ,  ( g

jiM , ) – при i=j – 
масштабные коэффициенты соответствующих акселеро-
метров (гироскопов); при ji   – углы рассогласования 
оси чувствительности i-го акселерометра (гироскопа) с j 
осью связанной системы координат; случайные величины 

i , i  имеют нулевое среднее значение: 0 ii  . 

Начальные значения смещений нулей a
iB  и g

iB  в 
начале итерационного расчета следует положить рав-
ными нулю, а матрицы a

jiM ,  и g
jiM ,  единичными. Про-

извольность ориентации связанной системы координат 
относительно приборного трехгранника в выражении 
(1) позволяет выбрать:    

aM 2,1  = aM 3,2  = aM 1,3  = 0. 

Ниже приведен алгоритм определения погрешностей 
смещений нулей акселерометров a

iB  и матриц a
jiM ,
 и g

jiM ,
. 

Известно, что максимальная наблюдаемость пара-
метров калибровки БИНС a

iB  и матриц a
jiM ,

 и g
jiM ,
 

обеспечивается при вращении БИНС относительно го-
ризонтальной оси [12]. 

Тогда для проведения калибровки необходимо пооче-
редно проводить тестирование БИНС вокруг горизонталь-
но лежащих осей X, Y, Z связанной системы координат на 
углы 90º+360ºn → 180º+360ºn → 90º+360ºn с начальным 
неподвижным положением, вращением вокруг оси на ука-
занный угол и конечным неподвижным положением с за-
писью выходных данных чувствительных элементов в 
файл (n - целое число. В данной работе n = 5). 

Из работ [4–10] следует, что изменение кажущегося 
ускорения в плоскости горизонта до и после вращения 



1V , 

2V  состоит из двух слагаемых – слагаемого, свя-
занного с погрешностью калибровки акселерометров 

1 , 2  и слагаемого, связанного с погрешностью 
калибровки гироскопов, приводящего к ошибкам ориен-
тации 1 , 2 : 

2011  gV 


,           (3) 

1022  gV 


,                         (4) 

где 0g  – ускорение силы тяжести в месте проведения 
калибровки. 

В уравнениях (3,4) левые части зависят от оценок 
изменения кажущегося ускорения в плоскости горизон-
та на неподвижных участках теста, а именно интервалах 
времени от 0 до t1 и от t2 до окончания теста:                  

)()( 12 tVtVV iii



 .                   (5) 

Элементы вектора измерений Z[18] формируются в 
режиме постобработки методом наименьших квадратов 
из оценок по формуле (5). Численные значения элементов 
вектора измерений Z полученные по результатам навига-
ционного счета на указанных выше интервалах времени, 
дают следующие элементы вектора измерений Z:   



  112 VZ N  ,                                   (6) 


 22 VZ N  ,                                (7) 

где номер теста N = 1…9. 

Для получения оценок погрешности калибровок 
необходимо записать аналитические выражения для 
правых частей уравнений (3,4) через погрешности ка-
либровки ]3[ab , ]33[ am , ]33[ gm  погрешности 
смещений нулей акселерометров и матриц a

jiM ,  и g
jiM ,  

соответственно.  

Запишем для них следующие выражения: 
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где i = 1,2; j= 1,2,3; 
)2(10

)( )2(1

_

finishtttjj AtA


  усреднен-

ные значения показаний акселерометров на интервалах 
времени от 0 до t1 (от t2 до tfinish), с учетом предыдущий 
итераций, )(tj  – проекция мгновенной скорости вра-
щения на j-ю координату связанного базиса.  

Представим интеграл (10) в виде конечной разности 
и изменим порядок суммирования: 

g
jk

jk
jki

g
jk

jk
j

tt

ttp
kii mmppC ,

3

1,
,,,

3

1,

/

/
, ))()((

2

1

 






 , (11) 

где величины jki ,, определяются суммой на интервале 
времени вращения БИНС от t1 до t2 и означают проек-
ции фактических углов поворота модуля чувствитель-
ных элементов БИНС вокруг осей k и j на ось i: 
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где i = 1, 2; j, k = 1, 2, 3. 
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Приведенные выше выражения позволяют сформи-
ровать задачу оптимальной оценки вектора состояния X 
[15], образованного из оценок погрешностей трех эле-
ментов матрицы a

jiM , , матрицы g
jiM ,  и смещений нулей 

акселерометров: 

TX [ ,,,,,,, 1,23,12,11,12,31,23,1
ggggaaa mmmmmmm  

aaaggggg bbbmmmmm 3213,32,31,33,22,2 ,,,,,,, ].         (13) 

Для элементов матрицы измерений H[18х15]можно 
записать следующие выражения: 
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2,2,2 tAtCtAtCH iqiiqiiN   ,  (17) 

jijiN gH ,,10)3(,2    ,      (18) 

)()( 1,22,2)12(,2 tCtCH iiiN    ,      (19) 

где функция перестановки q(i) имеет вид: q(1) = 3, q(2) = 1, 
q(3) = 2;  i, j=1,2,3, N=1,2…9 – номер теста. 

Задача оптимальной оценки вектора состояния X при 
известной матрице измерений H и известном векторе 
измерений Z имеет вид: 

    rHXZ  ,    (20) 

где r [18] – случайный вектор с нулевым математиче-
ским ожиданием. 

Предполагая гауссово распределение случайных ве-
личин r можно получить оценку вектора X по измерени-
ям Z и известных матрицах H и R методом наименьших 
квадратов [12]: 

       ZRHHRHX 111 )(  .  (21) 

Погрешности масштабных коэффициентов акселе-
рометров, не входящих в вектор состояния X, находят с 
учетом средних значений оценки вертикального кажу-
щегося ускорения при ориентации акселерометров осью 
чувствительности вверх и вниз [4,5]:  

   01323, 2/))()(( gtVtVma
pp



 ,                 (22) 

где p=1,2,3.  

Для p =1 величины справа берутся на тесте 8, для  
p =2 на тесте 2, для p =3 на тесте 5. 

Оценка погрешностей параметров калибровки ]3[ab , 

]33[ am , ]33[ gm  полученная из выражений (21, 22) 
должна быть вычтена из соответствующих элементов 
смещений нулей и матриц a

jiM ,  и g
jiM , . 

Итерационное повторение описанной выше проце-
дуры устранения систематических погрешностей калиб-

ровки дают возможность получать БИНС навигацион-
ного класса точности.  

III. ПРИМЕР ПРИМЕНЕНИЯ РАССМОТРЕННОГО МЕТОДА   
На рис. 1 и 2 представлены зависимости скоростей 

БИНС в плоскости горизонта Vx, Vy от времени выпол-
нения теста на первой итерации (рис. 1) и восьмой ите-
рации (рис. 2). 

Из рис. 1 следует, что наклоны зависимостей скоро-
стей Vx, Vy  от времени до вращения значительно отлича-
ются от соответствующих наклонов после вращения. Это 
означает, что в связанной системе координат вектор ка-
жущегося ускорения после совершения поворота БИНС 
заметно изменил свою ориентацию, что связано с нали-
чием погрешностей в параметрах a

iB , a
jiM ,  и g

jiM , . 

Из рис. 2 следует, что после проведения итерацион-
ного уточнения параметров калибровки, наклоны зави-
симостей скоростей Vx, Vy от времени до и после враще-
ния не изменили свои значения. 

 
Рис. 1. Временная зависимость скоростей на первой итерации 

 
Рис. 2. Временная зависимость скоростей на восьмой итерации. 

На рис. 3 представлена зависимость среднеквадратич-
ной погрешности измерений 2/1

18

1

22 )18/(



i

iz ZZRMS  

от номера итерации N. Кривая 1 рис. 3 рассчитана для 
матрицы измерений H в соответствии с работами [4–10]. 
Кривая 2 рассчитана в соответствии с методом, изложен-
ным в настоящей работе.  

206



 

Рис. 3. Зависимость среднеквадратичной погрешности измерений 

zRMS  от номера итерации N: 1 – в соответствии с работами [4–10],  
2 – в соответствии с настоящей работой. 

Из рис. 3 следует, что скорость сходимости итераций 
по методу, изложенному в настоящей работе выше, чем 
в соответствии с работами [4–10]. Также видно, что 
остаточная погрешность измерений в настоящем методе 
меньше. 

На рис. 4 представлены зависимости оценки погреш-
ности корректирующих поправок параметров акселеро-
метров 3/))()()((_ 2

2,3
2

1,2
2

3,1
aaaa mmmmRMS   (кривые 1 

и 4), параметров гироскопов 



3

1,

2
, 9/))((_

ji

g
ji

g mmRMS  

(кривые 2 и 5), смещения нулей акселерометров 





3

1

2 3/))((_
i

a
i

a bbRMS  (кривые 3 и 6, в единицах изме-

рения, м/с2) в соответствии с работами [4–10] и настоя-
щей работой соответственно от номера итерации N. 

 

Рис. 4. Зависимость оценок погрешности от номера итерации N: 1 – 
amRMS _ , 2 – gmRMS _ ,3 – abRMS _  в соответствии с 

работами [4-10], 4 – amRMS _ , 5 – gmRMS _ ,6 – abRMS _  в 
соответствии с настоящей работой 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В методе калибровки, предложенном в настоящей 

работе, для оценки погрешности и коррекции смещений 
нулей акселерометров и матриц акселерометров и гиро-
скопов используется оценка изменения кажущегося 
ускорения на неподвижных участках до и после враще-
ния стенда также, как и в работах [4–10]. Этим исклю-

чается влияние погрешностей моделей по запаздывани-
ям показаний от акселерометров и гироскопов и size-
эффекту на оценку смещений нулей акселерометров и 
матриц акселерометров и гироскопов.  

Отличие предложенного метода от метода, приве-
денного в [4-10] состоит в исключении предположения 
о заданных значениях матрицы поворота, кажущегося 
ускорения и одноосных углов вращений, задаваемых 
поворотному стенду.  

В предлагаемом методе используются фактические 
величины значения матрицы поворота, кажущегося уско-
рения, получаемые на основе показаний гироскопов и 
акселерометров. Ранее проведенные итерации прибли-
жают указанные величины к своим реальным значениям.  

Следует отметить, что в рассмотренном методе 
погрешность работы стенда и (или) упругость 
амортизаторов модуля чувствительных элементов с 
увеличением числа итераций перестают влиять на 
погрешность результирующей калибровки БИНС, 
проявляясь только в конечном общем повороте 
ориентации гироскопов и акселерометров. 
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Аннотация—Представлена методика калибровки бло-
ка датчиков угловой скорости (гироскопов), основанная на 
методе минимаксного (гарантирующего) оценивания. При 
калибровке решается задача выбора режимов вращения и 
обработки полученных сигналов. Метод гарантирующего 
оценивания состоит в определении неизвестных парамет-
ров таким образом, чтобы  минимизировать гарантиро-
ванную ошибку оценки, т.е. ошибку при наихудших реали-
зациях погрешностей измерений. Получаемые данным 
методом решения не только формируют алгоритм оцени-
вания, но и явным образом описывают оптимальные ре-
жимы движения блока гироскопов на стенде. 

Ключевые слова—калибровка, метод минимаксного 
оценивания, блок гироскопов, негладкая оптимизация. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Цель рассматриваемой задачи калибровки состоит в 

оценке  параметрических погрешностей - сдвигов нулей, 
масштабных коэффициентов и углов перекоса - в блоке, 
состоящем из трех датчиков угловой скорости (гироско-
пов, ДУС). Оценка производится на основании выход-
ных сигналов гироскопов и информации с калибровоч-
ного стенда. Для определения этих параметров произво-
дится серия измерений на стенде, позволяющем с высо-
кой точностью управлять скоростью вращения и ориен-
тацией блока [1-3]. Модель стендовых испытаний блока 
ДУС, вообще говоря, является нелинейной, и наряду с 
определяемыми параметрическими погрешностями 
включает в себя иные ошибки датчиков и погрешности 
стенда, поэтому в работе отдельное внимание уделено 
вопросам правильного учета погрешностей и снижению 
их влияния на результаты оценки. Зачастую выбор угло-
вых скоростей вращения инерциальной системы на 
стенде производится экспертно, а основное внимание 
при решении задачи калибровки уделяется численной 
обработке сигналов. В данной работе при помощи мето-
да гарантирующего оценивания [4, 5] найдена оптималь-
ная стратегия стендовых испытаний, т.е. при помощи 
вариационной задачи определена наилучшая последова-
тельность режимов вращения и соответствующий ей 
алгоритм оценивания. 

II. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ КАЛИБРОВКИ 

A. Кинематические соотношения для стендовых  
испытаний 
Опишем модель выходных сигналов блока, состоя-

щего из трех гироскопов, на стенде [1, 2, 6]: 

),()()()( 0 tttt zz   

где  3)( Rt  вектор-столбец, составленный из показа-
ний гироскопов в момент времени t ;  )(tz  вектор 

абсолютной угловой скорости блока ДУС в проекциях 
на оси приборной системы координат;  33R  неиз-
вестная симметричная матрица систематических по-
грешностей, диагональными элементами которой явля-
ются ошибки масштабных коэффициентов гироскопов, а 
внедиагональными – углы перекосов между осями чув-
ствительности; 0  неизвестный вектор-столбец сдви-
гов нулей гироскопов,  )(t  вектор случайных непа-
раметрических погрешностей ДУС. Цель калибровки 
состоит в оценке параметров 0,  на основании изме-
рений ).(t  С учетом того, что угловой скоростью вра-
щения на стенде можно управлять, уравнение измерений 
записывается в виде 
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Здесь xu  угловая скорость вращения Земли в геогра-
фической системе координат, ),(ts )(ty  задаваемые 
экспериментатором величина и направление (единичный 
вектор) угловой скорости вращения блока ДУС на стен-
де,  )(t  погрешность в задании величины скорости 
вращения, 






















0

0
0

ˆ

12

13

23
 – 

неизвестная кососимметрическая матрица, описывающая 
неточности (малые углы поворота i ) в задании направ-
ления вращения на стенде (здесь и далее символ ̂  обо-
значает матрицу, построенную на основании вектора 
малых углов ,  а 3I  единичную матрицу). Ортого-
нальная матрица )(tD  задает переход от географической 
системы координат к приборной, связанной с вращаю-
щимся блоком ДУС. В первоначальный момент времени 

)0(D  определена с неизвестной погрешностью, задавае-

мой малыми углами поворота :  ),ˆ()0( 3  IDD init  
ортогональная матрица initD  доступная благодаря 
первоначальной выставке блока на стенде информация о 
матрице ориентации. 

Далее будем предполагать, что погрешности стенда 
ограничены по абсолютной величине известными кон-
стантами, которые могут быть определены из докумен-
тации о характеристиках стенда 

.3,2,1  ,|)(|  ,||  ,|| maxmaxmax  itii  

Рассмотрим частный случай движения блока ДУС на 
стенде, при котором в течение определенного отрезка 
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времени вращение производится с постоянной угловой 
скоростью, а затем направление и величина меняются и 
снова запускается режим вращения, т.е. функции 

)(),( tyts  являются кусочно-постоянными. 

B. Модель измерений 
Получим осреденный аналог уравнения измерений 

(1), т.е. уравнение, описывающее взаимосвязь осреден-
ного во времени сигнала )(t  и параметров задачи, на 
отрезке времени, где ys,  постоянны. Для этого введем 
несколько допущений.  

1. В предположении о малости ijii t  ),(, , , можно 
пренебречь слагаемыми второго и третьего порядка ма-
лости в формуле (1). 

2. Может быть доказано, что u  неизвестная по-
грешность модели, возникающая при осреднении изме-
рений угловой скорости вращения Земли, удовлетворяет 
равенству 0uDy init

T  и компоненты  ограничены 

известной константой .|| maxuui   

3. Флуктуационные погрешности )(t  при осредне-
нии не превышают некоторой известной константы: 

.|~| max i  

4. Авторами показано, что при выполнении опреде-
ленных ограничений на управляющий параметр 

],[ maxmin sss  ( maxmin , ss  определены аналитически), 
можно пренебречь нелинейными слагаемыми вида 

,ˆˆ ys  u . Таким образом, вращение блока гироскопов 
на стенде с меньшей угловой скоростью позволяет сни-
зить влияние погрешностей на результат оценивания, но 
если вращение будет слишком медленным, то может 
оказаться, что ошибка осреднения превосходит требуе-
мую точность оценки.  

В сделанных предположениях, получим формулу для 
осредненного сигнала :~

  

,~)()ˆ

)ˆˆ()ˆˆ((~

0

33






x
T

initx
T

x
T

init

uyysyDuuyy

uyyIyyIsD
 

 

(2) 

где  ~,  результаты осреднения соответствующих 
погрешностей стенда и датчиков. 

Для ограничения влияния погрешностей применим 
метод скаляризации: домножим уравнения измерений (2) 
на заданный вектор ,yDinit  и, воспользовавшись косо-
симметричностью нескольких слагаемых, получим од-
номерную модель измерений: 

,)(),( 0 rDyuyysyDDysyz T
init

T
x

T
init

T
init

T   

,~),( x
TT

init
T uysDysyz       

.~ˆ  T
init

T
x

T Dyuyr  

 

(3) 

Таким образом, целевая стратегия стендовых испы-
таний будет состоять из нескольких этапов, на каждом 
из которых будет происходить вращение блока ДУС на 
стенде с фиксированной угловой скоростью, и на осно-

вании выходных сигналов будут формироваться измере-
ния, описываемые формулами (3). 

III. МИНИМАКСНОЕ ОЦЕНИВАНИЕ 
Представим оцениваемые параметры в виде 12-

мерного вектора Tq ),,,,...,,,( 03020133212111  . 
Пусть на стенде доступны K  значений вектора угловой 
скорости вращения ),()( kyks  которым, в случае прове-
дения эксперимента, будут соответствовать осредненные 
измерения )).(),(( kskyz  При заданном векторе 12Ra  

необходимо оценить скаляр qaT  с помощью линейной 

функции измерений ,))(),(()(
1




K

k
kskyzk  где  R)(k  

весовые коэффициенты оценивателя, которые требуется 
найти. В простейшем случае TTa )0,..,0,1,0(,)0,..,0,0,1(  
и т.д., т.е. в такой формулировке определение каждой из 
компонент jij 0,  сводится к отдельной задаче оцени-
вания. 

Метод минимаксного (гарантирующего) оценивания 
состоит в том, чтобы определить K

kk 1)}({   как ре-
шение оптимизационной задачи 

,inf))(),(()(sup
1

~,,,,
KR

K

k

T

q
qakskyzk


  (4) 

здесь точная верхняя грань ищется при ограничениях 

,3,2,1   ,|~|    ,|| 
 ,||    ,||    ,

maxmax

maxmax
12




i
q

i

iiR  

а измерения ))(),(( kskyz  определены формулой (3).   

Тем самым   минимизирует максимальную (гаран-
тированную) ошибку оценки неизвестного параметра.  

Важно подчеркнуть, что минимаксная задача исполь-
зуют не конкретные измерительные данные, а лишь 
структуру измерений (3) и доступное множество векто-
ров угловой скорости K

kkyks 1)}()({   (например, дискрет-
ное множество возможных направлений и величин вра-
щения блока на стенде), поэтому может быть решена до 
проведения стендовых испытаний.  Оптимальное реше-
ние   задает "веса", с которыми надо просуммировать 
измерения, а соответствующие наборам измерений с 
индексами k  ненулевые веса задают те направления, 
вдоль которых требуется вращать блок на стенде. Таким 
образом, при заданном множестве допустимых векторов 
угловой скорости, решение минимаксной задачи (4) 
определяет оптимальный набор векторов угловой скоро-
сти для оценки неизвестного параметра qaT  (как прави-
ло, таких "ненулевых" направлений существенно мень-
ше K ).  

Авторами доказано, что вектор   является решением 
минимаксной задачи (4) тогда и только тогда, когда   
является решением проблемы 1l  аппроксимации 
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где символ   обозначает произведение Кронекера.  

Данная задача является выпуклой и может быть ре-
шена при помощи различных программных пакетов [7], 
в частности, авторы использовали пакет CVXPy и реали-
зацию описанной модели средствами языка Python. 

IV. МОДЕЛЬНЫЕ ПРИМЕРЫ 
Для иллюстрации предложенного метода рассмотрим 

пример определения оптимального оценивателя. Пара-
метры maxmaxmaxmax  , , ,   были заданы исходя из 
характеристик одного из распространенных калибровоч-
ных стендов, рассматривались две возможных величины 
угловой скорости ,/1034.0  ,/1017.0 21 cscs   а до-
ступные направления угловой скорости вращения )(ky  
равномерно расположены на единичной сфере.  

В результате численного решения задачи (5) получе-
но, что оптимальные оцениватели для диагональных 
компонент ii  имеют вид: 

),(),(),( 2020 sseysseysy iiii  . 

Здесь и далее, для краткости использовано обозначение 
),( ),( ksskyy   ie  единичный вектор с i й компо-

нентой, равной 1, скаляр 0  определяется в решении 
оптимизацинной задачи, а  ),( 2ssey i  индикатор-
ная функция, принимающая значение 1 только при 

,iey  ,2ss   и 0 в остальных случаях. Иными словами, 
чтобы оценить, к примеру, компоненту 11  масштаб-
ный коэффициент ошибки первого гироскопа, необходи-
мо провести две серии измерений, вращая блок вдоль оси 
чувствительности этого гироскопа с максимальной угло-
вой скоростью сначала в одну сторону, затем в другую. 

Для внедиагональных элементов 2112   опти-
мальные оцениватели описываются формулами: 

),),4/7(()),4/5((
)),4/3(()),4/((),(

2020

202012
sseyssey

sseysseysy


  

где  Te )0,sin,(cos)(  единичные векторы, соот-
ветствующие повороту на угол   в плоскости 21ee . 
Аналогично, с точностью до перестановки индексов в 
соответствующих векторах, определяются оцениватели 
для компонент ., 32233113   Таким образом, оп-
тимальный эксперимент для оценки углов перекоса 
между осями чувствительности гироскопов состоит в 
проведении четырех серий измерений, при каждой из 
которых вращение происходит вдоль биссектрисы угла 

между соответствующими координатными осями, с мак-
симальной по величине допустимой угловой скоростью. 

Оптимальные оцениватели для сдвигов нулей oi  
имеют следующую структуру: 

),,(),(
),(),(),(

2423

1211
sseyssey

sseysseysy

ii

iii


  

где значения j  численно определяются при решении 
задачи (5) и близки к величине 1/4.   

Рассмотрим "модельные" примеры обработки сигна-
лов ДУС. Случайным образом выбирались "истинные" 
значения систематических погрешностей ., 0

true
i

true
ij   

Для каждой компоненты определялся оптимальный оце-
ниватель, которому соответствовали 2-4 значения угло-
вой скорости ).()( kyks  Затем для каждого из них гене-
рировалось по 20 независимых экспериментов, соответ-
ствующих стендовым испытаниям, при которых враще-
ние происходит с найденной угловой скоростью. После 
чего для каждого из 20 экспериментов независимо ре-
зультаты полученных выходных "сигналов" ДУС  пре-
образовывались согласно формуле (3) и использовались 
для оценки неизвестных погрешностей. 

Графики моделируемого сигнала )(ti  (signal), ком-
поненты угловой скорости isy  (Ang. velocity), и угловой 
скорости с учетом сдвига нуля oiisy   (Ang. 
velocity+bias) показаны на рис.1.  

 
Рис.1. Модельный сигнал ДУС 

В таблице 1 приведены средние по 20 сериям относи-
тельные ошибки оценки параметров (например, 

true
i

true
i

est
i 000 /|| Error Rel.  ) и характерные масштабы 

(Magnitude) этих параметров.   

ТАБЛИЦА 1.ТОЧНОСТЬ ОЦЕНИВАНИЯ 

Variable Rel. Error Magnitude 

332211 ,,   31001.1   3105   

132312 ,,   31088.1   3105   

030201 ,,   14.0  sec/1  103 7  
 

Также моделирование показывает, что предлагаемый 
метод нечувствителен к заданию верхних границ для 
шумов , , maxmax   т.е. при решении задачи оценивания 
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параметры модели maxmax  ,   можно довольно грубо 
задать существенно превосходящими средний наблюда-
емый уровень шума либо принять их равными характер-
ным масштабам погрешностей из документации о блоке 
ДУС и стенде. С другой стороны, точность оценки кри-
тически зависит от модуля угловой скорости .s  На рис. 2 
показано, как относительная точность оценки oi  меня-
ется при варьировании s  и при разных значениях max  

( ,101 8 ,102 7  6104  сценарии 1-3 соответственно). 
Это наблюдение подтверждает, что слишком медленное 
и слишком быстрое вращение делает невозможным при-
менение линейных моделей измерений. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Предложена методика применения минимаксных ме-

тодов оценивания в задаче калибровки блока ДУС. По-
казано, что при введении дополнительных ограничений 
на управляющие параметры задачи, исходную нелиней-
ную модель измерений можно свести к линейной без 
существенной потери точности. Результатами численно-
го моделирования подтверждено, что данный подход 
позволяет сформировать оптимальные планы калибров-
ки, имеющие простую физическую интерпретацию (блок 
ДУС необходимо вращать вдоль 2-4 направлений, есте-
ственным образом связанных с его осями чувствитель-
ности). А получаемые алгоритмы оценивания демон-
стрируют высокую точность определения ошибок мас-
штабных коэффициентов и углов перекоса, и приемле-
мую точность в определении сдвигов нулей. Рассмот-
ренный подход может быть распространен на другие 
задачи обработки сигналов, предполагающие оптималь-
ный выбор плана эксперимента. 

 
Рис. 2.Точности оценивания при разных угловых скоростях 
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Аннотация—Рассматриваются два типа замкнутых уг-
ловых движений объекта управления на базе бесплатфор-
менной инерциальной навигационной системы. Указан-
ные движения задаются в виде определенной последова-
тельности пространственных разворотов относительно 
связанных (приборных) осей. Исследуются изменения в 
структуре погрешностей углового положения объекта 
управления относительно приборных осей по результатам 
таких типовых движений. При этом предполагается, что в 
углоизмерительных каналах преобладают погрешности, 
пропорциональные измеряемому сигналу. Показана воз-
можность перераспределения погрешностей в приборных 
осях путем задания параметров типовых замкнутых угло-
вых движений. Описаны направления улучшения основ-
ных характеристик объекта управления на базе бесплат-
форменной инерциальной навигационной системы за счет 
использования таких типовых движений. Приведены ре-
зультаты численного моделирования. 

Ключевые слова—бесплатформенная инерциальная 
навигационная система, структура погрешностей в при-
борных осях, перераспределение погрешностей в приборных 
осях, типовые замкнутые угловые движения, углоизмери-
тельные погрешности масштаба. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Одним из основных сдерживающих факторов широ-

кого использования бесплатформенных инерциальных 
навигационных систем (БИНС) в авиационной и ракет-
но-космической технике является отсутствие возможно-
сти полноценного решения задачи тарировки БИНС в 
составе объекта управления. Комплексирование с при-
влечением спутниковой или какой-либо другой внешне-
траекторной информации отчасти позволяет решить за-
дачу тарировки БИНС в полете («в запуске»). Тем не 
менее, в целом, данная проблема остается актуальной и 
сейчас. Это выражается в том, что не всегда удается 
компенсировать погрешности БИНС «от запуска к за-
пуску», которые могут значительно превышать соответ-
ствующие погрешности БИНС «в запуске».  

Погрешности определения параметров навигации и 
угловой ориентации при использовании БИНС в значи-
тельной степени связаны с условиями эксплуатации са-
мого объекта управления. В частности, многое зависит 
от характера его движения по траектории с ограничени-
ями по уровню линейных перегрузок и угловой скоро-
сти. На активном участке движения на первый план вы-
ходят погрешности, пропорциональные сигналу, накоп-
ленному в углоизмерительных каналах БИНС. Снижение 
указанного показателя и/или его перераспределение 
между приборными осями является одним из 
де́ йственных направлений повышения эффективности 

БИНС. Этого можно достичь в том числе за счет исполь-
зования специальных замкнутых угловых движений на 
установившемся (крейсерском) участке траектории. При 
этом форма траектории в целом не меняется, и целевая 
задача сохраняется. 

В результате становится возможным исключить или 
существенно снизить влияние одного или двух (из трех) 
углоизмерительных каналов БИНС на погрешность 
углового положения объекта управления относительно 
заданной приборной оси. Как следствие, это позволяет, с 
одной стороны, повысить наблюдаемость параметров 
модели измерений БИНС, а с другой – отказаться от 
уточнения отдельных параметров по внешнетраекторной 
информации из-за снижения их веса (влияния). 

II. ОПИСАНИЕ ЗАМКНУТЫХ УГЛОВЫХ ДВИЖЕНИЙ 
Направление повышения эффективности БИНС за 

счет использования специальных замкнутых угловых 
движений рассматривается нечасто, поскольку требует 
ощутимого усложнения программно-алгоритмического 
обеспечения системы управления, обусловленного сле-
дующими факторами. Появляется необходимость ис-
пользования накопленного по измерительным осям дат-
чиков сигнала для расчета соответствующих матриц 
ошибок в углоизмерительных каналах БИНС, известным 
образом ориентированных относительно приборных 
осей. Кроме того, возникают затраты из-за собственно 
организации специальных замкнутых угловых движений 
объекта управления. При этом основной особенностью 
указанной постановки задачи является то, что вопросы 
навигации и управления уже нельзя рассматривать неза-
висимо друг от друга. 

В публикациях [1–4] исследовались близкие задачи. 
В работе [4] для улучшения характеристик БИНС рас-
сматривались конические движения относительно вер-
тикальной оси объекта управления. В рамках развития 
указанной темы авторами [5] в качестве типовых за-
мкнутых угловых движений были предложены N-
образные и M-образные развороты. 

Для определенности примем, что приборные оси 
правой ортогональной системы координат XПYПZП сона-
правлены соответствующим связанным осям (крен, рыс-
кание, тангаж) объекта управления. Схематично N-
разворот (пунктирная линия) и М-разворот (сплошная 
линия) представлены на рис. 1 для случая, когда поворо-
ты по тангажу и крену в сумме заменяют поворот по 
рысканию. Заключительный поворот непосредственно 
по рысканию обеспечивает возврат в исходное по угло-
вому положению. 
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Рис. 1. Общий вид N- и M-разворотов 

Как следует из рисунка, указанные NM-развороты 
задаются двумя поворотами против часовой стрелки – 
поворот по тангажу на угол «a» и поворот по крену на 
угол « ». Далее идут два поворота по часовой стрелке на 
углы, вычисляемые на основе заданных значений – по-
ворот по тангажу на угол «2c» и поворот по рысканию на 
угол «2b» для N-разворота и на угол «4b» для M-
разворота. Величины «c» и «b» рассчитываются с ис-
пользованием следующих формул:  

ࢇ݃ݐ = ࢉ݃ݐ ⋅ ,ݏܿ ࢈݃ݐ =    .݃ݐ  ࢇ݊݅ݏ
В первом приближении уменьшение накопленного по 

измерительным осям БИНС сигнала, составляющего в 
пересчете на ось рыскания угол «2b» для N-разворота и 
угол «4b» для M-разворота, в обоих случаях приводит к 
соответствующему увеличению ошибки в канале рыска-
ния, эквивалентной накопленному сигналу по тангажу. 
Кроме того, происходит увеличение ошибки в канале 
рыскания за счет поворотов по крену на величину, про-
порциональную «2b» (или «4b») с коэффициентом пере-
счета  cosࢇ . Благодаря этому перераспределение по-
грешностей при NM-разворотах осуществляется в рам-
ках одной из связанных осей, при этом влияние на дру-
гие оси минимально (что подтверждается далее резуль-
татами численного моделирования).  

В целом, реализация NM-разворотов целесообразна 
на установившихся (крейсерских) участках движения без 
существенного повышения линейных нагрузок. Исполь-
зование NM-разворотов позволяет добиться перераспре-
деления погрешностей в связанных осях. 

Далее приведены результаты моделирования и 
численные исследования влияния типовых замкнутых 
движений на ошибки в связанных осях. 

III. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
Исследование изменений в структуре погрешностей 

углового положения объекта управления на базе БИНС 
относительно связанных осей при использовании пред-
ложенных к рассмотрению NМ-образных разворотов 
проводилось путем численного моделирования. При 
этом рассматривалась модель БИНС на базе трех угло-
измерительных каналов, где измерительные оси сона-
правлены соответствующим приборным осям БИНС. 
Приборные оси образуют правую ортогональную систе-
му координат XПYПZП , поворот вокруг оси XП  соответ-

ствует развороту объекта управления по крену (угол  ), 
вокруг оси YП  – по рысканию (угол ) и вокруг оси ZП  – 
по тангажу (угол ϑ ). Положительным считается поворот 
против часовой стрелки, если смотреть из положитель-
ного направления оси поворота. 

Численные значения погрешностей, пропорциональ-
ных измеряемому сигналу (погрешность масштаба), моде-
лировались с использованием датчика случайных чисел. 
Объем выборки, распределенной по равномерному закону 
в заданном диапазоне изменения, составлял 1000 элемен-
тов для каждого углоизмерительного канала БИНС. 

В качестве замкнутых угловых движений объекта 
управления на базе БИНС рассматривались повороты по 
крену и тангажу, замещающие поворот по рысканию. 
При этом N- и М-развороты описывались соотношения-
ми, представленными в виде последовательности произ-
ведений матриц перехода: 

[ܰܯ] = ߴܯ]ܶ[∗2ܯ] ߴ2ܯ]ܶ[ܯ][ ߴܯ][ܯ]ܶ[∗ ],  
[ܯܯ]       = 
ߴܯ]ܶ[∗4ܯ]   ߴ2ܯ][ܯ]ܶ[ ߴ2ܯ]ܶ[2ܯ][∗ ߴܯ][ܯ]ܶ[∗ ],   
где нижний индекс у матриц перехода в правой части 
равенств указывает на угол поворота вокруг текущего 
направления соответствующей приборной оси, символ 
транспонирования «T» указывает на то, что поворот 
осуществляется по часовой стрелке, 
ߴ = ൫1ܪߴ + ߴ ൯,  = ܪ ቀ1 + ቁ  – задаваемые в ка-
честве начальных данных параметры поворота по танга-
жу и крену соответственно с учетом погрешности мас-
штаба  , 
∗ߴ = ,(ݏܿ/ߴ݃ݐ)݃ݐܿݎܣ ∗ߴ = -пара –  (݃ݐ ߴ݊݅ݏ)݃ݐܿݎܣ
метры промежуточных поворотов по тангажу и рыска-
нию соответственно, вычисляемые из соотношений для 
сферического прямоугольного треугольника Эйлера. 

На рис. 2 и 3 показан средний вклад (уровень сигнала, 
эквивалентный накопленной ошибке) каждого углоизме-
рительного канала в ошибку по рысканию после заверше-
ния N-разворота для двух вариантов расчета: для фиксиро-
ванного значения ܪߴ  = 5 угл.град при варьировании ܪ  = 
(2, 5, 10, 20, 30, 40, 50) угл.град и для фиксированного зна-
чения ܪ  = 10 угл.град при варьировании ܪߴ  = (2, 5, 10, 20, 
30, 40, 50) угл.град соответственно. Уровень погрешности 
масштаба по каждому углоизмерительному каналу зада-
вался одинаковым ߴ =  =  = 1%, при этом 
считалось, что накопленная ошибка к моменту начала N-
разворота отсутствовала.  
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Рис. 2. Средний вклад в ошибку по рысканию при N-развороте для 
фиксированного угла ϑܪ  = 5 угл.град при варьировании ܪ   
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Рис. 3. Средний вклад в ошибку по рысканию при N-развороте для 
фиксированного угла ܪ  = 10 угл.град при варьировании ϑܪ   

Для М-разворота вклад каждого углоизмерительного 
канала в ошибку по рысканию вдвое больше, чем для N-
разворота (с теми же начальными поворотами по ϑܪ  и 
ܪ) за счет амплитуды по рысканию. 

Средние сопутствующие вклады в ошибки по танга-
жу и крену для указанных реализаций N- и M-разворотов 
приведены в таблицах I и II соответственно. 

ТАБЛИЦА I. СРЕДНИЙ СОПУТСТВУЮЩИЙ ВКЛАД ПРИ N-РАЗВОРОТЕ, 
УГЛ.ГРАД 

дл
я 

ф
ик

си
ро

ва
нн

ог
о 

уг
ла

 ϑ
Н
 =

 5
 у

гл
.г

ра
д 

ࡴ 5 10 20 30 40 50 
 в ошибку по тангажу 

ϑ -3,9E-04 -1,6E-03 -6,7E-03 -1,7E-02 -3,5E-02 -7,1E-02 
 4,8E-13 2,7E-13 -6,8E-14 6,8E-14 4,1E-13 6,7E-14 
 4,9E-02 2,0E-01 8,1E-01 1,9E+00 3,7E+00 6,6E+00 

 в ошибку по крену 
ϑ -1,7E-06 -1,4E-05 -1,2E-04 -4,9E-04 -1,5E-03 -4,3E-03 
 -9,5E-15 2,5E-13 -1,5E-13 2,5E-14 1,4E-13 1,1E-13 
 5,8E-04 4,7E-03 4,0E-02 1,5E-01 4,2E-01 1,1E+00 

дл
я 

ф
ик

си
ро

ва
нн

ог
о 

уг
ла

 
Н
 =

 1
0 

уг
л.

гр
ад

ࡴࣖ  5 10 20 30 40 50 
 в ошибку по тангажу 

ϑ -1,6E-03 -1,2E-02 -9,6E-02 -3,0E-01 -6,5E-01 -1,1E+00 
 2,7E-13 2,7E-13 0,0E+00 4,2E-15 5,4E-13 1,1E-12 
 2,0E-01 3,9E-01 7,3E-01 9,8E-01 1,1E+00 1,1E+00 

 в ошибку по крену 
ϑ -1,4E-05 -2,2E-04 -3,4E-03 -1,6E-02 -4,3E-02 -8,8E-02 
 2,5E-13 1,0E-13 5,1E-14 7,2E-14 -9,2E-14 -2,2E-13 
 4,7E-03 1,8E-02 6,8E-02 1,3E-01 1,9E-01 2,3E-01 

ТАБЛИЦА II.  СРЕДНИЙ СОПУТСТВУЮЩИЙ ВКЛАД ПРИ M-РАЗВОРОТЕ, 
УГЛ.ГРАД 

дл
я 

ф
ик

си
ро

ва
нн

ог
о 

уг
ла

 ϑ
Н
 =

 5
 у

гл
.г

ра
д 

ࡴ 5 10 20 30 40 50 
 в ошибку по тангажу 

ϑ -9,0E-08 -1,5E-06 -2,7E-05 -1,7E-04 -7,5E-04 -3,0E-03 
 0,0E+00 -6,8E-14 -1,4E-13 1,3E-13 -6,5E-14 -1,4E-13 
 1,1E-05 1,9E-04 3,3E-03 1,9E-02 7,9E-02 2,8E-01 

 в ошибку по крену 
ϑ 3,4E-06 2,8E-05 2,5E-04 9,7E-04 3,0E-03 8,4E-03 
 1,6E-13 9,5E-14 -2,3E-13 -4,1E-14 -1,5E-13 -1,1E-12 
 -1,2E-03 -9,4E-03 -8,0E-02 -3,0E-01 -8,4E-01 -2,1E+00 

дл
я 

ф
ик

си
ро

ва
нн

ог
о 

уг
ла

 
Н
 =

 1
0 

уг
л.

гр
ад

ࡴࣖ  5 10 20 30 40 50 
 в ошибку по тангажу 

ϑ -1,5E-06 -4,7E-05 -1,4E-03 -9,3E-03 -3,3E-02 -8,0E-02 
 -6,8E-14 2,0E-15 7,9E-15 -2,7E-13 2,7E-13 2,7E-13 
 1,9E-04 1,4E-03 1,0E-02 3,0E-02 5,6E-02 7,8E-02 

 в ошибку по крену 
ϑ 2,8E-05 4,4E-04 6,6E-03 3,0E-02 8,3E-02 1,7E-01 
 9,5E-14 1,5E-13 -3,4E-15 -4,1E-13 0,0E+00 0,0E+00 
 -9,4E-03 -3,7E-02 -1,4E-01 -2,6E-01 -3,8E-01 -4,4E-01 

Как следует из рис. 2, 3 и табл. 1, 2, перераспределение 
ошибок осуществляется в рамках одной из приборных 
осей (для рассмотренного примера – это рыскание). Влия-
ние на две другие оси (для рассмотренного примера – это 
крен и тангаж) минимально. При этом сопутствующие 
вклады в ошибки по тангажу и крену для M-разворота 
существенно ниже по сравнению с N-разворотом. 

IV. МОДИФИКАЦИЯ N-РАЗВОРОТА 
Представленные выше теоретические и расчетные 

оценки позволяют рассмотреть возможность использо-
вания N-разворотов для регулирования ошибок по рыс-
канию, вызванных поворотами по крену. Для этого мож-
но взять несколько незамкнутых (без завершающего раз-
ворота по рысканию) N-разворотов с изменяющейся ве-
личиной поворота по крену. На рис. 4 показан пример 
такого модифицированного (замкнутого) разворота N-
типа, образованного последовательностью из четырех 
незамкнутых N-разворотов. 

 
Рис. 4. Модифицированный разворот N-типа 

Представленный пример углового замкнутого дви-
жения не содержит непосредственно поворотов по рыс-
канию. Тем не менее за счет поворотов по тангажу и 
крену (три ма́ лых незамкнутых N-разворота) в целом 
происходит поворот по рысканию против часовой стрел-
ки. Обратное движение (по рысканию по часовой стрел-
ке) идет по большому незамкнутому N-развороту. Здесь 
ошибка по рысканию, вызванная поворотами по крену, в 
первом приближении меняется на величину 
 . ࢻ݊݅ݏ ࢻ࢈48

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Проведено исследование предложенных ранее NM-

разворотов, которые представляют собой замкнутые уг-
ловые движения БИНС в виде последовательности пово-
ротов относительно связанных (приборных) осей. Пред-
ложен вариант использования последовательности из 
ряда незамкнутых N-разворотов, образующих в сово-
купности модифицированный разворот N-типа. Для 
оценки распределения ошибок, пропорциональных 
накопленному сигналу в измерительных осях, проведено 
численное моделирование. В соответствующих расчетах 
рассмотрены NM-развороты с привязкой к оси рыскания. 
Получены сравнительные статистические оценки влия-
ния NM-разворотов на структуру ошибок в приборных 
осях. Показано перераспределение ошибок накопленно-
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го сигнала измерительных каналов по оси рыскания. 
Также сделаны сравнительные оценки сопутствующих 
ошибок в осях по крену и тангажу. 
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Аннотация—В работе рассмотрен один из возможных 
вариантов повышения точности показаний волоконно-
оптических гироскопов. Предложен способ компенсации 
основной шумовой составляющей показаний гироскопа, 
ограничивающей его возможности применения. Представ-
лены результаты проведенных экспериментов. Показано, 
что предложенный способ позволяет значительно снизить 
вклад шумов интенсивности источника излучения в пока-
заниях волоконно-оптического гироскопа. 

Ключевые слова—волоконно-оптический гироскоп, шу-
мовая составляющая, источник излучения. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время в мире ведется постоянная работа 

по совершенствованию свойств датчиков измерения 
угловой скорости, применяемых в составе бесплатфор-
менных инерциальных навигационных систем и инер-
циальных измерительных блоков [1, 4]. Одним из таких 
датчиков является волоконно-оптический гироскоп 
(ВОГ), имеющий свои преимущества и недостатки в 
сравнении с датчиками других конструкций. 

Для расширения возможностей применения датчика, 
была поставлена задача по оценке возможностей модер-
низации серийного ВОГ с целью снижения шумовой со-
ставляющей показаний. С этой целью был предложен и 
опробован один из возможных вариантов, позволяющий 
снизить шумовую составляющую за счет компенсации 
шума интенсивности источника излучения света (RIN). 

II. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 
В качестве теоретической оценки, шумовой состав-

ляющей показаний ВОГ в работе использована величина 
коэффициента случайного блуждания угла (ARW). Как 
описано в литературе данная величина состоит из квад-
ратного корня суммы квадратов трех независимых шумо-
вых составляющих ВОГ: дробового шума фотоприемни-
ка (SHOT NOISE), теплового шума предварительного 
усилителя фотоприемника (THERMAL NOISE), шума 
интенсивности источника излучения (RIN) [2, 5]. Форму-
лы расчета показаны в источнике [3]. 

Существуют различные способы снижения RIN со-
ставляющей шумов ВОГ, такие как: изменение глубины 
модуляции, увеличение эффективной ширины спектра 
источника излучения и компенсация RIN составляющей. 
Каждый из способов обладает рядом достоинств и недо-
статков.  

В данной работе рассматривается возможность ком-
пенсации RIN составляющей, которая вносит основной 

вклад (≈90%) в общую величину шумов ВОГ. За основу 
взят принцип оптической компенсации, описанный в 
источнике [5]. По результатам анализа был предложен 
собственный вариант схемы компенсации шума интен-
сивности источника излучения, показанный на рис. 1. В 
табл. 1 представлены параметры элементов ВОГ, ис-
пользованного в предложенной схеме. 

 
Рис. 1. Схема ВОГ с компенсацией шума интенсивности источника 
излучения 

ТАБЛИЦА I.  ПАРАМЕТРЫ ЭЛЕМЕНТОВ ГИРОСОКПА ДЛЯ 
КОМПЕНСАЦИИ RIN 

Параметр Единица изме-
рения 

Значение 

Диаметр волоконной катушки м 0,1 
Длина волоконного световода 
катушки 

м 1000 

Глубина вспомогательной фазо-
вой модуляции 

рад 1,57 

Средневзвешенная длина волны 
источника излучения 

мкм 1,53 

Эффективная ширина спектра мкм 0,01 
 
Основным преимуществом данного способа компен-

сации RIN составляющей является возможность встраи-
вания данной схемы без внесения серьёзных конструк-
тивных изменений и изменений платы обработка как 
одного из самых сложных узлов ВОГ. 

Основным недостатком является необходимость 
обеспечения баланса мощностей между плечом измере-
ния и плечом компенсации на протяжении всего перио-
да эксплуатации.  

Для оценки шумовой составляющей показаний ВОГ 
использовалась методика расчета девиации Аллана. В 
качестве оцениваемого параметра использован коэффи-
циент случайного блуждания угла (angle random walk – 
ARW) показаний ВОГ. Для достоверной оценки ARW 
производились длительные прописи показаний ВОГ в 
неподвижном состоянии. 
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III. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 
Для оценки эффективности компенсации RIN со-

ставляющей производились измерения с различным 
балансом мощностей: 

 0 (без компенсации) 

 0.25 (отношение плеча компенсации к измери-
тельному 25%) 

 0.5 (отношение плеча компенсации к измеритель-
ному 50%) 

 0.75 (отношение плеча компенсации к измери-
тельному 75%) 

 1 (баланс мощностей плеча компенсации к изме-
рительному приблизительно 100%) 

Результаты в виде графиков девиации Аллана относи-
тельно времени осреднения показаны на рис. 2.  

 

Рис. 2. Графики девиации Аллана по результатам испытаний ВОГ с 
компенсацией RIN 

Из графиков видно, что полученный уровень общей 
шумовой составляющей показаний ВОГ с полной 
компенсацией составил ≈ 0,00058 °/√ч. Данное значение 
на ≈ 80% меньше, чем величина шумовой составляющей 
показаний ВОГ без предложенной компенсации равная 
0,00297 °/√ч.  

В табл. 2 приведены сводные данные по уровням 
расчетных и экспериментальных значений ARW а зави-
симости от баланса мощностей в схеме компенсации 
RIN. Наблюдается сходимость полученных результатов 
испытаний ВОГ с расчетными значениями ARW. 

 

ТАБЛИЦА II.  ARW ПОКАЗАНИЙ ГИРОСОКПА С РАЗЛИЧНЫМ УРОВНЕМ 
КОМПЕНСАЦИИ RIN 

Баланс мощностей (уровень 
компенсации RIN) 

Расчетный 
ARW, °/√ч 

Эксперим. 
ARW, °/√ч 

1 (≈100%) 0.00056 0.00058 
0.75 (75%) 0.00097 0.00097 
0.5 (50%) 0.00162 0.00156 
0.25 (25%) 0.00238 0.00225 
0 (без компенсации) 0.00315 0.00297 

 
В данном случае, остаточный уровень шумовой со-

ставляющей после полной компенсации RIN, обуслов-
лен наличием в сигнале увеличенных значений дробово-
го и теплового шумов фотоприёмного устройства. Уве-
личение уровня данных шумовых составляющих пока-
заний ВОГ связано с наличием в сигнале дополнитель-
ной оптической мощности из плеча компенсации, кото-
рая не является измерительной. Для снижения данного 
эффекта требуется уменьшать уровень оптических по-
терь в измерительном плече ВОГ, для чего в данной 
схеме был применен оптический циркулятор. 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
По результатам данной работы предложен один из 

возможных вариантов снижения шумовой составляю-
щей показаний ВОГ за счет компенсации RIN. Проведе-
ны эксперименты, по результатам которых была полу-
чена сходимость экспериментальных данных с расчет-
ными значениями. Таким образом подтверждена эффек-
тивность предложенного метода снижения шумовой 
составляющей показаний ВОГ. 
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Аннотация—В работе представлена методика и ре-
зультаты ускоренных испытаний на сохраняемость коль-
цевых лазерных гироскопов с магнитооптической частот-
ной подставкой на эффекте Зеемана. Выявлены незначи-
тельные изменения напряжения горения и амплитуды 
частотной подставки, не влияющие на работоспособность 
кольцевого лазерного гироскопа. По результатам ускорен-
ных испытаний подтвержден срок сохраняемости кольце-
вого лазерного гироскопа в 18 лет. 

Ключевые слова—кольцевой лазерный гироскоп, магни-
тооптическая частотная подставка, эффект Зеемана, 
сохраняемость, надежность 

I. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
В настоящий момент кольцевые лазерные гироскопы 

(КЛГ) [1, 2] и приборы на их основе находят широкое 
применение в различных областях техники – от авиации 
до корабельных систем [3, 4]. Они предназначены для 
высокоточных измерений углов поворота и угловых ско-
ростей объекта, на котором установлены. Учитывая сто-
имость и область их применения [5, 6], к КЛГ предъяв-
ляются особые требования по параметрам надежности 
[7]: сохраняемости, ресурсу, безотказной работе и дру-
гим [8–10]. 

Постоянно растущие требования к КЛГ и систем на 
их основе по повышению надежности [11] определяют 
актуальность данной работы и необходимость разработ-
ки новых методов контроля. 

Сохраняемость является одним из важнейших пара-
метров надежности, отражающим максимально возмож-
ное время хранения КЛГ в определенных условиях без 
потери его работоспособности [12,13]. При этом испыта-
ния по подтверждению сохраняемости КЛГ являются 
наиболее длительными и нуждаются в ускорении [14, 15]. 

Целью настоящей работы является разработка мето-
дики ускоренных испытаний на сохраняемость КЛГ с 
магнитооптической подставкой на эффекте Зеемана [16]. 

Для достижения поставленной цели в работе были 
решены следующие задачи: 

 проведена оптимизация существующей методики 
[10] в части повышения коэффициента ускорения; 

 определены требования, повышающие степень 
ускорения испытаний; 

 выбраны ключевые параметры КЛГ для контроля 
его работоспособности; 

 разработана структура рабочего места для испы-
таний; 

 проведены испытания на ускоренную сохраняе-
мость по оптимизированной методике. 

II. ОПИСАНИЕ МЕТОДИКИ И ОБЪЕКТА ИССЛЕДОВАНИЯ 
Объектом для испытаний был выбран четырех-

зеркальный He-Ne КЛГ с неплоским оптическим конту-
ром длиной 24 см, круговой поляризаций генерируемого 
излучения, магнитооптической частотной подставкой на 
эффекте Зеемана, током накачки 0,7 мА [17] с горением 
разряда в одном плече каждого разрядного промежутка 
[18, 19]. 

В качестве контрольных параметров [10, 20], объек-
тивно характеризующих работоспособность КЛГ и его 
внутренне состояние, выбраны: напряжение горение U, 
В; амплитуды сигналов вращения (sin-cos) А, В; ампли-
туда частотной подставки f, кГц. 

Требования на эти параметры нормируются техниче-
скими условиями (ТУ) на КЛГ. В процессе испытаний 
регистрируются количество отказов. Критерием отказа 
является выход контролируемых параметров за пределы 
допустимых значений [10]. 

Ускоренные испытания на сохраняемость обеспечи-
вают получение необходимой информации о надёжности 
КЛГ в более короткий срок и показывают процесс хра-
нения прибора в течении требуемого срока в составе 
конечного изделия. 

Испытания проходят циклами, при этом каждый цикл 
испытаний эквивалентен одному году хранения в отап-
ливаемом помещении. С учетом специфики работы при-
бора, в качестве форсирующего фактора принята повы-
шенная температура окружающей среды [21–23]. 

Продолжительность ускоренных испытаний КЛГ на 
сохраняемость, эквивалентная сроку хранения в задан-
ных условиях, τу [20] рассчитывается в часах и опреде-
ляется по формуле: 

 
где: Н – продолжительность хранения в заданных усло-
виях, лет; 
В – энергетический параметр, характеризующий способ-
ность отдельного блока, составной части или изделия в 
целом изменять свой определяющий показатель под вли-
янием температуры при старении, К; 
Δτо – продолжительность существования за год интерва-
ла относительной влажности (не более 5%) с ее средним 
значением φе; 
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k – количество интервалов относительной влажности в 
соответствующих условиях хранения;  
Те – значение эквивалентной температуры, К; 
Ту – температура ускоренных испытаний, К; 
φе – значение эквивалентной относительной влажности, %; 
φу – относительная влажность во время ускоренных ис-
пытаний; 
i – индекс суммирования, эквивалентный порядковому 
номеру интервала относительной влажности в соответ-
ствующих условиях хранения, меняющийся в диапазоне 
от i=1 до i=k. 

Продолжительность ускоренных испытаний КЛГ на 
сохраняемость τу рассчитываем по приведенной выше 
формуле с учетом принятых на основании нормативных 
документов (ГОСТ, ТУ и т.д.) значений параметров: H = 
18 лет или 157680 часов, В = 10000 К, Δτо = 8760 ч, k=1, 
Те= 293 К или 20°С, Ту = 358 К или 85°С, φе = φу = 10%. 
В результате получено общее время ускоренных испы-
таний на сохраняемость τу = 324 часа. Это позволяет до-
биться коэффициента ускорения ca = 468, что более чем в 
9 раз превышает показатели предыдущей методики [10]. 

III. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ 
Герметично упакованный КЛГ устанавливают в ка-

меру тепла и холода температуру 85°С. После выхода 
камеры на заданный режим КЛГ выдерживают при этих 
условиях в течение 18 часов, затем понижают темпера-
туру до нормальных климатических условий (НКУ) и 
выдерживают КЛГ не менее 2 ч. 

Графическое отображение годового цикла испытаний 
приведено на рис. 1. Вышеизложенные действия повто-
ряют еще 17 раз (всего 18 годовых циклов хранения). 

 
Рис. 1. Графическое отображение годового цикла испытаний КЛГ 

После каждого второго годового цикла и по заверше-
нии испытаний проводят проверку параметров КЛГ в НКУ 
при помощи контрольно-измерительной аппаратуры. 

Таким образом, за сутки удается провести двухгодовой 
цикл испытаний с последующим контролем основных па-
раметров КЛГ. Испытываемый КЛГ считают выдержав-
шим испытания, если при проверках после каждого второ-
го годового цикла и по завершении всех испытаний его 
параметры соответствуют установленным нормам. 

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТА 
В ходе проведённых экспериментов получены вре-

менные зависимости контрольных параметров КЛГ 

(напряжение горения U, амплитуды сигналов вращения 
А и амплитуда частотной подставки f) представленные 
на рис. 2, 3 и 4. 

 
Рис. 2. Изменение напряжения горения КЛГ 

 
Рис. 4. Изменение амплитуды сигналов вращения КЛГ 

 
Рис. 4. Изменение амплитуды частотной подставки КЛГ 

Представленные графики показывают, что напряже-
ние горения КЛГ изменилось на 1 В и составило U = 626 
В, амплитуда сигналов вращения не изменились и соста-
вила A = 1,5 В, амплитуда частотной подставки умень-
шилась 400 Гц и составила 27 кГц. 

Как видно из полученных зависимостей незначитель-
ные изменения напряжения горения и амплитуды ча-
стотной подставки произошли в течение первых четырех 
лет ускоренного хранения и стабилизировались к ше-
стому году. 

Таки образом произошла приработка КЛГ, а измене-
ния контрольных параметров не выходят за нормы ТУ и 
не являются критичными [24]. 

Полученные результаты отражают незначительное 
снижение усиления в резонаторе КЛГ [23], а срок сохра-
няемости данного КЛГ составляет не менее 18 лет. 
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V. ВЫВОДЫ 
В ходе данной работы была разработана методика 

ускоренных испытаний на сохраняемость КЛГ с магни-
то-оптической частотной подставкой на эффекте Зеема-
на, определен объем испытаний и способ их ускорения. 

Полученный Коэффициент ускорения составляет 468 
относительно стандартного хранения, что в 9 раз пре-
вышает показатели предыдущих методик [10, 20]. 

По результатам контроля показано, что для данного 
КЛГ [18, 19] подтверждена сохраняемость в 18 лет, так 
как после 18 годовых циклов значительных изменений 
контрольных параметров объекта испытаний не зафик-
сировано. 

Обнаружено незначительное снижение амплитуды 
частотной подставки, что отражает незначительное па-
дение усиления [23] в резонаторе при постоянном токе 
накачки 0,7 мА после четырех лет хранения, с последу-
ющей стабилизацией основных параметров КЛГ к ше-
стому году. 
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Аннотация—В настоящей работе экспериментально 
исследовано взаимодействие виброподвеса кольцевого 
лазерного гироскопа с внешним механическим возмуще-
нием. Подтверждено отсутствие зависимости смещения 
нуля кольцевого лазерного гироскопа на виброподвесе от 
биений амплитуды частотной подставки при правильном 
выборе закона ошумления. Показано, что значение ампли-
туды частотной подставки в момент возникновения дина-
мической синхронизации частот встречных волн может 
являться критерием прекращения взаимодействия вибро-
подвесов кольцевых лазерных гироскопов между собой и с 
внешним возмущающим воздействием. 

Ключевые слова—кольцевой лазерный гироскоп, выходная 
характеристика, частотная подставка, захват частот, 
виброподвес, инерциальный измерительный блок, динамиче-
ские зоны синхронизации, механическое возмущение. 

I. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Связь встречных волн через обратное рассеяние в 

кольцевом лазерном гироскопе (КЛГ) приводит к появ-
лению области нечувствительности к малым угловым 
скоростям вращения, называемой статической зоной 
захвата [1, 2] или захватом частот встречных волн ΩL.  

Использование КЛГ в инерциальных навигационных 
системах в качестве чувствительного элемента обеспе-
чивает им широкий диапазон измерения угловых скоро-
стей Ω [3, 4], включая малые значения Ω < ΩL, находя-
щихся в области статической зоны захвата ΩL. 

Несмотря на достигнутый прогресс в технологии из-
готовления лазерных зеркал [4, 5] проблема преодоления 
захвата частот встречных волн ΩL и сопутствующих па-
разитных эффектов имеет первостепенное значение для 
лазерной гироскопии и является наиболее актуальной. 

В настоящий момент предложено множество спосо-
бов уменьшения влияния связи встречных волн через 
обратное рассеяние на работу КЛГ. Наибольшее распро-
странение получил метод «частотной подставки» (ЧП) за 
счет создания искусственного знакопеременного началь-
ного смещения Ωb, позволяющий вывести рабочую точ-
ку лазера из зоны захвата ΩL на линейный участок вы-
ходной характеристики КЛГ [1–6].  

Выходная характеристика КЛГ представляет собой 
зависимость разностной частоты встречных волн f от 
угловой скорости Ω, как показано на рис. 1. Период 
коммутации частотной подставки Ts, ее амплитуда fb и 
закон изменения (синусоидальный либо прямоугольный) 
выбираются индивидуально для каждого типа КЛГ, так 
чтобы рабочая точка лазера была максимально удалена 
от зоны захвата (Ωb ˃˃ ΩL), а время прохождения через 
нее было минимальным. 

 

Рис. 1. Выходная характеристика КЛГ и знакопеременная частотная 
поставка: 1 – идеальная характеристика, 2 – реальная характеристика 

По способу создания начального смещения в КЛГ 
ЧП делятся на магнитооптические [7–9] и механические 
[10, 11]. Применение магнитооптической ЧП в зеема-
новских КЛГ с круговой поляризацией излучения [7] 
обеспечивает им устойчивость к внешним вибрацион-
ным воздействиям, но существенно ограничивает их 
точностные характеристики из-за влияния внешних маг-
нитных полей и тепловых дрейфов нуля [12, 13]. 

Преимуществом КЛГ с линейной поляризацией излу-
чения и механической ЧП («виброподвесом») является 
высокая точность, позволяющая применять их в авто-
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номных навигационных системах для объектов дальнего 
действия [4, 11]. Однако, режим крутильных колебаний 
виброподвеса чувствителен к внешним возмущениям, в 
том числе к механическим [14]. Это обстоятельство 
накладывает определенные ограничения на возможные 
применения КЛГ на виброподвесе. 

В большинстве используемых автономных навига-
ционных систем применяется инерциально-
измерительный блок (ИИБ), содержащий триаду ЛГ на 
виброподвесе [2, 4, 11]. В процессе его работы возника-
ют в внешние и внутренние механические возмущения, 
действующие на блок трех одноосных КЛГ, установлен-
ных на общей раме. Это приводит к возникновению бие-
ний крутильных колебаний виброподвесов КЛГ δfd и 
быстрым изменениям амплитуды ЧП δfb [10, 14]. 

Чтобы избежать низкочастотных биений δfd в раме и 
взаимного влияния КЛГ, резонансные частоты вибро-
подвесов fd принято разносить на 10-20 Гц, а в некото-
рых случаях до 50 Гц [11]. Биения затухают медленно и 
до конца остается неясным момент прекращения взаи-
модействия между КЛГ. 

Целью работы является установление критерия, поз-
воляющего судить о прекращении взаимодействия меж-
ду КЛГ в составе ИИБ при внешних механических воз-
мущениях. 

II. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ  
Известно, что использование знакопеременной ЧП 

приводит к возникновению динамических зон синхрони-
зации ΩDi на выходной характеристике КЛГ [15, 16], как 
показано на рис. 2. 

Для эффективной десинхронизации динамических зон 
захвата ΩDi в КЛГ применяют ошумление ЧП [17, 18] 
колебаниями по случайному закону с меньшим перио-
дом коммутации (Tsn << Ts) и амплитудой (fn << fb). Это 
позволяет линеаризовать выходную характеристику, но 
приводит к некоторому увеличению случайной состав-
ляющей погрешности измерений. 

 

Рис. 2. Ошумление динамических зон синхронизации на выходной 
характеристике КЛГ 

В отсутствии шумовой составляющей fn, при опреде-
ленных значениях амплитуды ЧП fb кратной периоду ее 
коммутации Ts, будет наблюдаться нелинейность выход-
ной характеристики КЛГ, вызываемая динамической 
синхронизацией частот. 

На основе явления динамической синхронизации ча-
стот встречных волн разрабатывают различные методики 
измерения и контроля параметров КЛГ, например, опре-

деления ширины статической зоны захвата ΩL [19, 20] и 
нелинейности масштабного коэффициента [21]. 

Этот эффект можно использовать и для исследования 
взаимодействия КЛГ на виброподвесе между собой или 
с внешним механическим возмущением. 

Чтобы КЛГ вошел в режим динамической синхрони-
зации частот, в нем должны отсутствовать какие-либо 
внешние возмущения, а амплитуда ЧП fb должна быть 
строго стабилизирована. 

В результате взаимодействия между КЛГ в составе 
ИИБ или при внешнем возмущении возникают биения 
крутильных колебаний виброподвесов δfd, которые в 
данном случае выполняют роль десинхронизатора.  

В таком режиме работы изменения амплитуды ЧП δfb 
относительно резонансной частоты виброподвеса fd бу-
дут приводить к динамической синхронизации частот 
встречных волн в КЛГ, следовательно, вход и выход из 
динамической зоны захвата ΩD может служить критери-
ем наличия или отсутствия взаимодействия КЛГ между 
собой или с внешним механическим возмущением. 

III. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ 

A. Исследование дрейфа нуля КЛГ при изменениях 
амплитуды ЧП в статическом режиме 
Для исследования был выбран КЛГ с линейной поля-

ризацией излучения на упругом виброподвесе, перимет-
ром резонатора L = 28 см, собственной резонансной ча-
стотой колебаний подставки fd = 393 Гц (периодом коле-
баний Ts = 0,0025 c) и шириной статической зоны захва-
та ΩL = 0,02 °/с (40 Гц). 

В работе были проведены эксперименты, направлен-
ные на изучение влияния внешнего механического воз-
мущения на режим работы вибрационной частотной 
подставки в КЛГ и динамическую синхронизацию ча-
стот встречных волн. 

В теории нет механизма, вызывающего зависимость 
смещения нуля КЛГ Ω от модуляции амплитуды ЧП fb. 
Поскольку в зеемановских КЛГ такая зависимость суще-
ствует [7, 12, 13], было проведено экспериментальное 
исследование показаний КЛГ на виброподвесе. 

На рис. 3 и 4 представлены временные зависимости 
смещения нуля КЛГ Ω с усреднением за 4 секунды, без 
вычета скорости вращения Земли для трех значений ам-
плитуды ЧП fb при включенном и выключенном ошум-
лении соответственно. 

Как видно из представленных на рис. 3 графиков, из-
менение амплитуды ЧП fb при наличии ошумления не 
оказывает влияния на смещение нуля КЛГ Ω на вибро-
подвесе. 

Отсутствие ошумления ЧП приводит к выраженной 
нестабильности смещения нуля КЛГ Ω при нормальном 
значении амплитуды ЧП fb = 91 кГц, сильному росту 
ошибки измерения угловой скорости при среднем значе-
нии fb = 28 кГц и пропаданию выходной информации 
при низком fb = 14 кГц. Это наглядно продемонстриро-
вано на графиках рис. 4. 
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Рис. 3. Зависимость дрейфа нуля КЛГ для ошумленной ЧП разной 
амплитуды 

 

Рис. 4. Зависимость дрейфа нуля КЛГ для неошумленной ЧП разной 
амплитуды 

В табл. 1 представлены результаты среднего значе-
ния смещения нуля КЛГ Ω для разных значений ампли-
туды ЧП fb при наличии и отсутствии ошумления, обоб-
щающие результаты эксперимента. 

ТАБЛИЦА I. СУММАРНЫЙ ДРЕЙФ НУЛЯ КЛГ НА ВИБРОПОДВЕСЕ 

№ 
Параметры КЛГ с 
ошумлением ЧП 

Параметры КЛГ без 
ошумления ЧП 

fb, kHz Ω, °/h fb, kHz Ω, °/h 

1. 91 12,45 93 11,16 

2. 27 12,50 28 10,31 

3. 7,5  12,51 14 0,04 
 

Это говорит о наличии динамических зон синхрони-
зации ΩDi в выходной характеристике КЛГ и необходи-
мости эффективного ошумления ЧП. При этом зависи-
мость смещения нуля Ω КЛГ на виброподвесе от измене-
ния амплитуды ЧП fb в статическом режиме отсутствует. 

B. Исследование характеристики КЛГ при биениях 
амплитуды ЧП кратных частоте ее коммутации 
Биения амплитуды ЧП δfb наблюдаются также на ча-

стотах f, кратных частоте ее коммутации fd, то есть при  
f = n·fd, где n – натуральное число. 

На рис. 5 приводятся результаты обработки первич-
ной информации (пачек импульсов), полученных от КЛГ 
при биениях амплитуды ЧП δfb под воздействием на 
виброподвес внешнего возмущающего сигнала с удво-
енной частотой fg = 2fd. 

Диапазон сканирования Δfg = 766…786 Гц в близи 
удвоенной частоты центрального резонанса крутильных 
колебаний виброподвеса fd = 393 Гц, ошумление ЧП от-
сутствует. 

 

Рис. 5. Амплитуда ЧП и накопленный угол КЛГ при биениях на двой-
ной частоте крутильных колебаний виброподвеса 

Из графиков на рис. 5 видно, что при уменьшении 
амплитуды биений ЧП δfb, то есть при больших отличиях 
внешней возмущающей частоты fg от собственной fd либо 
кратной частоты виброподвеса (fg ≠ n·fd), биения 
перестают играть роль десинхронизатора, и в КЛГ возни-
кает динамическая синхронизация частот встречных волн. 

Этот эффект наблюдается в окрестностях 20000-го и 
40000-го тактов, что наиболее заметно по графику изме-
нения накопленного угла α, усреднённого за 0,5 секунды, 
как показано на рис. 5. 

Таким образом, по входу и выходу КЛГ из динамиче-
ской зоны захвата ΩD можно определить граничную раз-
ность собственных резонансных частот виброподвесов 
fd, за пределами которой нет взаимодействия между кру-
тильными колебаниями КЛГ при работе в составе ИИБ. 

IV. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 
В ходе проведённых экспериментов подтверждено 

отсутствие зависимости смещения нуля КЛГ Ω от моду-
ляции амплитуды ЧП fb в статическом режиме работы 
при наличии ошумления ЧП. 

Показано, что при малых отличиях частоты внешнего 
механического возмущения fg от собственной частоты 
резонансных колебаний виброподвеса КЛГ fd и кратных 
ей частот происходит эффективная десинхронизация ди-
намических зон захвата ΩD в отсутствии ошумления ЧП. 

При плавной отстройке частоты внешнего 
возмущения fg от резонансной частоты крутильных 
колебаний виброподвеса fd и кратных ей частот, в КЛГ 
возникает динамическая синхронизация частот встреч-
ных волн, вызывающая потерю информации о парамет-
рах вращения.  

Значение амплитуды ЧП fb в момент входа или выхо-
да в динамическую зону захвата ΩD может являться 
критерием для определения границ по разнесению соб-
ственных резонансных частот виброподвесов fd КЛГ в 
составе ИИБ. 

V. ВЫВОДЫ 
В настоящей работе установлено, что при правиль-

ном выборе закона ошумления ЧП, стабильность и вос-
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производимость смещения нуля Ω КЛГ на виброподвесе 
не зависит от биений амплитуды ЧП δfb в статическом 
режиме. 

Показано, что значение амплитуды ЧП fb в момент 
впадения в динамическую зону захвата ΩD может яв-
ляться критерием прекращения взаимодействия кру-
тильных колебаний КЛГ с внешним возмущающим воз-
действием. Это необходимо для эффективного выбора 
разноса собственных резонансных частот fd триады КЛГ 
на виброподвесе в составе ИИБ. 
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Аннотация—Рассмотрена задача подавления случай-
ной погрешности лазерного гироскопа (ЛГ) на основе 
кольцевого гелий-неонового лазера с целью повышения 
точности бесплатформенных инерциальных навигацион-
ных систем. Сформирована математическая модель для 
первичных квадратурных сигналов ЛГ, которая учитыва-
ет механическое вращение корпуса ЛГ, связь встречных 
оптических волн и аддитивный шум. Исследованы три 
метода обработки первичных сигналов: метод реверсивно-
го счета импульсов (РСИ), метод вычисления мгновенной 
фазы Саньяка (МФС) и метод вычисления мгновенной 
фазы Саньяка с компенсацией динамического захвата 
(МФСК). Унифицирована процедура вычета частотной 
подставки из отсчетов угловой скорости вращения ЛГ с 
помощью режекторного фильтра. Определено влияние на 
зарегистрированные отсчеты угловой скорости вращения 
ЛГ. Исключена составляющая случайной погрешности 
ЛГ, обусловленная модуляцией частотной подставки псев-
дослучайным сигналом. «Паразитные» скачки фазы Са-
ньяка при слабой связи встречных волн в оптическом ре-
зонаторе скомпенсированы с помощью метода МФСК.  

Ключевые слова—кольцевой лазер, фаза Саньяка, ста-
тический порог захвата, динамический порог захвата, слу-
чайная погрешность. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Из-за обратного рассеяния лазерного излучения на 

шероховатых поверхностях зеркал и диафрагме возника-
ет слабая связь между встречными оптическими волна-
ми, генерируемыми кольцевым гелий-неоновым лазе-
ром. Данная связь приводит к синхронизации частот ука-
занных выше волн, вследствие чего лазерный гироскоп 
(ЛГ) становится нечувствительным к малым угловым 
скоростям вращения. Количественно это явление харак-
теризуется величиной статического порога захвата [1]. 
Использование гармонической частотной подставки поз-
воляет уйти от данного ограничения, однако может при-
вести к параметрической синхронизации, т.е. к возник-
новению зон динамического захвата, одна из которых 
находится в окрестности нуля, а остальные кратны угло-
вой скорости, равной амплитуде подставки. Проблема 
динамического захвата решается, если амплитуда знако-
переменной частотной подставки изменяется по случай-
ному закону с нулевым средним [2]. Однако такой прием 
приводит к появлению дополнительной шумовой со-
ставляющей в выходном сигнале ЛГ. Цель настоящей 

работы – использование оригинального способа цифро-
вой обработки квадратурных сигналов, который заклю-
чается в вычислении мгновенной фазы Саньяка с ком-
пенсацией динамического захвата (МФСК), что создает 
условия для подавления случайной погрешности ЛГ. 

II. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДЛЯ ПЕРВИЧНЫХ СИГНАЛОВ 
ЛАЗЕРНОГО ГИРОСКОПА 

Сдвиги интерференционной картины, образованной 
на поверхности смесительной призмы выведенными из 
кольцевого резонатора лазерными пучками, являются 
источником информации о вращении ЛГ [1]. На выходах 
сдвоенного фотодиода, регистрирующего движение ин-
терференционных полос, первичные информационные 
сигналы имеют вид: 

;)φ)ψ(cos()( ,0, cmccc tUUtU   (1) 

,)φ)ψ(sin()( ,0, smsss tUUtU   (2) 

где )ψ(t  – разность фаз встречных волн, генерируемых 
кольцевым лазером (фаза Саньяка); sc φ,φ  – дополни-
тельные фазовые сдвиги, обусловленные несовершен-
ством электрооптической системы; msmc UU ,, ,  – ампли-
туды квадратурных сигналов; 0,0, , sc UU  – постоянные 
смещения квадратурных сигналов. 

Изменение фазы Саньяка при слабой связи встреч-
ных оптических волн в ЛГ с частотной подставкой опи-
сывается дифференциальным уравнением [3]: 

,)ψsin()2sin(1



Ld ft

dt
d

K
 (3) 

в котором   – угловая скорость вращения корпуса ЛГ; 
df ,  – частота и амплитуда подставки соответственно; 

K  – масштабный коэффициент; L  – статический по-
рог захвата;   – фазовый сдвиг. 

Слагаемое, пропорциональное ,L  в уравнении (3) 
описывает слабую связь встречных оптических волн в 
кольцевом лазере. Если частотная подставка ошумлена, 
то вместо второго слагаемого можно использовать экс-
периментально зарегистрированный сигнал ЛГ с вибра-
ционной частотной подставкой [4]. В результате числен-
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ного решения дифференциального уравнения (3) мето-
дом Рунге-Кутта четвертого порядка восстановлен вре-
менной ряд для фазы Саньяка с последующим модели-
рованием «идеальных» квадратурных сигналов: 

;))ψ(cos()( ttU c   .))ψ(sin()( ttU s   Для приближения к 
условиям реального эксперимента к указанным выше 
сигналам добавлен «белый» шум.  

До настоящего времени наряду с основным методом 
извлечения информации об угловой скорости вращения 
ЛГ – реверсивным счетом импульсов (РСИ) – применя-
ется альтернативный способ расчета угловых перемеще-
ний ЛГ, заключающийся в вычислении мгновенной фазы 
Саньяка (МФС) [5], который включает в себя следующие 
стадии: 

 дискретизацию первичных сигналов ЛГ; 

 аппроксимацию эллипсом множества точек, со-
ответствующих парам отсчетов первичных квад-
ратурных сигналов ;, sc UU  

 вычисление параметров первичных сигналов 
,,,,, φφψ0,,0,0, scmsmcsc UUUU   соответствую-

щих наилучшей аппроксимации; 

 восстановление временного ряда для фазы Сань-
яка ;)ψ(t  

 удаление частотной подставки из отсчетов угло-
вой скорости вращения ЛГ с помощью узкопо-
лосного режекторного фильтра.  

III. АЛГОРИТМИЧЕСКАЯ КОМПЕНСАЦИЯ ПАРАЗИТНЫХ 
СКАЧКОВ ФАЗЫ САНЬЯКА 

Причиной динамического захвата являются «паразит-
ные» скачки фазы Саньяка, которые возникают из-за свя-
зи встречных волн, обусловленной обратным рассеянием 
лазерного излучения внутри кольцевого резонатора. 
Схемное представление метода МФСК [6,7] отражает рис. 
1. Сигналы 1I  и ,2I  полученные с выходов фотодиодов 

,ФД,ФД 21  регистрирующих мощность лазерного излу-
чения в каждой из двух встречных волн, генерируемых 
кольцевым лазером, усиливаются таким образом, чтобы 
их амплитуды соответствовали амплитудам информаци-
онных сигналов ., sc UU  С целью подавления противо-
фазных помех переменные составляющие мощностных 
сигналов складываются. Далее осуществляется синхрон-
ное детектирование сигнала acν  21 νν(ν ac  – перемен-
ная составляющая суммы мощностных сигналов), при 
этом в качестве опорных сигналов )ψsinψ,(cos  исполь-
зуются первичные квадратурные сигналы ЛГ. На выходе 
фильтра нижних частот (ФНЧ) получаем «косинусный» 
G  и «синусный» Q  сигналы, содержащие гармоники в 
низкочастотной области спектра. 

Блок-схема метода МФСК представлена на рис. 2. 
Восстановление фазы Саньяка retrψ  происходит по квад-
ратурным сигналам с аддитивным шумом [7]. 

Сигналы G  и Q  используются для восстановления 
мгновенных значений статического порога захвата и 
фазового сдвига сигнала ошибки с помощью функции 
четырехквадрантного арктангенса [7]: 

;22 QGL   (4) 

.2atan 







G
Q  (5) 

 
Рис. 1. Синхронное детектирование переменной составляющей суммы 
мощностных сигналов кольцевого лазера (ψ – заданная фаза Саньяка, 
которая включает в себя три составляющие, связанные с постоянным 
вращением корпуса ЛГ, использованием частотной подставки и 
взаимодействием встречных волн; I1, I2 – мощностные сигналы) 

 
Рис. 2. Блок-схема алгоритма компенсации динамического порога 
захвата в выходном сигнале ЛГ (h – шаг интегрирования) 

Компенсация динамического порога захвата в вы-
ходном сигнале ЛГ выполняется на заключительном 
этапе алгоритма, когда сформированный сигнал ошибки, 
вызванной связью встречных волн, удаляется из отсче-
тов восстановленной фазы Саньяка [7]: 

.ψψψ0 errretr   (6) 

С целью унификации процедуры вычета частотной 
подставки из отсчетов измеренной угловой скорости 
параметры режекторного фильтра, применяемого в ме-
тодах МФСК, МФС и РСИ, выбраны одинаковыми: ко-
эффициент подавления – ;дБ60 полоса подавления – 

;Гц40  центральная частота – ;Гц400  переходная об-
ласть – .Гц20   

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
Тестовые первичные сигналы были сформированы в 

результате численного решения дифференциального 
уравнения (3). Полученные сигналы последовательно 
обрабатывались тремя методами: РСИ, МФС и МФСК. В 
первых двух методах использовалась частотная подстав-
ка с ошумлением амплитуды колебаний, в методе МФСК 
модуляция гармонической частотной подставки псевдо-
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случайным сигналом не производилась. Эксперимент 
проводился со следующими начальными условиями: 

;с/05,0ω L  ;с/120 d  ;Гц400f  ;рад1,0  
ч/120  – угловая скорость равномерного вращения 

корпуса ЛГ; МГц4,2sf  – частота дискретизации пер-
вичных квадратурных сигналов; кГц4,2outf  – частота 
обновления выходной информации; с5400maxt  – мак-
симальное время моделирования, задаваемое для по-
строения девиации Аллана; м28,0L  – периметр четы-
рехзеркального кольцевого резонатора; нм8,632  – 
длина волны излучения гелий-неонового лазера. К 
сформированным «идеальным» квадратурным сигналам 
добавлялся «белый» шум: отношение сигнал/шум было 
равно .дБ50  

В случае даже равномерного вращения корпуса ЛГ 
«паразитные» скачки фазы Саньяка на фоне восстанов-
ленной угловой скорости не компенсируют друг друга, 
вследствие чего угловая скорость ЛГ измеряется с 
ошибкой (рис. 3). С целью компенсации «паразитных» 
скачков фазы Саньяка сформированный сигнал ошибки, 
обусловленной слабой связью встречных волн, удаляется 
из отсчетов восстановленной фазы Саньяка (см.  
формулу (6)). 

 
Рис. 3. Восстановленная угловая скорость ЛГ (без фильтрации коле-
баний гармонической частотной подставки и без коррекции динами-
ческого захвата) – кривая 1; «паразитные» скачки фазы Саньяка – 
кривая 2 

На рис. 4 представлены передаточные характеристи-
ки ЛГ как зависимость восстановленной угловой скоро-
сти, не содержащей колебаний подставки и осредненной 
на интервале времени, равном 1 секунде, от заданной 
угловой скорости равномерного вращения корпуса ЛГ. 
Частота дискретизации полезного сигнала ЛГ равна 

.кГц4,2  В численном эксперименте выбрано макси-
мально допустимое значение статического порога захва-
та с)/05,0(ω L  для серийно выпускаемых кольцевых 
лазеров, периметр четырехзеркального резонатора кото-
рых равен .cм28  Кривая 1 соответствует методу обра-
ботки первичных сигналов, заключающемуся в аппрок-
симации эллипсом последовательности пар отсчетов 
квадратурных сигналов в ЛГ с гармонической частотной 
подставкой; она имеет участок нулевых значений полез-
ного сигнала – первую зону динамического захвата, при 
этом величина статического порога захвата примерно в 
32 раза больше значения динамического захвата 

.ч)/58,5(ω DynL   

Кривая 2 соответствует методу обработки первичных 
сигналов с компенсацией «паразитных» скачков фазы 
Саньяка в ЛГ с гармонической частотной подставкой 
(она совпадает с идеальной передаточной характеристи-
кой ЛГ). В данном случае происходит искусственная 
компенсация динамического порога захвата в окрестно-
сти нулевого значения измеряемой угловой скорости. 
Значения восстановленной угловой скорости, получен-
ные при обработке первичных сигналов методом МФС в 
ЛГ с ошумленной подставкой (кривая 3), близки к зна-
чениям измеренной угловой скорости, найденным при 
обработке первичных сигналов методом РСИ в ЛГ с ча-
стотной подставкой, промодулированной псевдослучай-
ным сигналом. В последних двух методах обработки 
квадратурных сигналов в области малых угловых скоро-
стей появляется ошибка: кривая 3 отклоняется от иде-
альной передаточной характеристики ЛГ. 

 
Рис. 4. Передаточные характеристики ЛГ при разных методах обра-
ботки первичных сигналов: кривая 1 – метод МФС при гармонической 
частотной подставке; кривая 2 – метод МФСК при гармонической 
частотной подставке; кривая 3 – метод МФС при ошумленной частот-
ной подставке 

Составляющие случайной погрешности ЛГ в услови-
ях искусственной компенсации искажений, вызванных 
влиянием связи встречных волн на зарегистрированные 
отсчеты угловой скорости вращения ЛГ, представлены 
на рис. 5 в форме зависимости квадратного корня из 
дисперсии Аллана от времени интегрирования отсчетов 
угловой скорости. Кривая 1 соответствует методу обра-
ботки первичных сигналов, заключающемуся в аппрок-
симации эллипсом квадратурных сигналов в ЛГ с ошум-
ленной частотной подставкой. Обработка первичных 
сигналов методом РСИ в ЛГ с частотной подставкой, 
амплитуда колебаний которой изменяется по случайно-
му закону, обозначена цифрой 3. Именно модуляция 
подставки псевдослучайным сигналом увеличивает слу-
чайную погрешность по сравнению с методом обработки 
первичных сигналов с компенсацией «паразитных» 
скачков фазы Саньяка в ЛГ с гармонической подставкой 
(кривая 2) для времен интегрирования, превышающих 

.с1,0  При посекундном осреднении среднеквадратичное 
отклонение (СКО) измеренной угловой скорости для 
метода МФС по сравнению с методом МФСК увеличи-
вается в 3 раза, СКО для метода РСИ по сравнению с 
МФСК увеличивается в 4 раза; при стосекундном осред-
нении СКО для методов МФС и РСИ в 17 раз превышает 
значение СКО для метода МФСК.  
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Рис. 5. Девиации Аллана при разных методах обработки первичных 
сигналов (Ω0 = 12 º/ч; tmax = 5400 c): кривая 1 – метод МФС при ошум-
ленной частотной подставке; кривая 2 – метод МФСК при гармониче-
ской частотной подставке; кривая 3 – метод РСИ при ошумленной 
частотной подставке 

Наличие шумовой составляющей в выходном сигна-
ле ЛГ для методов РСИ и МФС связано и с шумом кван-
тования, обусловленным дискретизацией первичных 
сигналов, и со случайным блужданием регистрируемого 
углового положения ЛГ, вызванным модуляцией частот-
ной подставки псевдослучайным сигналом. В случае 
реализации метода МФСК возмущения полезного сигна-
ла ЛГ обусловлены только шумом квантования. 

V. ВЫВОДЫ 
Сравнение результатов решения задачи подавления 

случайной погрешности ЛГ на базе исследования трех 
методов обработки первичных сигналов приводит к сле-
дующим выводам: 

 сформирована математическая модель для пер-
вичных квадратурных сигналов ЛГ, которая учи-
тывает механическое вращение корпуса ЛГ, 
связь встречных волн и аддитивный шум; 

 проведен сравнительный анализ трех методов 
обработки первичных квадратурных сигналов: в 
методах РСИ и МФС при частотной подставке с 
рандомизацией амплитуды колебаний компенса-

ция динамического порога захвата не выполняет-
ся; в методе МФСК при гармонической частот-
ной подставке производится компенсация «пара-
зитных» скачков фазы Саньяка, вызванных сла-
бой связью встречных оптических волн;  

 унифицирована процедура удаления частотной 
подставки из отсчетов угловой скорости враще-
ния ЛГ с помощью узкополосного режекторного 
фильтра; 

 отказ от модуляции подставки псевдослучайным 
сигналом позволяет проводить измерения малых 
угловых скоростей в условиях искусственной 
компенсации «паразитных» скачков фазы Саньяка, 
обусловленных обратным рассеянием лазерного 
излучения внутри кольцевого резонатора, что при-
водит к уменьшению составляющей случайной по-
грешности, обратно пропорциональной квадрат-
ному корню из времени осреднения, при постоян-
ной угловой скорости вращения корпуса ЛГ. 
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Аннотация—В работе представлены результаты созда-
ния лазерного гироскопа на полупроводниковом оптиче-
ском усилителе и волоконном резонаторе. Для улучшения 
чувствительности лазерного гироскопа использована син-
хронизация мод путем модуляции тока накачки и, тем 
самым, усиления в полупроводниковой структуре. Прове-
дено исследование режимов генерации в лазерном гироско-
пе с полупроводниковым оптическим усилителем и воло-
конным резонатором большой длины. Определено влияние 
синхронизации продольных мод на стабильность генерации, 
ширину линии генерации и шумы, а также область захвата 
частоты. Выполнено сравнение режимов генерации и воз-
можностей регистрации угловых величин для гироскопа на 
полупроводниковом оптическом усилителе. 

Ключевые слова—твердотельный лазерный гироскоп, 
кольцевой лазер, синхронизация мод, захват частоты, по-
лупроводниковый оптический усилитель. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Интенсивное развитие полупроводниковых лазеров 

на основе квантоворазмерных структур, создание полу-
проводниковых усилителей на основе гетероструктур с 
квантовыми ямами привело к появлению компактных 
высокоэффективных оптических усилителей с высоким 
коэффициентом усиления [1, 2]. Используя такой уси-
литель и оптическое волокно в качестве резонатора, 
можно получить масштабируемый кольцевой лазер и на 
его основе лазерный гироскоп [1, 2, 9]. Основные труд-
ности  при создании гироскопов на твердотельных оп-
тических средах - это конкуренция встречных волн [3, 
4]. Одна из проблем в таких лазерных гироскопах - это 
высокие потери при вводе и выводе излучения, приво-
дящие к необходимости увеличения длины резонатора 
для обеспечения высокой добротности, позволяющей 
получать достаточно малую ширину линии генерации 
каждой продольной моды. При этом надо отметить 
большую ширину линии усиления и небольшой интер-
вал по частоте между продольными модами, приводя-
щий к многочастотной генерации. В таких гироскопах 
регистрация сигнала происходит по расщеплению ча-
стоты биений продольных мод, что дает невысокую 
чувствительность к вращению. Тем не менее, создание 
гироскопа на основе такого подхода имеет много при-
влекательных сторон и положительных качеств: высо-

кая эффективность, использование накачки электриче-
ским током, маленькие потребляемые мощности и теп-
ловыделение, большой ресурс работы, невысокая стои-
мость, возможность масштабирования длины резонато-
ра лазера и, тем самым, изменение чувствительности к 
вращению, технологичность конструкции. При этом в 
ряде работ получены точности, обеспечивающие изме-
рение скорости вращения Земли. 

В работе представлены результаты создания лазер-
ного гироскопа на полупроводниковом оптическом уси-
лителе (ПОУ) и волоконном резонаторе. Для улучшения 
чувствительности лазерного гироскопа использована 
активная синхронизация мод путем модуляции тока 
накачки и, тем самым, усиления в полупроводниковой 
структуре. В лазерном гироскопе использовался усили-
тель SOA-1550-14BF на длину волны 1530 нм с воло-
конным входом и выходом с сохранением поляризации 
и усилением ~ 20-28 дБ. Усилитель основывается на 
квантоворазмерных гетероэпитаксиальных структурах 
на основе InGaAsP-InP с пятью квантовыми ямами. В 
лазере использовалось одномодовое PM волокно типа 
“Панда” с сохранением поляризации. Большая длина 
(~ 870 м) намотанного в катушку волокна обеспечивала 
высокую добротность резонатора даже при достаточно 
больших потерях при вводе и выводе излучения в уси-
литель. При этом продольные моды отстоят друг от дру-
га по частоте на 226 кГц. Это позволяет использовать 
достаточно низкие частоты для модуляции усиления на 
межмодовой частоте при синхронизации мод путем мо-
дуляции тока накачки. Регистрация сигнала биений 
встречных волн происходила благодаря InGaAs фотоди-
ода с волоконным входом, установленного на выходе 
50% оптического смесителя, в который встречные вол-
ны введены из 5% волоконного делителя, установленно-
го в резонаторе гироскопа. 

На созданной экспериментальной установке были 
проведены исследования, направленные на сокращение 
спектральной ширины линии генерации отдельных про-
дольных мод. Ширина мод спектра определялась по 
сигналам их биений с использованием радиотехниче-
ского спектроанализатора. Подобрана форма и глубина 
модуляции тока накачки оптического усилителя для 
минимизации длительности генерируемых импульсов и 

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда 
№ 23-22-00234, https://rscf.ru/project/23-22-00234/.  
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сокращения спектральной ширины биений продольных 
мод. Изучен спектр генерации при изменении поляриза-
ции генерируемого излучения. Также были проведены 
исследования устойчивости синхронизации мод при 
вращении гироскопа. Определены характеристики от-
клика сигнала на оптическом усилителе гироскопа на 
вращение.  

В работе экспериментально и в результате численно-
го моделирования показано, что при синхронизации мод 
происходит уменьшение флуктуаций параметров излу-
чения, спектр излучения отдельных мод становится уже. 
На выходе оптического смесителя, с фотоприемника, 
при больших постоянных времени в усилителе сигнала, 
можно наблюдать сигнал биений, возникающий в ре-
зультате интегрирования импульсов, генерируемых при 
синхронизации мод.  

Исследования показали, что для лазерного гироскопа 
на полупроводниковом оптическом усилителе с воло-
конным резонатором основным методом, обеспечиваю-
щим получение необходимой чувствительности к вра-
щению, при доступных эффективностях ввода и вывода 
излучения из полупроводниковой структуры в волокно 
и наоборот, является использование большой длины 
резонатора и режима синхронизации мод. При этом та-
кой гироскоп обладает определенными преимуществами 
перед другими гироскопами, а также рядом положи-
тельных качеств. 

II. ОЦЕНКА И МОДЕЛИРОВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ КОЛЬЦЕВОГО 
ЛАЗЕРА НА ОСНОВЕ ПОУ И СВЕРХДЛИННОГО 

ВОЛОКОННОГО РЕЗОНАТОРА ПРИ СИНХРОНИЗАЦИИ МОД 

В режиме синхронизации мод сокращение есте-
ственной ширины линии генерации продольной моды 
“n” при синхронизации “N” мод описывается следую-
щим выражением [5]: 
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Здесь n
fr  – спектральная ширина моды в режиме 

свободной генерации, центральная мода имеет номер 
n = 0; N1, N2. – населенности рабочих уровней, P – гене-
рируемая мощность, c – ширина резонансной кривой 
резонатора – частота генерации. Таким образом, для 
параметров созданного лазерного гироскопа: L ~ 869 м, 
потерях при выводе и вводе в волокно 1 = 0.5, потерях в 
волокне 2 = 0.6, потерях на выход излучения из резона-
тора 3 = 0.05, no  1.46получаем ширину резонансной 
кривой  ~ 88 кГц. При P ~ 30*10-6 Вт, h = 6.626*10-34 
Дж*с, = 1530 нм,  ~ 1.959*1014 Гц, ширина линии ге-
нерации (2) обусловленная квантовыми шумами 
f ~ 2.1*10-4 Гц. Таким образом, благодаря сверхболь-
шой длине резонатора, даже при больших потерях, свя-
занных с вводом излучения в волокно и в усилитель, 
ширина линии генерации оказывается уже, чем даже, 
например, в гелий-неоновом лазере. Это во многом 
определяет потенциальные возможности для такого ги-
роскопа. В режиме синхронизации мод ширина линии 
генерации каждой из мод становится еще уже согласно 

(1). В соответствии с (рис. 4, 5) ширина линии усиления 
достигает величины ~30 нм при  = 1530 нм, поэтому 
при межмодовом интервале 226 кГц количество генери-
руемых мод может достигать N ~ 1.7*107. В результате, в 
режиме синхронизации мод, теоретическое ограничение 
ширины линии генерации отдельных продольных мод 
для кольцевого лазера со сверхбольшим резонатором и 
ПОУ может быть на уровне ~ 1.2 *10-11 Гц. Это может 
обеспечивать сверхвысокую чувствительность такого 
лазерного гироскопа. Необходимо отметить, что в оценки 
не включены технические шумы, связанные с конструк-
цией гироскопа, внешними воздействиями и другими 
факторами, поэтому полученные значения могут быть 
реализованы только при их устранении. 

Для моделирования генерации в лазере с волокон-
ным резонатором и полупроводниковым оптическим 
усилителем при синхронизации мод был использован 
подход, базирующийся на теории, представленной в [6-
8, 10] и описании кольцевого лазера на основе системы 
уравнений для продольных мод, каждое из которых 
строилось на основе [7]:  
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где )(te  – комплексная амплитуда поля, m  – резо-
нансная частота резонатора при отсутствии потерь,   – 
эффективная проводимость,   – диэлектрическая про-
ницаемость среды, mc Q    – постоянная вре-
мени убывания энергии m – ой моды резонатора с доб-
ротностью Q. Правая часть уравнения включает в себя 
индуцированное и спонтанное излучение возбуждения 
моды активной средой, где )(rEm  – поле моды m, 

),(),( trEtrP moрез   – поляризация в активной сре-
де, CV  – объем резонатора. Уравнение (3) может быть 
упрощено, используя такие величины, как og  – нена-
сыщенный показатель усиления, н  – параметр насы-
щения и cr 1  – потери. В результате, уравнение для 
комплексной амплитуды поля моды резонатора лазера, 
приобретает следующий вид [7, 10]: 
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где )(tN  – спонтанное излучение и приводящее к появ-
лению фундаментальной ширины линии генерации од-
ночастотного лазера или каждой моды в многочастот-
ном режиме генерации. 

Используя систему на основе (4), аналогично [11], 
проведено численное моделирование процесса синхро-
низации мод. В модели учтена неоднородность линии 
усиления, обусловленная технологическим разбросом 
параметров квантовых ям. Синхронизация мод получа-
лась за счет захвата частоты соседних мод боковыми 
компонентами, возникающими в результате амплитуд-
ной модуляции усиления. Изучено взаимовлияние 
встречных волн и их конкуренция при синхронизации 
мод. Определены оптимальные режимы, обеспечиваю-
щие регистрацию вращения. 
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III. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА 
В работе была создана экспериментальная установка 

(рис. 1) [9], позволяющая проводить исследования ре-
жимов генерации, обеспечивающих возможность изме-
рения угловых величин кольцевым лазером с полупро-
водниковым оптическим усилителем и волоконным ре-
зонатором в режиме синхронизации мод. В качестве 
усилителя использовался модуль SOA-1550-14BF на 
длину волны 1530 нм с волоконным входом и выходом, 
обеспечивающим сохранение поляризации. Усилитель 
создан на квантоворазмерных гетероэпитаксиальных 
структурах на основе InGaAsP-InP с пятью квантовыми 
ямами (рис. 1).  

 
Рис. 1. Оптическая схема лазерного гироскопа 

Коэффициент усиления достигал 20-28 дБ. PM – од-
номодовое волокно типа “Панда”, используемое в резо-
наторе, обеспечивало сохранение поляризации. Сверх-
большая длина оптического контура лазера приводит к 
маленькому интервалу по частоте между продольными 
модами и достаточно большой добротности, несмотря 
на потери при вводе и выводе излучения из усилителя в 
волокно. Так, при общей длине контура ~ 870 м про-
дольные моды и частоты их биений (рис. 2) отстоят друг 
от друга на ~ 226кГц.  

 
Рис. 2. Радиотехнический спектр сигналов биений продольных мод 

 
Рис. 3. Радиотехнический спектр сигнала биений продольных мод. 
Полуширина спектра на полувысоте ~2.5 кГц 

 
Рис. 4. Спектр суперлюминесценции на CW выходе ПОУ (P = 3.8 mW, 
Ip = 300 mA) 

 
Рис. 5. Спектр суперлюминесценции на CCW выходе ПОУ (P = 3.0 mW, 
Ip = 300 mA) 

 
Рис. 6. Спектр генерации на CCW выходе ПОУ (Ip = 250 mA) 

 
Рис. 7. Радиотехнический спектр сигналов биений продольных мод. 
Расщепление обусловлено вращением гироскопа (f~3 кГц) 
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Синхронизация мод достигалась модуляцией тока 
накачки на частоте соответствующей межмодовому ин-
тервалу (рис. 10, 11). Для регистрации сигнала биений 
встречных волн использовался скоростной InGaAs фо-
тодиод с волоконным входом. Измерения показали, что 
мощность генерации встречных волн (рис. 8, 9) ввиду 
различия потерь на ввод излучения в волокно с разных 
сторон полупроводникового усилителя различна. При 
этом оптический спектр излучения без синхронизации 
мод имеет ряд пиков (рис. 6), обусловленных селекций 
длин волн в резонаторе. На созданной эксперименталь-
ной установке были проведены исследования устойчи-
вости синхронизации мод (рис. 11) при вращении гиро-
скопа. Определены характеристики отклика сигнала в 
гироскопе на вращение (рис. 7).  

 
Рис. 8. Зависимость мощности люминесценции от тока накачки для 
встречных волн при токах ниже порога генерации 

 
Рис. 9. Зависимость мощности генерации от тока накачки для встреч-
ных волн (It=185 мА) 

 
Рис. 10. Радиотехнический спектр сигналов биений продольных мод с 
пиками боковых полос возникающих при модуляции тока накачки 

 
Рис. 11. Осциллограмма интенсивности на выходе кольцевого лазера 
на ПОУ (верхняя зависимость) и модуляции тока усилителя при син-
хронизации продольных мод (нижняя зависимость) 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В результате исследований определено, что макси-

мальное подавление внутренних шумов и внешних воз-
мущений в лазерном гироскопе на ПОУ и волоконном 
резонаторе можно обеспечить при использовании резо-
натора с большой длиной и режима синхронизации мод. 

Исследования показали сокращение спектральной 
ширины биений продольных мод при их синхрониза-
ции, что улучшает чувствительность и возможность 
детектирования вращения, как по сигналу биений 
встречных волн, так и по расщеплению частот биения 
продольных мод. В целом, гироскоп на полупроводни-
ковом оптическом усилителе с волоконным резонато-
ром показал возможность регистрации вращения и его 
использования в качестве датчика малой точности. 
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Аннотация—В работе проведено исследование величи-
ны связи встречных волн, обусловленной рассеянием из-
лучения, для зеемановских лазерных гироскопов в четы-
рехчастотном режиме генерации при смещении зеркал по 
измерениям амплитуды сигнала боковой полосы сона-
правленных волн ортогональной поляризации. Найденная 
величина связи встречных волн использовалась для ее 
минимизации путем синфазного смещения зеркал. Пред-
ставлены измерения характерного времени восстановле-
ния величины связи встречных волн после входа в область 
захвата и выхода методом восстановления фазы сигнала 
биений для четырех- и двухчастотного режимов генерации 
в лазерных гироскопах с разными по частоте межмодовы-
ми интервалам.  

Ключевые слова—лазерный гироскоп, четырехчастотный 
лазерный гироскоп, захват частоты, непланарный резонатор, 
зеемановская подставка. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Связь встречных волн в лазерном гироскопе приводит 

к нелинейности его выходной частотной характеристики 
и захвату частоты при малом расщеплении частот 
встречных волн за счет вращения или создаваемой ча-
стотной подставки [1, 2, 4, 5]. Данное обстоятельство 
делает невозможным измерение малых угловых скоро-
стей в области захвата и приводит к ошибкам, связанным 
с нелинейностью частотной характеристики. Захват ча-
стоты в лазерных гироскопах возникает в основном по 
причине связи встречных волн через рассеяние на зерка-
лах. При этом наблюдается еще и такое явление как ги-
стерезис, когда вход и выход из области захвата имеет 
разные значения. Это явление связываают с дополни-
тельным рассеянием, возникающем в результате образо-
вания на зеркалах периодической структуры от интерфе-
ренции при захвате частоты [2]. При этом после включе-
ния подставки все параметры начинает возвращаться к 
исходному состоянию. Достижение высокой точности в 
лазерных гироскопах возможно только при использова-
нии ряда мер, уменьшающих все эти явления, приводя-
щие к связи волн. Также необходимо отметить, что на 
сегодняшний день связь встречных волн в четырехча-
стотных зеемановских лазерных гироскопах мало изуче-
на [5]. Генерация одновременно на двух ортогональных 
круговых поляризациях в четырехчастотных лазерных 
гироскопах, в отличие от двухчастотных, может приво-

дить к более сложным явлениям при синхронизации 
встречных волн. В частности, такое явление как гистере-
зис при входе и выходе из области захвата, ввиду генера-
ции излучения в гироскопе на двух ортогональных кру-
говых поляризациях, будет определяться одновременно 
волнами этих поляризаций. Искажение сигнала биений 
встречных волн вследствие нелинейных эффектов будет 
зависеть от волн обеих поляризаций. Это приведет к бо-
лее сложным, по сравнению с двухчастотным гироско-
пом, формам сигналов биений и необходимости при 
определении величины связи встречных волн, при работе 
четырехчастотного лазерного гироскопа, соответствую-
щих физических моделей и новых подходов. 

В нашей работе исследовано поведение величины 
связи встречных волн при изменении параметров нового 
четырехчастотного зеемановского лазерного гироскопа 
с симметричным резонатором в форме правильного тет-
раэдра с периметром 28 см. Угол падения на выходное 
зеркало в 30o приводит к эллиптичности выходного 
пучка. Это позволяет, используя компенсирующее ди-
электрическое покрытие и поляризатор в смесителе, 
разделить сигналы биений от ортогональных поляриза-
ций. Выбранный угол излома резонатора приводит к 
неэквидистантному спектру частот для собственных 
мод с левой и с правой круговой поляризацией. В этом 
случае работа гироскопа может происходить либо на 
паре волн с ортогональной поляризацией с большим 
расщеплением частоты (~606.5 МГц) или с меньшим 
(~462.5 МГц). Соответственно и связь волн носит раз-
личный характер. Экспериментально обнаружено взаи-
мовлияние волн в четырехчастотном режиме при нали-
чии частотной подставки, когда все четыре волны име-
ют разные частоты, но при этом происходит синхрони-
зация разностей частот пар встречных волн для волн 
ортогональной поляризации. Для измерения величины 
связи использовались три различных метода. Первый - 
путем измерения выходной частотной характеристики и 
определения области захвата, при этом оценка величи-
ны связи проводилась и по нелинейности характеристи-
ки. Для работы системы минимизации связи волн вели-
чина, пропорциональная связи волн, определялась по 
величине амплитудной модуляции волн, приводящей к 
появлению боковой полосы в спектре сигнала биений 
как встречных волн, так и сонаправленных волн. Для 

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда 
№ 23-22-00234, https://rscf.ru/project/23-22-00234/.  
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измерений в динамике изменения величины связи ис-
пользовался новый [5], разработанный метод, основы-
вающийся на измерении величины искажений сигнала 
биений путем восстановления фазы сигнала биений 
встречных волн. 

II. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ЗАХВАТА ЧАСТОТЫ НА 
ОСНОВЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ C УЧЕТОМ СВЯЗИ 

ГЕНЕРИРУЕМЫХ ВОЛН 
Для моделирования динамики генерации и влияния 

связи волн, обусловленной рассеянием на элементах 
резонатора на выходную частотную характеристику, 
использовалась расширенная система уравнений (1), 
базирующаяся на уравнениях, представленных в рабо-
тах Ф. Ароновца [1]. 
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l, 2l, r, 2r – безразмерные интенсивности встречных 
волн ортогональных поляризаций; 1l, 2l, 1r, 2r – раз-
ности коэффициентов усиления и потерь ортогональных 
поляризаций; l, l, r, r – коэффициенты насыще-
ния каждой из волн; l, l, r, r – коэффициенты 
кросс-насыщения каждой из волн; lr, lr, rl, rl – 
коэффициенты кросс-насыщения встречных волн орто-
гональных поляризаций; l, 2l, r, 2r – коэффициенты 
связи, обусловленные обратным рассеянием. 

 
Рис. 1. Амплитудная модуляция пар встречных волн ортогональной 
поляризации для четырехчастотной генерации с учетом связи волн 
через рассеяние. Наблюдается искажение формы амплитудной моду-
ляции аналогично искажениям сигнала биений 

Решение системы уравнений (1) позволяет получить 
величину амплитудной модуляции интенсивности и 
сдвиг фазы колебаний амплитуды каждой из встречных 
волн ортогональных поляризаций (рис. 1). Более полное 
описание процессов при генерации в четырехчастотном 
зеемановском лазерном гироскопе дано в работе [3]. 

В четырехчастотном режиме генерации рассеянное из-
лучение благодаря нелинейности усиления в активной 
среде, вследствие кросс-насыщения, приводит к связи ге-
нерируемых волн и искажению сигналов биений и формы 
амплитудной модуляции каждой из волн (рис. 1). При этом 
степень искажения зависит от величины связи волн. 

III. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА 
Экспериментальные исследования проводились на 

установках, включающих в себя двух или четырехча-
стотный гироскоп с зеемановской подставкой, блок 
управления и питания гироскопа, радиоэлектронные 
схемы, обеспечивающие управление периметром (СРП), 
компьютер с платой АЦП и ЦАП, комплекс контрольно-
измерительной аппаратуры: осциллографы, мультимет-
ры, блоки питания, радиотехнический спектроанализа-
тор и другие приборы (рис. 2).  

 
Рис. 2. Экспериментальная установка 

Периметр используемого двухчастотного гироскопа 
~20 см. Для обеспечения работы в четырехчастотном 
режиме как для двухчастотного, так и для четырехча-
стотного гироскопов, использовалась ~53/47% смесь 
изотопов Ne20 и Ne22 неона в активной среде. В двухча-
стотном гироскопе на каждом зеркале происходил по-
ворот плоскости падения на 22.5o. Благодаря большему 
межмодовому интервалу по частоте (~750 МГц) в этом 
гироскопе, чем в четырехчастотном (~462.5 МГц и 
~606.5 МГц), в нем обеспечивлся и устойчивый четы-
рехчастотный режим генерации и двухчастотный, при 
соответствующей настройке периметра. Рабочая точка, 
соответствующая частотам генерации мод излучения с 
левой и правой поляризацией относительно контура 
усиления, устанавливалась с помощью системы регули-
рования периметром, основываясь в начале на равенстве 
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мощностей генерации волн с левой и правой поляриза-
цией. Затем происходила более тонкая настройка пери-
метра резонатора. Частоты генерации ортогональных 
мод излучения устанавливались таким образом, чтобы 
их подставки были равны (рис. 9, 10, 13, 14). Это делает 
чувствительность к воздействию магнитного поля на 
расщепление частот генерации ортогонально поляризо-
ванных мод излучения одинаковой по величине, но с 
противоположным знаком. Для двухчастотного режима 
генерации (рис. 7, 8, 11, 12) периметр настраивался на 
максимум частоты подставки. 

IV. ИЗМЕРЕНИЕ ВЕЛИЧИНЫ СВЯЗИ ВСТРЕЧНЫХ ВОЛН 
На двух (рис. 3) и четырехчастотном (рис. 4) гиро-

скопах были проведены измерения выходной частотной 
характеристики путем изменения величины постоянной 
зеемановской подставки. 

 
Рис. 3. Выходная частотная характеристика для ортогональных поля-
ризаций гироскопа со смесью 20Ne и 22Ne с концентрациями ~53/47% 
(ортогональные поляризации генерируются в разные моменты време-
ни, границы захвата измерены для входа в захват, L=100 Гц) 

 
Рис. 4. Выходная частотная характеристика четырехчастотного лазер-
ного гироскопа (граница входа в область захвата L=76 Гц). Измере-
ния поводились при одновременной генерации на ортогональных 
поляризациях 

Результаты измерений показали, что вход в область 
захвата частоты для ортогональных поляризаций имеет 
близкие значения (рис. 3, 4). В то же время при выходе из 
области захвата наблюдается гистерезис с близкими ве-
личинами. Для измерения величины связи встречных 
волн при работающей системе стабилизации периметра 
по амплитуде сигнала боковой полосы биений сонаправ-
ленных волн использовался приемник, выделяющий в 
спектре частоту сигнала и детектирующий его амплитуду 
(рис. 5, 6). Измеренный сигнал оцифровывался АЦП, что 
позволяет управлять величиной связи путем смещения 
зеркала пьезодвигателем. Проведенные измерения вели-
чины связи на двухчастотном и четырехчастотном лазер-
ных гироскопах показали, что в четырехчастотном режи-
ме величина гистерезиса существенно меньше, кроме 

того время восстановления связи после выхода из обла-
сти захвата также существенно меньше (рис. 7–14). 

 
Рис. 5. Спектр сигнала биений сонаправленных волн ортогональной 
круговой поляризации и аналогичный, но волн противоположного 
направления. Межмодовый интервал ~ 606.5 МГц. Два больших пика 
соответствуют двум встречным направлениям сонаправленных волн. 
Малые пики возникают в результате взаимодействия волн через рас-
сеяние на элементах резонатора 

 
Рис. 6. Зависимость амплитуды (малый пик рис. 5) сигнала боковой 
полосы биений сонаправленных волн ортогональных поляризаций от 
синфазного смещения зеркал пьезодвигателями при работе системы 
стабилизации периметра по равенству магнитной чувствительности 
для волн ортогональной поляризации и при знакопеременной зеема-
новской частотной подставке 

 
Рис. 7. Зависимость величины связи встречных волн (границы входа в 
область захвата) от времени после включения частотной подставки и 
выхода из захвата частоты для двухчастотного режима генерации в 
гироскопе с 20Ne/22Ne ~ 53/47% 

 
Рис. 8. Зависимость величины частотной подставки от времени после 
ее включения и выхода из захвата частоты для двухчастотного ре-
жима генерации в гироскопе с 20Ne/22Ne ~ 53/47% 
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Рис. 9. Зависимость величины связи встречных волн (границы входа в 
область захвата) от времени после включения частотной подставки и 
выхода из захвата частоты для четырехчастотного режима генера-
ции в гироскопе с 20Ne/22Ne ~ 53/47% 

 
Рис. 10. Зависимость величины частотной подставки от времени после 
ее включения и выхода из захвата частоты для четырехчастотного 
режима генерации в гироскопе с 20Ne/22Ne ~ 53/47% 

 
Рис. 11. Зависимость величины связи встречных волн (границы входа 
в область захвата) от времени после включения частотной подставки и 
выхода из захвата частоты для двухчастотного режима генерации в 
четырехчастотном гироскопе 

 
Рис. 12. Зависимость величины частотной подставки от времени после 
ее включения и выхода из захвата частоты для двухчастотного ре-
жима генерации в четырехчастотном гироскопе 

 
Рис. 13. Зависимость величины связи встречных волн (границы входа 
в область захвата) от времени после включения частотной подставки и 
выхода из захвата частоты для четырехчастотного режима генера-
ции в четырехчастотном гироскопе 

 
Рис. 14. Зависимость величины частотной подставки от времени после 
ее включения и выхода из захвата частоты для четырехчастотного 
режима генерации в четырехчастотном гироскопе 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В результате проведенных экспериментальных ис-

следований по измерению времени восстановления ве-
личины связи в зеемановских лазерных гироскопах в 
двух и в четырехчастотном режимах генерации обнару-
жено, что в четырехчастотном режиме, в отличие от 
двухчастотного режима генерации, после выхода из об-
ласти захвата характерное время и амплитуда изменения 
величины связи встречных волн существенно меньше. 

Авторы выражают особую благодарность А.И. Варенику 
и В.С. Суслину за создание электронных блоков для лазерного 
гироскопа. 
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Аннотация—В работе представлены результаты ис-
следования, направленные на изучение основных факто-
ров, влияющих на стабильность и точность работы твер-
дотельного лазерного гироскопа на YAG:Cr4+ в режиме 
синхронизации мод. Определено, что наилучшее подавле-
ние внутренних шумов и внешних возмущений в лазерном 
гироскопе при синхронизации мод обеспечивается при как 
можно большей величине связи волн одного направления, 
зависящей как от глубины, так и от сдвига фазы ампли-
тудной модуляции. Рассмотрены метод стабилизации пе-
риметра на основе поглощающей ячейки и система созда-
ния частотной подставки с использованием электроопти-
ческого фазового модулятора, работающего в импульсном 
режиме. 

Ключевые слова—твердотельный лазерный гироскоп, 
кольцевой лазер, синхронизация мод, захват частоты. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Высокие требования к навигационным системам 

авиационно-космического применения по точности 
навигации, потреблению энергии, габаритам, весу, воз-
можности использования в расширенном температур-
ном диапазоне, а также появление новой технологии 
создания подложек со сверхмалыми шероховатостями, 
технологии создания уникальных лазерных зеркал, 
имеющих сверхмалое поглощение, интегральных мик-
росхем высокой интеграции, новой схемотехники и ал-
горитмов, обеспечивающих функционирование лазер-
ного гироскопа, новых методов генерации высокоста-
бильного излучения в лазерах стимулируют активное 
создание лазерных гироскопов на новых активных сре-
дах и решениях в квантовой физике [2, 9, 11, 12]. Несо-
мненно, в настоящее время лидирующими по всем па-
раметрам являются He-Ne лазерные гироскопы, обла-
дающие рядом положительных качеств [1]. Тем не ме-
нее, их точность приближается к фундаментальному 
пределу ограниченному квантовыми шумами. Недо-
статками являются: сложность вакуумных технологий 
при изготовлении, высокое энергопотребление, невоз-
можность миниатюризации и другие. Это способствует 
поиску новых активных сред и физических подходов, 
направленных на создание новых типов лазерных гиро-
скопов. На сегодняшний день большое количество ра-
бот направлено на создание лазерных гироскопов, в ко-
торых в качестве активной среды используются твердо-
тельные среды. Лидером в этом направлении является 
фирма THALES. Данной фирмой созданы твердотель-

ные лазерные гироскопы, обладающие основными па-
раметрами, сравнимыми с гелий-неоновыми [9, 12]. В 
гироскопах используется активная среда YAG:Nd3+. В 
отличие от гелий-неоновой активной среды в твердо-
тельных активных средах, аналогичных YAG:Nd3+, 
уширение линии усиления имеет однородный характер. 
В таких средах скорость установления инверсной насе-
ленности существенно меньше скорости затухания поля 
излучения в резонаторе. Активные центры при этом не 
имеют поступательного движения. Это приводит к 
сильной конкуренции и колебаниям интенсивности при 
генерации излучения встречных волн. Значительная 
величина спектральной ширины линии усиления в твер-
дотельных средах приводит к генерации большого ко-
личества продольных мод. В ряде работ созданы фемто-
секундные лазерные гироскопы с керровской синхрони-
зацией мод с твердотельными активными средами. В 
частности, в университете University of New Mexico со-
здан твердотельный лазерный гироскоп на основе 
Ti3+:Al2O3, работающий в режиме синхронизации мод, в 
котором преодолены основные препятствия для успеш-
ной работы твердотельных лазерных гироскопов [2]. 
Также ведутся работы над высокостабильным фемтосе-
кундным кольцевым лазером с керровской синхрониза-
цией мод на Ti3+:Al2O3  в университетах University of 
Tokyo, University of California. 

В нашей работе представлены результаты, получен-
ные при создании лазерного гироскопа на активной сре-
де YAG:Cr4+ [3-8] с шириной линии усиления ~76 ТГц, а 
также анализ факторов, существенно влияющих на его 
точностные параметры. Лазерный гироскоп работает в 
режиме генерации с большим количеством продольных 
мод и для увеличения его точности используется син-
хронизация мод. Это существенно уменьшает шумы как 
фундаментальные, так и технические, связанные с раз-
личными возмущениями в лазере [2, 10, 11], но при этом 
накладывает ряд требований на параметры кольцевого 
лазера. Созданный лазерный гироскоп с активной сре-
дой на YAG:Cr4+ [11] обладает рядом особенностей: 
возможность генерации фемтосекундных импульсов; 
длина волны вблизи 1.5 мкм, позволяющая генериро-
вать импульсы в солитонном режиме; возможность ис-
пользования кристаллических зеркал, обладающих ре-
кордно малым поглощением, а также особенности взаи-
модействия поляризованного излучения с активными 

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного 
фонда № 23-22-00234, https://rscf.ru/project/23-22-00234/.  
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центрами Cr4+, приводящие к уменьшению конкуренции 
встречных волн. 

II. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ СИНХРОНИЗАЦИИ МОД НА 
ОСНОВЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ ВАН ДЕР ПОЛЯ 

В кольцевом лазере на YAG:Cr4+, благодаря широкой 
линии усиления, генерируется большое количество про-
дольных мод в каждом из встречных направлений (рис. 1). 
Амплитудная модуляция излучения, возникающая бла-
годаря наличию керровской линзы и апертуры, ограни-
чивающей пучок, приводит к появлению боковых полос 
в спектре излучения. При совпадении частоты боковой 
полосы с соседней модой (рис. 1) происходит захват 
частоты и фазирование мод. Поскольку это происходят 
для большинства генерируемых мод одновременно, ко-
лебания в модах оказываются сфазированными и в ре-
зультате, как внешние, так фундаментальные возмуще-
ния существенно ослабляются. 

 
Рис. 1. Генерация продольных мод и их синхронизация, благодаря 
амплитудной модуляции, в широкополосной активной среде 

При моделировании, синхронизация мод обеспечи-
вается модуляцией потерь в резонаторе на частоте l , 
равной межмодовой частоте с учетом фазы i для моды, 
вследствие чего возникающие боковые полосы с ампли-
тудой, пропорциональной E0 , синхронизируют коле-
бания соседних продольных мод путем захвата частоты. 
Для описания многочастотной генерации в режиме син-
хронизации мод использована система из n уравнений 
Ван дер Поля для пар встречных волн продольных мод, 
с учетом их связи через рассеяние на оптических эле-
ментах: 
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Здесь ei – электрическое поле волн продольных мод 
(ei – в одном направлении (CW), ei+1 – в противополож-
ном (CCW)),I – коэффициенты рассеяния для встреч-
ных волн на оптических элементах, приводящие к за-
хвату частоты, Mi, Ki – коэффициенты, описывающие 
степень связи продольных мод друг с другом (эта связь 
обусловлена кросс-насыщением активной среды одно-

временно модой и волной боковой полосы, создаваемой 
амплитудной модуляцией излучения в резонаторе, возни-
кающей благодаря керровской линзе и диафрагме, на 
межмодовой частоте и приводит к синхронизации мод), 

r  – случайная составляющая резонансной частоты, 

l  – частота модуляции потерь, I – фазы, соответ-
ствующие модуляции потерь для каждой из волн, i – 
коэффициенты усиления,  – коэффициент насыщения 
усиления,  – коэффициент потерь,  – глубина модуля-
ции потерь. Разность резонансных частот встречных волн 
для каждой продольной моды sii   )(0)1(0 , обу-
словлена эффектом Саньяка и пропорциональна rot  – 
угловой скорости вращения: )(8 0 LnS rots   , где 
L  и S  – периметр и площадь резонатора,   – длина 
волны генерации, n0 – показатель преломления среды. 
При численном моделировании в систему уравнений 
включено 22 уравнения, описывающие 11 пар встреч-
ных волн. 

Численное моделирование показало, что наличие 
амплитудной модуляции в системе уравнений (1), обу-
словленной выражением вида )()cos( 11 dtdetl   , 
а также связь между волнами одного направления в ви-
де M1e3+K1de3/dt, моделирующие механизм фазирования 
волн при синхронизации мод, приводит к появлению 
области захвата (рис. 2) между волнами одного направ-
ления, что вызывает их фазирование и, тем самым, син-
хронизацию мод и формирование сверхкоротких им-
пульсов. 

 
Рис. 2. Частотная характеристика с областью захвата, обуславливаю-
щей связь волн одного направления, возникающей при синхронизации 
продольных мод 

Таким образом, в результате численного моделиро-
вания синхронизации мод в лазерном гироскопе, возни-
кающей вследствие захвата частоты мод одного направ-
ления, определено, что при увеличении глубины ампли-
тудной модуляции волн область захвата увеличивается 
(рис. 3). При этом оказалось, что увеличение коэффици-
ентов Ki приводит не только к увеличению области за-
хвата волн одного направления, но и при достаточно 
больших величинах Ki к увеличению захвата волн 
встречного направления (рис. 4), что ухудшает выход-
ную частотную характеристику лазерного гироскопа. 
Таким образом, при минимизации области захвата для 
встречных волн в гироскопе существует оптимальная 
величина коэффициентов связи Ki. 
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Рис. 3. Зависимость области захвата соседних продольных мод от глу-
бины модуляции потерь  при синхронизации продольных мод (при 
моделировании частоты продольных мод брались ~1 Гц) 

 
Рис. 4. Зависимость величины области захвата встречных волн от вели-
чины коэффициентов Ki=K 

 
Рис. 5. Зависимость величины области захвата соседних продольных 
мод от сдвига фазы амплитудной модуляции 

Для максимального подавления внутренних шумов и 
внешних возмущений лазерного гироскопа при синхро-
низации мод требуется максимальная величина связи 
волн одного направления, определяемая областью их 
захвата. В этом случае наиболее устойчивая к внешним 
возмущениям параметров лазера синхронизация мод 
получается при определенном выборе параметров, за-
дающих величину связи продольных мод. Величина 
связи (при моделировании пропорциональна коэффици-
ентам Ki) определяется через нелинейность насыщения 
активной среды при взаимодействии моды и волны бо-
ковой полосы, имеющих одинаковые частоты при син-
хронизации мод. При этом на величину этой связи будет 
влиять как глубина амплитудной модуляции (рис. 3), 
так и сдвиг фазы амплитудной модуляции (рис. 5). По-
лученная нелинейная зависимость (рис. 4) области за-

хвата встречных волн от коэффициентов Ki говорит о 
необходимости работы в области минимума этой зави-
симости и малых значениях Ki, когда увеличение связи 
приводит к более сильному уменьшению области захва-
та для встречных волн. 

III. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА 
Важнейшим фактором, влияющим на точность и 

обеспечивающим работу лазерного гироскопа в линей-
ной области его выходной частотной характеристики, 
является механизм создания частотной подставки. В 
твердотельном лазерном гироскопе проведено исследо-
вание работы системы создания подставки с использо-
ванием фазовой задержки импульсов в электрооптиче-
ском модуляторе. Подача управляющего напряжения во 
время прохождения импульса в модуляторе приводит к 
изменению показателя преломления и к сдвигу частоты 
генерируемого излучения относительно встречной вол-
ны (2, 4). Таким образом, возникает разность частот 
между встречными пучками. Скоростным InGaAs PIN-
фотодиодом с усилителем регистрировались импульсы 
на выходе кольцевого лазера (рис. 6). Далее, для форми-
рования управляющего импульса, сигнал с фотоприем-
ника задерживался таким образом, чтобы показатель 
преломления модулятора достигал максимальной вели-
чины в момент его прохождения импульсом. 

 
Рис. 6. Оптическая схема кольцевого лазерного гироскопа на YAG:Cr4+, 
обеспечивающая создание частотной подставки с помощью электро-
оптического фазового модулятора 
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где ne – показатель преломления необыкновенной вол-
ны, rij – тензор электрооптических коэффициентов, 
r33=30.8*10-12 м/В – электрооптический коэффициент 
для выбранного направления в кристалле LiNbO3), U – 
напряжение на кристалле, l – длина кристалла, λ – длина 
волны, D – толщина кристалла. Для изменения частоты 
генерации при изменении фазы (рис. 7) в кольцевом 
лазере можно записать: 

)(
2

)( U
c

LU 


  .                        (4) 

239



Таким образом, в результате модуляции оптической 
длины резонатора, синхронно с прохождением импуль-
са в модуляторе, создается разность частот генерируе-
мых встречных волн, обеспечивая работу в линейной 
области выходной частотной характеристики. 

 
Рис. 7. Зависимость смещения частоты от напряжения на модуляторе 

Одним из важных факторов, обеспечивающих точность 
лазерного гироскопа, является высокая стабильность пе-
риметра резонатора кольцевого лазера. Для твердотельно-
го лазерного гироскопа для стабилизации частоты генера-
ции рассмотрен метод на основе поглощающей ячейки с 
ацетиленом и системой управления на основе пьезодвига-
телей управляющих длиной резонатора (рис.6, 8, 9).  

 
Рис. 8. Спектр поглощения ацетилена в области 1.5 мкм 

 
Рис. 9. Зависимость коэффициента пропускания излучения лазера  в 
ячейке с ацетиленом от перестройки его частоты  при генерации в мно-
гочастотном режиме. Ширина линии максимума поглощения ~250 МГц 
(линия вблизи 0) 

Моделирование системы стабилизации частоты на 
основе ацетилена с двумя полосами дискретных линий 
поглощения в области длины волны 1.5 мкм показало, 
что, подобрав межмодовое расстояние по частоте, мож-
но получить узкие линии поглощения (~250 МГц, по-
глощение 0.5%), обеспечивающие стабилизацию пери-
метра лазерного гироскопа в многочастотном режиме. 
Изменение поглощения с частотой связано с большим 
или меньшим совпадением частот нескольких продоль-
ных мод с линиями поглощения ацетилена. Хотя изме-
нение поглощения и мало, используя модуляцию излу-
чения и синхронный усилитель можно получить необ-
ходимую величину сигнала. 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В результате расчетов и моделирования определено, 

что для максимального подавления внутренних шумов и 
внешних возмущений лазерного гироскопа при синхро-
низации мод требуется максимальная величина связи 
волн одного направления, определяемая областью их 
захвата. Величина связи определяется нелинейностью 
кросс-насыщения активной среды при взаимодействии в 
ней моды и волны боковой полосы и будет зависеть как 
от глубины, так и от сдвига фазы амплитудной модуля-
ции. Оптимум настройки лежит вблизи малых значений 
и минимума зависимости области захвата от коэффици-
ентов Ki. 

Система стабилизации периметра резонатора на ос-
нове поглощающей ячейки с C2H2 и метод создания ча-
стотной подставки с использованием электрооптическо-
го модулятора, создающего сдвиг фазы в момент про-
хождения импульса, позволяют существенно улучшить 
работу твердотельного лазерного гироскопа. 

В целом, проведенные исследования показали воз-
можность стабильной работы твердотельного лазерного 
гироскопа на YAG:Cr4+ при использовании синхрониза-
ции мод и систем стабилизации периметра и частотной 
подставки с электрооптическим модулятором фазы. 
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Аннотация—Основная цель данной работы – предста-
вить метод точного определения временных задержек из-
мерительных датчиков в инерциальной навигационной 
системе (ИНС) для последующей минимизации методиче-
ских ошибок при решении задачи ориентации или навига-
ции. Предложенный алгоритм может быть использован 
для различных приложений, включая автономную нави-
гацию, управление полетом, системы наведения, ориенти-
рование робототехнических систем, и т.д. Исследование 
временной задержки может пригодиться в задачах синхро-
низации измерений инерциальных датчиков, в оценках на 
предмет стабильности запаздывания, а также при оцени-
вании температурных уходов определяемой величины. В 
качестве основы для исследования взяты испытания мор-
ских систем на килевую/бортовую качки. В ходе исследо-
вания обнаружено, что временные задержки сигнала аксе-
лерометров ИНС превышают время детектирования из-
мерительной информации. В ходе работ исследованы при-
чины возникновения временных задержек в цепи преобра-
зования сигнала акселерометров, чем доказана жизнеспо-
собность предложенной методики. 

Ключевые слова—качка, временные задержки, инерци-
альная навигация, синхронизация датчиков, методические 
ошибки ИНС, акселерометрический тракт. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Инерциальные навигационные системы высокого 

класса точности в настоящее время активно развивают-
ся. Основным преимуществом таких систем, базирую-
щихся только на акселерометрах и гироскопах, является 
полная автономность и независимость от внешних изме-
рителей. Вслед за развитием инерциальных датчиков 
модернизируется и повышаются вычислительные спо-
собности навигационного микропроцессора, что позво-
ляет реализовать перспективные методы обработки из-
мерений [1], повышающие точность навигационного 
решения. Одним из таких способов является повышение 
частоты работы внутренних алгоритмов навигационной 
системы, но при повышении частоты обработки инфор-
мации встает не менее важный вопрос о синхронизации 
инерциальных датчиков между собой. Для навигацион-
ного алгоритма необходимо, чтобы информация, посту-
пающая со всех акселерометров и гироскопов, была из-
мерена максимально единовременно, а с возрастанием 
требований по устойчивости к внешним возмущающим 
факторам и повышением частоты работы бортового алго-
ритма запаздывание датчиков становится существеннее. 

II. МЕТОДИКА ИСПЫТАНИЙ 
Подадим вдоль одной из осей чувствительности ИНС 

угловое синусоидальное воздействие (рис. 1) на имита-

торе движения (ИД). При таком испытании сигнал пере-
грузок, измеренный горизонтальным акселерометром, 
перпендикулярным к оси воздействия, можно преобра-
зовать в угловое положение α(t) ИНС в определенный 
момент времени t. Гироскоп соосный с осью вращения 
будет характеризовать угловую скорость ω(t) ИНС, со-
гласно поданному воздействию. Таким образом, на вы-
ходе имеем два гармонических сигнала, зависимых друг 
от друга через производную по времени α ̇(t)=ω(t). Если 
задать изменение углового положения функцией синуса, 
тогда угловая скорость будет иметь функцию косинуса 
(1), причем одна функция обратима в другую через сдвиг 
на угол 90°, согласно формуле приведения. 

  

где α – измерение углового положения [рад], ω – измере-
ние угловой скорости [рад/с], A – заданная амплитуда 
качки [рад], T – заданный период качки [с], t – момент 
времени [с]. 

В идеальном случае, два сигнала с измерительных 
каналов ИНС будут запаздывать друг от друга на угол 
90°, а отклонение от этого угла будет характеризовать 
величину рассинхронизации наблюдаемых датчиков. 
Величину запаздывания можно определить по (2). 

  

где τ – величина задержки [с], Т – заданный период кач-
ки [c], ∆φ – разница фаз измерений углового положения 
и угловой скорости [рад]. 

При выборе параметров воздействия качки, таких как 
амплитуда и период, необходимо руководствоваться 
ограничениям (3): 

  

Период качки необходимо подбирать с учетом того, 
что он должен быть кратен времени детектирования из-
мерений, так как этого требуют большинство математи-
ческих инструментов: преобразование Фурье, алгоритм 
Герцеля, метод наименьших квадратов и т.д. Амплитуда 
качки выбирается в пределах до 90° – при данном поло-
жении достигается полная перегрузка ускорения свобод-
ного падения. Кроме того, необходимо также опираться 
на передаточные функции используемых датчиков и 
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ограничения имитатора движения. Величина амплитуды 
напрямую влияет на точность определения фазы гармо-
нического сигнала, благодаря изменению соотношения 
сигнал/шум. Для повышения точности расчетов можно 
увеличивать время испытания, увеличивая при этом ко-
личество измеренных полных гармоник сигнала. Усред-
няя, таким образом, расчетные значения по нескольким 
выборкам, возможно подавлять шумовую характеристи-
ку датчиков.  

 
а) Имитатор движения      б) Измеряемый сигнал 

Рис. 1. Пример испытания на килевую качку навигационного изделия. 

Ввиду того что для данной задачи заранее известен 
период гармонического сигнала и нет необходимости 
искать весь спектр частот, то для определения фазы гар-
монического сигнала эффективнее всего использоваться 
алгоритм Герцеля [2] – модификация дискретного пре-
образования Фурье. 

III. РЕЗУЛЬТАТЫ ИСПЫТАНИЙ 
Для испытаний выбраны режимы бортовой и килевой 

качки с амплитудами 5°, 10°, 20° и периодами 1с, 3.125с, 
6.25с соответственно. Общее время испытаний 
составляет 10 минут. Алгоритм Гёрцеля позволяет 
оперировать сразу со всем массивом гармонического 
сигнала, однако расчет задержки производится отдельно 
по каждой из гармоник, а затем значение усредняется по 
всем выборкам (гармоникам). Данный подход позволяет 
оценить разброс определяемой величины τ (рис. 2). 
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Рис. 2. Расчетные значения задержек датчиков при бортовой и 
килевой качках 

Результаты расчетов запаздывания инерциальных 
датчиков сведены в табл. I и II, как видно, из данных 
таблиц величина задержки определяется с точностью до 
1 мкс, однако сравнивая различные режимы качки дан-
ная задержка может изменяться в пределах до 10 мкс – 
это может быть связано с температурными уходами или 
прочими нестабильностями системы. 

ТАБЛИЦА I.  СРАВНЕНИЕ ПРИ РАЗЛИЧНЫХ ЗАДАННЫХ УСЛОВИЙ 
БОРТОВОЙ КАЧКИ 

А, ° T, c n 
Бортовая качка  
ДУС(х) и АКС(z) 

τ, мкс ±3σ(τ) ±3σ(τ)/√k 

5 1 590 778 23.9062 0.988 

10 3.125 180 781 12.7125 0.950 

20 6.25 90 784 7.7812 0.819 

ТАБЛИЦА II.  СРАВНЕНИЕ ПРИ РАЗЛИЧНЫХ ЗАДАННЫХ УСЛОВИЙ 
КИЛЕВОЙ КАЧКИ 

А, ° T, c n 
Килевая качка  

ДУС(z) и АКС(x) 
τ, мкс ±3σ(τ) ±3σ(τ)/√k 

5 1 590 769 24.281 1.000 

10 3.125 180 772 11.512 0.856 

20 6.25 90 774 7.500 0.788 

IV. ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАПАЗДЫВАНИЯ 
Для верификации расчетного значения временной за-

держки акселерометров была исследована вся цепочка 
преобразования сигнала акселерометров (рисунок 3). 

 

Рис. 3. Звенья преобразования сигнала 

АКС – входные показания акселерометра, ФНЧ – 
фильтр нижних частот, ОУ – операционный усилитель, 
АЦП – аналого-цифровой преобразователь, МК – микро-
контроллер, SPI – выходной интерфейс передачи данных. 

Для определения временных задержек на каждом из 
звеньев цепи преобразования сигнала акселерометра, на 
вход по каналу оси Х подавалось ступенчатое воздей-
ствие и с помощью внешнего аналого-цифрового преоб-
разователя (АЦП) записывались данные входа и выхода 
определенного звена (рис. 4). Реакция выходного сигна-
ла по отношению к входному будет определять искомую 
величину – постоянную времени. 

Постоянная времени, характеризующая длительность 
протекания переходного процесса при ступенчатом воз-
действии, обычно определятся промежутком времени, в 
течении которого реакция схемы достигает 1-1/е ≈63,2% 
от своего конечного значения [3]. 

По результатам исследования каждого из звеньев 
общей цепочки преобразования сигнала акселерометров 
обнаружены задержки в фильтре нижних частот порядка 
221 мкс и в аналого-цифровом преобразователе систем-
ной платы порядка 562 мкс. Операционный усилитель, 
работающий в режиме повторителя, и микроконтроллер, 
основная задача которого – суммирование измерений от 
АЦП, задержек в работу системы не вносят. Суммарная 
задержка 562 (АЦП) + 221 (ФНЧ) = 783 мкс совпадает с 
результатами Таблиц I и II, что подтверждает возмож-
ность использования методики по определению задер-
жек в ИНС. 
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а) Задержка в сигнале ФНЧ 

 
б) Задердка в сигнале ОУ 

 
в) Задержка в сигнале АЦП 

 
г) Задержка в сигнале МК 

Рис. 4. Переходные процессы в звеньях преобразования сигнала 
акселерометра 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Описанная методика позволила определить конкрет-

ные значения времени запаздывания акселерометров 
относительно гироскопов с точностью до 1-10 мкс. По-
лученные по данной методике временные задержки, раз-
ложены на составляющие звенья. В результате исследо-
вания звеньев общей цепи преобразования акселеромет-
ра показана жизнеспособность изложенного испытания и 
верифицированы полученных значения. Данная методи-
ка может быть использована при разработке системы для 
обеспечения максимальной синхронизации инерциаль-
ных датчиков, что позволит дольше удерживать требуе-
мые точности в инерциальном режиме 
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Аннотация—В докладе рассмотрена универсальная 

методика контроля блоков чувствительных элементов для 
БИНС путем введения комплексного параметра в услови-
ях производства на предприятии-изготовителе и на вход-
ном контроле на предприятии-потребителе перед установ-
кой в систему управления космического корабля. Предло-
жена методика проверки комплексного параметра, обос-
нование величины допуска на этот параметр. Методика 
подтверждена многолетними результатами летных испы-
таний космических кораблей «Союз» и «Прогресс». 

Ключевые слова—методика, комплексный параметр, 
блок измерителей угловой скорости, блок измерителей 
линейного ускорения, гироскоп, акселерометр, летные ис-
пытания. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Блоки чувствительных элементов (БЧЭ) для бесплатфор-

менных инерциальных навигационных систем (БИНС), содер-
жащие в качестве инерциальных чувствительных элементов 
(ИЧЭ) измерители угловых скоростей (ИУС) и измерители 
кажущихся ускорений (ИКУ), оси чувствительности (ОЧ) ко-
торых ориентированы неортогонально, т.е. расположены под 
определенными углами к осям системы координат, связанной с 
летательным аппаратом, получили широкое распространение в 
системах управления (СУ) ракетно-космической техники, что 
нашло отражение в фундаментальных научных работах, по-
свящённых данной тематике [1, 2, 5, 13]. 

Неортогональная ориентация измерительных осей БЧЭ 
выбирается разработчиком на основе многочисленных вариан-
тов с учетом обеспечения заданных габаритно-массовых ха-
рактеристик [3, 4]. В настоящее время отечественное приборо-
строение располагает значительным количеством типов ИУС и 
ИКУ, таких как поплавковые, волоконно-оптические (ВОГ), 
лазерные (ЛГ), волновые твердотельные (ВТГ) гироскопы, 
гироскопы на основе явления ядерного магнитного резонанса 
(ЯМГ), поплавковые маятниковые акселерометры, струнные 
маятниковые акселерометры, кварцевые маятниковые акселе-
рометры (КМА), кремниевые маятниковые акселерометры, а 
также различные типы микромеханических гироскопов и аксе-
лерометров, которые могут быть использованы в качестве пер-
вичных измерителей в БЧЭ с неортогональной ориентацией 
ОЧ для БИНС [6, 12, 14]. Компоновка избыточной БИНС с 
неортогональной ориентацией ОЧ может быть в виде отдель-
ных блоков чувствительных элементов ИУС и ИКУ, либо в 
виде блока, содержащего одновременно и те, и другие измери-
тели вместе с бортовым процессором [12]. Выбор компоновки 
и типа первичного измерителя при конструировании БИНС 
определяется, прежде всего, соответствием его точностных и 
эксплуатационных характеристик требованиям системы 
управления (СУ), приведенным в техническом задании (ТЗ) на 
проектирование прибора. 

Основными требованиями к навигационным системам из-
делий ракетно-космической техники являются: высокая точ-

ность измерения проекций вектора угловой скорости и проек-
ций вектора линейного ускорения; высокая надежность (рабо-
та при трех отказах); высокая временная стабильность пара-
метров. 

Избыточные БЧЭ обладают структурной надёжностью, под 
которой понимают формирование в системе дополнительной 
информации, позволяющей при наличии отказа в одном из 
измерительных каналов (ИК) на основе избыточности инфор-
мации получать достоверные данные о действующих на объ-
ект угловой скорости и кажущегося ускорения. Такие системы, 
например, состоящие из 6-ти ИУС или ИКУ позволяют опре-
делить до 2-х каналов, выдающих ошибочную информацию. 
Вместе с тем, при проектировании, изготовлении и контроле 
избыточного БЧЭ возможность оперативного высокоточного 
контроля параметров БЧЭ при проведении входного контроля 
на предприятии-потребителе перед установкой на изделие, 
учитывая сложность и трудоёмкость проверки параметров 
блоков с неортогональной ориентацией измерительных осей 
играет важную роль. 

Предлагаемый доклад посвящен разработке универсальной 
методики проектирования и контроля избыточных БЧЭ для 
БИНС с неортогональной ориентацией измерительных осей, 
используемой на всех этапах проверки прибора, вплоть до 
лётных испытаний, включая проверки параметров приборов 
при изготовлении и перед установкой в СУ космического ко-
рабля (КК) и анализу сохранения значений параметров БЧЭ до 
и после летных испытаний. В качестве апробации методики 
были использованы блоки чувствительных элементов для си-
стемы управления космическими кораблями «Союз» и «Про-
гресс»: шестиосный блок измерителей угловых скоростей – 
прибор ИУС-М на поплавковых измерителях угловой скорости 
[9], разработанный по техническому заданию РКК «Энергия» 
в 2006 году, и блок измерителей линейного ускорения – при-
бор БИЛУ с аналоговой и цифровой системами управления, 
использующийся в СУ КК «Союз» и «Прогресс» с 2002 года 
по настоящее время [7 – 11]. Необходимость разработки мето-
дики была обусловлена спецификой применения БЧЭ с неор-
тогональной ориентацией ОЧ в системе управления КК «Со-
юз» и «Прогресс», заключающейся в том, что в бортовую ЭВМ 
СУ КК вносятся параметры для каждой измерительной оси 
БЧЭ. Так, например, для прибора БИЛУ для каждой из 6-ти 
измерительных осей в формуляр прибора записывают, а далее 
прошивают в память бортовой ЭВМ значения масштабного 
коэффициента, систематической составляющей нулевого сиг-
нала и двух углов ориентации ОЧ относительно осей базовой 
системы координат. Для шестиосного БЧЭ – это 24 параметра. 
Измерение каждого из этих параметров на предприятии-
изготовителе требует больших затрат времени и использования 
сложного оборудования, обеспечивающего заданную точность 
измерения. Проверка такого измерителя на входном контроле 
на предприятии-потребителе перед установкой на объект 
очень затруднена и ответственна, поскольку нужно проверить 
данные формуляра, вносимые в память бортовой ЭВМ. Ком-
плексный параметр, вводимый для проверки соответствия всех 
параметров БЧЭ установленным значениям допусков, гаранти-
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рует соответствие фактических значений, вносимых в форму-
ляр прибора параметров, этим допускам, поскольку на ком-
плексный параметр оказывают одновременно влияние по-
грешности всех 24 упомянутых выше параметров, а сам ком-
плексный параметр в качестве эталонного значения использует 
известную с высокой точностью величину модуля вектора 
ускорения силы тяжести или угловой скорости вращения Зем-
ли. Введение комплексного параметра улучшает оператив-
ность контроля за счет исключения проверки каждого измери-
тельного канала в отдельности и существенно экономит время 
испытаний: вместо 1 недели – несколько часов. Например, 
если прибор БИЛУ с помощью кронштейна (рис. 1) устанав-
ливать последовательно в три взаимно ортогональные положе-
ния (рис. 2 - 4), при которых каждая из трёх базовых осей ко-
ординат X, Y, Z поочерёдно ориентируется вдоль вертикали 
места, в каждом положении измерять выходную информацию 
с 6-ти измерительных осей и знать их направляющие косину-
сы относительно оси X (либо Y, Z), то можно восстановить 
значение модуля вектора ускорения силы тяжести в месте кон-
троля, а также рассчитать погрешность  его измерения. Отли-
чие восстановленного значения от известного и будет ком-
плексным параметром. В указанную погрешность войдут все 
погрешности 24-х параметров. Аналогичная методика исполь-
зуется для прибора ИУС-М, где в качестве эталонного значе-
ния используется угловая скорость вращения Земли.  

 
Рис. 1. Кронштейн для установки БИЛУ в ориентированные положения 

 

Рис. 2. Положение X 

 
Рис. 3. Положение Y 

 
Рис. 4. Положение Z 

Контроль БЧЭ производится при помощи разработанного 
программно-математического обеспечения [15, 16]. Разрабо-
танная методика носит общий характер и может быть приме-
нена для любых типов первичных измерителей угловой скоро-
сти и линейного ускорения в БИНС. С 2002 по 2022 год она 
была апробирована при применении прибора БИЛУ с аналого-
вой и цифровой системами управления на 86 космических 
кораблях «Союз-ТМА», «Союз-МС» и «Прогресс-МС». 

II. ОПИСАНИЕ БЧЭ, ВХОДЯЩИХ В СОСТАВ БИНС  
КК «СОЮЗ» И «ПРОГРЕСС» 

БЧЭ, для которых применялась разработанная методика – 
это шестиканальный блок ИУС с неортогональной ориентаци-
ей ОЧ - прибор ИУС-М (рис. 5, рис. 7)., чувствительными эле-
ментами которого являются безобогревные ДУС поплавкового 
типа, и шестиканальный блок ИКУ с неортогональной ориен-
тацией ОЧ - прибор БИЛУ (рис. 6, рис. 8). Его чувствительны-
ми элементами являются КМА.  

                      

Рис. 5. Прибор ИУС-М Рис. 6. Прибор БИЛУ 

         

Рис. 7. Ориентация ОЧ прибора 
ИУС-М 

Рис. 8. Ориентация ОЧ прибора 
БИЛУ 

Оба прибора разработаны на предприятии ПО «Корпус» 
(г. Саратов) по техническому заданию РКК «Энергия» [8, 10, 11]. 

Прибор БИЛУ относится к измерителям навигационного 
класса точности, а ИУС-М - среднего класса точности. Не-
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смотря на это, методика проектирования и контроля БЧЭ, даже 
в случае применения в качестве ИЧЭ измерителей другого 
класса,  например, ВОГ, ВТГ или ЛГ в ИУС, кремниевых или 
струнных акселерометров в ИКУ, останется неизменной. 

III. ОПИСАНИЕ МЕТОДИКИ 
Методика контроля комплексного параметра избыточного 

БЧЭ на примере приборов ИУС-М и БИЛУ в виде блок схемы 
расчёта комплексного параметра показана на рис. 9. 

 
Рис. 9. Блок схема расчёта комплексного параметра 

При помощи Эйлеровых разворотов выводится матрица 
направляющих косинусов (МНК) «А» для измерительных осей 
прибора.  
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Углы ориентации измерительных осей относительно базо-
вых координат: i=3515’52”, I = 0, 2 = 60, 3 = 120, 4= 
180, 5 = 240, 6 = 300. 

Далее рассчитывается псевдообратная матрица М: 

М=(АТА)-1АТ,                                      (1) 
Комплексный параметр для прибора ИУС-М, для трёх по-

ложений прибора X, Y и Z относительно базовой системы ко-
ординат, %: 
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где ωземли – угловая скорость вращения Земли для места кон-
троля параметров прибора; m – элементы псевдообратной 
матрицы М; ωXi, ωYi, ωZi– проекция вектора угловой скорости 
вращения Земли на i–ю измерительную ось прибора при уста-
новке в положение X, Y и Z соответственно, где для положе-
ния X: 

߱௫ = ൫ И݂К௫
Земли − д݂рИК൯ ∙ 	ഥெܭ) )ИК, …",                     (3) 

где И݂К௫
Земли – измеренное значение проекции вектора угловой 

скорости Земли на i–ю измерительную ось прибора при уста-
новке в положение X, Гц; д݂рИК – систематическая составля-

ющая нулевого сигнала, Гц; (ܭഥெ	 )ИК – масштабный коэффици-
ент,…"/бит. 

Аналогично для положений Y и Z. 

Комплексный параметр для прибора БИЛУ, для трёх поло-
жений прибора X, Y и Z относительно базовой системы коор-
динат, %: 

100)(
616515414313212111 

g
ggmgmgmgmgmgmg xxxxxx

x
 ; 

100)(
626525424323222121 




g
ggmgmgmgmgmgmg yyyyyy

y
 ; (4) 

100)(
636535434333232131 

g
ggmgmgmgmgmgmg zzzzzz

z
 , 

где g - ускорение силы тяжести для места контроля параметров 
прибора: m – элементы псевдообратной матрицы М; gXi, gYi, gZi – 
проекция модуля вектора ускорения силы тяжести на i–ю из-
мерительную ось прибора при установке в положение X, Y и Z 
соответственно, где для положения X: 

g
௫
= ൫ ௫݂

	 – ்݂ 
ଵ	мин൯ ∙ (

ഥಾ)


, g,                              (5) 

где ௫݂
	  – значение проекции вектора ускорения силы тяжести 

на i-ю измерительную ось прибора при установке в положение 
X, Гц.; ்݂ 

ଵ	мин – систематическая составляющая нулевого сиг-
нала i-го ИК, Гц; (ܭഥெ)- среднее значение масштабного коэф-
фициента i-го ИК во всём диапазоне измерения линейного 
ускорения, мм/сбит; g – ускорение силы тяжести в месте, где 
проводятся испытания прибора, мм/c2. 

Аналогично для положений Y и Z. 

Формирование допуска на комплексный параметр осу-
ществляется на этапе проектирования [17]. Исходными дан-
ными являются значения параметров из формуляра на прибор, 
вносимые в память бортовой ЭВМ. На базе этих значений в 
СУ решаются навигационные задачи. Системе управления 
комплексный параметр не нужен, он нужен для эффективного 
входного контроля прибора, но необходимо гарантировать, что 
если комплексный параметр БЧЭ соответствует норме, то все 
формулярные значения не имеют отклонений, превышающих 
допуск на их временную стабильность, заданную в ТЗ. Требо-
вания к временной стабильности обычно на порядок или на 
два порядка превышают допуск на сам параметр. Например, 
для прибора БИЛУ, если допуск на величину систематической 
составляющей нулевого сигнала задают 0,002 g, то допуск на 
временную стабильность 0,0001 g. При выборе на этапе про-
ектирования допуска на комплексный параметр разработчик 
должен руководствоваться, с одной стороны, необходимостью 
гарантировать при соответствии комплексного параметра 
установленной норме соответствие всех записанных в форму-
ляр параметров не только допускам, но и требованиям к их 
временной стабильности, т. е. гарантировать, что фактическое 
значение параметра отклонилось от формулярного значения не 
более, чем на допуск на его временную стабильность. С дру-
гой стороны, разработчик не может доводить допуск на ком-
плексный параметр до значений, которые не могут быть до-
стигнуты практически. Поэтому самым целесообразным мето-
дом, который может быть рекомендован и получил практиче-
скую реализацию в приборе БИЛУ, является метод выбора из 
всех параметров, входящих в формирование комплексного 
параметра, параметра, имеющего тенденцию к наибольшей 
временной нестабильности. Анализ статистических данных по 
результатам изготовления как ИУС, так и ИКУ показывает, что 
наибольшей временной нестабильностью характеризуется 
систематическая составляющая нулевого сигнала первичных 
измерителей. Например, стабильность нулевого сигнала КМА 
зависит от нестабильности моментов тяжения, которые имеют 
механическую и электрическую природу, т.е.  неравномерно-
сти толщины напыления хромового и золотого покрытия пла-
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стины, неплоскостности поверхности пластин, непараллель-
ности двух плоскостей пластины, сжимаемых при сборке ак-
селерометра. Масштабный коэффициент того же КМА, а так-
же и ДУС-а обладает высокой временной стабильностью, т. к. 
зависит только от стабильности магнитоэлектрической систе-
мы. Углы ориентации измерительных осей определяются точ-
ностью изготовления деталей конструкции, их временная ста-
бильность очень высокая, поэтому при назначении допуска на 
комплексный параметр могут не рассматриваться. 

Таким образом, для задания допуска на комплексный па-
раметр на этапе проектирования прибора рекомендуется сле-
дующая методика: 1) задают изменение значения систематиче-
ской составляющей нулевого сигнала каждого измерительного 
канала БЧЭ на величину его допустимой временной неста-
бильности; 2) по методике, представленной выше, с помощью 
специального ПМО рассчитывают массив значений комплекс-
ного параметра; 3) выбирают в качестве допуска наибольшее 
из полученных значений. 

В результате применения разработанной методики к при-
борам ИУС-М и БИЛУ получили значение допуска на ком-
плексный параметр 0,05 %. 

Таким образом, введение комплексного параметра приво-
дит к следующим практическим результатам: 

1) существенно повышает оперативность и качество 
контроля БЧЭ. 

2) даёт получение большей информации при мень-
ших затратах времени на контроль прибора при 
входном контроле на предприятии – потребите-
ле: вместо одной недели - 3 часа; 

3) упрощает и удешевляет входной контроль при-
бора за счёт исключения необходимости исполь-
зования сложного оборудования. 

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЙ ПРОВЕРКИ 
РАЗРАБОТАННОЙ МЕТОДИКИ 

Прибор БИЛУ освоен на предприятии в рамках модерни-
зации транспортной системы по программе МКС.  

В табл. 1 и табл. 2 показаны экспериментальные исследо-
вания, проводимые на одном приборе БИЛУ до и после лёт-
ных испытаний,  возвращённом на предприятие после завер-
шения эксплуатации в составе СУ космического корабля «Со-
юз МС-14» №743. 

ТАБЛИЦА 1. СТАТИСТИЧЕСКАЯ ОБРАБОТКА ЗНАЧЕНИЙ КОМПЛЕКСНОГО 
ПАРАМЕТРА ПРИБОРА БИЛУ ДО И ПОСЛЕ ЛЁТНЫХ ИСПЫТАНИЙ, % 

Допуск ±0,050 
Математическое ожидание М –0,012 
Среднеквадратическое отклонение σ 0,0036 
М±3σ –0,0228 ÷ –0,0013 
М±2σ –0,0192 ÷  -0,0049 
М±σ –0,0156 ÷ –0,0085 

ТАБЛИЦА 2. ИЗМЕНЕНИЕ КОМПЛЕКСНОГО ПАРАМЕТРА ПОСЛЕ ЛЁТНЫХ 
ИСПЫТАНИЙ ПО ОТНОШЕНИЮ К ФОРМУЛЯРНОМУ ЗНАЧЕНИЮ, % 

Допуск ±0,05 
Математическое ожидание М –0,0003 
Среднеквадратическое отклонение σ 0,001 
М±3σ –0,003854 ÷ 0,003254 
М±2σ –0,002669 ÷ 0,002069 
М±σ –0,001484 ÷ 0,000885 

 
В табл. 3 приведена статистическая обработка значений 

комплексного параметра партии приборов БИЛУ в количестве 
28 шт., изготовленных филиалом АО "НПЦАП" - "ПО "Кор-
пус" в 2018-2022гг. 

ТАБЛИЦА 3. СТАТИСТИЧЕСКАЯ ОБРАБОТКА ЗНАЧЕНИЙ КОМПЛЕКСНОГО 
ПАРАМЕТРА ПАРТИИ ПРИБОРОВ БИЛУ В КОЛИЧЕСТВЕ 28 ШТ., % 

Допуск ±0,050 
Математическое ожидание М –0,014 
Среднеквадратическое отклонение σ 0,0086 
М±3σ –0,0271 ÷ –0,0243 
М±2σ –0,0185 ÷  -0,0158 
М±σ –0,0100 ÷ –0,0072 

 

В табл. 4 показаны значения комплексного параметра при-
боров БИЛУ, полученные на входном контроле в РКК «Энер-
гия» перед установкой на борт КК №743-№750. 

ТАБЛИЦА 4. ЗНАЧЕНИЯ КОМПЛЕКСНОГО ПАРАМЕТРА ПРИБОРОВ БИЛУ, 
ПОЛУЧЕННЫЕ НА ВХОДНОМ КОНТРОЛЕ В РКК «ЭНЕРГИЯ» ПЕРЕД 

УСТАНОВКОЙ НА БОРТ КК №743-№750 

№ 
КК 

Комплексный параметр, % 
Положение X Положение Y Положение Z 

743 0.008 0.023 0.021 
744 0.015 0.028 0.029 
745 0.001 0.011 0.007 
746 0.011 0.015 0.009 
747 0.008 0.003 0.010 
748 0.029 0.026 0.017 
749 0.003 0.002 0.010 
750 0.006 0.004 0.004 

 
Использование математического моделирования, разрабо-

танных методик и специального ПМО на всех этапах проекти-
рования и изготовления приборов позволило значительно по-
высить качество и надёжность избыточных БЧЭ, что подтвер-
ждают итоги практического внедрения БИЛУ [7, 11, 14, 15, 
17]. За 20 лет полётов не было даже ни одного сбоя в работе 
приборов, не говоря уже об отказе. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В результате проведенной работы были получены следу-

ющие результаты. 

1) Введён комплексный параметр, проверка которо-
го позволяет гарантировать соответствие уста-
новленным допускам всех параметров БЧЭ, вне-
сенных в формуляр на прибор и в дальнейшем 
прошиваемых в память бортовой ЭВМ. Проведе-
на практическая реализация и внедрение ком-
плексного параметра и специального ПМО для 
проведения входного контроля на предприятии-
потребителе - РКК «Энергия» (г. Королёв Мос-
ковской обл.). 

2) Разработана методика формирования допуска на 
комплексный параметр на этапе проектирования 
на основе допусков, заданных в технических 
условиях на прибор в соответствии с техниче-
ским заданием. 

Таким образом, предложена методика контроля блоков 
чувствительных элементов для БИНС с неортогональной ори-
ентацией осей чувствительности, эффективность которой под-
тверждена результатами лётных испытаний более чем 80-ти 
приборов. 
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Аннотация—В работе рассмотрено влияние геометри-

ческих погрешностей имитаторов движения на калибров-
ку инерциальных измерителей навигационных систем. В 
качестве погрешностей рассмотрены углы, характеризу-
ющие неточность установки прибора на платформе стенда 
и углы, характеризующие отклонение осей вращения ими-
татора движения от географической системы координат. 
Приведены математические модели инерциальных датчи-
ков и имитатора движения, результаты моделирования на 
трёхосном и двухосном стендах. Приведены результаты 
моделирования с использованием экспериментальных 
данных с учетом уточнения калибровочных коэффициен-
тов инерциальных датчиков. 

Ключевые слова—калибровка, бесплатформенная инер-
циальная навигационная система, акселерометр, гироскоп, 
погрешность, имитатор движения. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Вопрос о высокой точности инерциальных навигаци-

онных систем представляет особую актуальность благо-
даря повышенному интересу к навигации без использо-
вания информации глобальных навигационных спутни-
ковых систем [1]. Точность инерциальных систем в 
большей степени зависит от стабильности выходных 
характеристик инерциальных данных и качества прове-
дения калибровки. В процессе калибровки инерциально-
го измерительного блока, обычно состоящего из триады 
акселерометров и триады гироскопов, определяются си-
стематические погрешности датчиков по заранее вы-
бранной модели ошибок. При выборе модели погрешно-
стей инерциальных измерителей необходимо учитывать 
конструктивные особенности и условия эксплуатации 
прибора, такие как, например, наличие широкого диапа-
зона изменения температур при отсутствии систем тер-
мостатирования, расположение измерительного блока 
относительно центра масс подвижного объекта и другие. 
Кроме того, на качество проведения процесса калибров-
ки влияют несовершенства стендового оборудования. В 
качестве стендового оборудования чаще всего исполь-
зуются одноосные, двухосные и трёхосные имитаторы 
движения.  

Несмотря на то, что уделяется большое внимание ка-
либровке на грубых стендах [3, 4, 8, 9], актуальность 
использования точных наклонно-поворотных стендов 
остается высокой. Наклонно-поворотные столы исполь-
зуют не только как оборудование для калибровки, но и в 
качестве стендов для приемо-сдаточных испытаний, что 
в свою очередь выдвигает требования к точности обору-
дования при производстве точных инерциальных нави-
гационных систем. Следовательно, одна из причин ис-
пользования точных стендов – это унификация испыта-
тельного и калибровочного оборудования. Унификация 

позволяет снизить номенклатуру оборудования и как 
следствие снижает затраты на обслуживание. Анализ 
телеметрии, полученной при испытаниях инерциальных 
датчиков на стендовом оборудовании, показал, что ими-
таторы движения имеют геометрические погрешности, 
которые могут возникать вследствие различных причин, 
например, из-за структурно-неустойчивого грунта места. 
Целью данной работы является изложение результатов 
исследований, посвященных проблеме наличия геомет-
рических погрешностей имитаторов движения, применя-
емых при калибровке инерциальных измерительных 
блоков, и влиянию этих погрешностей на точность про-
ведения процедур калибровки. 

II. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ИНЕРЦИАЛЬНЫХ ДАТЧИКОВ 
И ИМИТАТОРА ДВИЖЕНИЯ 

A. Математическая модель инерциальных датчиков 
Инерциальными измерителями навигационной си-

стемы являются акселерометры и гироскопы. В качестве 
инструментальных систематических погрешностей бу-
дут рассмотрены погрешности масштабных коэффици-
ентов, смещения нулевого сигнала и отклонения осей 
чувствительности датчиков от осей приборного трёх-
гранника, ориентация которого принимается в качестве 
ориентации навигационной системы. Математическая 
зависимость рассматриваемых погрешностей акселеро-
метров представлена выражением (1) 

0 0 1
0 0 1 ,
0 0 1

X X XY XZ X X X

Y Y YX YZ Y Y Y

Z Z ZX ZY Z Z Z

A n n
A n n
A n n

    
    

    

             
                             
                        

 
(1) 

где , ,X Y ZA A A  – измерительные показания триады акселе-
рометров; , ,X Y Zn n n  – составляющие перегрузки измери-
тельного модуля в проекции на оси чувствительности 
акселерометров; , ,X Y Z    – значения масштабных ко-
эффициентов акселерометров; , ,X Y Z    – погрешности 
типа смещения нуля; , , , , ,XY XZ YX YZ ZX ZY       – пере-
косы осей чувствительности акселерометров; 

, ,X Y Zn n n    – неучтенные случайные составляющие по-
грешности. Предполагается, что математическая зависи-
мость погрешностей гироскопов аналогично зависимо-
сти погрешностей акселерометров включает в себя по-
грешности типа смещения нуля, ошибки, вызванные не-
точностью определения масштабного коэффициента и 
перекосов осей чувствительности, а также случайные 
составляющие погрешности. 

Для простоты приборную систему координат привязы-
вают к осям чувствительности двух базовых акселеромет-
ров, тем самым уменьшают количество оцениваемых ка-
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либровочных параметров ( 0XY XZ YZ        ) [2, 3, 4]. 
Однако, как показали практические испытания, выбранная 
плоскость, образованная осями чувствительности базовых 
акселерометров, не остается постоянной при широком 
температурном диапазоне работы изделия, что приводит к 
ошибкам привязки бесплатформенной инерциальной 
навигационной системы к конечному объекту. Для исклю-
чения ошибки привязки в данном исследовании был вы-
бран общий случай, при котором перекосы осей чувстви-
тельности инерциальных датчиков рассматриваются отно-
сительно модельного ортогонального приборного трех-
гранника ( 0, 0, 0XY XZ YZ        ) [5, 6, 7]. 

B. Погрешности имитатора движения 
Для исследования геометрического несовершенства 

имитатора движения предлагается модель погрешностей 
трёхосного стенда, учитывающая неточность установки 
прибора на платформе стенда (рис. 2) и перекосы, харак-
теризующие отклонение осей вращения имитатора дви-
жения от идеального положения в инерциальном про-
странстве (рис.1). На рис. 1–2 приняты обозначения: (N, 
Up, E)Т – трехгранник, характеризующий географиче-
скую систему координат (ГСК), оси ориентированы по 
сторонам света; (XОС, YОС, ZОС)Т – оси, связанные с ося-
ми вращения стенда; (XП, YП, ZП)Т – оси, связанные с 
прибором.  

 

Рис. 1. Отклонение осей вращения имитатора движения от ГСК 

В процессе штатной калибровки по прямым измере-
ниям оцениваемые калибровочные коэффициенты аксе-
лерометров и смещения нулей гироскопов определяются 
в статических положениях прибора, а остальные калиб-
ровочные коэффициенты гироскопов определяются в 
динамическом режиме. Используя калибровку по пря-
мым измерениям, возможно получить аналитические 
выражения, независящие от погрешностей имитатора 
движения, для масштабных коэффициентов и смещения 
нулей акселерометров и гироскопов. Выражения для 
перекосов осей чувствительности акселерометров и ги-
роскопов имеют зависимость от погрешностей стенда, 
при этом выражения для оценки перекосов осей чув-
ствительности датчиков угловой скорости зависят толь-
ко от углов, соответствующих перекосам установки при-
бора на планшайбе ( ', '  ), а выражения для оценки 
перекосов осей чувствительности акселерометров зави-
сят от углов, соответствующих перекосам установки 
прибора на планшайбе ( ', '  ), и углов, характеризую-
щих погрешность установки стенда в плоскости гори-
зонта ( ,ОС ОС  ). Анализ полученных выражений пока-
зал, что при наличии погрешностей имитатора движения 

возникает рассогласование показаний инерциальных 
датчиков: привязка калибровочных коэффициентов ги-
роскопов к осям стенда, а калибровочных коэффициен-
тов – к вектору ускорения силы тяжести.  

 

Рис. 2. Неточность установки прибора на платформе стенда (планшайбе) 

Значения углов отклонения осей вращения имитатора 
движения от идеального положения в инерциальном 
пространстве могут быть получены на стадии периоди-
ческой аттестации наклонно-поворотных столов и могут 
быть учтены в калибровочных коэффициентах. 

III. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
Для подтверждения полученных аналитических зави-

симостей было проведено моделирование показаний 
инерциального модуля с учетом погрешностей наклон-
но-поворотного стола в соответствии с планом штатной 
калибровки. Математическое моделирование подтверди-
ло предполагаемое влияние погрешностей стенда, в 
частности, влияние на значения перекосов осей чувстви-
тельности. Для оценки качества проведения калибровки 
можно проанализировать проекции линейного ускорения 
или горизонтальной скорости в горизонтально-
географической системе координат [11] с учетом калиб-
ровочных коэффициентов, полученных по прямым из-
мерениям инерциальных датчиков. В некоторых науч-
ных трудах эта методика называется косвенный метод 
калибровки [3, 10]. Математическое моделирование дан-
ного метода показало, что полученные невязки коррели-
руют с углами отклонения осей вращения имитатора 
движения от идеального положения в инерциальном 
пространстве, а углы, соответствующие перекосам уста-
новки прибора на планшайбе, не наблюдаемы.  

Так как углы, соответствующие отклонению осей вра-
щения имитатора движения от идеального значения, непо-
средственно присутствуют в выражениях калибровочных 
параметров акселерометров, то сведение калибровочных 
коэффициентов к акселерометрам неверно с точки зрения 
взаимозаменяемости изделия на объекте, так как не будет 
повторяемости привязки посадочной поверхности к инер-
циальным датчикам, а привязка будет зависеть от невы-
ставки стенда. В связи с этим предлагается приводить све-
дение к осям гироскопов, которые привязываются к орто-
гональным осям поворотного стенда. 

Анализ математического моделирования с использо-
ванием экспериментальных данных по косвенному ме-
тоду показал, что существуют дополнительные невязки, 
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предположительно зависящие от индивидуальных осо-
бенностей инерциальных датчиков или неактуальных 
метрологических данных аттестации стенда. Используя 
эти невязки, можно доуточнить коэффициенты, рассчи-
танные по прямым измерениям. Для апробации доуточ-
ненных калибровочных коэффициентов проведен сле-
дующий эксперимент – изделие устанавливается в гори-
зонте в статическое положение на 15 минут, далее со-
вершается поворот по углу курса на 45 градусов и снова 
фиксируется в статическом положении на 15 минут. Так 
совершается полный оборот на 360 градусов. По полу-
ченным записям инерциальных датчиков рассчитывается 
уход координат по северной и восточной составляющей 
инерциального навигационного решения. Применение 
доуточненных калибровочных коэффициентов позволи-
ло уменьшить максимальное отклонение координат на 
40% относительно отклонения координат с использова-
нием калибровочных коэффициентов, рассчитанных по 
штатной калибровке. 

Косвенный метод калибровки подразумевает враще-
ние вокруг каждой из осей триады инерциальных датчи-
ков при ее горизонтальном расположении. Эту програм-
му испытаний без переустановки прибора на планшайбе 
возможно провести только на трехосном наклонно-
поворотном столе. Если для косвенного метода приме-
нять одноосные или двухосные стенды и проводить ка-
либровку на различных температурных режимах, то 
время калибровки увеличится в два-три раза. Математи-
ческое моделирование показало эффективность метода 
косвенной калибровки, благодаря чему было принято 
решение адаптации данного метода к производственным 
особенностям. К производственным особенностям мож-
но отнести, например, большой парк двухосных пово-
ротных столов с термокамерой. Наличие термокамеры, в 
свою очередь, позволит проводить докалибровку не 
только в нормальных климатических условиях, но и на 
других температурных калибровочных точках. Для этого 
был разработан план из 12 разворотов вокруг оси, распо-
ложенной горизонтально. Для наблюдаемости всех пере-
косов необходимо дважды расположить каждую из осей 
триады в горизонтальную плоскость и совершить два 
разворота на 180 градусов. Для каждого разворота фор-
мируются аналитические выражения как разность сред-
них значений проекций кажущегося ускорения по гори-
зонтальным осям в заданных положениях в конце и в 
начале разворота. Полученные выражения являются ли-
нейными зависимостями от смещения нулей акселеро-
метров, погрешности масштабного коэффициента гиро-
скопов и разности перекосов осей чувствительности ги-
роскопов и акселерометров. По предложенной методике 
также проведено математическое моделирование и сде-
ланы аналогичные выводы, что полученные невязки 
коррелируют с углами отклонения осей вращения ими-
татора движения от идеального положения в инерциаль-
ном пространстве, а углы, соответствующие перекосам 
установки прибора на планшайбе, не наблюдаемы. 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В работе рассмотрено влияние геометрических по-

грешностей имитаторов движения на калибровку инер-
циальных измерителей навигационных систем. В каче-
стве погрешностей рассмотрены углы, характеризующие 
неточность установки прибора на платформе стенда и 
углы, характеризующие отклонение осей вращения ими-

татора движения от географической системы координат. 
Последние углы невозможно определить в процессе юс-
тировки и, как следствие, они должны быть оценены на 
стадии калибровки. Углы, характеризующие неточность 
установки прибора на платформе стенда, на стадии ка-
либровки не определяются, их уменьшение возможно 
конструктивным способом - доведение плоскости креп-
ления поворотных стендов до требуемого состояния.  

Аналитические выражения для перекосов осей чув-
ствительности акселерометров и гироскопов с учетом 
оцененных калибровочных коэффициентов по прямым 
измерениям имеют зависимость от погрешностей стенда. 
При этом выражения для оценки перекосов осей чув-
ствительности датчиков угловой скорости зависят толь-
ко от углов, соответствующих перекосам установки при-
бора на планшайбе, а выражения для оценки перекосов 
осей чувствительности акселерометров зависят от углов, 
соответствующих перекосам установки прибора на 
планшайбе и углов, характеризующих погрешность 
установки стенда в плоскости горизонта. 

Проведено математическое моделирование косвенно-
го метода калибровки на примере трёхосного поворотно-
го стенда и его адаптированной методики для двухосно-
го стенда. Оцененные невязки коррелируют с углами 
отклонения осей вращения имитатора движения от иде-
ального положения в инерциальном пространстве, а уг-
лы, соответствующие перекосам установки прибора на 
планшайбе, не наблюдаемы. 

Анализ математического моделирования с использо-
ванием экспериментальных данных по косвенному ме-
тоду показал, что существуют дополнительные невязки, 
предположительно зависящие от индивидуальных осо-
бенностей инерциальных датчиков или неполных метро-
логических данных аттестации стенда. Проведенный 
эксперимент показал уменьшение максимального откло-
нения координат по северной и восточной составляющей 
инерциального навигационного решения с использова-
нием доуточненных коэффициентов на 40% относитель-
но отклонения координат с использованием калибровоч-
ных коэффициентов, рассчитанных по штатной калиб-
ровке. 
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Аннотация—в работе представлена калибровка магни-
тометров системы ориентации наноспутника SamSat-ION. 
Предложена методика температурной калибровки магни-
тометров в двенадцати статичных положениях. Проверена 
работоспособность бортовых систем в условиях перепада 
температур. Оценена точность определения параметров 
температурной зависимости коэффициентов смещения 
нуля, масштабирования и неортогональности осей датчи-
ков магнитометров. Изложены основные результаты про-
ведения наземных испытаний летных моделей бортовых 
систем наноспутника SamSat-ION. Предлагаемый подход 
обеспечивает надежную работу системы ориентации и 
стабилизации наноспутников, опирающихся на примене-
ние магнитометров, при воздействии на них различных 
температурных градиентов. 

Ключевые слова—методика температурной калибров-
ки, МЭМС-магнитометры, система управления движени-
ем, наноспутник. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Магнитометры получили широкое применение в 

навигационных системах в рамках определения и 
управления ориентацией космических аппаратов в про-
странстве [1–4].  

В случае, когда имеются минимальные требования 
по габаритам, массе и энергопотреблению, например 
при разработке наноспутников, целесообразно приме-
нять датчики на основе микроэлектромеханических 
систем (МЭМС).  

Современные подходы к активному управлению 
наноспутниками опираются на применение МЭМС-
магнитометров и датчиков освещенности в качестве 
источников информации и обратной связи систем управ-
ления [5]. В работах [3, 6] для определения ориентации и 
демпфирования начальных угловых скоростей предло-
жено применение алгоритма B-dot, принимающего на 
вход измерения индукции магнитного поля Земли с маг-
нитометров. 

Однако особенность проектирования, производства, 
материалов конструкции и др. влияют на точность и 
стабильность измерений МЭМС-магнитометров в виде 
систематических ошибок [7, 8]. Кроме того, особенное 
воздействие на измерения оказывает магнитные возму-
щения, обусловленные наличием ферромагнитных мате-
риалов и внешних магнитных полей вблизи датчиков [9]. 

Авторами работы [10] предложена обобщенная мето-
дика температурной калибровки датчиков инерциальных 

измерений на основе Thermal Soak метода. Суть методи-
ки сводится к испытанию датчиков в климатической 
камере, где постепенно изменяется температура нагре-
вом и охлаждением, при этом записываются показания 
датчиков для дальнейшей обработки алгоритмом калиб-
ровки. В итоге, калибровочные коэффициенты найдены 
нелинейными аппроксимациями. 

Таким образом, в работе рассматривается подход к 
компенсации температурного ухода измерений на при-
мере магнитометров SamSat-ION. 

II. НАУЧНО-ОБРАЗОВАТЕЛЬНЫЙ НАНОСПУТНИК  
SAMSAT-ION 

A. Задачи наноспутника SamSat-ION 
Научно-образовательный наноспутник SamSat-ION 

разработан на Межвузовской кафедре космических ис-
следований Самарского университета. Основной целью 
SamSat-ION является исследование верхних слоев ионо-
сферы Земли. К тому же, предусмотрено проведение 
ряда экспериментов по спутниковой навигации, по отра-
ботке алгоритмов трехосевой ориентации и по раскры-
тию трансформируемых конструкций [11]. Для проведе-
ния этих экспериментов, в качестве полезной нагрузки 
на наноспутнике установлены датчик параметров плаз-
мы, разработки Института прикладной физики РАН [12]; 
приемник ГНСС и выносной магнитометр, разработки 
Самарского университета [13, 14]. 

B. Измерительные средства системы управления дви-
жением SamSat-ION 

Объектом исследования являются измерительные 
средства системы ориентации (ИССО), в частности, 
магнитометры. Бортовые измерительные средства 
включают в себя МЭМС-датчики: двухосевые гироско-
пы ADXRS290; инерциальные измерительные модули 
MPU-9255 (трехосевые гироскопы, трехосевые акселе-
рометры, трехосевые магнитометры, датчики темпера-
туры); датчики освещенности TCS3472 и высокоточные 
прецизионные трехосевые магнитометры MMC5883MA.  

В данной работе рассматриваются микрочип MPU-
9255 и магнитометр MMC5883. Данные датчики распо-
ложены на плате бортового компьютера и плате вынос-
ного магнитометра. (рис. 1, 2). 

Магнитометры датчика MPU-9255 относится к виду 
гальваномагнитных, т.е. их принцип работы основан на 
воздействии эффекта Холла. Магнитометры MMC5883 
работают на анизотропных магниторезистивных (AMR) 
эффектах [15, 16].  

Работа выполнена в рамках проекта 0777-2020-0018, финансируе-
мого из средств государственного задания победителям конкурса 
научных лабораторий образовательных организаций высшего образо-
вания, подведомственных Минобрнауки России. 
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Измерительный модуль MPU-9255 включает в себя 
магнитный датчик Холла, диапазон измерений которого 
равен ±4800 мкТл с чувствительностью 15 мкТл/LSB [17]. 

Высокоточный магнитометр MMC5883 представляет 
собой AMR датчик с диапазоном измерений ±800 мкТл 
и чувствительностью 0.025 мкТл/LSB [18].  

 
Рис. 1. Расположение МЭМС-магнитометров на бортовом компьютере 

 
Рис. 2. Расположение МЭМС-магнитометров на выносной плате 

III. МЕТОДИКА КАЛИБРОВКИ МАГНИТОМЕТРОВ 

A. Математическая модель измерений 
Математическая модель измерений магнитометров 

имеет вид: 

B෩(T)=S(T)N(T) B+btotal(T)+ε, (1) 

где B෩ – вектор измерений магнитометра; S(T) –матрица 
коэффициентов масштабирования; N(T)  – матрица ко-
эффициентов неортогональности осей; B  – истинный 
вектор магнитной индукции; btotal(T) – вектор смещения 
нуля; ε – вектор шумов измерений; ܶ – текущая темпе-
ратура магнитометра. 

Согласно [19, 20], калибровка магнитометров сво-
дится к отысканию параметров эллипсоида, который 
наилучшим образом вписывался бы в набор измерений 
датчиков. Таким образом, калибровочные коэффициен-
ты магнитометра представляют собой геометрические 
параметры эллипсоида. Для определения этих коэффи-
циентов, минимизируется функционал, выражающий 
сумму квадратов расстояний от точек измерений магни-
тометра до центра эллипсоида: 

Φ = ଶ‖ࣇ்ܦ‖ ⟶min
ࣇ
,	 (2) 

где ܦ  – матрица, составленная из векторов проекций 
измерений; ࣇ  – вектор, содержащий все оцениваемые 
параметры эллипсоида. 

Для учета влияния температуры на магнитометр 
необходимо отыскать полиномы третьего порядка, ко-

торые наилучшим образом описывали бы температур-
ную зависимость калибровочных коэффициентов мате-
матической модели измерений: 

ܹ(ܶ) = ܣ ଵܶܣ+ + ଶܶଶܣ +   (3)	ଷܶଷ,ܣ

где ܹ(ܶ) – значение калибровочного коэффициента при 
температуре ܶ; ܣ, ,ଵܣ ,ଶܣ  .ଷ – коэффициенты полиномаܣ

B. Объем и последовательность испытаний 
Объект испытаний (ОИ) состоит из бортовых изме-

рительных средств наноспутника. ОИ испытывается в 
климатической камере в 12 различных положениях. 
Температура в рабочей зоне камеры изменяется в диапа-
зоне от -10°С до +50°С согласно требованиям миссии, 
предъявляемым к датчикам. 

Таким образом, испытания проводятся по следую-
щему алгоритму: 

1) ОИ помещается в климатическую камеру в одно 
из двенадцати положений согласно рис. 3; 

2) ОИ нагревается до +50°С;  

3) При достижении +50°С температура в камере 
должна оставаться постоянной в течении 15 минут; 

4) Начинается запись измерений с датчиков ОИ; 

5) ОИ плавно охлаждается до -10°С; 

6) При достижении -10°С температура в камере 
должна оставаться постоянной в течении 15 минут; 

7) ОИ нагревается по ступенчатому профилю до 
+50°С; 

8) При достижении +50°С температура в камере 
должна оставаться постоянной в течении 15 минут; 

9) Окончание записи данных с датчиков ОИ; 

10) Повторение шагов 1-9 для остальных 11 положе-
ний. 

Полученные в ходе климатических испытаний изме-
рения обрабатываются следующим образом: формиру-
ется набор векторов измерений магнитного поля, полу-
ченных при различных положениях ОИ; определяются 
калибровочные коэффициенты при изменении темпера-
туры с шагом 0,5ºC; аппроксимируется зависимость 
полученных калибровочных коэффициентов от темпе-
ратуры полиномом третьего порядка. 

   
Рис. 3. Схема двенадцатых статичных положений 
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IV. ИСПЫТАНИЯ В КЛИМАТИЧЕСКОЙ КАМЕРЕ 
В Самарском университете на базе отраслевой науч-

но-исследовательской лаборатории (ОНИЛ-1) были 
проведены испытания по предложенной методике. Це-
лью испытаний является определение параметров тем-
пературной зависимости коэффициентов смещения 
нуля, масштабирования и неортогональности осей маг-
нитометров. 

A. Объект испытаний и экспериментальная установка 
В состав объекта испытаний (ОИ) входят три экзем-

пляра ИССО SamSat-ION (рис. 1, 2). Также, применяет-
ся оснастка, позволяющая крепить бортовые компьюте-
ры и выносные магнитометры в статичном положении 
при любой ориентации.  

ОИ помещается в климатической камере тепла-
влаги-холода КТВХ – 100/70.260 (рис. 4).  

 
Рис. 4. Объект испытаний в климатической камере 

B. Основные результаты наземных испытаний 
По вышеописанному алгоритму полностью получена 

и описана температурная зависимость ошибок измере-
ний магнитометров системы ориентации SamSat-ION 
(рис. 5-9).  

 
Рис. 5. Температурные зависимости смещения нуля, коэффициентов 
масштабирования и неортагональности ММС5883МА №1 

 
Рис. 6. Температурные зависимости смещения нуля, коэффициентов 
масштабирования и неортагональности ММС5883МА №2 

 
Рис. 7. Температурные зависимости смещения нуля, коэффициентов 
масштабирования и неортагональности MPU-9255 №1 

 
Рис. 8. Температурные зависимости смещения нуля, коэффициентов 
масштабирования и неортагональности MPU-9255 №2 

 
Рис. 9. Температурные зависимости смещения нуля, коэффициентов 
масштабирования и неортагональности MPU-9255 №3 
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Получены максимальные из двенадцати положений 
средние квадратичные отклонения измерений до и по-
сле температурной компенсации (таб. I-V). В таблицах 
использованы следующие обозначения: ߪ  – среднее 
квадратичное отклонение составляющих ܤ௫ ௬ܤ, , ௭ܤ  век-
тора измерений магнитной индукции B. 

TАБЛИЦА I.  СТАТИЧЕСКИЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ОШИБОК ИЗМЕРЕНИЙ 
ММС5883МА №1 

Ось До калибровки После калибровки 
,ߪ нТл ߪ, нТл 

 ௫ 6414,43 1178,06ܤ
 ௬ 16705,48 679,52ܤ
 ௭ 637,93 575,37ܤ
|B| 6184,96 498,13 

TАБЛИЦА II.  СТАТИЧЕСКИЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ОШИБОК ИЗМЕРЕНИЙ 
ММС5883МА №2 

Ось До калибровки После калибровки 
,ߪ нТл ߪ, нТл 

 ௫ 11724,39 1000,80ܤ
 ௬ 4843,63 1996,87ܤ
 ௭ 915,45 624,62ܤ
|B| 3969,76 664,05 

TАБЛИЦА III.  СТАТИЧЕСКИЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ОШИБОК ИЗМЕРЕНИЙ 
MPU-9255 №1 

Ось До калибровки После калибровки 
,ߪ нТл ߪ, нТл 

 ௫ 8726,75 3373,04ܤ
 ௬ 2840,09 2024,08ܤ
 ௭ 6107,04 1584,28ܤ
|B| 3789,02 3213,45 

TАБЛИЦА IV.  СТАТИЧЕСКИЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ОШИБОК ИЗМЕРЕНИЙ 
MPU-9255 №2 

Ось До калибровки После калибровки 
,ߪ нТл ߪ, нТл 

 ௫ 3401,64 1150,22ܤ
 ௬ 4182,47 855,77ܤ
 ௭ 4038,88 820,29ܤ
|B| 2910,93 1035,44 

TАБЛИЦА V.  СТАТИЧЕСКИЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ОШИБОК ИЗМЕРЕНИЙ 
MPU-9255 №3 

Ось До калибровки После калибровки 
,ߪ нТл ߪ, нТл 

 ௫ 2419,14 1308,48ܤ
 ௬ 2464,33 2078,22ܤ
 ௭ 1491,85 1314,56ܤ
|B| 2222,93 1360,90 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В работе предложена методика калибровки магнито-

измерительных средств системы ориентации наноспут-
ника SamSat-ION. По предложенной методике оценены 
температурные зависимости калибровочных характери-
стик МЭМС-магнитометров MPU-9255 и ММС5883МА. 
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Аннотация—В работе описывается методика проекти-
рования и оптимизации несущей системы бесплатформен-
ной инерциальной навигационной системы с целью 
уменьшения инструментальных погрешностей чувстви-
тельных элементов, вызванных деформацией несущей 
системы под действием комплекса внешних и внутренних 
нагрузок. Для решения поставленных задач используется 
алгоритм, комбинирующий многокритериальную пара-
метрическую оптимизацию и структурную топологиче-
скую оптимизацию. В качестве иллюстрации применения 
описанной методики рассматривается процесс оптимиза-
ции несущей системы конкретного прибора бесплатфор-
менной инерциальной навигационной системы, в ходе ко-
торого была выполнена поэтапная многокритериальная 
параметрическая оптимизация с целью максимизации 
жесткости конструкции, а затем при помощи топологиче-
ской оптимизации была минимизирована масса деталей. 
Было показано, что предложенная комбинация методик 
параметрической и топологической оптимизации кон-
струкции позволяет с допущением о незначительном из-
менении жесткости перейти от многокритериальной опти-
мизации к однокритериальной. 

Ключевые слова—БИНС, численное моделирование, 
ANSYS, топологическая оптимизация. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Развитие современных бесплатформенных инерци-

альных навигационных систем (БИНС) подразумевает 
под собой прежде всего повышение точности решения 
навигационной задачи, а также улучшение массогаба-
ритных показателей прибора БИНС [1, 2].  

Решение этих порой противоречивых задач, с одной 
стороны, может быть достигнуто за счет повышения ха-
рактеристик точности чувствительных элементов (ЧЭ): 
акселерометров и гироскопов [3, 4], а с другой стороны – 
за счет совершенствования и оптимизации конструкции 
прибора [5, 6].  

Значимый вклад как с точки зрения обеспечения точ-
ности выходных данных, так и с точки зрения массы 
прибора вносит несущая система (НС) БИНС [7]. 

В работе рассматривается методика оптимизации не-
сущей системы БИНС, целью которой является уменьше-
ние инструментальных погрешностей отклонения осей 
чувствительных элементов, вызванных деформацией не-
сущей системы под действием комплекса внешних и внут-
ренних нагрузок и одновременно минимизация массы. 

Известно, что  больший вклад в величину навигационной 
ошибки вносят погрешности показаний акселерометров 
[8], в связи с чем более актуальной является задача опти-
мизации несущей системы триады акселерометров. Реше-
ние данной задачи применительно к конструкторской мо-
дели БИНС, разработанной в АО «ЦНИИАГ» (см. рис. 1), 
было использовано в качестве демонстрационного приме-
ра практического применения разработанной методики. 

 
Рис. 1. Конструкторской модели БИНС, разработанная в АО «ЦНИИАГ» 

II. ОПИСАНИЕ МЕТОДИКИ 
Рассматриваемая методика представляет собой набор 

методических подходов к решению отдельных задач про-
ектирования и оптимизации несущей системы БИНС, а 
также их взаимосвязь. Данная методика реализована в 
виде укрупненного алгоритма, представленного на рис. 2. 

На этапе декомпозиция детали прибора могут быть 
условно разделены на следующие основные группы: 

 покупные изделия; 

 детали несущей системы; 

 корпусные детали. 
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Постановка целей и задач 
проектирования. Анализ 

технического задания или 
его составление

Декомпозиция 
прототипа 

БИНС

Эвристический синтез 
вариантов конструкций НС:

Ji(x), i=1,2,…,n 

Оценка жесткости 
конструкций НС БИНС на 

основе упрощенных 
расчетных моделей:

J′i(x), i=1,2,…,n′  для n′ < n 

Максимизация жесткости 
конструкции НС БИНС по 

критерию минимума углового 
смещения осей ЧЭ с помощью 

параметрической оптимизации в 
трехмерной КЭ постановке 

Минимизация массы НС БИНС с 
помощью топологической 

оптимизации деталей несущей 
системы

Проверка соответствия 
массы требованиям 

технического задания

Да

Поверочный расчет 
разработанной 
конструкции

Дополнительная 
минимизация массы 

деталей несущей 
системы с помощью 
технологии ячеистых 

структур 

Нет

Применение материала 
с большим модулем 

упругости

Ограничения (gj(x); hk(x); xl ):
 габаритные и 

присоединительные  размеры;
 масса; 
 технологические ограничения 

сборки

 
Рис. 2. Алгоритм оптимизации 

К покупным деталям основные требования предъяв-
ляются с точки зрения характеристик эффективности и 
массогабаритных характеристик, а также оптимальности 
их компоновки в составе прибора. 

Несущая система БИНС должна обеспечивать доста-
точную жесткость осей чувствительных элементов при 
минимальной массе. Последнее требование касательно 
массы также является основным и для корпусных дета-
лей БИНС. 

Примером эвристического синтеза вариантов кон-
струкций несущих систем может служить рассмотрен-
ный в [9] перспективный ряд конструктивных решений 
несущих систем.  

В результате эвристического синтеза получают n ва-
риантов конструкций несущих систем, характеризуемых 
функционалами Ji(x), i = 1, 2,…, n, где x = (x1, x2,…, xm)T – 
вектор конструктивных параметров, образующих соот-
ветствующее m-мерное пространство с учетом функций 
ограничений типа неравенства gi(x), равенства hk(x) и 
диапазона xl: 

gj(x) ≥ 0, j = 1, 2,…, G; 

hk(x) = 0, k = 1, 2,…, K; 
bot top
l l lx x x  , l = 1, 2,…, L. 

На следующем этапе выполняется оценка жесткости 
конструкций несущих систем БИНС на основе упрощен-
ных расчетных моделей с целью сокращения количества 
исследуемых оптимизационными методами вариантов. 
Критериями жесткости являются углы отклонений осей 
чувствительных элементов от приборных осей БИНС: 
γi(x), по которым выполняется ранжирование конструк-
тивных вариантов несущих систем: J′i(x), i=1, 2,…, n′ для 
n′ < n. 

Далее необходимо выполнить параметризацию 
3д-моделей несущей системы и в трехмерной конечно-
элементной (КЭ) постановке произвести многокритери-
альную параметрическую оптимизацию несущей систе-
мы с целью максимизации жесткости, что эквивалентно 
задаче минимизации целевой функции fz(x) угловых 
смещений осей акселерометров: 

fz(x) → min, fz(x) = (f1(x), f2(x),…, fz(x))T, 

где z – количество целевых функций. 

В данном случае рассматриваются 18 критериев, со-
ответствующих проекциям углов отклонения акселеро-
метров Axi, Ayi, Azi на приборные оси БИНС Xb (i = 1), 
Yb (i = 2) , Zb (i = 3) [11]: 

           
2 3 1 3 1 2

, , , , ,Ax Ax Ay Ay Az Azq q q qq q
      , 

где q = x, y, z – 3 шага нагружения (инерционное внеш-
нее воздействие величиной 30g отдельно в каждом 
направлении). 

При решении задачи многокритериальной оптимиза-
ции в модуле ANSYS DesignXplorer генерируется мно-
жество допустимых решений xm, где m = 9000. В резуль-
тате оптимизации алгоритмом MOGA [10] выбираются 
решения x′m, где m = 1800, среди которых отыскиваются 
оптимальные по Парето решения x* и формируется 
множество Парето Ps: 
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т.е. не существует такого решения x, которое было бы не 
хуже решения x* для всех целевых функций и лучше 
хотя бы для одной из них. 

Множество Парето-оптимальных решений образует 
фронт Парето:  ( *) : *f sP f x x P  . 

Также для * sx P  вычисляются допускаемые крите-
рии по углам отклонения осей акселерометров [γ(x*)]i. 

Для рассматриваемого в настоящей статье прибора 
БИНС в работе [11] исследованы несколько наборов 
критериев оптимизации с разной степенью детализации 
учета компонент углов отклонения и показано, что с 
уменьшением числа критериев фронт Парето сдвигается 
в сторону более легкой конструкции, но при этом 
наблюдается снижение жесткости. 

Впоследствии используется топологическая оптими-
зации для минимизации массы m деталей несущей си-
стемы при контролируемой жесткости: 

m(x*) → min, при условиях γi ≤ cDC∙[γ]i, 

258



 

 

где cDC – коэффициент ограничения перемещений, поз-
воляющий масштабировать [γ]i при решении задачи то-
пологической оптимизации и, тем самым, влиять на ре-
зультат m*. 

На данный момент наиболее перспективными счита-
ются методы Level Set [13] и группа эволюционных мето-
дов, например, Evolutionary Structural Optimization (ESO) и 
Bidirectional Evolutionary Structural Optimization (BESO) 
[14]. Тем не менее, с точки зрения полноты реализации в 
коммерческом программном обеспечении различных до-
полнительных фильтров, позволяющих при оптимизации 
в качестве ограничений задавать предельные перемеще-
ния, напряжения и т.д. [15, 16, 17] метод SIMP (Solid 
Isotropic Material with Penalization) [12] все еще является 
предпочтительным для решения прикладных задач. 

Также при необходимости выполняется дополни-
тельная минимизация массы деталей несущей системы с 
помощью технологии ячеистых структур. 

В конечном итоге, после обработки результатов оп-
тимизации и получения окончательной твердотельной 
модели проводят поверочный расчет, в котором макси-
мально учитываются все действующие на прибор БИНС 
нагрузки и оценивается систематическая погрешность 
чувствительных элементов, вызванная деформацией не-
сущей системы БИНС, например, как показано в [18]. 

III. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ 
В данной работе проиллюстрирована часть вышеопи-

санной методики, относящаяся к топологической опти-
мизации. На рис. 3 показаны этапы оптимизации крон-
штейна акселерометров, геометрическая модель которо-
го (см. рис. 3, а) получена на основании результатов из 
работы [9] и является одним из Парето-оптимальных 
решения: * sx P . Для этой модели решалась задача ми-
нимизации массы при помощи топологической оптими-
зации, результаты которой показаны на рис. 3, б.  

Для проверки соответствия характеристик жесткости 
полученного решения выполнен поверочный расчет, для 
чего было необходимо преобразовать STL-геометрию в 
твердотельную модель, пригодную для генерации ко-
нечно-элементной сетки (см. рис. 3, в). Поверочный рас-
чет показал, что условие γi ≤ cDC∙[γ]i выполняется.  

И, наконец, на рис. 3, г показан альтернативный ва-
риант решения задачи топологической оптимизации при 
помощи ячеистых структур. В ряде случаев такой под-
ход может быть более предпочтителен с технологиче-
ской точки зрения. 
а) 

 

б) 

 
в) 

 
г) 

 
Рис. 3. Этапы оптимизации кронштейна акселерометров: а) исходная 
геометрия после параметрической оптимизации; б) результаты топо-
логической оптимизации; в) поверочный расчет; г) результаты опти-
мизации при помощи ячеистых структур 

Качественная и количественная оценка результатов 
расчетов приведена на рис. 4, на котором точки RSO2 
являются решением многокритериальной оптимизаци-
онной задачи x′m, полученным в [11]. 

 
Рис. 4. Анализ результатов оптимизации 
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Фронт 1 является фронтом Парето Pf для данной за-
дачи. При помощи топологической оптимизации был 
получен Фронт 2 при условии γi ≤ cDC∙[γ]i при cDC = 1, 
т.е. получены решения более оптимальные с точки зре-
ния массы без снижения жесткости кронштейна. Стрел-
ками показаны зависимости изменения результатов ре-
шения задачи топологической оптимизации по массе в 
зависимости от контролируемого увеличения критерия 
[γ]i, показаны результаты для cDC = 1,025 и cDC = 1,05. 
Заполненная серым цветом область соответствует неоп-
тимальным относительно исходных характеристик мас-
сы и жесткости решениям. 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Используя разработанный методический подход, на 

примере кронштейна триады акселерометров была вы-
полнена оценка оптимальности решения относительно 
исходной геометрии, полученной на этапе конструктор-
ской разработки. Определено предельное значение оп-
тимизируемого критерия - минимальной массы крон-
штейна при неизменном суммарном угле отклонения 
γAtot = const: после параметрической многокритериаль-
ной оптимизации удалось добиться снижения массы на 
20% и еще дополнительно 11% за счет топологической 
оптимизации. 
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Аннотация—В работе рассматриваются конструкция и 
принцип действия настраиваемой системы амортизации 
блока чувствительных элементов (БЧЭ). Приведены и 
рассмотрены результаты вибрационных испытаний си-
стемы амортизации в двух различных приборах. 

Ключевые слова—настраиваемая система амортиза-
ции, инерциальная навигационная система. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время прослеживается тенденция раз-

работки узконаправленных инерциальных навигацион-
ных систем (ИНС). При конструировании новых прибо-
ров разработчики не закладывают возможность унифи-
кации и масштабирования изделия, четко определяя его 
применяемость. 

С целью использования одного серийного изделия на 
наземных, морских и авиационных объектах ПАО 
«ПНППК» разработана настраиваемая система аморти-
зации, позволяющая унифицировать приложение одного 
блока чувствительных элементов (БЧЭ) в различных по 
своей применяемости инерциальных навигационных 
системах (ИНС). Возможность подстройки жесткостно-
демпфирующих характеристик амортизации позволяет 
подобрать наиболее подходящую конфигурацию прибо-
ра под определенный объект без снижения точностных 
характеристик с сохранением малых габаритов и массы 
изделия. 

II. НАСТРАИВАЕМАЯ СИСТЕМА АМОРТИЗАЦИИ 
Целью работы является разработка одной настраива-

емой системы амортизации блока чувствительных эле-
ментов на базе трех волоконно-оптических гироскопов 
и триады кварцевых маятниковых акселерометров для 
двух отличающихся по габаритам и массе ИНС. 
Настройка резонансной частоты данной системы обес-
печивает применяемость ИНС в различных областях 
(наземное транспортное средство, морское судно, воз-
душный транспорт) [1]. Для выполнения этой задачи 
поставлены принципиальные требования: технологич-
ность, то есть обеспечение простоты настройки систе-
мы, и функциональность – устойчивость к максимально 
возможному спектру внешних воздействующих факто-
ров (ВВФ). Оба требования невозможно выполнить за 
счет использования статичных демпферов, удерживаю-
щих БЧЭ внутри корпуса, однако эта задача становится 
осуществимой при обеспечении подстройки жесткост-
но-демпфирующих характеристик виброизоляторов. 
Вид конструкции в разрезе приведен на рис. 1. 

 
Рис. 1. Вид системы в разрезе 

В данной системе амортизации натяжение виброизо-
ляторов выполняется посредством ввинчивания регули-
ровочных винтов (опор). Размерность натяжения обес-
печивается динамометрической отверткой и подбирает-
ся в ходе регулировочной операции под заданный объ-
ект применения прибора с известной моделью ВВФ. 
При достижении необходимой величины натяжения 
опоры крепко фиксируются контргайками. Таким обра-
зом, достигается простота настройки, обеспечивается 
равные жесткостно-демпфирующие характеристики 
всех осей виброизоляторов, минимизируется значение 
углового ускорения блока чувствительных элементов на 
резонансах амортизации и достигается необходимая 
резонансная частота для обеспечения виброустойчиво-
сти к разным режимам вибрации. 

III. РЕЗУЛЬТАТЫ ИСПЫТАНИЙ 
Апробация описанной системы амортизации прово-

дилась внутри корпусов двух различных по своим мас-
согабаритным характеристикам ИНС. В качестве внеш-
него воздействия использована синусоидальная вибра-
ция с двойным проходом, амплитудой 1g и частотой 50-
400 Гц. 

Испытания заключались в использовании виброизо-
ляторов одинаковой жесткости и варьировании величи-
ны момента натяга опорных винтов, которая, в свою 
очередь, изменяла жесткость демпферов и, следователь-
но, величины резонанса и максимальных угловых уско-
рений конструкции в целом. Результаты приведены в 
табл. 1 и 2. 

ТАБЛИЦА I. РЕЗУЛЬТАТЫ ИСПЫТАНИЙ В ЛЕГКОМ КОРПУСЕ  
С РАЗЛИЧНЫМ МОМЕНТОМ НАТЯГА 

 
Величина момента натяга, Нм 

0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,40 
Значение резонанса, 

Гц 90 101 111 116 134 189 

Max амплитуда угло-
вых ускорений, °/с2 7348 9197 6971 5828 5891 4154 
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ТАБЛИЦА II. РЕЗУЛЬТАТЫ ИСПЫТАНИЙ В ТЯЖЕЛОМ КОРПУСЕ  
С РАЗЛИЧНЫМ МОМЕНТОМ НАТЯГА 

 
Величина момента натяга, Нм 

0,3 0,5 1,0 1,3 1,7 1,9 
Значение резо-

нанса, Гц 78 85 122 170 235 260 

Max амплитуда 
угловых ускоре-

ний, °/с2 
9979 7693 17653 14380 12858 13653 

 
Таким образом, результаты испытаний настраивае-

мой системы амортизации в разных ИНС доказали воз-
можность настройки резонансной частоты и максималь-
ной амплитуды угловых ускорений прибора с помощью 
подстройки жесткостно-демпфирующих характеристик, 
что обеспечивает возможность применения такой кон-
струкции в приборах на объектах применения с различ-
ными моделями ВВФ. 

Кроме того, испытания описанной системы аморти-
зации на примере двух отличающихся по своим мас-

согабаритным параметрам приборов показали релевант-
ность подобного решения вне зависимости от характе-
ристик самих изделий. 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В данной работе рассмотрена конструкция настраи-

ваемой системы амортизации блока чувствительных 
элементов, обеспечивающей применяемость инерциаль-
ной навигационной системы на различных объектах. 
Приведены результаты вибрационных испытаний БЧЭ с 
настраиваемой системой амортизации в корпусе двух 
разных по своим массогабаритным характеристикам 
ИНС. 
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Аннотация—Пространственный интегрирующий 
волновой твердотельный гироскоп, использующий по-
лую сферическую оболочку в качестве резонатора, отно-
сится к новому трехмерному гироскопическому датчику 
и может быть использован для определения параметров 
ориентации, в том числе угловых скоростей подвижных 
объектов. 

Ключевые слова—пространственный интегрирую-
щий волновой твердотельный гироскоп, резонатор, полая 
сферическая оболочка, моноэлектрет. 

В основе функционирования волнового твердо-
тельного гироскопа (ВТГ) лежит физические явление, 
основанное на свойствах инерции упругих стоячих 
волн в твердом осесимметричном упругом теле, про-
являющее себя в виде отставания угла поворота стоя-
чей волны от поворота основания.  

В большинстве конструкций ТВГ содержится ре-
зонатор в виде осесимметричного тонкостенного эле-
мента, способного к вибрации, а также один электрод 
резонатора,  электроды датчиков и управления, элек-
тронный блок управления, содержащий устройства 
вычисления угла, стабилизации амплитуды колебаний 
и другие элементы. 

К недостаткам большинства известных конструк-
ций ТВГ является невозможность определения трех 
компонент вращательного движения подвижного объ-
екта, характеризующих его пространственное угловое 
положение, то есть, параметры ориентации подвижно-
го объекта. 

В материалах доклада авторы предлагают даль-
нейшие варианты конструкций пространственного 
ВТГ.  

В первом варианте конструкции нового ВТГ резо-
натор выполнен в виде пространственного вакууми-
рованного модуля, состоящего из концентрически 
размещенных одна внутри другой наружной и внут-
ренней полых сфер из специального магнитного мате-
риала с взаимно-противоположным направлением 
намагничивания [1]. 

Во внутренней сфере размещен источник питания, 
обмотки электромагнитного центрирования и блок 
управления, а на наружной стороне внутренней сферы 
размещены электроды управления и вспомогательный 
электрод; на внутренней стороне наружной сферы 
размещены датчики измерения положения стоячей 
волны и на наружной стороне наружной сферы раз-
мещены обмотки электромагнитного центрирования, а 
пространственная стоячая волна возбуждается в тонко-

стенной сфере, выполненной из материала с малыми 
параметрами внутреннего трения, охватывающей сна-
ружи внутреннюю сферу через немагнитные втулки. 

Однако такому варианту конструкции простран-
ственного ТВГ также присущи некоторые недостатки, 
в том числе малая нагрузочная способность в осевом 
и радиальном направлении, обусловленная большой 
сложностью и трудоемкостью изготовления  наруж-
ной и внутренней полых сфер из магнитного материа-
ла с взаимно-противоположным направлением намаг-
ничивания,  содержащих слои магнитного материала 
значительной толщины, а также сложность обеспече-
ния равномерного намагничивания магнитных слоев в 
индукторе, что в итоге может привести к неравномер-
ности  взаимного движения сфер при неравномерном 
(например, ускоренном) движении подвижного объек-
та и, как следствие, недостаточная надежность и дол-
говечность пространственного интегрирующего ТВГ 
при экстремальных условиях эксплуатации, например, 
при значительных внешних ударных и вибрационных 
нагрузках и так далее.  

Поэтому для повышении надежности и долговеч-
ности пространственного ТВГ в втором варианте кон-
струкции резонатор выполнен в виде пространствен-
ного вакуумированного модуля, состоящего из кон-
центрически размещенных одна внутри другой 
наружной и внутренней полых сфер, в котором вместо 
магнитных материалов на наружную и внутреннюю 
поверхности внутренней и наружной сферы соответ-
ственно нанесены слои моноэлектрета, имеющие  за-
ряд одного знака и величины [2]. 

Предлагаемая авторами конструкция резонатора 
ТВГ может быть реализована в виде пространственно-
го вакуумированного модуля, состоящего из концен-
трически размещенных одна внутри другой наружной 
и внутренней полых сфер, в которых соответственно 
на  наружную и внутреннюю поверхности внутренней 
и наружной сферы соответственно нанесены слои мо-
ноэлектрета, имеющие  заряд одного знака и величи-
ны. Слои моноэлектрета могут представлять собой, 
например, моноэлектретную пленку. Кроме того, в 
предлагаемой конструкции ТВГ предусмотрены об-
мотки электромагнитного центрирования.  

Это позволяет реализовать комбинированный бес-
контактный подвес тонкостенной сферы, выполнен-
ной из материала с малыми параметрами внутреннего 
трения и охватывающей снаружи внутреннюю полую 
сферу через немагнитные втулки.  
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При этом общее количество немагнитных втулок 
для комбинированного бесконтактного подвеса тон-
костенной сферы может оставлять, например,  1…3, 
располагаемых диаметрально, либо по трем  осям. 

Во внутренней сфере  размещен источник питания  
с преобразователем DC-AC для питания обмоток 
электромагнитного центрирования, установленных во 
внутренней сфере. 

Электроды управления  и вспомогательный элек-
трод расположены на слое моноэлектрета, размещен-
ном на наружной поверхности внутренней сферы, а 
датчики измерения положения стоячей волны  распо-
ложены на слое моноэлектрета, размещенном на 
внутренней поверхности наружной сферы. 

Внутренняя и наружная  сферы изготовлены из 
немагнитного материала, например, из высокопроч-
ных композитных материалов малой плотности 
(ρ=1,45…1,6 г/см3) на основе, например, углепласти-
ков; либо полидицик-лопентадиена. 

Предлагаемый резонатор ВТГ функционирует сле-
дующим образом. 

При подаче напряжения питания (включении гиро-
скопа) на обмотки электромагнитного центрирования 
активируется пространственный вакуумированный 
модуль резонатора, обеспечивая бесконтактный подвес 
внутренней полой сферы  и тонкостенной сферы. 

Для параметрического возбуждения простран-
ственной механической стоячей волны к тонкостен-
ной сфере  прикладываются две диаметрально проти-
воположные силы, создаваемые электродами управ-
ления.  Количество электродов управления обуслов-
лено особенностями конструкции ТВГ и параметрами 
создаваемой стоячей волны в резонаторе, так как эти 
электроды задают генерацию стоячей волны. В реаль-
ной конструкции такие электроды использовались в 
количестве 16 штук, а располагались они в местах 
пучности стоячей волны. Под действием приложен-
ных сил тонкостенная сфера  принимает эллипсои-
дальную форму.  Приложенные силы в заданные мо-
менты времени становятся равными нулю, а тонко-
стенная сфера, обладающая определенной жестко-
стью, проходя через недеформированное состояние, 
под действием сил инерции будет деформироваться в 
ортогональном направлении. Возбуждение простран-
ственной стоячей волны в тонкостенной сфере  про-
исходит в режиме автогенератора на собственной ча-
стоте колебаний. 

В результате обеспечивается возможность пара-
метрического возбуждения на ее внешней поверхно-

сти пространственной механической стоячей волны, 
позволяющей в итоге определять три компоненты 
вращательного движения подвижного объекта, харак-
теризующих параметры его ориентации в простран-
стве. 

Укажем, что принципиальным отличием новых 
электретов является то, что их получают не из гото-
вых термопластичных полимеров, а из олигомерных 
термореактивных смол (эпоксидных, фенолформаль-
дегидных или полиэфирных). Важной особенностью 
изготовления таких электретов является то, что поля-
ризация происходит в процессе отверждения олиго-
мерной смолы на металлической  или полимерной 
подложке. 

Величина основной характеристики электретов 
поверхностной плотности зарядов σ (10-8…10-4 Кл/м2) 
определяется главным образом разностью потенциа-
лов сторон электрета и зависит от химической приро-
ды наполнителя.  

Однако наиболее широкое применение в электрет-
ных устройствах находят полимерные пленки. 

Подходящими материалами служат такие полиме-
ры, как политетрафторэтилен (ПТФЭ), полиэтиленте-
рефталат, поликарбонат, полиметилметакрилат, поли-
винилфторид, поливинилиденфторид и др. С течением 
времени заряд электретов изменяется обычно более 
быстро в первые часы после окончания электризации 
и отноcительно медленно – в последующий период.  
Однако, если атмосферный объем, в котором хранится 
электрет, достаточно мал, процессами внешней релак-
сации практически можно пренебречь. Например, по-
лагая, что все ионы, образующиеся в нормальных 
условиях в 1 см3 воздуха, осаждаются на участке по-
верхности электрета площадью 1 см2, то при началь-
ной поверхностной плотности σ=10-4 Кл/м2 время, 
необходимое для полной компенсации электретного 
заряда, составит около 200 лет.   Предлагаемая кон-
струкция пространственного ТВГ обладает опреде-
ленными преимуществами по сравнению с существу-
ющими конструкциями. В настоящее время авторами 
выполнены отдельные элементы математического 
моделирования ТВГ и планируется изготовление ма-
кетного варианта его конструкции.  
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Аннотация—Рассмотрено принципиальное значение  
малоизвестной погрешности, как неидентичность инфор-
мационных каналов ВТГ, который функционирует в ре-
жиме свободной волны. При этом амплитуда упругих ко-
лебаний (вибраций) кромки резонатора электродами 
управления поддерживается постоянной. Амплитуды двух 
измерительных каналов пропорциональны синусу и коси-
нусу угла ориентации стоячей волны относительно корпу-
са прибора. В реальном приборе преобразование сигнала в 
каждом измерительном канале происходит с известными 
погрешностями – различие емкостей самих информацион-
ных датчиков, разброс в номиналах электро- и радиоэле-
ментов (ЭРИ) в блоках усиления первичных сигналов, 
различные сопротивления съемных токопроводов и т.д. 
Разделить влияния данных факторов не представляется 
возможным, поэтому рассматриваются комплексные по-
грешности. 

Ключевые слова—волновой твердотельный гироскоп, 
информационно-измерительные каналы ВТГ, несиммет-
ричность и/или неидентичность каналов, комплексные 
погрешности. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В данной работе рассматривается важная проблема 

неидентичности и/или несимметрии измерительных 
каналов волнового твердотельного гироскопа (ВТГ) 
применительно к инерциальным датчикам навигацион-
ного класса точности. Отмечаем, что прибор работает в 
режиме свободной волны (интегрирующий гироскоп). 
При изменении зазора между поверхностями резонатора 
и измерительного датчика на поверхности датчика по-
является избыток заряда, так как разность потенциалов 
между ней и резонатором неизменна. Количество заряда 
пропорционально изменению зазора, т.е. перемещению. 
Таким образом, сигнал емкостного дачника содержит 
информацию о перемещении кромки полусферического 
кварцевого резонатора (ПСР). Информационные датчи-
ки применительно к основной (второй) рабочей моде 
колебаний ориентированы под углом 0° и 45°, соответ-
ственно. Сигналы, поступающие с них, имеют извест-
ный вид [1].  

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Пусть возбуждена и поддерживается заданная ам-

плитуда вибраций кромки высокодобротного кварцево-
го резонатора ВТГ. Тогда амплитуды двух измеритель-
ных каналов можно представить в известном виде [1]. 
Электрическая модель ВТГ представляет собой конден-
сатор с одной общей обкладкой (сам резонатор) и элек-
тродами, располагающимися через каждые 45 градусов 
на кварцевой плате управления гироскопа. Стоячие вол-
ны упругих колебаний в идеальных высокодобротных 
полусферических резонаторах являются неустойчивыми 
по отношению к исчезающе малым возмущениям. 
Сколь угодно малые отклонения от симметричной фор-

мы резонатора, либо от симметрии упругих свойств, 
приводят к тому, что прецессия механической стоячей 
волны упругих колебаний во вращающейся осесиммет-
ричной оболочке становится невозможной. Поэтому для 
создания работоспособного прибора в условиях реаль-
ных внешних возмущений в систему необходимо до-
полнительно вводить эффективные обратные связи, 
препятствующие разрушению прецессирующих упругих 
стоячих волн.  

Управление стоячей волной в кварцевом полусфери-
ческом резонаторе, представляющем собой чувстви-
тельный элемент волнового твердотельного гироскопа, 
осуществляется посредством подачи напряжения на 
систему электродов, образующих совместно с резонато-
ром систему электрических конденсаторов. Управление 
этими напряжениями осуществляется с помощью сиг-
налов, снимаемых с другой системы электродов - ин-
формационных (измерительных) электродов.  

Влияние электродов управления и информационных 
электродов на динамику кварцевого полусферического 
резонатора достаточно подробно изучено в работах ака-
демика В.Ф. Журавлева. Динамическая модель основ-
ной рабочей (второй) формы колебаний как электроме-
ханической системы, представляющей собой полусфе-
рический резонатор с электродами управления и элек-
тродами съема информации в деталях рассмотрена в 
известной совместной публикации Д.Линча и В.Ф. Жу-
равлева [2].  

Информационные электроды позволяют измерять 
обобщенные координаты w1 и w2 основной (второй) 
формы упругих колебаний, равные радиальному смеще-
нию резонатора в двух фиксированных точках, отстоя-
щих друг от друга на угол 45° в угловом измерении по 
экватору резонатора. Динамические уравнения полу-
сферического кварцевого резонатора относятся как к 
случаю электродов съема информации, так и к случаю 
электродов управления.  

В известных конструкциях ВТГ электродов съема 
информации обычно восемь (n=8), а радиальные пере-
мещения кварцевого резонатора w1 и w2 представляют 
собой реальные перемещения в месте расположения 
электродов с номерами i= 1,2.  

В случае электродов управления равных n=16 либо 
n=8, сопротивление R мало и его можно считать равным 
нулю. Распределение напряжения по электродам кор-
рекции и управления зависит от конкретных техниче-
ских целей задачи управления.  

В докладе рассмотрено принципиальное значение 
такой малоизвестной погрешности, как неидентичность 
информационных каналов точного ВТГ, который функ-
ционирует в режиме свободной волны. При этом ампли-
туда упругих колебаний (вибраций) кромки резонатора 
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электродами управления поддерживается постоянной. 
Тогда амплитуды двух измерительных каналов пропор-
циональны синусу и косинусу угла ориентации стоячей 
волны относительно корпуса прибора. В реальном при-
боре преобразование сигнала в каждом измерительном 
канале происходит с известными погрешностями, напри-
мер – различие емкостей самих информационных датчи-
ков, разброс в номиналах электро-радио-элементов (ЭРИ) 
в блоках усиления первичных сигналов, различные со-
противления съемных токопроводов и т.д.  

Разделить реальные влияния данных факторов не 
представляется возможным, поэтому будем рассматри-
вать комплексные погрешности.  

Отклонение амплитуды, вызванное неидентично-
стью информационных каналов гироскопа, определяет-
ся в контуре стабилизации амплитуды как изменение 
энергии вибраций на различных румбах волны, и выра-
батывает ошибочное управление, которое приводит, в 
свою очередь, к ошибкам в определении систематиче-
ской составляющей скорости дрейфа волнового гиро-
скопа. Поэтому задача идентификации и компенсации 
влияния неидентичности или несимметрии информаци-
онных каналов ВТГ весьма актуальна для разработчиков 
прибора навигационного класса точности в режиме сво-
бодной волны. 

III. РЕШЕНИЕ ПРОБЛЕМЫ 
Рассмотрим неидентичность и/или несимметрич-

ность информационных каналов интегрирующего ВТГ 
на определение амплитуды колебаний полусферическо-
го кварцевого резонатора. Покажем, что неидентич-
ность и/или несимметрия информационных каналов 
прибора имеет принципиальное значение. Считаем, что 
прибор работает в режиме свободной волны.  

Допустим, что отдельный информационный канал 
w1 исследуемого ВТГ имеет масштаб, равный (1+k) и 
угол отклонения, равный γ (при этом мы допускаем, что 
идеальный канал имеет масштабный коэффициент, рав-
ный единице, и угол отклонения, равный нулю). В 
наших обозначениях величины k и γ являются малыми. 
При этом информационный канал y не зависит от вве-
денных выше параметров, но зависит от угла волны. 
Тогда выходной сигнал w1 уже не будет точно пропор-
ционален косинусу угла волны, а будет являться линей-
ной комбинацией синуса и косинуса с весами, завися-
щими от параметров k и γ. Но в таком случае полная 
амплитуда (вычисляемая, как корень квадратный из 
суммы квадратов амплитуд измерительных каналов w1 
и w2) уже не будет постоянной, а будет линейной ком-
бинацией четвертой гармоники синуса и косинуса угла 
волны. Указанное свойство усложняет идентификацию 
неидентичности каналов, так как разнодобротность 
(анизотропия диссипации энергии) так же вызывает по-
грешность дрейфа по четвертой гармонике угла волны. 
Если разработчик калибрует прибор, переводя волну на 
различные румбы, то он может вообще не увидеть не-
идентичность каналов по данной причине. Погрешность 
неидентичности каналов возможно наблюдать лишь при 
непрерывном вращении тестируемого прибора на пре-
цизионном динамическом стенде и точной регистрации 
амплитуды вибраций прибора. При этом, чем больше 
величины самих параметров k и γ, тем большие откло-
нения амплитуды будут зарегистрированы.  

Пусть амплитуда вибраций равна А и держится по-
стоянной. Тогда амплитуды AX и AY измерительных ка-
налов можно представить в виде [1]: 

.2sin
,2cos




AA
AA

Y

X




                              (1) 

В формулах (1) переменная   обозначает угол ори-
ентации волны относительно кромки резонатора. В ре-
альном приборе преобразование сигнала в каждом из-
мерительном канале происходит с погрешностями, 
например – различие реальных емкостей конденсатор-
ных датчиков, разброс в номиналах радиоэлементов в 
блоках усиления, различные сопротивления самих токо-
проводов и т.д.  

Разделить влияния данных факторов не представля-
ется возможным, поэтому будем рассматривать ком-
плексные погрешности. Допустим, что канал Х имеет 
масштаб, равный 1+k и угол отклонения, равный   (мы 
считаем, что идеальный канал имеет масштаб, равный 
единице, и угол отклонения, равный нулю). В наших 
обозначениях величины k и   являются малыми. Тогда 
выходные сигналы представимы в виде: 

.2sin

,2sin2cos)1(
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(2) 

Отклонение расчетной амплитуды от номинального 
значения (погрешность) можно найти по формуле: 

AААА YX  2*2* )()( . (3) 

Подставляя в выражение (3) значения из (2) и удер-
живая лишь малые первого порядка, получаем выраже-
ние для погрешности расчета амплитуды: 

))4sin()4cos((
2

  kkAА . (4) 

Из (4) следует, что погрешность амплитуды имеет в 
своем составе четвертую гармонику угла волны. Это 
усложняет ее идентификацию, так как разнодобротность 
(анизотропия диссипации энергии) так же вызывает по-
грешность дрейфа по четвертой гармонике угла волны. 
Если разработчик калибрует прибор, переводя волну на 
различные румбы, то он может вообще не увидеть 
несимметрию каналов по данной причине. Погрешность 
(4) возможно увидеть лишь при непрерывном вращении 
прибора и регистрации амплитуды вибраций. Чем 
больше величина параметров k и  , тем большие откло-
нения амплитуды будут зарегистрированы. 

Отклонение амплитуды, вызванное несимметрией 
каналов, определяется в контуре стабилизации ампли-
туды как изменение энергии вибраций на различных 
румбах волны, и вырабатывает ошибочное управление, 
которое вызывает, в свою очередь, вызывает ошибки в 
расчете скорости дрейфа. Поэтому задача идентифика-
ции и компенсации влияния несимметрии каналов весь-
ма актуальна для разработчиков прибора в режиме сво-
бодной волны. 
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IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Испытуемый прибор подключали в режиме измере-

ния неидентичности выходных каналов. На некоторых 
приборах зарегистрирована величина соответствующей 
погрешности порядка 10%.  

Это вызывает систематический дрейф на уровне по-
рядка 10 град/ч, что неприемлемо для точных приборов 

навигационного класса точности. После компенсации 
неидентичности каналов, систематический дрейф не 
превышал 1 град/ч.  

Следует отметить, что практические исследования 
промышленных ВТГ показали: на лучших образцах не-
идентичность каналов не превышает 1%, после регули-
ровки не более 0.1%. Это требование к высокоточному 
ВТГ в режиме свободной волны. 
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Аннотация—Рассматривается технология структурно-
параметрическая идентификация динамических моделей 
ошибок чувствительных элементов (ЧЭ) инерциальных 
навигационных систем. Такая технология основана на 
вычислении корреляционной функции для оценок ошибок 
ЧЭ и ее использовании для определения коэффициентов 
сноса и диффузии. Результаты идентификации представ-
лены для модели ошибок волнового твердотельного гиро-
скопа (ВТГ). Показано влияние неточности задания пара-
метров в модели дрейфа ВТГ на точностные характери-
стики инерциальной курсовертикали.  

Ключевые слова—инерциальная навигационная система, 
динамическая модель ошибок датчиков, волновой 
твердотельный гироскоп, корреляционная функция ошибок, 
структурно-параметрическая идентификация модели 
ошибок.  

I. ВВЕДЕНИЕ 
Современное состояние бесплатформенных инерци-

альных навигационных систем (БИНС) характеризуется 
применением чувствительных элементов (ЧЭ) различ-
ного принципа действия. Выбор ЧЭ во многом зависит 
от условий эксплуатации БИНС.  В трудных условиях 
эксплуатации БИНС в качестве ЧЭ используют волно-
вые твердотельные гироскопы (ВТГ) [1,2]. С другой 
стороны, такие условия должны учитываться при ком-
плексном совершенствовании как конструктивного, так 
и математического обеспечения БИНС на базе ВТГ. Та-
кое совершенствование определяется, в том числе, каче-
ством калибровки ВТГ, учитывающей их конструктив-
ные дефекты. 

Традиционно калибровка ВТГ связана с оценкой их 
систематических ошибок. Такие ошибки отражают ста-
тическую модель, параметры которой не изменяются во 
времени в процессе эксплуатации. Известный метод 
Аллана [3] позволяет оценить стабильность дисперсий 
стохастических ошибок ВТГ. Однако указанный метод 
не дает рекомендаций по использованию оценок стати-
стических параметров в уравнениях, характеризующих 
динамику изменения ошибок ВТГ во времени. Такие 
уравнения используются для прогнозирования оценок 
ошибок ВТГ как в автономных, так и в интегрирован-
ных режимах функционирования БИНС.   

Новизна работы связана с добавлением к известным 
алгоритмам заводской калибровки также процедур 
настройки моделей динамических ошибок и шумов 
ВТГ. Настройку моделей предлагается выполнять на 
основе структурно-параметрической идентификации по 
результатам корреляционной обработки оценок ошибок 

ВТГ. Для этого ошибки ВТГ включаются в вектор оце-
ниваемых при калибровке параметров, которые реги-
стрируется в течение заданного промежутка времени. 
Порядок модели ошибок ВТГ определяется эксперимен-
тально по виду корреляционной функции, вычисляемой 
в процессе калибровки.  

Цель работы – повышение точностных характери-
стик БИНС на основе корреляционной обработки сигна-
лов и структурно-параметрической идентификации ди-
намической модели ошибок ВТГ. 

Достижение цели опирается на применение проце-
дур оценивания и регистрации ошибок БИНС по внеш-
ним наблюдениям, их обработки в реальном времени с 
помощью обобщенного фильтра Калмана (ОФК) [4] и 
постобработки корреляционным методом.  

II. СТРУКТУРНО-ПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ ИДЕНТИФИКАЦИЯ 
МОДЕЛЕЙ ОШИБОК ИНЕРЦИАЛЬНЫХ ЧУВСТВИТЕЛЬНЫХ 

ЭЛЕМЕНТОВ 
Точность инерциального счисления параметров ори-

ентации и навигации существенно зависит от адекват-
ности моделей ошибок ЧЭ реальным измерительным 
процессам. Модель шумов ЧЭ формируется так [5], что-
бы ее структура отображалась на обобщенное уравнение 
ошибок БИНС 

            )(ξ)()()()(/ ttGtxtAtxdtdx   ,        (1) 

где x(t) – вектор ошибок; A(t) – матрица коэффициентов, 
характеризующих динамику изменения ошибок БИНС; 

)(ξ t  – вектор возмущений, действующих на БИНС; 
G(t) – матрица интенсивностей возмущений. 

С учетом уравнения (1) модель ошибок ЧЭ μ( )t  
можно представить в виде двух составляющих: система-
тической μ ( )s t  и чисто случайной )(ξ t , имеющей, 
например, гауссовское распределение, а именно:  

                       μ( ) μ ( ) ξ( )st t t    ,                         (2) 

где μ ( )s t  – систематический дрейф ЧЭ; 2
ξξ( ) (0, σ )t N . 

Ошибку (2) можно приближенно описать с помощью 
экспоненциальной корреляционной функции 

                
/ μ2

μ μ μ( ) [ μ( ) μ( )] σ
t T

K t M t t T e


     ,      (3) 
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где μT  – время корреляции; М […] – оператор матема-

тического ожидания. 

Спектральная плотность случайного процесса (3) 
имеет вид 
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где 
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 ; 1j ; ω  – частота. 

Спектральные плотности входного )ω(ξS  и вы-

ходного )ω(ΔμS  сигналов в модели ошибок ЧЭ связа-

ны через модуль частотной передаточной функции сле-
дующим соотношением [6] 

               )ω()ω()ω( ξ
2

Δμ SjWS  .           (5) 

Для 1σ 2
ξ   справедливо следующее соотношение 
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μμ

2
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2 jW .             (6) 

С учетом соотношения (6) передаточная функция в 
форме Лапласа будет иметь вид 

   )(ξ/)(μ)α/(ασ2)( μμ
2
μ ppppW  .   (7) 

Отсюда можно записать уравнения, описывающие 
динамику изменения погрешностей ЧЭ во временной 
области 

                 μμμ α2σ)(ξ)(Δμα)(μ ttt   .      (8) 

Уравнение (8) легко отображается на общую модель 
ошибок БИНС (1) 

                      )(ξ)()()()(
μμμμ

ttGtxtAtx  ,              (9) 

где μμ α)( tA ; 
μ

μ
1

α
T

 ; μμμ α2σ)( tG .  

Из соотношения (3) следует 2
μμ σ)0( K . Поэтому 

задача идентификации сводится к определению пара-
метра μα  в модели (8), который минимизирует квадра-
тичную функцию  
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где 
)(μ 

ˆ
jK  – статистическая корреляционная функция, 

вычисленная по зарегистрированным оценкам jx̂  в 

процессе эксплуатации БИНС, а именно: 
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N – число ретроспективных отсчетов сигнала ЧЭ;
 tjj τ ; 1 ii ttt ; it  – дискретные моменты вре-

мени. 

Дифференцируя функцию (10) по μα  и приравнивая 

производную нулю, получаем 
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Учитывая, что для ЧЭ 1α0 μ   и второй сомно-

житель в уравнении (12) не влияет на решение, можно 
записать 
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Из уравнения (13) при j = 0 определяется оценка 
дисперсии ошибки 

                                    2
μ μ(0)

ˆσ K .                                  (14) 
С учетом дисперсии (14) оценка нормированной 

корреляционной функции будет иметь вид 
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При 0ˆ
)(μ jK  уравнению (13) можно поставить в 

соответствие эквивалентное выражение, записанное в 
терминах функции натурального логарифма, а именно: 
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Отсюда оценка μα̂ параметра μα будет иметь вид 
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Изменение знака экспериментальной корреляционной 
функции (11) свидетельствует о несоответствии модели 
(3) реальным оценкам погрешностей ЧЭ. Это несоответ-
ствие может быть устранено на основе следующих про-
цедур адаптивной идентификации параметров модели: 
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 идентификация по ограниченной выборке оценок, 
при которой 0ˆ

)(μ jK ; 

 коррекция структуры модели корреляционной 
функции с учетом наличия оценок, для которых 

0ˆ
)(μ jK . 

Коррекция структуры модели (3) может быть выпол-
нена на основе комбинации трансцендентных функций, 
в частности, с использованием экспоненциально-
косинусной функции 

                             tetK
t

μ
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μμ βcosσ)(


 .                (18) 
Можно показать [6], что корреляционной функции 

(18) соответствует следующая спектральная плотность 
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где 
μμ

/1α T ; 2
μ

2
μ

2 βα b ; μT  – время корреляции. 

С учетом выражения (5) спектральной плотности 
(19) можно поставить в соответствие формирующий 
фильтр с передаточной функцией 
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Передаточной функции соответствует следующая 
система уравнений во временной области 
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Параметр )(μ~ t  является вспомогательной пере-
менной, а )(μ t  – суммарной погрешностью ЧЭ. Иден-
тифицируемые параметры μα  и μβ  определяются 
путем минимизации квадратичной функции 

 
β α, 
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j
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при )(μ)(
ˆ:ˆ

jj KK  ; μα:α  ; μβ:β  .   

В задаче (21) параметры μβ  и 2
μσ  определяются по 

экспериментальной корреляционной функции )μ(
ˆ

jK  точ-

но, а именно 

                       )0(σ̂ μ
ˆ2

μ K ; βμ π/τ5.0β̂  ,                 (22) 

где βτ  – временной интервал, для которого 0)(τβ K . 

С учетом оценок (22) возможны следующие подходы 
к решению задачи (21): 

 в общем случае через разложение трансцендент-
ных функций в степенные ряды; 

 через функцию натурального логарифма для вы-
борки оценок, а именно: 

0τ )τβ̂coslnατˆ(ln2
α

)α(
0 μ)(μ

μα̂α
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Отсюда оценка параметра μα̂  будет иметь вид 

                


NN
r

j jj jj 11 )(μμμ τ/)ˆlnτβ̂cos(lnα̂ ,    (23) 

где jj tjτ ; 1 iii ttt ; 2
μ)(μ)(μ σ/ˆˆ jj Kr  . 

После идентификации параметры μα̂ , μβ̂  и 2
μσ̂  

включаются в динамические уравнения для ошибок ЧЭ. 

III. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ ИССЛЕДОВАНИЙ   
В качестве объекта исследований рассматривался 

волновой твердотельный гироскоп [8], расположенный 
вертикально на стенде. Некоторые результаты обработ-
ки сигнала ВТГ представлены на рисунках 1 и 2: на рис. 
1 – ошибка ВТГ при определении вертикальной состав-
ляющей угловой скорости вращения Земли, на рис. 2 – 
нормированная корреляционная функция для ошибки 
ВТГ.   
   δ, угл. град. 

 

 
        

Влияние неточности задания параметров модели 
ошибок ВТГ рассматривалось для одного канала инер-
циальной курсовертикали (ИКВ) [5]. 

 

 
        

При наблюдении вектора ошибок ИКВ 
  T( )  δ  ω  x t V a     по сигналам скорости 

ДВИИКВ( ) ( ) ( )
V

z t V t V t   параметры динамической модели 

имеют вид  

Рис. 1. Ошибка ВТГ 
 

t, с 

Рис. 2. Корреляционная функция для ошибки ВТГ 
 

t, с 
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, 

где R – величина радиуса-вектора местоположения 
ИКВ; g – ускорение силы тяжести; δ  – угловая ошибка 
определения вертикали; V  – ошибка счисления ско-
рости; a  – смещение сигнала акселерометра; Δω  – 
дрейф гироскопа; ωτ , τa  – соответственно время корре-
ляции ошибки акселерометра и дрейфа гироскопа; 

ωσ , σa  – среднеквадратические значения ошибок соот-
ветственно акселерометра и гироскопа; ДВИ – датчик 
внешней информации; (...)  – символ ошибки. Частота 
формирования наблюдений и их обработки с помощью 
ОФК 1Гц.  

На рис. 3 и 4 представлены характерные результаты 
оценивания ошибок ИКВ, где показаны действитель-
ная ˆΔδ δ δ   и среднеквадратическая 22δσ P  
ошибки определения вертикали ИКВ ; Δδ22

P P  – 

диагональный элемент ковариационной матрицы оши-
бок оценивания. Оценки, полученные ОФК без пред-
варительной идентификации параметров 2ˆ ˆα,  σ , пока-
заны на рис. 3, а с идентификацией указанных пара-
метров – на рис. 4.  

      Δδ, угл. град. 

 
 

 
 
График на рис. 3 отражает динамику изменения оце-

нок, когда коэффициенты сноса 1 / τ  и диффузии 

σ 2 / τ  в модели ошибок ВТГ (8) отличаются от полу-
ченных при идентификации на порядок. 

 

 

 

        Δδ, угл. град. 

 
 

 

 
Можно видеть, что несоответствие модельных ко-

эффициентов сноса и диффузии их реальным значениям 
существенно влияет на достоверность оценок ошибок. 
Особенно это проявляется в автономном режиме функ-
ционирования БИНС, в том числе, между сеансами 
внешних наблюдений.  

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
При построении моделей ошибок инерциальных 

чувствительных элементов необходимо учитывать, как 
их детерминированные, так и случайные составляющие. 
Детерминированные составляющие определяются, как 
правило, при заводской стендовой калибровке ЧЭ [7]. 
Случайные составляющие описываются с использова-
нием коэффициентов сноса и диффузии, которые входят 
в динамические модели ошибок ЧЭ. Идентификацию 
таких коэффициентов целесообразно выполнять по за-
регистрированным данным в процессе динамических 
испытаний [9] с использованием внешних по отноше-
нию к БИНС систем.  
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Рис. 3. Ошибки определения вертикали без  
идентификации параметров дрейфа ВТГ 
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Рис. 4. Ошибки определения вертикали с учетом  
 идентификации параметров дрейфа ВТГ 
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Аннотация—Рассматриваются вопросы реализации 

режима свободной волны в низкодобротных резонаторах 
кориолисовых вибрационных гироскопов для создания 
датчика угловых перемещений. Обсуждаются способы 
компенсации диссипации энергии свободных колебаний 
резонатора. Приводятся результаты экспериментальных 
исследований, показывающих возможность повышения 
добротности до десяти и более раз.  

Ключевые слова—кориолисовый вибрационный гиро-
скоп, резонатор, добротность. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время объемные резонаторы кориолисо-

вых вибрационных гироскопов (КВГ) выполняются из 
плавленого кварца или элинварного металлического 
сплава. В первом случае резонаторы имеют высокую 
добротность (от единиц миллионов и выше), позволяют 
создавать инерциальные датчики навигационного класса, 
но имеют при этом дорогостоящую технологию изготов-
ления. Металлические резонаторы имеют более дешевую 
технологию изготовления, но при этом их добротность, 
как правило, не превышает значение 35000 [1]. 

Одной из актуальных проблем реализации кориоли-
совых вибрационных гироскопов с низкодобротными 
объемными резонаторами является реализация режима 
свободной стоячей волны, при котором КВГ функцио-
нирует в качестве измерителя угловых перемещений 
(интегрирующего гироскопа). Существующие образцы 
КВГ с металлическим объемным резонатором позволяют 
создавать  гироскопические датчики угла с длительно-
стью функционирования не более 3–5 секунд, что явля-
ется недостаточным для применения на подвижных объ-
ектах [2]. Целью настоящего доклада является демон-
страция способа повышения добротности кориолисовых 
вибрационных гироскопов с объемным резонатором. 

II. ТИПОВАЯ КОНСТРУКЦИЯ КВГ 
Типовая конструкция КВГ, как правило, содержит ци-

линдрический резонатор (Resonator) (рис. 1), на дно кото-

рого приклеиваются четыре пары пьезоэлементов (Piezo 
elements) для возбуждения стоячей волны и съема инфор-
мации [1]. Резонатор устанавливается на основание (Base). 

 
Рис. 1. Типовая схема кориолисового вибрационного гироскопа  

Точки стоячей волны с максимальной амплитудой ра-
диальных колебаний являются пучностями, а с мини-
мальной – соответственно узлами (рис. 2,a). Стоячая вол-
на для второй формы колебаний, являющейся основной 
для КВГ с объемным резонатором, имеет соответственно 
четыре узла и четыре пучности. Если основание не вра-
щается ( = 0), то волновая картина неизменна (рис. 2,a) 
и одна из пар пучностей располагается вдоль оси x1, а 
узлов – вдоль оси x2, расположенной под углом 45°. Сиг-
налы, снимаемые с пьезоэлементов оси x2 близки к нулю.  

Если основание вращается с угловой скоростью  
(рис. 2,b), то волновая картина прецессирует (запаздыва-
ет) по отношению к основанию и инерциальному про-
странству, что служит информацией об угле поворота. 

 
Рис. 2. Положение стоячей волны при неподвижном основании (a) и 
повороте основания (b) 

272



III. УРАВНЕНИЯ ДЛЯ СВОБОДНОЙ ВОЛНЫ КВГ 
Рассмотрим способы реализации свободной волны в 

КВГ с объемным резонатором. В этом случае уравнения 
движения свободной волны, характеризующие колеба-
ния резонатора вдоль направлений x1 и x2 можно пред-
ставить в виде [3]: 

2
1 1 2 0 1

2
2 2 1 0 2

2 2 0,

2 2 0.

x x K x x
T

x x K x x
T

     

    


  

  
  (1) 

где 1x , 2x  – перемещения кромки резонатора вдоль со-
ответствующих осей контроля колебаний; 0  – круговая 
частота собственных колебаний;   – угловая скорость 
вращения основания, K – коэффициент прецессии волны, 
T – постоянная времени резонатора ( 02 /T Q  , Q –  
добротность колебаний). 

Уравнения движения (1) идентичны уравнениям сво-
бодных колебаний маятника Фуко [4]. Их отличительной 
особенностью является наличие коэффициента прецес-
сии K в составляющих кориолисового ускорения и тем, 
что контроль колебаний осуществляется не вдоль орто-
гональных направлений, а относительно осей x1, x2 рас-
положенных под углом 45° друг к другу. Введением 
комплексной переменной 1 2z x jx   система (1) может 
быть преобразована к одному дифференциальному урав-
нению 

 1 2
02 0z T jK z z       .  (2) 

Положим угловую скорость основания постоянной и, 
решая полученное уравнение (2) при начальных условиях: 

0
0 1(0)z z x  , (0) 0z  , 

где 0
1x  – начальные отклонения резонатора по координа-

те x1, приближенно получим 
0 /

1 1 0( ) cos cost Tx t x K t t  e ,  (3) 
0 /

2 1 0( ) sin cost Tx t x K t t   e .  (4) 

Находя отношение 2 1( ) / ( )x t x t , нетрудно увидеть, что 

2

1

( )1 arctg
( )

x tt
K x t

   ,   (5) 

из чего следует возможность определения угла поворота 
основания t , а, следовательно, и принципиальная реа-
лизация КВГ в режиме интегрирующего гироскопа. При 
K = 1 соотношение (5) соответствует повороту плоскости 
колебаний маятника Фуко. Так как ось х2 колебаний ре-
зонатора располагается под углом 45° к оси х1 (а не под 
углом 90°, как у маятника Фуко), то для правильной ин-
терпретации измерений, соотношение (5) необходимо 
снабжать множителем 1/2. 

Наличие затухающего множителя /t Te  в решениях 
(3), (4) позволяет сделать вывод, о том, что продолжи-
тельность функционирования КВГ в режиме измерителя 
угловых перемещений определяется постоянной време-
ни T. Для типовой конструкции КВГ с металлическим 
резонатором, имеющим добротность Q = 30000 и соб-

ственной частотой 6000 Гц, постоянная времени состав-
ляет величину 1,6 с. Время переходного процесса в этом 
случае не более 5 с (3T).   

Для обеспечения заданной продолжительности 
функционирования КВГ необходимо осуществлять ком-
пенсацию диссипации энергии, связанной с наличием 
членов 12 /x T , 22 /x T  в уравнениях (1). Возможны два 
способа компенсации.  

В первом случае пьезоэлементы КВГ должны фор-
мировать воздействие на резонатор, пропорциональные 
скоростям движения 1dk x  и 2dk x , но с противоположным 
знаком. Полная компенсация диссипации энергии будет 
осуществляться при выполнении равенства 

12dk T  .  (6)  

где dk  – коэффициент пропорциональности скорости  
перемещения резонатора. 

Недостатком данного способа является необходи-
мость формирования производных от перемещения ре-
зонатора 1x  и 2x , что может привести к возрастанию 
шума в цепях компенсации. 

Другой способ компенсации диссипации энергии ко-
лебаний связан с формированием воздействия на резона-
тор КВГ, пропорционально интегралам от перемещений 

1x  и 2x  [5]. В этом случае математическая модель КВГ 
может быть представлена в виде 
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 (7) 

где ik  – коэффициент пропорциональности интеграль-
ных членов.  

Полная компенсация диссипации энергии будет до-
стигаться  при выполнении равенства: 

2
02 /ik T  .   (8) 

В случае превышения коэффициентом ik  граничного 
значения (8), колебательный процесс будет расходящимся.  

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ИССЛЕДОВАНИЙ 
Исследования проводились на натурном макете КВГ 

с металлическим резонатором, собственная частота ко-
торого составила значение около 5750 Гц. Интегрирую-
щее устройство реализовывалось в соответствии с пере-
даточной функцией вида 

1 2

( )
( 1)( 1)

ik sW s
T s T s


 

,   (9) 

где ik , 1T , 2T  – коэффициент передачи и постоянные 
времени интегрирующего устройства, s – аргумент в 
преобразовании Лапласа. 

Постоянные времени передаточной функции (9) под-
бирались такими, чтобы спад амплитудной частотной 
характеристики на собственной частоте резонатора со-
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ставил минус 20 дБ/дек, соответствующий наклону ха-
рактеристики интегрирующего звена. Для данной соб-
ственной частоты колебаний резонатора постоянные 
времени выбирались следующие: T1 = 0,1 мс, T2 = 1,6 мс.  

На рис. 3 приведены экспериментальные графики за-
тухающих колебаний по координате x1 при неподвижном 
основании без компенсации и с компенсацией диссипа-
ции энергии колебаний. 

 
Рис. 3. Графики затухающих колебаний резонатора: без компенсации 
(1) и с компенсацией диссипации энергии (2) 

Постоянная времени металлического резонатора без 
компенсации энергии составила T  1 c, что при данной 
частоте резонатора соответствует добротности около 
18000. Как видно из рис. 3 постоянная времени резона-
тора с контурами компенсации диссипации энергии со-
ставила T  17 c, что соответствует эквивалентной доб-
ротности 307091. Таким образом, было достигнуто эф-
фективное повышение добротности в 17 раз. Во столько 
же раз возрастает время функционирования, которое 
составляет величину порядка  3T  54 с. 

На рис. 4 приведены фигуры Лиссажу, полученные 
после возбуждения свободной волны, ожидания в тече-
ние 3-х секунд при неподвижном основании и повороте 
на угол 45 °. Напряжение U1 соответствует сигналу, 
снимаемому с пьезоэлементов, установленных вдоль оси 
x1, U2 – с пьезоэлементов оси x2 соответственно.  

 
Рис. 4. Фигуры Лиссажу для КВГ в режиме свободной волны: 1 – в 
момент запуска, 2 – после ожидания в течение 3 с, 3 – после поворота 
основания на угол 45 ° 

Если принять, что коэффициент прецессии волны K = 
0,4, то измеренный угол поворота основания составит 
37°/(2·0,4)  46,25°. Данный результат следует считать 
предварительным, так как получен при реализации кон-
тура управления резонатора на макете КВГ. Тем не ме-
нее, проведенный эксперимент подтверждает возмож-
ность создания свободной волны в низкодобротном ре-
зонаторе путем компенсации диссипации энергии коле-
бательного процесса и функционирования КВГ в режиме 
интегрирующего гироскопа. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Показан новый схемотехнический способ повышения 

добротности металлического резонатора кориолисового 
вибрационного гироскопа. Способ основан на компенса-
ции диссипации энергии свободных колебаний путем 
формировании сигналов обратных связей по интегралам 
от перемещения кромки резонатора. Получено экспери-
ментальное подтверждение предлагаемого способа. 
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Аннотация—Для практической разработки ВТГ с ме-
таллическим резонатором необходим его модальный ана-
лиз. Вначале модальный анализ выполняется методом 
конечно – элементного (КЭ) моделирования. Далее мо-
дальный анализ выполняется с помощью вибростенда, 
результатом которого является уточнение параметров 
КЭ – модели. Определены частоты изгибных колебаний 
донышка резонатора в пучностях и узлах. Сравнение экс-
периментальных результатов и КЭ – моделирования уточ-
нили коэффициенты демпфирования резонатора и среды. 

Приведены результаты модального анализа конусного 
резонатора. По техническому заданию спроектирован резо-
натор с резонансным кольцом в форме усеченного конуса. 

Ключевые слова—кориолисовые вибрационные гироско-
пы, волновой твердотельный гироскоп, конечно элемент-
ный анализ, вибрации, модальный анализ. 

ВВЕДЕНИЕ 
В работах Линча (Lynch D.D.) [1] и Апостолюка 

(Apostoluk V.) [2] показано, что динамика ВТГ аналогич-
но микромеханическому гироскопу может быть исследо-
вана на базе решений двух линейных обыкновенных 
дифференциальных уравнений второго порядка, описы-
вающих возбуждаемую моду (режим возбуждения – РД) 
и измеряемую моду (режим чувствительности – РЧ). Ко-
эффициент Брайана вычисляется по известной формуле. 

В отечественной литературе конструкция ВТГ с ме-
таллическим резонатором принята аналогичной разра-
ботке конструкции фирмы Inna lab.Ltd, в которой резо-
натор выполнен в виде двух сопряженных цилиндров с 
разной толщиной стенки. Цилиндр с большей толщиной 
является резонатором, а с меньшей – подвесом. На до-
нышко резонатора наклеены восемь пъезоэлементов [3]. 

I.  ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Выполнить модальный анализ резонатора с вибри-

рующим кольцом в форме усечённого конуса методом 
КЭ-моделирования и инструментальными методами, на 
основании которого спроектировать резонатор не име-
ющий резонансных всплесков в заданном диапазоне 
частот. 

II.  МОДАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ РЕЗОНАТОРА 
Для практической разработки необходим модальный 

анализ резонатора, который на начальном этапе может 
быть выполнен методом конечно-элементного (КЭ) мо-
делирования. 

Для исследования работы ВТГ методом КЭ без пье-
зоэлементов и расчета геометрических параметров 

необходимо разработать модель, соответствующую ре-
альному изделию (рис. 1) [3-4]. Размеры которого ука-
заны в таблице 1. 

 

Рис. 1. Эскиз исследуемого резонатора ВТГ  

ТАБЛИЦА 1. ОСНОВНЫЕ РАЗМЕРЫ ИССЛЕДУЕМОГО РЕЗОНАТОРА 

Обозначение 
размера 

D1 D2 D3 D4 H1 H2 H3 R1 

Ед. изм. мм 21,1 19,6 20,3 6 15 0,3 8 1,8 
 

Некруглость диаметра D2 0,003 мм, несоосность 
диаметров D2 и D1 0,01мм. В качестве материала резо-
натора задана сталь со следующими механическими 
свойствами: модуль Юнга 1,86*1011Па, плотность 7850 
кг/м3, коэффициент Пуансона 0,3. Материал считаем 
изотропным. 

В результате модального анализа получились сле-
дующие собственные частоты: 

 1409,51 Гц – изгибная форма колебания донышка 
относительно посадочного отверстия; 

 1409,58 Гц - изгибная форма колебания донышка 
относительно посадочного отверстия, повернутая 
на 90° относительно первой; 

 3195,53 Гц – мембранная мода; 

 4029,49 Гц – изгибная мода кромки резонатора 
(рабочая мода); 

 4030,49 Гц – изгибная мода кромки резонатора, 
повернутая на 45° относительно рабочей. 

Для проведения модального анализа методом КЭ с 
пьезоэлементами была спроектирована трехмерная мо-
дель резонатора, с наклеенными на его донышко пьезо-
элементами [5].  
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В качестве пьезоэлементов использовались пьезо-
элементы PIC-181 PI Ceramic, Германия, изготовленные 
из сегнетожесткого материала. 

Коэффициенты пьезоматериала были запрошены у 
официального представителя PI Ceramic в России. 
Сплав 21 НКМТ-ВИ считаем изотропным.  

В результате модального анализа исследуемого ре-
зонатора выявлены следующие резонансные частоты:  

 1451 Гц – изгибная форма колебания донышка 
относительно посадочного отверстия; 

 1452 Гц – изгибная форма колебания донышка 
относительно посадочного отверстия, повернутая 
на 90° относительно первой; 

 3415 Гц – мембранная мода; 

 4572 Гц – изгибная мода кромки резонатора (ра-
бочая мода); 

 4573 Гц – изгибная мода кромки резонатора, по-
вернутая на 45° относительно рабочей. 

Из модального анализа видно, что изгибная форма 
колебания донышка относительно посадочного отвер-
стия находится в рабочей полосе частот ВТГ, что отри-
цательно сказывается на выходном сигнале. Рабочая 
частота ВТГ соответствует 4 или 5 моде колебаний. По-
сле виртуальной балансировки разночастотность между 
4 и 5 модами уменьшается до значений менее 0,05 Гц. 
Также из модального анализа видно, что разница частот 
между 3 и 4 модами меньше 1000 Гц, что окажет нега-
тивное воздействие на работу ВТГ. 

Для модального анализа ВТГ с помощью вибростен-
да, ВТГ в кронштейне был закреплен на столе вибро-
стенда измерительной осью вверх. На вибростенде была 
задана программа испытаний с характеристиками со-
гласно таблице 2. 

ТАБЛИЦА 2. ПРОГРАММА ИСПЫТАНИЙ РЕЗОНАТОРА НА ВИБРОСТЕНДЕ 

Октавные диапазоны 
частот, Гц 

10-
20 

20-
40 40-80 80-

160 
160-
320 

320-
640 

640-
1280 

1280-
2560 

Амплитуда ускорения 
синусоидальной виб-

рации, g 

1 
1,5-
1,75 

1,75-
2,5 

2,5-
4,5 

4,5-
6,0 

6,0-
9,0 

9,0-
10,0 10,0 

Продолжительность 
прохождения каждой 

октавы 

60 сек 

 

Т.к. ВТГ во время испытаний находился в выклю-
ченном состоянии, то пьезоэлементы генерировали сиг-
нал с частотой вибрации вибростенда, кроме тех частот 
на которых проявлялись гармоники собственных мод 
резонатора.  

Для уточнения модели ВТГ методом конечных эле-
ментов и моделирования работы исследуемого резона-
тора ВТГ в динамике, произведены замеры деформаций 
стенок резонатора лазерными доплеровскими вибромет-
рами PVS-500 (сканирующий) и PVS-200 (точечный). В 
результате замеров виброметром PVS-200 амплитуда 
колебания кромки в пучностях составила ± 2,2 мкм, в 
узлах 0,5 мкм. 

По результатам сравнения амплитуд деформации 
стенок резонатора, замеренных виброметрами, и ампли-
туд, полученных в модели резонатора, были уточнены 
параметры модели: коэффициенты демпфирования всех 
элементов и среды. 

Форма и размер резонансного кольца влияют на рас-
сеивание энергии на поверхности резонатора, что ока-
зывает влияние на собственные уходы резонатора и 
добротность. Минимально необходимая толщина верх-
ней кромки составляет (0,7-0,8) мм. По результатам 
практического исследования резонаторов с диаметром 
22 мм выявлено, что оптимальная толщина верхней 
кромки составляет 0,9-1 мм. Т.к. при меньшей толщине 
возрастает влияние анизотропии пьезоэлементов и по-
грешностей изготовления деталей на формирование 
стоячей волны на верхней кромке резонатора, что при-
водит к искажению эллиптичности стоячей волны и как 
следствие к увеличению дрейфа ВТГ. При большей 
толщине кромки увеличивается энергопотребление ре-
зонатора, что сужает диапазон измеряемых угловых 
скоростей.  

В результате моделирования резонаторов, имеющих 
резонансное кольцо в виде усеченного конуса и цилин-
дра выявлено, что у конусного резонансного кольца на 
наружной поверхности рассеивание энергии в месте 
перехода поверхностей на 23% меньше по сравнению с 
цилиндрическим кольцом. 

 На основе исследованных выше моделей чувстви-
тельного элемента ВТГ методом КЭ была построена 
новая модель чувствительного элемента для подбора 
оптимальных размеров резонатора и пьезоэлементов. 

Форма нового резонатора выбрана в виде усечённого 
конуса, что позволило уменьшить массу рабочего коль-
ца и уменьшить механические напряжения на верхней 
кромке по сравнению с цилиндрическим кольцом. 
Уменьшение толщины подвеса до 0,3 мм, уменьшило 
массу резонатора, механические напряжения на поверх-
ности резонатора и уменьшило энергопотребление. 
Увеличение толщины дна до 0,65 мм, сместило мем-
бранную моду выше 5000 Гц. Элемент крепления резо-
натора заменен на двустороннюю консоль с цилиндри-
ческим отверстием. Это упростило конструкцию по 
сравнению с конусной посадкой, позволило не увеличи-
вать радиус R1 (см. табл. 1), т.к. увеличение радиуса R1 
приводит к уменьшению рабочей части дна, и в сочета-
нии с утолщенным дном сместило изгибную моду дна 
выше 2500 Гц. Все выше перечисленное увеличивает 
устойчивость ВТГ к вибрационным воздействиям, по-
вышает соотношение сигнал/шум за счет разнесения 
собственных частот более чем на 1000 Гц. Смещение 
мембранной моды выше 5000 Гц позволяет вывести 
вторую гармонику мембранной моды за рабочей диапа-
зон, т.к. вторая гармоника имеет достаточно большую 
амплитуду и оказывает значительное влияние на выход-
ной сигнал ВТГ. Увеличение толщины дна могло приве-
сти к необходимости увеличения напряжения питания 
ВТГ, но было скомпенсировано конусным резонансным 
кольцом, уменьшением толщины подвеса и увеличени-
ем площади пьезоэлементов. 

Для расчета размеров сначала была построена зави-
симость собственных частот резонатора от толщины дна.  
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ТАБЛИЦА 3. ЗАВИСИМОСТЬ СОБСТВЕННЫХ ЧАСТОТ РЕЗОНАТОРА  
ОТ ТОЛЩИНЫ ДНА 

Мода, 
Гц/толщина 

дна, мм 

0,
4 0,5 0,6 0,65 0,7 0,8 0,9 1 

1 изгибная 16
83 2116 2560 2788 3021 3499 3988 4485 

2 изгибная 16
87 2120 2564 2793 3026 3503 3993 4490 

3 рабочая 47
13 4756 4809 4839 4871 4946 5032 5130 

4 рабочая 47
15 4758 4811 4841 4874 4949 5035 5134 

5 мембранная 39
50 4789 5583 5978 6376 7181 8001 8832 

 

Из таблицы 3 видно, что для имеющегося техниче-
ского задания толщина дна должна быть 0,65-0,8 мм, 
т.к. при меньшей толщине дна разница между рабочей 
частотой и мембранной модой будет меше 1000 Гц, при 
большей частоте разница между рабочей частотой и 
изгибной модой будет меньше 1000 Гц. 

Далее была построена зависимость собственных ча-
стот резонатора от толщины кромки (таблице 4). 

ТАБЛИЦА 4. ЗАВИСИМОСТЬ СОБСТВЕННЫХ ЧАСТОТ РЕЗОНАТОРА  
ОТ ТОЛЩИНЫ КРОМКИ 

Мода/ 
толщина 
кромки 

0,7 0,8 0,9 0,95 1 1,1 1,2 

1 изгибная 3108 2968 2845 2788 2735 2636 2546 

2 изгибная 3112 2973 2849 2793 2739 2640 2550 

3 рабочая 3956 4305 4660 4839 5017 5372 5611 

4 рабочая 3960 4308 4663 4841 5019 5374 5723 

5 мембранная 6420 6232 6060 5978 5900 5751 5724 

 

Из таблицы 4 видно, что для имеющегося техниче-
ского задания толщина кромки должна быть в диапа-
зоне 0,8-0,95 мм, т.к. при меньшей толщине кромки раз-
ница между рабочей частотой и изгибной модой будет 
меньше 1000 Гц, при большей толщине кромки разница 
между рабочей частотой и мембранной модой будет 
меше 1000 Гц. 

Показано, что при толщине кромки более 1 мм энер-
гопотребление резонатора резко возрастает. На основе 
полученных результатов был изготовлен ВТГ с чувстви-
тельным элементом, удовлетворяющим требованиям: 
толщина дна 0,65 мм, толщина кромки 0,95 мм.  

В диапазоне частот 10-2560 Гц новая конструкция 
чувствительного элемента ВТГ не имеет резонансных 
всплесков.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Для практической разработки ВТГ с металлическим 

резонатором по ТЗ, прежде всего необходим модальный 
анализ резонатора. На начальном этапе проектирования 
модальный анализ может быть выполнен методом КЭ 
моделирования. Для этого необходимо спроектировать 
трёхмерную модель резонатора с пьезоэлементами.  

В результате модального анализа определены часто-
ты изгибных форм колебаний донышка резонатора и его 
кромки. Затем модальный анализ выполнен с помощью 
вибростенда для реального резонатора, что позволяет 
уточнить его КЭ – модель. С помощью лазерных допле-
ровских виброметров, сканирующего и точечного, из-
мерены амплитуды колебаний кромки резонатора в 
пучностях и в узлах. В результате сравнения этих экс-
периментальных результатов с данными КЭ – модели-
рования уточнены коэффициенты демпфирования всех 
элементов резонатора и среды.  

Выполнено практическое исследование ВТГ с резо-
нансным кольцом в форме конуса. Показано преимуще-
ство конусного резонансного кольца по сравнению с 
цилиндрическим. 

Построена КЭ – модель для конусного резонатора для 
выбора его рациональных размеров и пьезоэлементов. 

Спроектирован новый резонатор. В начале была рас-
считана зависимость собственных частот резонатора от 
толщины донышка и получено значение его толщины, 
обеспечивающей разнесение частоты рабочей и мем-
бранной моды на 1000 Гц. Далее была получена зависи-
мость собственных частот резонатора от толщины его 
кромки. Выбрана толщина кромки резонатора, обеспечи-
вающая разнесение указанных выше частот на 1000 Гц. 

Показано, что спроектированный резонатор в диапа-
зоне частот 10-2500 Гц не имеют резонансных всплесков.  
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Аннотация—Вычислена погрешность волнового твер-
дотельного гироскопа, возникающая при подаче опорного 
напряжения на плоские электроды. Волновая картина 
колебаний резонатора исследовалась с использованием 
асимптотического метода осреднения Крылова—
Боголюбова. Приведен пример, показывающий влияние 
опорного напряжения на дрейф гироскопа.  

Ключевые слова—волновой твердотельный гироскоп, 
полусферический резонатор, плоские электроды, опорное 
напряжение, нелинейные колебания, дрейф. 

I. ВВЕДЕНИЕ  
Анализ публикаций и докладов международных 

конференций [1-3] показывает, что масштаб исследова-
ний и разработок ВТГ в ближайшее время будет расши-
ряться, способствуя повышению точности гироскопов. 
Благодаря своим характеристикам и возможности по-
вышения точности, ВТГ становится наиболее перспек-
тивным типом гироскопа для навигационных систем 
различных сфер применения [4-7]. Принцип функцио-
нирования ВТГ основан на эффекте инертности упругих 
волн колебаний полусферического резонатора, который 
изготавливается из кварцевого стекла, обладающего 
высокими изотропными свойствами и добротностью. 
Металлизированная поверхность резонатора вместе с 
электродами образуют электростатические датчики 
управления и съема информации. ВТГ с полусфериче-
ским резонатором относится к гироскопам высоких и 
средних точностей. Достижение высокой точности для 
ВТГ возможно в случае, если полусферический резона-
тор имеет высокую добротность (Q~107), а также каче-
ственное изготовление и точную балансировку, которые 
значительно снижают влияние анизотропии свойств 
резонатора на получаемые измерения. К недостаткам 
ВТГ относят сложность изготовления кварцевого полу-
сферического резонатора и его высокую стоимость, ко-
торая связана с использованием ряда прецизионных 
технологических операций [8]. Поэтому в последнее 
время проводятся работы по совершенствованию кон-
струкции ВТГ, которое связано с упрощением элек-
тродного узла. Известно, что кромка полусферического 
резонатора при колебаниях перемещается не только 
перпендикулярно оси резонатора, но и параллельно ей. 
Это обстоятельство позволяет разместить все электроды 
на плоском электродном узле, расположив его парал-
лельно торцевой кромки полусферической оболочки 
резонатора. В новом варианте конструкции ВТГ метал-
лическое покрытие наносится только на торцевую 
кромку полусферы, что уменьшает внутреннее трение в 
резонаторе и значительно упрощает технологию его 
изготовления. Металлическое покрытие кромки полу-

сферы вместе с электродами основания образуют элек-
тростатические датчики управления и съема информа-
ции. В этой конструкции значительно проще обеспечить 
равномерность плоского зазора между торцевой по-
верхностью резонатора и плоским электродным узлом 
[8]. Используя эту конструктивную схему, французская 
компания Safran Electronics&Defence разработала и 
наладила производство высокоточного ВТГ [7] с квар-
цевым полусферическим резонатором диаметром 20 мм. 

Управление колебаниями резонатора осуществляет-
ся путем подачи напряжения на плоские электроды, об-
разующие с резонатором систему электрических кон-
денсаторов. Для компенсации инструментальных по-
грешностей изготовления резонатора используется эф-
фект отрицательной электростатической жесткости, 
создаваемый заданным опорным напряжением. Матема-
тическая модель ВТГ с электродами на сферической 
поверхности резонатора, описывающая линейные элек-
трические и механические колебания во взаимосвязан-
ной форме, в том числе и при наличии опорного напря-
жения, получена в [9, 10]. Линейная математическая 
модель ВТГ с плоскими электродами представлена в 
[11]. В работах [12–14] учитывается влияние нелиней-
ных свойств электростатических датчиков управления 
на динамику ВТГ. В статьях [15,16] показано, что опор-
ное напряжение вызывает дрейф у ВТГ с цилиндриче-
ским резонатором при учете нелинейных слагаемых в 
уравнениях динамики. В данной работе поставлена цель 
исследовать влияние опорного напряжения на погреш-
ность гироскопа с плоскими электродами. 

II. УРАВНЕНИЯ МАЛЫХ ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ 
РЕЗОНАТОРА  

Рассмотрим тонкий упругий полусферический резо-
натор 1 (рис. 1), металлизированная кромка 3 которого 
вместе с плоскими электродами 4 расположенными на 
основании 2 образует датчики управления и съема ин-
формации. Для описания деформаций резонатора вве-
дем ортогональную систему координат ξηζ (рис. 2), свя-
занную с меридианами и параллелями его срединной 

поверхности. Пусть  , , Tu v wu  – вектор упругого 
смещения произвольной точки срединной поверхности 
оболочки в осях ξηζ. С основанием прибора свяжем ор-
тогональную систему координат Oxyz, ось z направим 
по оси симметрии резонатора. 
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Рис. 1. ВТГ с плоским узлом электродов: 1 – резонатор; 2 – основание 
гироскопа; 3 – металлизированная поверхность резонатора; 4 – элек-
трод; 5 – место соединения резонатора с основанием 

 
Рис. 2. Расчетная схема ВТГ 

Воспользуемся приближением Релея для представ-
ления колебаний оболочки по основной второй форме 
[17, 18] 

* *

* *

* *

( cos2 sin 2 ),
( sin 2 cos2 ),
( cos2 sin 2 ),

u U f g
v V f g
w W f g

   
  

   

               (1) 

где 2 2sin ;  sin ;  
2 2

U tg V tg 
       

2(2 cos )
2

W tg 
      – функции Релея, определяю-

щие колебания второй собственной формы колебаний 
нерастяжимой оболочки. 

В этих формулах смещение точки резонатора с угло-
выми координатами α и θ определяется вектором с ком-
понентами u, v, w. При этом α отсчитывается по мериди-
ану от оси резонатора, θ – по параллели. Компонента u 
представляет собой смещение вдоль касательной к ме-
ридиану, v – вдоль касательной к параллели и w – по 
нормали к поверхности резонатора. 

На торцевой поверхности α = π/2 и компоненты век-
тора смещения принимают следующие значения: 

* *cos2 sin 2u f g   ; * *sin 2 cos 2v f g    ; 
    * *2( cos 2 sin 2 )w f g     .                (2) 

где *f  и *g  – обобщенные координаты основной формы 
колебаний, равные радиальному смещению резонатора в 
двух фиксированных точках, отстоящих друг от друга 
под углом π/4; *f  , *g  – функции времени, соответству-
ющие второй форме колебаний.  

Из (2) следует, что смещение u, параллельное оси 
гироскопа, вдвое меньше радиального смещения w, т.е. 
u = – w/2. 

При использовании электрической модели ВТГ бу-
дем пренебрегать перекрестными связями между элек-
тродами, а также рассматривать только электроды 
управления, для которых мало входное сопротивление и 
им также далее пренебрегаем. 

Вычислим энергию n конденсаторов, образованных 
управляющими электродами и резонатором. Потенци-
альная энергия электрического поля, локализованного 
между обкладками заряженных конденсаторов, опреде-
ляется выражением 

1

21
2

n
i
ii

q
CW


  ,                                   (3) 

где qi − заряд i-го конденсатора, образованного резона-
тором и i-м электродом, центр которого расположен под 

углом  2 1 /i i n     к оси Ox , i=1…n; iC  − ём-
кость i-го конденсатора. Будем предполагать, что пере-
крёстное влияние конденсаторов отсутствует. 

Для вычисления емкости электрода относительно ре-
зонатора используем следующее выражение 

0 0/ ( ) / (1 / )i i iC S d u C u d     ,           (4) 

где ε0 = 8,85*10-12 Ф/м – электрическая постоянная; S – 
площадь электрода; d – зазор между недеформирован-
ным резонатором и электродами.  

Подставляя (2) в (3), а затем в (4) получаем выраже-
ние для энергии 

 * *
2

0 1

1 11 cos 2 ( ) sin 2 .
2 i i

n
i

i
f g t

d
W q

C 

     
 

   (5) 

В дальнейших исследованиях будем применять ди-
намическую модель основной формы колебаний элек-
тромеханической системы, представляющей собой резо-
натор с 16-ю электродами управления. 

Выражение для кинетической энергии не вращающе-
гося полусферического резонатора может быть пред-
ставлено в виде: 

2 2
* *

1 ( )
2

T m f g   ,                         (6) 

где m − приведенная масса резонатора, соответствующе-
го основной форме колебаний, равная для тонкой полу-
сферической оболочки в приближении Релея 4,8ρhR2, где 
ρ – плотность материала резонатора; h – толщина обо-
лочки; R – радиус полусферы; точка над буквой означает 
дифференцирование по времени. 

Потенциальная энергия деформации резонатора име-
ет вид [19]: 

2 2
* *

1 ( )
2

П c f g  ,                            (7) 

где c − приведенная жесткость резонатора. 

Для определения функции Лагранжа используем вы-
ражения кинетической (6), потенциальной (7) энергии 
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резонатора и потенциальной энергии электростатическо-
го поля управляющих конденсаторов (5):   
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       (8) 

Для составления уравнений Лагранжа-Максвелла 
электромеханической системы, учитывая (2), (3), (8) и 
применяя методику, предложенную в [9,10], получим 
следующие уравнения: 
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            (9) 

где ω2 = c/m – квадрат частоты собственных колебаний. 

Заряды электродов управления определяются урав-
нениями электрических цепей: 

, 1...16,i
e i i

i

qR q U i
C

                   (10) 

где Re – электрическое сопротивление цепи между элек-
тродом управления и источником питания; Ui – напря-
жение на i-м электроде.    

Переходя к безразмерным обобщённым координатам, 
безразмерному времени и, поставляя начальные условия, 
мы получим из (9), (10) задачу Коши для системы диф-
ференциальных уравнений тихоновского типа: 

d ( , , ),
d

 

x X x q                       (11) 

d ( , , ),
d

  

q Q x q                       (12) 
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x q  0eR C    – 

безразмерный малый параметр (например, 810 ,   
1eR   Ом, 12

0 10C   , 4 110 c  ), и уравнение (12) 
является сингулярно возмущённым. Для задачи (11) – 
(13) справедливы условия теоремы Тихонова о предель-
ном переходе [[20]], поэтому, считая 0  , можно 
записать  
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а систему уравнений в виде   
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III. ДИНАМИКА РЕЗОНАТОРА ПРИ НАЛИЧИИ 
ПОСТОЯННОГО ОПОРНОГО НАПРЯЖЕНИЯ  

Рассмотрим гироскоп с 16-ю электродами, располо-
женными под углом  1 / 8i i     к отсчетной оси. С 
помощью электродов управления создается силовое по-
ле. Зададим напряжение в (15) следующим образом: 

0(1 )i iU U u   ,               (i = 1,2,…, 16), 

где U0 — опорное напряжение; ui — малое нормализо-
ванное напряжение управления. 

Предполагая, что напряжение управления   значи-
тельно меньше опорного напряжения и пренебрегая им, 
рассмотрим влияние опорного напряжения на дрейф 
гироскопа. 

Подставляя 0iU U  в (11), раскладывая выражения 
под знаком сумм в ряды по f и g, проводя суммирование, 
получим уравнения колебаний резонатора при подаче на 
управляющие электроды только опорного напряжения 
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где 
2
0 0
2 2

4U C
md

 


– безразмерный коэффициент, характе-

ризующий малость электростатических сил, 410  . 
Таким образом, в (16) получены линейные слагаемые 
2 ,f  2 ,g  соответствующие эффекту "отрицательной 
электростатической жёсткости"; слагаемые с кубической 
нелинейностью 2 23 ( ) ,f g f   2 23 ( )f g g  ; в (16) сла-
гаемые со степенями по f  и g выше третьей опущены. 

Из уравнений (16) следует, что опорное напряжение 
вызывает снижение частоты собственных колебаний. 
Эти выводы согласуются с результатом, полученным в 
[[10]] для гироскопа с обычными электродами. Систему 
(16) будем исследовать методом осреднения Крылова – 
Боголюбова. Для этого приведем ее к стандартному виду 
посредством перехода от переменных , , ,f g f g  к мед-
ленно изменяющимся переменным , , ,r k   , называе-
мых в механике элементами орбиты [[9]] 

cos( )cos sin( )sin ,
cos( )sin sin( )cos ,

sin( )cos cos( )sin ,

sin( )sin cos( )cos .

df
d
dg
d

f r k
g r k

r k

r k



         
         

        

        






 
Отметим, что в электронном контуре гироскопа фи-

зически реализуется схема осреднения Крылова – Бого-
любова. Измеряемые с помощью емкостной системы 
электродов высокочастотные функции времени f , g  
представляются в виде двух нормальных форм колеба-
ний с амплитудами r и k . Ориентация волновой карти-
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ны колебаний на плоскости f , g  определяется углом 
прецессии  , изменение фаз колебаний двух нормаль-
ных форм  зависит от медленной переменной  . 

При равенстве амплитуд основной и квадратурной 
волны колебаний ( r k ), угол прецессии не определен, 
поэтому этот режим в дальнейшем не рассматривается.  

Уравнения движения в медленных переменных 
, , ,r k    в первом приближении метода осреднения 

имеют вид 

 2 2

30,   0,   ,
4

9 .
8

dr dk d kr
d d d
d k r
d

   
  
    


          (17) 

Первые два уравнения системы (17) указывают на то, 
что амплитуда колебаний не изменяется. Угол прецессии 
θ при неподвижном ВТГ меняется, как это следует из 
третьей формулы (16), со скоростью прямо пропорцио-
нальной емкости конденсатора С0, амплитудам колеба-
ний r и k, квадрату величины опорного напряжения U0. 
Четвертое уравнение системы (16) указывает на незна-
чительное изменение частоты колебаний. 

IV. ЧИСЛОВОЙ ПРИМЕР 

Вычислим скорость прецессии волны ,  обуслов-
ленной нелинейностью колебаний в электрическом кон-
туре гироскопа, полусферический резонатор которого 
имеет следующие размеры [[7],[11]]: средний радиус R = 
10 мм, толщина h = 0.7 мм. Плотность материала резона-
тора ρ =2200 кг/м3.  Пусть опорное напряжение U0 = 100 
В, а емкость С0 = 1.5·10-12 Ф (площадь пластины 2.5 мм2, 
расстояние между пластинами d = 15 мкм). Примем от-
носительные амплитуды основной и квадратурной вол-
ны колебаний r и k, равными 0.04 и 0.00004 (0.6 мкм и 
0.0006 мкм) соответственно. Частоту колебаний будем 
считать равной 156500c  (9000 Гц). 

Абсолютная величина скорости прецессии волны, 
рассчитанная по третьей формуле системы (10) при не-
подвижном основании равна 1,54 о/час. Эта погрешность 
присуща всем без исключения гироскопам, реализую-
щим идею маятника Фуко [[9]]. Для устранения погреш-
ности, вызываемой нелинейностью, в гироскопах данно-
го класса, одну из амплитуд колебаний, например r, под-
держивают постоянной, а другую k – стремятся умень-
шить до нуля [[9]]. Отметим, что опорное напряжение 
без учета нелинейности колебаний зарядов электродов в 
электрическом контуре уменьшает частоту изгибных 
колебаний резонатора на η или на 1.0 Гц. В гироскопах с 
цилиндрическими и со сферическими обкладками кон-
денсаторов уменьшение частоты значительно меньше. 
Это объясняется тем, что рабочий зазор у рассматривае-
мого прибора с плоскими электродами на один порядок 
меньше, а уменьшение частоты обратно пропорциональ-
но квадрату рабочего зазора. Учет нелинейности колеба-
ний приводит к уточнению частоты свободных колеба-

ний резонатора на следующую величину  2 29
8

k r
  

или на 9,0·10-4 Гц. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Исследование влияния нелинейных электрических 

свойств датчиков управления показало, что наличие 
опорного напряжения на плоских электродах вызывает 
не только уменьшение частоты резонатора, но и уход 
гироскопа, который необходимо учитывать. Дрейф гиро-
скопа зависит от опорного напряжения, емкости элек-
тродов и амплитуд колебаний. Полученная формула для 
определения погрешности гироскопа и приведенный 
пример иллюстрируют необходимость учета нелиней-
ных электрических процессов в гироскопе.   
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Аннотация—Рассматриваются вопросы реализации 
контура возбуждения стоячей волны в металлических ре-
зонаторах волновых твердотельных гироскопов для созда-
ния датчика угловой скорости или интегрирующего гиро-
скопа. Дано математическое описание процесса возбужде-
ния стоячей волны и оценка амплитуды установившихся 
колебаний. Приводятся результаты экспериментальных 
исследований.   

Ключевые слова—волновой твердотельный гироскоп, 
резонатор, автоколебания. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время перспективными инерциальными 

датчиками первичной информации, чувствительными к 
вращению основания посредством сил инерции Кориоли-
са, являются вибрационные гироскопы, выполненные на 
основе высокоточной обработки  металлического сплава 
или кварца. Отсутствие необходимости применения спе-
циализированного технологического оборудования дела-
ет перспективным применение металлических резонато-
ров в волновых твердотельных гироскопах (ВТГ), как 
класса кориолисовых вибрационных гироскопов [1]. 

Целью работы является описание способа возбужде-
ния стоячей волны в резонаторе ВТГ. 

II. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ ВТГ 
Пренебрегая разночастотностью и разнодобротно-

стью резонатора, математическую модель ВТГ, описы-
вающую колебания резонатора вдоль осей контроля 1x  и 

2x , представим в виде [2]:  

2
1 1 0 1 2 1 1 1 1

2
2 2 0 2 1 2 2 2 2

2 2 ( , , , ,...),

2 2 ( , , , ,...),

t

t

x x x K x f t x x x dt
T

x x x K x f t x x x dt
T

      


    






   

   
  (1) 

где 1x , 2x  – перемещения кромки резонатора вдоль со-
ответствующих осей контроля колебаний; 0  – круговая 
частота собственных колебаний;   – угловая скорость 
вращения основания, K – коэффициент прецессии вол-
ны; (...)if  – функция управления (i = 1, 2); T – постоян-
ная времени резонатора ( 02 /T Q  , где Q – доброт-
ность колебаний). 

III. СПОСОБ ВОЗБУЖДЕНИЯ СТОЯЧЕЙ ВОЛНЫ 
Рассматривается автоколебательный режим возбуж-

дения стоячей волны, который предполагает наличие 
источника питания постоянного тока и нелинейного 
элемента, регулирующий приток энергии. Возможны два 
варианта реализации автоколебательного режима воз-
буждения ВТГ. В первом случае возбуждение автоколе-
баний реализуется в соответствии с уравнением вида: 

2
1 1 0 1 0 1

2 sign( ) 0x x x f x
T

       ,        (2) 

где 0f  – амплитуда удельной силы трения, T – постоян-
ная времени, определяемая соотношением (4). 

Исследование уравнения (2) показывает, что частота 
автоколебаний практически равна собственной частоте 
резонатора 0, а огибающая амплитуд колебаний также 
носит апериодический характер с постоянной времени T. 
Амплитуда установившихся автоколебаний может быть 
оценена по зависимости [3] 

уст 0
1 2

0

4 f Q
x 


.           (3) 

К аналогичному результату приводит способ возбуж-
дения автоколебаний резонатора, описываемый уравне-
нием вида: 

2
1 1 0 1 0 1

0

2 sign( ) 0
t

x x x f x dt
T

     ,     (4) 

отличающийся от уравнения (3) наличием интеграла от 
перемещения резонатора под знаком сигнатуры. Способ 
является более предпочтительным с точки зрения сни-
жения шумов в цепи возбуждения. При этом частота 
автоколебаний также соответствует собственной частоте 
0, а амплитуда может быть оценена по зависимости (3).  

IV. АППАРАТНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ 
В ВТГ для возбуждения и контроля колебаний ис-

пользуются пьезоэлементы, установленные на дне ме-
таллического резонатора. На рисунке 1 показана функ-
циональная схема автоколебательного контура возбуж-
дения стоячей волны в соответствии с уравнением (2) 
[4]. Пьезоэлементы, показанные пунктирной линией, 
используются для съема информации об угловой скоро-
сти основания и в данной работе не рассматриваются. 
Сигнал с выхода одной из пар пьезоэлементов подается 
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на повторитель (блок с коэффициентом усиления значе-
нием 1), затем интегрируется и подается на компаратор, 
реализующий функцию сигнатуры sign().  

 
Рис. 1. Фунциональная схема устройства 

Выходной сигнал с выхода компаратора подается на 
вторую пару пьезоэлементов, расположенную под углом 
90° к первой паре. Цепь автоколебательного контура 
может быть реализована на аналоговых элементах с 
применением операционных усилителей. В работе реа-
лизовывался фильтр с амплитудной частотной характе-
ристикой (АЧХ), приведенной на рис. 2. Для реализации 
интегрирующего устройства, собственная частота резо-
натора должна находиться на спаде характеристики –20 
дБ/дек. Фазовое запаздывание на частоте резонатора 
составляет –90°.  

 
Рис. 2. АЧХ фильтра 

Постоянная составляющая в цепи обратной связи 
устраняется низкочастотной частью фильтра.  

V. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ИССЛЕДОВАНИЙ 
Исследования проводились на натурном макете ВТГ 

с металлическим цилиндрическим резонатором, соб-
ственная частота которого составила около 5750 Гц. 
Возбуждение стоячей волны осуществлялось в соответ-
ствии с рис. 1. На рис. 3 приведена экспериментальная 
осциллограмма процесса возбуждения автоколебаний 
резонатора. Из рис. 3 следует, что огибающая амплитуд 
автоколебаний в переходном процессе имеет апериоди-
ческий характер, близкий к огибающей при возбуждении 
синусоидальным сигналом на собственной частоте резо-
натора. На рис. 4 приведена осциллограмма установив-
шихся автоколебаний резонатора и сигнал на выходе 
компаратора. Из рис. 4 следует, что фазовое запаздыва-
ние сигнала резонатора (1) составляет –90° по отноше-
нию к сигналу компаратора (2). В работе показано, что 
для запуска автоколебаний резонатора не требуется 
стартового импульса. Возбуждение автоколебаний про-

исходит за счет неизбежного присутствия шумов в цепи 
обратной связи. 

 

Рис. 3. Осциллограмма возбуждения автоколебаний резонатора 

 

Рис. 4. Экспериментальная осциллограмма установившихся автоколе-
бания резонатора (1) и сигнала на выходе компаратора (2) 

Показано, что вариации температуры резонатора не 
приводит к срыву автоколебаний, так как изменение 
собственной частоты, составляющей единицы Гц, не 
выводит ее положение за границы требуемого наклона 
АЧХ фильтра.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Дано математическое описание и экспериментальное 

подтверждение режима возбуждения стоячей волны в 
резонаторе ВТГ методом автоколебаний. Данный метод 
позволяет исключить контур фазовой автоподстройки 
частоты и упростить блок электроники ВТГ.  
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Аннотация—Разработана конструкция чувствительно-
го элемента микрооптоэлектромеханического акселеро-
метра. Рассмотрены разные конфигурации чувствитель-
ного элемента. Проведено моделирование системы с по-
мощью ПО «КОМПАС-3D». Получены значения собствен-
ных частот чувствительного элемента (59511,6 рад/с), её 
максимальные смещения при различных значениях угло-
вых скоростей (до 310 нм), а также, множество других ха-
рактеристик, которые влияют на параметры устройства. 
Подготовлена конструкторская документация для изго-
товления необходимых деталей, включая технологическую 
оснастку для их сборки. 

Ключевые слова—микроэлектромеханические системы, 
МЭМС, Акселерометр, Оптический туннельный эффект, 
Сила Кориолиса. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Одной из основных тенденций развития современно-

го машиностроения является миниатюризация устройств 
или механических элементов. В последнее время для 
создания передовых многоцелевых технологий всё чаще 
применяют микроэлектромеханические системы 
(МЭМС) в комбинации с микрооптикой. 

МЭМС – это устройства микронных размеров, кото-
рые состоят из различных механических и электриче-
ских компонентов [1]. 

Акселерометр – это прибор, измеряющий разность 
между реальным ускорением объекта и гравитационным 
ускорением. Акселерометры используются повсеместно, 
начиная с мобильных телефонов, заканчивая высокоточ-
ными летательными аппаратами [2]. 

На данный момент одним из наиболее перспектив-
ных задач является разработка и исследование микро-
оптоэлектромеханического (МОЭМ) акселерометра. 

МОЭМ-акселерометр для определения параметров 
движения использует свойство зависимости коэффици-
ента отражения света структурой «среда-зазор-среда» от 
величины зазора [2]. Угол падения света на границу 
между первой средой и зазором (воздухом) выбирается 
таким, что при большой величине зазора, происходит 
полное внутреннее отражение. Если величина зазора 

сравнима с длиной волны излучения, то его часть прохо-
дит (туннелирует) через зазор во вторую среду и коэф-
фициент отражения структуры «среда-зазор-среда» 
уменьшается. Таким образом, мощность оптического 
излучения, отраженного от структуры «среда-зазор-
среда», несет информацию о величине зазора и, соответ-
ственно, о характере движения объекта. 

Существует множество способов реализации чув-
ствительного элемента (ЧЭ) МОЭМ-акселерометра. 
Предлагаемый доклад посвящен разработке конструкции 
ЧЭ для безкомпенсационного МОЭМ-акселерометра. 

II. ФИЗИКА ПРОЦЕССОВ 
Главным чувствительным элементом этого устрой-

ства является тонкая пластина из кварцевого стекла, на 
которой с помощью лазера вырезана своего рода «бал-
ка». В торец этой пластины направлен лазерный луч, 
который распространяясь по пластине передаёт часть 
своей энергии на фотоприёмники, которые установлены 
на некотором небольшом расстоянии сверху и снизу от 
пластины (рис. 1). 

 

Рис. 1. Схема МОЭМ-акселерометра 

Под действием внешних сил «балка» изгибается и 
появляется некоторая разность между величинами энер-
гии, которая передаётся на фотоприёмники, поскольку 
расстояние до датчиков начинает отличаться (рис. 2). 

По этой разности и определяют смещение балки и 
соответственно ускорение, которое действует на прибор. 
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Рис. 2. Снятие показаний с ЧЭ датчика 

III. ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОЧНОСТНЫХ  
ХАРАКТЕРИСТИКИ ЧЭ 

Одним из основных вариантов реализации пластины 
является вариант с односторонним закреплением инер-
ционной массы (рис 3). 

 
Рис. 3. Чувствительный элемент типа «консольная балка» 

Вариант был взят на основе литературного анализа и 
модифицирован с учетом требований к технологии 
(убраны лишние прорези и установлены дополнитель-
ные радиусы скруглений) [2]. 

Для определения возможности использования такой 
конфигурации ЧЭ было решено исследовать пластину на 
прогиб при перегрузке в 100G. Исследование проводи-
лось с помощью программного пакета «APM-FEM», 
встроенного в ПО «КОМПАС-3D». Результаты исследо-
вания показали наличие деформаций около 300 нм, что 
соответствует поставленным требованиям. Также, для 
дальнейших расчётов были определены частоты соб-
ственных колебаний для первых мод. Полученные зна-
чения (59511,6 рад/с) будут использованы для более точ-
ного определения смещения чувствительного элемента. 

IV. ОПРЕДЕЛЕНИЕ МАКСИМАЛЬНОГО СМЕЩЕНИЯ ЧЭ 
Для получения информации с акселерометра необхо-

димо генерировать первичные колебания. Частоту пер-
вичных колебаний примем равной собственной частоте 
чувствительного элемента. Амплитуду колебаний зада-
дим равной 370 мкм. 

При наличии линейного ускорения и угловой скоро-
сти возникает сила Кориолиса. Она вызывает смещение 
чувствительного элемента, по которому определяют па-
раметры объекта. 

Сила Кориолиса определяется по следующей формуле: 

)cos(2К tymF m   
(1) 

где m = 17 мг – масса системы,  = 20,94 рад/с – угловая 
скорость, вектор которой перпендикулярен вектору ли-
нейного ускорения, ω = 59511,6 рад/с – частота первич-

ных колебаний, ym=370 мкм – амплитуда первичных ко-
лебаний, t – время. 

Подставив значения, получим следующую зависи-
мость силы Кориолиса от времени. Поскольку нам необ-
ходимо будет далее анализировать именно максимальные 
отклонения системы, то расчётах будем использовать 
только максимальное по модулю значение – 15,7 мН. 

При заданных размерах ЧЭ полученные смещения 
при максимальной угловой скорости – 1200 град/с со-
ставляют примерно – 310 нм, что входит в необходимый 
диапазон, обусловленный требованиями к устройству 
акселерометра (±500 нм). 

V. РАЗРАБОТКА КОНСТРУКТОРСКОЙ ДОКУМЕНТАЦИИ 
После определения подходящей конфигурации чув-

ствительного элемента был составлен комплект кон-
структорской документации (КД) на элементы МОЭМ-
акселерометра (рис. 4). 

 
Рис. 4. Чертёж чувствительного элемента МОЭМ-акселерометра: 1 – 
инерционная масса чувствительного элемента; 2 – отверстия под спе-
циальную технологическую оснастку для позиционирования деталей 
датчика относительно друг друга 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Таким образом, в ходе выполнения работы была раз-

работана конструкция чувствительного элемента микро-
опто-электромеханического акселерометра. 

Рассмотрены разные конфигурации подвижной части 
ЧЭ различных форм и размеров. Проведено моделирова-
ние системы с помощью ПО «КОМПАС-3D».  

На основе результатов моделирования были получены 
значения собственных частот чувствительного элемента, 
его максимальные смещения при различных значениях 
угловых скоростей, а также, множество других характе-
ристик, которые влияют на параметры устройства. 

Составлен комплект конструкторской документации 
на элементы акселерометра. Чертежи отправлены на из-
готовление. 

В дальнейшем планируется получить детали датчика, 
произвести его сборку, а также исследовать его характе-
ристики. 
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на характеристики прибора.   
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I. ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время существует потребность в разра-

ботке малогабаритных систем навигации высокодина-
мичных объектов. Для их создания необходимы гиро-
скопы, которые превосходят микромеханические по 
точности и волоконно-оптические по виброустойчиво-
сти и массогабаритным характеристикам. Исходя из 
этих требований, а также в связи с появлением новых 
технологий и методов наблюдения эффекта ядерного 
магнитного резонанса (ЯМР) возрос интерес к гироско-
пам, основанным на данном эффекте. 

Ядерный магнитный гироскоп (ЯМГ) представляет со-
бой устройство, которое использует принцип ядерного 
магнитного резонанса для определения направления спина 
в ядрах и использования гироскопических свойств этих 
спинов для измерения угловых скоростей вращения – при 
наличии угловой скорости основания частота прецессии 
магнитного момента ядер в постоянном магнитном поле 
зависит от величины угловой скорости [1, 2]. Одной из 
ключевых особенностей является то, что данный гиро-
скоп потенциально нечувствителен к вибрации, так как 
ансамбль атомов внутри ячейки не восприимчив к внеш-
ним механическим воздействиям [3]. 

II. КОНСТРУКЦИЯ ЯМГ 
Ядерный магнитный гироскоп, несмотря на свой ма-

лый объем около 18 см3, состоит из множества элемен-
тов, которые можно объединить в следующие основные 
группы: 

 магнитная система; 

 система термостабилизации; 

 оптическая система. 

К этим группам предъявляется набор требований, 
необходимых для обеспечения требуемых характери-
стик ЯМГ. Отдельно необходимо рассматривать задачу 
обеспечения стабильности геометрических параметров 
элементов конструкции.  

 
Рис. 1. Конструкция ЯМГ 

Для достижения точности ЯМГ на уровне 0,1°/ч в 
процессе разработки необходимо решить следующие 
технологические задачи: 

 сформировать требуемое магнитное поле с задан-
ными характеристиками; 

 создать систему термостатирования, которая 
поддерживает стабильную температуру внутри 
гироскопа; 

 обеспечить качество и стабильность параметров 
оптической системы; 

 обеспечить сохранение стабильности геометриче-
ских параметров при внешних воздействиях. 

III. ТЕХНОЛОГИЧЕСКИЕ ФАКТОРЫ 

A. Обеспечение требуемого магнитного поля 
Для достижения ЯМР и выявления связанных эффек-

тов требуется сформировать магнитное поле внутри ячей-
ки с минимальным градиентом, величина которого не пре-
вышает 10 нТл, и обеспечить стабильность постоянной 
магнитной индукции на уровне 10 мкТл [4]. 

 
Рис. 2. Технологические факторы проектирования катушек магнитной 
системы 
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Требуемые параметры магнитной системы обеспе-
чиваются применением системы катушек, представля-
ющих собой кольца Баркера. Такая система позволяет 
создать магнитное поле в форме цилиндра с низким 
значением градиента магнитного поля. В результате 
калибровки катушек, которая заключается в подаче раз-
ных токов в катушках, градиент магнитного поля не 
превышает 7 нТл при величине индукции поля 10 мкТл. 

Одновременно с этим необходимо обеспечить экра-
нирование ансамбля атомов внутри ячейки от воздей-
ствия внешнего магнитного поля. Для этого применяет-
ся система пассивного магнитного экранирования, ко-
торая представляет собой многослойную конструкцию 
из пермаллоя. 

 
Рис. 3. Технологические факторы проектирования экрана 

Подобная конструкция позволяет обеспечить коэф-
фициент экранирования на уровне 105. Важным пара-
метром является необходимость сохранения зазоров 
между слоями экрана для реализации его экранирую-
щих свойств. 

К технологическим факторам формирования маг-
нитного поля следует отнести: 

 реализация многослойного малогабаритного 
экрана с обеспечением заданных коэффициентов 
экранирования. Это требует решения технологи-
ческих задач в части формирования из пермаллоя 
тонкостенных слоев экрана с сохранением точных 
зазоров между слоями; 

 разработка системы малогабаритных катушек 
диаметром около 10 мм. При этом необходимо со-
блюдать взаимное расположение на уровне 10 мкм 
[5]. Использование традиционных технологиче-
ских приемов в виде катушки на каркасе не обес-
печивает заданных требований, необходимо ис-
пользование аддитивных технологий или техно-
логий микроэлектроники [6]. 

B. Обеспечение требуемых температурных 
параметров 
Вместе с магнитным полем внутри ячейки необхо-

димо сформировать определенные температурные па-
раметры. Ансамбль атомов, находящийся в ячейке ЯМГ, 
состоит из трех элементов: буферный газ азот (N2), це-
зий (Cs) и ксенон (Xe). Распределение данных газов 
внутри ячейки зависит от ее температуры. Для опти-
мального распределения газов необходимо выдерживать 
температуру ячейки на уровне 100°С.  

 
Рис. 4. Технологические факторы проектирования системы термоста-
тирования 

Кроме абсолютного значения температуры ячейки 
необходимо обеспечить минимальный градиент как в 
самой ячейке (0,05 °С), так и по всему прибору (1°С).  

Отдельной проблемой являются температурные де-
формации, которые возникают в результате прогрева 
конструкции ЯМГ до температуры, поддерживаемой в 
ячейке. Необходимость прогрева увеличивает время 
готовности прибора и снижает мощность излучения 
лазеров, зависящих от температуры [7]. В результате 
излучаемая мощность становится недостаточной для 
стабильной работы гироскопа. 

К технологическим факторам создания системы тер-
мостатирования следует отнести: 

 реализацию малогабаритной системы, способной 
поддерживать требуемую температуру за счет 
обеспечения минимального градиента температур 
как внутри ячейки (~0.05 °C), так и по всему объ-
ему гироскопа (~ 1°C) [4]; 

 создание конструкции ЯМГ, обеспечивающей 
термоизоляцию ячейки от других элементов кон-
струкции для минимизации влияния нагрева на 
лазерные излучатели и на геометрические пара-
метры прибора вследствие тепловых деформаций 
элементов конструкции. 

C. Обеспечение параметров оптической системы. 
Оптическая система включает в себя газовую ячейку 

и лазеры детектирования и накачки. В газовой оптиче-
ской ячейке должна обеспечиваться параллельность 
стенок при ее кубической форме, чтобы расхождение 
лазерных лучей при прохождении через нее составляло 
не более 2°, при этом деполяризация лучей в результате 
прохождение не превышает 5% [4]. 

К технологическим аспектам создания оптической 
системы следует отнести: 

 формирование малогабаритной оптической си-
стемы из ряда дискретных элементов с обеспече-
нием геометрических параметров и оптических 
свойств. Необходимы технологические исследо-
вания возможности разработки и применения ин-
тегрально-оптических схем [8]; 

 создание технологии выставки оптических элемен-
тов и выбор технологических приемов крепления, 
обеспечивающих стабильность оптических элемен-
тов во всем диапазоне внешних воздействий. 
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Рис. 5. Технологические факторы проектирования оптической системы 

IV. СОХРАНЕНИЕ СТАБИЛЬНОСТИ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ 
ПАРАМЕТРОВ 

Несмотря на то что ансамбль атомов в ячейке обла-
дает нечувствительностью к внешним механическим 
воздействиям, возможно снижение предельной чувстви-
тельности гироскопа и изменение выходного сигнала 
из-за смещений элементов конструкции [8, 9]. 

Одним из таких факторов являются смещения, воз-
никающие в магнитной системе. Для наглядной оценки 
влияния различных видов смещений на параметры маг-
нитного поля авторами предложено использовать коэф-
фициент влияния смещений на градиент магнитного 
поля (ΔB), который рассчитывается как отношение гра-
диента магнитного поля к смещению, которое его вы-
звало, и измеряется в нТл/мкм.  

В физико-математической модели, построенной в 
CAD системе ANSYS, исследовано влияние смещений 
системы катушек и экрана на магнитное поле внутри 
ячейки. Смещение катушек разделено на горизонталь-
ное (от 0 до 0,5 мм), вертикальное (от 0 до 0,5 мм) и уг-
ловое (от 0 до 4°). Смещения экрана рассматривались 
как изменения зазора между слоями экрана, а также 
между экраном и катушками ЯМГ. Результаты модели-
рования приведены в таблице ниже 

ТАБЛИЦА 1 ЗНАЧЕНИЯ КОЭФФИЦИЕНТОВ ВЛИЯНИЯ СМЕЩЕНИЯ  
НА ГРАДИЕНТ МАГНИТНОГО ПОЛЯ 

Вид смещений Элемент ΔB 

Горизонтальные 

Все катушки 0,13 нТл/мкм 

Малые катушки 0,11 нТл/мкм 

Большие катушки 0,02 нТл/мкм 

Вертикальные 

Все катушки 0,89 нТл/мкм 

Малые катушки 0,81 нТл/мкм 

Большие катушки 0,07 нТл/мкм 

Угловые 

Все катушки 0,54 нТл/угл мин 

Малые катушки 0,83 нТл/угл мин 

Большие катушки 0,27 нТл/угл мин 

Вид смещений Элемент ΔB 
Изменение 

зазора между 
слоями 

Экран 
Смещения не влия-

ют на градиент 
магнитного поля 

Изменение 
зазора между 

экраном и 
корпусом 
катушки 

Экран 0,08 нТл/мкм 

 

Из таблицы можно сделать вывод, что наибольшее 
влияние имеют смещения малых катушек, при этом 
наибольший коэффициент составляет 0,89 нТл/мкм при 
вертикальном смещении всех катушек. Таким образом, 
смещения на уровне 1 мкм вызывают градиенты маг-
нитного поля на уровне допустимых значений. 

Смещения элементов магнитной и оптической си-
стем, которые могут быть вызваны внешними механи-
ческими и тепловыми воздействиями, оказывают влия-
ние на точностные показатели ЯМГ. В связи с этим при 
проектировании необходимо учитывать важные техно-
логические факторы, которые должны приводить к со-
хранению номинальных параметров конструкции в про-
цессе эксплуатации. К этим факторам следует отнести 
особые технологические решения по формообразова-
нию и размещению элементов, их взаимному располо-
жению, грамотному использованию технологических 
допусков, обеспечивающие минимальные смещения 
элементов и наименьшие изменения их напряженно-
деформированного состояния. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В работе проведен анализ технологических факто-

ров, которые необходимо учитывать при проектирова-
нии подсистем ядерного магнитного гироскопа. В каче-
стве основных элементов прибора рассмотрены систе-
мы: магнитная, оптическая и термостатирования. Пред-
ставлен обзор существующих технологических решений 
и проведен анализ влияния геометрических смещений 
на характеристики прибора. Для оценки влияния раз-
личных смещений на параметры магнитного поля пред-
ложено использовать коэффициент влияния с размерно-
стью нТл/мкм. 
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Аннотация—В работе рассмотрена система стабилиза-
ции лазерного излучения в ядерном магнитном гироскопе. 
Приведены результаты эксперимента, демонстрирующие 
наличие взаимного влияния лазеров накачки и детектиро-
вания при настройке оптической схемы ядерного магнитно-
го гироскопа. Предложены варианты уменьшений взаимно-
го влияния лазеров при настройке и работе гироскопа. 

Ключевые слова—ядерный магнитный гироскоп. 

I. ВСТУПЛЕНИЕ 
В конце 20-го века идея разработки ядерного магнит-

ного гироскопа (ЯМГ) перестала быть популярной в свя-
зи с появлением других технологий, таких как волокон-
но-оптические и кольцевые лазерные гироскопы. Однако 
в последние годы интерес к теме ЯМГ возродился [1, 2] 
в связи с их уникальными характеристиками, такими как 
стабильность смещения нуля, высокая чувствительность 
и малогабаритность. Благодаря передовым технологиям 
производства и использованию новых материалов уче-
ным удалось уменьшить размер ЯМГ, что также способ-
ствовало возрождению интереса к этим устройствам. 

Одним из важнейших компонентов в ЯМГ является 
источник света, в качестве которого выступает верти-
кально-излучающий лазер (ВИЛ). В отличие от других 
лазерных источников света, ВИЛ создает лазерное излу-
чение, которое характеризуется стабильностью и узкой 
спектральной шириной излучения, что является крити-
чески важным для точных измерений прецессии ядерных 
спинов в ЯМГ.  

II. СОСТАВ ОПТИЧЕСКОЙ СХЕМЫ ЯМГ 
В ЯМГ применяются два лазера [2–4]: лазер накачки 

и лазер детектирования, как показано на рисунке 1. 

 
Рис. 1. Схематичное изображение ЯМГ: 1 – лазер детектирования,  
2 – лазер накачки, 3 – ячейка, 4 - фотоприёмники лазеров 

A. Лазер накачки 
Лазер накачки (ЛН) служит для возбуждения ядер 

рабочего вещества – ксенона – и выравнивания их спи-
нов в магнитном поле. ЛН подаёт резонансное оптиче-
скому переходу цезия циркулярно поляризованное излу-
чение и ориентирует электронные спины цезия, создавая 
макроскопическую продольную намагниченность ще-
лочных атомов в ячейке [2, 5]. В результате процессов 
спин-обмена намагниченность передается от атомов це-
зия к ядрам ксенона. 

B. Лазер детектирования 
Лазер детектирования (ЛД) применяется для опреде-

ления частоты прецессии ядер ксенона после их возбуж-
дения ЛН. ЛД облучает то же вещество, что и ЛН, одна-
ко длина волны этого излучения отстроена от центра 
резонансной оптической линии цезия. 

III. ТРУДНОСТИ НАСТРОЙКИ ОПТИЧЕСКОЙ СХЕМЫ ЯМГ 
Из-за воздействия внешней среды на ЯМГ рабочие 

условия лазеров изменяются со временем, что влечет за 
собой изменение характеристик испускаемого излучения. 
Наиболее существенным фактором, ухудшающим точ-
ностные характеристики ЯМГ, является изменение дли-
ны волны лазерного излучения каждого из лазеров. Для 
стабилизации используются следящие системы (отдельно 
для каждого лазера), контролирующие длину волны. 

Система обратной связи поддерживает длины волн 
излучения, испускаемых лазерами, путем регулировки 
тока, подаваемого на них.  

Система стабилизации лазерного излучения предна-
значена для работы в режиме реального времени и не-
прерывного контроля длины волны излучения лазеров 
ЯМГ. Однако для её работы необходимо провести её 
запуск и начальную настройку параметров, что не всегда 
удаётся сделать с достаточной точностью. Исходя из 
этого целью этой работы является рассмотрение спосо-
бов повышения качества начальной настройки оптиче-
ской системы ЯМГ. 

IV. ПРОЦЕСС ЗАПУСКА ОПТИЧЕСКОЙ СХЕМЫ ЯМГ 
Для начала стоит описать запуск оптической системы 

ЯМГ. Его можно разделить на несколько этапов. 

A. Прогрев и выход на температурный режим ячейки 
ЯМГ  
Первый этап включает в себя прогрев и выход на тем-

пературный режим ячейки ЯМГ, а также запуск соответ-
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ствующей следящей системы поддержания температуры 
[6]. Пример первого этапа запуска показан на рис. 2. 

 
Рис. 2. Графики температуры ячейки ЯМГ и коэффициента ПИД регу-
лятора нагревателя ячейки 

На левом графике на рис. 2 показана температура 
ячейки; она плавно растёт и достигает заданного уровня. 
На правом графике приведено значение коэффициента 
ПИД регулятора: при достижении заданной температуры 
коэффициент ПИД регулятора начинает изменяться, что 
сигнализирует о достижении заданной температуры 
ячейки с достаточным уровнем стабильности. 

B. Прогрев и выход на температурный режим лазеров 
Второй этап включает прогрев и выход на темпера-

турный режим лазеров (ЛН и ЛД) ЯМГ и запуск соот-
ветствующей следящей системы по температуре [6]. 

C. Сканирование по частоте ЛН 
Третий этап – это поиск тока инжекции ЛН, соответ-

ствующего необходимой длине волны ЛН, при котором 
происходит резонанс в цезии. Для этого применяется 
сканирование по частоте [6]. Затем на графике 1-ой про-
изводной поглощения ЛН выбирается значение тока, 
соответствующее центру резонанса цезия, и запускается 
система стабилизации длины волны излучения ЛН. 

 
Рис. 3. Графики интенсивности и тока ЛН 

На левом графике на рис. 3 показано изменение ин-
тенсивности от времени, измеряемой с фотоприёмника, 
размещенного напротив ЛН после ячейки. На правом 
графике показано, как изменялся ток инжекции в том же 
промежутке времени для ЛН. 

D. Сканирование по частоте ЛД 
Четвертый этап – это запуск ЛД. Процесс проходит 

аналогично с запуском ЛН, но настройка ЛД производится 
на длину волны, отличную от ЛД, при этом выбор величи-
ны отстройки крайне важен [7]. Затем запускается следя-
щая система стабилизации длины волны излучения ЛД. 

На левом графике на рис. 4 показано изменение ин-
тенсивности во времени, которая измеряется с фотопри-
ёмника, размещенного напротив ЛД после ячейки. На 
правом графике показано, как изменялся ток инжекции в 
том же промежутке времени для ЛД. 

 
Рис. 4. Графики интенсивности и тока ЛД 

V. ВЫЯВЛЕНИЕ ВЗАИМНОГО ВЛИЯНИЯ ЛАЗЕРОВ  
Анализируя графики рисунков 3 и 4, при сканирова-

нии по частоте ЛН изменяется интенсивность на фото-
приёмнике, соответствующем ЛД, и наоборот, при запус-
ке сканирования по частоте ЛД, изменяется интенсив-
ность на фотоприёмнике, соответствующем ЛН. Пример 
такого взаимного влияния ЛН и ЛД приведён на рис. 5. 

 
Рис. 5. Графики интенсивности ЛН и тока ЛД 

На графиках на рис. 5 показано, что при подаче тока 
инжекции на ЛН фотоприёмник ЛД детектирует измене-
ния в интенсивности света от ЛД. Подобная зависимость 
усложняет процесс запуска и стабилизации следящей 
системы лазеров. Она вызвана в первую очередь тем, что 
оба лазера взаимодействуют с одним веществом в ячейке.  

Важно также отметить, что температура ВИЛ изме-
няется при подаче на него тока, что продемонстрировано 
на рисунке 6. Температура также влияет на длину волны 
излучения ВИЛ. 

 
Рис. 6. Графики температуры и тока лазеров ЯМГ 

Ввиду того, что ЯМГ позиционируются как изделия 
небольшого размера, расположение лазера внутри них 
также компактно, что влечет за собой взаимное тепловое 
воздействие между лазерами. Нагрев одного лазера в 
определенной степени влияет на температуру другого 
лазера, хотя это влияние можно считать незначитель-
ным. Однако при высоком требовании к степени темпе-
ратурной стабилизации это влияние становится замет-
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ным, поэтому необходимо учитывать этот фактор при 
проектировании и настройке ЯМГ. 

VI. СПОСОБЫ МИНИМИЗАЦИИ ВЗАИМНОГО ВЛИЯНИЯ 
ЛАЗЕРОВ ЯМГ  

Для обеспечения эффективной первоначальной 
настройки ЯМГ и, следовательно, его высококачествен-
ной и стабильной работы [6], важно достичь минималь-
ного взаимного влияния лазеров, которое оказывает не-
благоприятное воздействие на точность настройки ЯМГ 
и не позволяет однозначно выбрать значения тока для 
лазеров. Рассмотрим некоторые методы, которые могут 
уменьшить их взаимное влияние. 

A. Изменение конструкции ЯМГ 
Одним из самых очевидных способов уменьшения 

взаимного влияния лазеров является оптимизация кон-
струкции гироскопа. Такое изменение может включать 
применение материалов с меньшей теплопроводностью, 
изменение взаимного расположения лазеров и ячейки с 
цезием, а также усовершенствование системы охлажде-
ния. В результате уменьшается взаимное температурное 
влияние лазеров. Однако, учитывая малые габаритные 
размеры гироскопа, возможности изменения его кон-
струкции ограничены.  

B. Выбор ограничений для тока и температуры лазеров 
Установка определенных границ для значений допу-

стимых токов и температур лазеров при начальной 
настройке гироскопа позволяет контролировать их изме-
нения во времени и учитывать деградацию лазеров. За 
счет этого можно снизить диапазон сканирования лазера-
ми по частоте. Введение динамических диапазонов токов 
поиска длины волны излучения лазеров уменьшит флук-
туации температур лазеров, возникающие при протекании 
через них тока, а также позволит значительно уменьшить 
взаимодействие лазеров через вещество ячейки. 

C. Разнесение во времени этапов настройки оптиче-
ской схемы ЯМГ 
Другим подходом к минимизации взаимосвязи лазе-

ров является изменение процедуры их настройки. 

Увеличение временного интервала между настрой-
ками лазеров уменьшает их взаимное влияние и повы-
шает точность измерений. Достижение этого эффекта 
возможно за счет уменьшения скорости изменения 
напряжения тока, что, в свою очередь, снижает скорость 
нагрева лазера, а также за счёт учёта при настройке оп-
тической схемы ЯМГ времени, необходимого для за-
вершения температурного переходного процесса для 
каждого из лазеров после их настройки. В результате 
каждый лазер может быть настроен практически без воз-
действия с другим лазером. 

Несмотря на высокую эффективность такого подхода 
с точки зрения уменьшения взаимного воздействия лазе-
ров, его практическое применение затруднено из-за уве-
личения времени начальной настройки гироскопа и, сле-
довательно, его готовности к работе. В этой связи одним 
из направлений дальнейших исследований является по-
иск значений временного интервала между настройками 
лазеров, позволяющих повысить точность ЯМГ, но при 

этом не приводящих к существенному увеличению вре-
мени его запуска. 

D. Повышение качества систем стабилизации тока  
и температуры лазеров 
Еще одним подходом к снижению корреляции между 

лазерами является использование современных систем 
стабилизации температуры для лазеров и ЯМГ в целом. 
Кроме того, применение более точных и мощных лазе-
ров способствует уменьшению отношения сигнал/шум 
при определении длины волны лазеров, что обеспечива-
ет более точное определение их собственных изменений 
по сравнению с изменениями, вызванными воздействием 
других лазеров. 

Применение более точной и комплексной системы 
стабилизации температуры также может способствовать 
снижению взаимного влияния ЛН и ЛД. Однако, не-
смотря на разработку новых методов [8] по созданию 
ВИЛ, их характеристики всё ещё не вполне удовлетво-
ряют требованиям ЯМГ. 

Можно отметить, что взаимное влияние ЛН и ЛД 
можно уменьшить, используя комбинацию перечислен-
ных методов или выбирая некоторые из них, исходя из 
условий эксплуатации ЯМГ. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В работе рассмотрена система стабилизации лазерно-

го излучения в ядерном магнитном гироскопе. Приведе-
ны результаты эксперимента, демонстрирующие наличие 
взаимного влияния лазеров накачки и детектирования 
при настройке оптической схемы ядерного магнитного 
гироскопа. Предложены варианты уменьшения взаимно-
го влияния лазеров при настройке и работе гироскопа. 
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Аннотация—Предложена математическая модель теп-

ловых процессов глубокого реактивно-ионного травления 
для определения температуры поверхности подложки. 
Представлены результаты численного моделирования про-
цесса нагрева чувствительного элемента микромеханиче-
ского акселерометра при глубоком реактивно-ионном трав-
лении. Определено общее изменение скорости осаждения 
полимера в процессе плазмохимического травления. 

Ключевые слова—метод конечных элементов, оценка 
температуры, плазменное травление, процесс Боша, мик-
ромеханический акселерометр. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Глубокое реактивное ионное травление по технологии 

Bosch-процесса [1, 2] является распространенным спосо-
бом изготовления различных чувствительных слоев при 
производстве МЭМС. Bosch-процесс представляет собой 
процесс плазмохимического травления с высоким аспект-
ным соотношением. Преимуществами Bosch-процесса 
являются высокие скорости травления кремния и селек-
тивность кремния к многослойной маске (оксид кремния 
под фоторезистом). К недостаткам можно отнести нали-
чие аспектного соотношения [3] и микрогеометрию сте-
нок (scallops) [4]. Такие параметры процесса, как селек-
тивность и скорость травления маски, сильно зависят от 
однородности температуры поверхности подложки. 

Температура может быть определена как микромас-
штабный параметр, так и макромасштабный в процессе 
плазмохимического травления. Температура подложки 
является макропараметром, значение которого контроли-
руется термопарой на нижнем электроде установки плаз-
мохимического травления. Эффективный отвод тепла и 
поддержание температуры подложки осуществляется ге-
лиевым охлаждением оборотной стороны подложки [5]. 

Неравномерность температуры по поверхности под-
ложки является важным параметром и зависит от кон-
струкции нижнего электрода установки плазмохимиче-
ского травления [6]. Микропараметром является темпера-
тура каждого отдельного узла чувствительного элемента, 
полученного в процессе плазмохимического травления. 

Основными узлами чувствительного элемента мик-
ромеханического акселерометра являются инерционная 
масса с упругим подвесом и электродами, основание с 
полостью и крышка с контактами [1]. Инерционная мас-
са, расположенная над полостью, формируется методом 
глубокого реактивно-ионного травления для обеспече-
ния геометрической точности функциональных элемен-
тов, таких как электродные структуры и упругий подвес. 

В данной работе температура поверхности чувстви-
тельного элемента микромеханического акселерометра в 
процессе плазменного травления рассматривается как 
основной параметр, определяющий геометрию и точ-
ность функциональных структур, и была исследована в 
процессе плазмохимического травления методом чис-
ленного моделирования. 

II. МЕТОД 
Математическое моделирование основано на физико-

химических принципах Bosch-процесса. Этот процесс 
состоит из циклического травления кремния и осажде-
ния пассивирующей пленки для реализации анизотроп-
ного травления. 

Разработана модель процесса нагрева при глубоком 
реактивно-ионном травлении для определения распреде-
ления температуры по поверхности чувствительного 
элемента. 

Уравнение Фурье (1) использовалось для определе-
ния распределения температуры по поверхности чув-
ствительного элемента методом конечных элементов: 

ܥߩ 
డ்
డ௧
− ܶ∆ߣ = ܳ − ℎ ∗ ( ܶ − ܶ) ∗ ܵ , 

где ߩ – плотность чувствительного элемента, ܥ – тепло-
емкость при постоянном давлении чувствительного эле-
мента, ߣ – теплопроводность чувствительного элемента,  
ܳ – внешние потоки тепла, ℎ – коэффициент теплопро-
водности при охлаждении гелием оборотной стороны 
подложки, ܶ  – температура подложкодержателя, ܵ  – 
площадь оборотной стороны чувствительного элемента. 

Каждый этап процесса глубокого реактивно-ионного 
травления был проанализирован для определения тепло-
вых потоков, приходящих на чувствительный элемент. 

Первый этап представляет собой ионное травление 
пассивирующего слоя. Ионная бомбардировка является 
основным источником нагрева подложки на этой стадии 
Bosch-процесса [6, 7]. 

Тепловой поток (2) можно представить как произве-
дение удельного теплового потока на площадь поверхно-
сти чувствительного элемента, подвергаемого травлению: 

 ܳ = 0,6݊ට
ಳ ்


ቀ ܸ −
ಳ ்
ଶ

− ௌܸቁ ݁ ∗ ௦ܵ௨௧ , (2) 

где ݊ – концентрация ионов, ݇  – постоянная Больцма-
на, ܶ  – температура электронов, ݉ – масса ионов, ܸ  – 
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потенциал плазмы, ௌܸ  – напряжение смещения, ௦ܵ௨௧  – 
площадь бомбардируемой поверхности. 

Вклад других составляющих теплового потока на 
этом этапе значительно меньше, поэтому они не учиты-
вались [6]. 

Второй этап – травление кремния. Здесь основным 
источником тепла является энергия, выделяющаяся в 
результате экзотермической реакции (3). 

 ܵ݅ + ܨ4 → ସܨ݅ܵ ↑  , (3)ܪ∆+

где ∆ܪ – энтальпия реакции. 

Поток тепла (4), возникающий в результате реакции, 
можно определить следующим образом [7]: 

 ܳ = ఘ௩∆ுೝ
ெ

∗ ܵ௧, (4) 

где ݒ௧ – скорость травления чувствительного элемента, 
ܯ  – молярная масса чувствительного элемента, ܵ௧  – 
площадь травления. 

Третий этап Bosch-процесса представляет осаждение 
пассивирующего слоя. Уравнение теплового потока во 
время осаждения полимера было определено следующим 
образом [7, 8]:  

 ܳ = 0,6݊ට
ಳ ்


ቀ ܸ −
ಳ ்
ଶ

− ௌܸቁ ݁ ∗ ܵௗ, (5) 

где ݊ – концентрация ионов, ݇  – постоянная Больцма-
на, ܶ  – температура электронов, ݉ – масса ионов, ܸ  – 
потенциал плазмы, ௌܸ  – напряжение смещения, ܵௗ  – 
площадь поверхности в чувствительном слое. 

III. РЕЗУЛЬТАТЫ 
На основе разработанной модели появился количе-

ственный анализ тепловых процессов путем оценки тем-

пературных зависимостей, определяющих параметры 
процесса травления. На рис. 1 представлены результаты 
моделирования тепловых процессов и эксперимента по 
нанесению полимера для микромеханического акселе-
рометра с вытравленным чувствительным элементом. 

На рис. 1а представлены зависимости средней, ми-
нимальной и максимальной температур от времени, не-
обходимого для завершения процесса травления по-
движной массы за один цикл Bosch-процесса. 

Практический интерес представляет третья область 
(III) представленных температурных зависимостей, где 
представлена зависимость температуры поверхности 
подвижной массы от продолжительности стадии оса-
ждения полимера. 

На рис. 1б показано изображение узлов чувствитель-
ного элемента после нанесения полимера. Скорость оса-
ждения определяли методом рефлектометрии. Неравно-
мерность скорости осаждения составляет 34% по по-
верхности протравленного чувствительного элемента. 
Отличие скорости осаждения полимера на подвижной 
массе акселерометра (2,65 нм/с) от скорости осаждения 
на неподвижных элементах (4,03 нм/с) приводит к необ-
ходимости учитывать неравномерность процесса в том 
числе в пределах отдельного чувствительного элемента, 
а не только по подложке. 

Полученная информация о распределении темпера-
туры чувствительного элемента позволила определить 
зависимость изменения селективности от продолжи-
тельности процесса травления. Знание селективности 
позволяет с высокой точностью определить минималь-
ную толщину маски, необходимую для формирования 
структур чувствительного элемента микромеханическо-
го акселерометра с требуемыми геометрическими пара-
метрами. 
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Рис. 1. Результаты: зависимости средней, минимальной и максимальной температур от времени (а); 
 изображение узлов чувствительного элемента после нанесения полимера (b)
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IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В работе представлены результаты моделирования 

тепловых процессов при глубоком реактивном ионном 
травлении чувствительного элемента микромеханиче-
ского акселерометра. Рассмотрены основные источники 
тепловой энергии, поступающей на поверхность чув-
ствительного элемента на каждой стадии технологиче-
ского цикла Bosch-процесса. Представлены результаты 
моделирования вытравленного чувствительного элемен-
та микромеханического акселерометра. 
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Аннотация—Предложен алгоритм коррекции ошибок 

сигнала акселерометра типа Q-flex на основе метода опор-
ных векторов SVM, который использует в качестве вход-
ных параметров температуру и сигнал кажущегося уско-
рения, измеряемые в реальном времени. Данный алгоритм 
характеризуется простотой в реализации и высокой скоро-
стью обработки на вычислительном оборудовании за счет 
изящности самого метода в задачах линейной и нелиней-
ной регрессии. Регуляризация в SVM устраняет мульти-
коллинеарность и уменьшает набор коэффициентов в пе-
реобучение. Регуляризация эквивалентна введению апри-
орного распределения в пространстве коэффициентов ап-
проксимирующей модели. Приводятся результаты ком-
пенсации модели, полученной методом опорных векторов. 

Ключевые слова—акселерометр Q-flex; метод опорных 
векторов SVM. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Для определения навигационных параметров объек-

та используется широкий класс приборов – навигацион-
ных систем. Для автономных и интегрированных со 
спутником навигационных систем предложены различ-
ные варианты по обработке и выдаче информации, 
называемыми алгоритмами работы НСИ [1]. Точность 
НСИ определяется как точностью инерциальных датчи-
ков – акселерометров (АК) и гироскопов (ЛГ), так и ал-
горитмами компенсации погрешностей навигационной 
системы и инерциальных датчиков. 

При работе инерциальных датчиков возникают по-
грешности, которые приводят к медленному накопле-
нию ошибок НСИ. Шумовые составляющие сигнала 
можно отфильтровать или проводить вычисления на 
основе усредненных данных за временной промежуток 
[1,3]. Систематические ошибки (смещение нуля, по-
грешность масштабного коэффициента, неортогональ-
ность осей чувствительности) рассчитывают с помощью 
калибровки и последующего определения коэффициен-
тов математической модели погрешностей [2]. Среди 
факторов, влияющих на погрешность измерений, вы-
ступает температура и скорость ее изменения. Обычно 
используется метод температурной компенсации, осно-
ванный на моделировании методом наименьших квад-
ратов (МНК), по которому вычисляют коэффициенты 
температурной модели погрешностей. Однако точность 
аппроксимации с использованием данного метода мо-
жет давать большие отклонения по не скомпенсирован-
ной ошибке из-за нелинейного вида температурной за-
висимости. Для увеличения точности и эффективности 

работы акселерометров, необходимо определить опти-
мальную температурную модель погрешностей АК и 
компенсировать температурную ошибку сигнала АК.  

За последние десятилетие технология машинного 
обучения привлекла много научных интересов в задачах 
нелинейного моделирования температуры и компенса-
ции погрешностей в режимах параллельной обработки и 
самообучения [4]. В настоящей работе предложен метод 
коррекции погрешностей акселерометров с помощью 
алгоритма опорных векторов SVM (Support Vector Ma-
chine). Данный метод может применяться для решения 
задач нелинейной регрессии (моделирование данных 
нелинейной моделью), т.е. по алгоритму обучаемой вы-
борки находится аппроксимирующая функция, имею-
щая минимально возможное отклонение ε от истинного 
“закона природы”, для восстановления зависимости из-
меряемой величины [5]. Полученная таким образом мо-
дель позволяет вычислить данные, вырабатываемые 
инерциальными датчиками, для тех внешних факторов, 
оказывающих влияние на измерения и погрешности, 
которые не были учтены на стадии калибровки, либо 
проявляются в различные промежутки времени работы 
НСИ. Алгоритм метода опорных векторов может при-
меняться в случае значительных отклонений остаточ-
ных ошибок, т.е. ошибок после компенсации погрешно-
стей математической моделью навигационной системы.   

Структура доклада представлена в четырех секциях. 
В разделе I представлено введение в проблему и рас-
смотрены существующие методы анализа погрешно-
стей. В разделе II представлен принцип работы АК и 
математическая модель погрешностей АК. Приведено 
описание алгоритма нелинейной регрессии с использо-
ванием метода SVM. Результаты и анализ эксперимен-
тальных данных приведены в разделе III. Последний 
раздел IV посвящен выводам по проделанной работе. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

А. Акселерометры типа Q-flex 
Навигационные маятниковые Q-flex акселерометры 

компенсационного типа используются в ИНС для 
определения кажущегося ускорения. [2] Точность 
преобразования ускорения в электрический сигнал при-
нято определять погрешностью смещения нуля (СН) и 
погрешностью масштабного коэффициента (МК), а 
также влиянием температуры и временных параметров 
на эти величины. 

297



Далее рассмотрены примеры аппроксимирующих 
моделей погрешностей акселерометров с учетом влияния 
температуры. Расчетное значение масштабного коэффи-
циента АК определяется выражением: 

2
0 1 2M M M T TK K K K T K T        (1) 

где 0  , M MK K  – номинальное значение и отклонение от 
номинального значения МК АК; 1 2,  T TK K   – коэффи-
циенты зависимости МК АК от температуры – T. 

Расчетное значение величины скорости дрейфа СН 
АК определяется выражением: 

2
0 1 2C C T TW W W W T W T        (2) 

где , C CW W  – номинальное значение и отклонение от 
номинального значения скорости дрейфа нулевого сиг-
нала АК, 1 2,  T TW W   – коэффициенты зависимости ско-
рости дрейфа нулевого сигнала АК от температуры. 

, , , , ;ik ik TikT i k X Y Z i k            (3) 

где ,  ik Tik   – углы неортогональности и температур-
ный коэффициент углов неортогональности соответ-
ственно акселерометров. Приведенные модели расчетов 
погрешностей имеют температурную зависимость пер-
вого и второго порядка, зачастую вводятся коэффициен-
ты более высоких порядков. 

Б. Функция регрессии в задаче SVM 
Суть метода опорных векторов заключается в нахож-

дение зависимости по эмпирическим данным, т.е. 
нахождении функции f(x) - оптимальной гиперплоско-
сти, которая имеет отклонение не более ε  от целевых 
значений обучающих данных и является максимально 
плоской [6,7]. Из-за нелинейности модели данных c по-
мощью SVM не удается напрямую найти оптимальную 
гиперплоскость из пространства заданных входных дан-
ных. Решение этой проблемы состоит в том, чтобы отоб-
разить входные данные в многомерное пространство 
признаков с помощью нелинейного отображения и вы-
полнить линейную регрессию в этом пространстве.  

Дана обучающая выборка  1...( , )l l N
i i i lX x y     , 

где ix  – входная переменная, iy - целевое значение, а l  – 
размер обучающей выборки. Тогда необходимо найти 
такую функцию 0( ) , ( )f x w Ф x w  , где функция 
Ф(x) и вектор w принадлежат многомерному простран-
ству признаков - F, 0w  . Тогда задача для обучающей 

выборки, по нахождению 0,w w , минимизировать регу-
ляризованную функцию риска:  

 
0

2
0 ,

1

1, ( ) min
2

l

i i w wi
w x w y w

C





         (4) 

где w  – норма пространства F, 2
w  – регуляризован-

ный член (квадрат нормы вектора весов), ε – максималь-
но возможное отклонение целевой функции (в задаче 

регрессии по методу МНК функция потерь 2
( )Q   ), С 

– константа регуляризации. В критерий минимизации 
эмпирического риска введено понятие функции потерь – 
отступа, обозначающего расстояние от объекта до гра-
ницы классов и в задачах линейной классификации. Для 
задач регрессии функция потерь, с заменой “1” из задачи 
классификации на ε, имеет невыполнимые ограничения 
(5), с другой стороны, для того чтобы задача имела ре-
шение, SVM позволяет выбрать такую функцию потерь, 
которая будет давать оптимальное решение с учетом 
ограничения (5), при добавке в виде неотрицательных 
релаксационных переменных *, i i  , являющихся ошиб-
кой обучения с учетом ε. 

   ( ) max 0, ( )Q f x y y f x       (5) 

С учетом изложенного выше, (4) и (5) можно пред-
ставить как выпуклую задачи оптимизации с ограниче-
ниями (6). 
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 (6) 

Согласно теории двойственности Вульфа функция 
Лагранжа L представляется в виде: 
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  (7) 

где ia  и i  – неотрицательные множители Лагранжа. 
Седловая точка функции Лагранжа находится путем при-
равнивания частных производных Лагранжиана к нулю: 
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  (8) 

Тогда по Теореме Каруша-Куна-Таккера (K-K-T) a  и 

0w  можно получить из уравнения (7) при подстановке 
(8). Наборы данных с ненулевыми множителями Ла-
гранжа и есть опорные вектора. Нелинейная функция 
оценки будет выглядеть следующим образом:  

*

1
( ) ( ) ( ) ( )

l

i i i o
i

f x a a Ф x Ф x w


   . (9) 

298



Для стандартного SVM, описанного выше, размер 
матрицы при решении задачи квадратичной оптимиза-
ции сильно зависит от количества обучающих выборок, 
что легко приведет к слишком большому масштабу ре-
шения и низкой скорости вычислений. По этим причи-
нам изучается расширенный алгоритм стандартного 
SVM, названный LS-SVM [8]. Ограничения неравенства 
в стандартном алгоритме SVM заменяются ограничени-
ями равенства в LS-SVM, поэтому проблема оптимиза-
ции, описанная уравнением, (6) сводится к задаче, опи-
сываемой следующим образом: 

  *
0

22

, , ,1

0

1 min
2 2

, ( )

l

i
w wi

i i i

С w

y w x w
 








 

    


. (10) 

Значение w  получают в двойном пространстве в со-
ответствии с целевой функцией и ограничениями, опи-
санными в уравнении (10) и строят итоговое уравнение 
Лагранжа: 

2 2
0

1 1

1 ( , ( ) )
2

l l

i i i i i
i i

L w C a y w x w 
 

          (11) 

Тогда оптимальный вектор множителя Лагранжа ia  
может быть проанализирован и приведен в соответствии 
с условиями К-К-Т. Процедура регрессии задается поис-
ком решений  ia  из (11) и системы (8), в которую добав-
ляют (12). 

0, ( ) 0i i i
i

L w Ф x w y
a

 


      (12) 

По условию Мерсера вводится ядро удовлетворяю-
щая следующему уравнению: 

 ( , ) ( ), ( )i j i jk x x Ф x Ф x      (13) 

Наконец, задача оптимизации трансформируется в 
решение следующих линейных уравнений: 
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Функция регрессии может быть получена из решения 
(14). 
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       (15) 

где   – параметр ядра. 

III. РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 
В работе представлены результаты стендовых испыта-

ний перспективной навигационной системы НСИ 2020 [9]. 

После обработки данных мат. моделью получены 
большие отклонения во время выхода системы на “рабо-
чий режим” (Рис.1). Связано это с некорректным данны-
ми температуры, из-за отслоения термодатчиков от кор-
пусов акселерометров. Однако с помощью SVM воз-
можно получить аппроксимацию сигнала акселерометра. 

 
Рис. 1. Выход на режим АК_X, Ax(T) – сырые данные, f(T)_x –
аппроксимирующая функция SVM 

Результаты аппроксимации и значения СКО отобра-
жены на рис.(2,3,4) и приведены в таблице 1. 

 
Рис. 2. Остаточная ошибка аппроксимации моделью и функцией f(x) 
алгоритма SVM X акселерометра 

 
Рис. 3. Остаточная ошибка аппроксимации моделью и функцией f(x) 
алгоритма SVM Y акселерометра 
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Рис. 4. Остаточная ошибка аппроксимации моделью и функцией f(x) 
алгоритма SVM Z акселерометра 

ТАБЛИЦА 1. СКО ОСТАТОЧНОЙ ПОГРЕШНОСТИ МАТ. МОДЕЛИ ИБ И SVM 

Акселерометры X Y Z 
СКО мат. модель 

[m/sec^2] 
5,52416E-4 4,78016E-4 7,14981E-4 

СКО оптималь-
ной функции f(x) 

SVM [m/sec^2] 

2,18811E-4 1,78019E-4 7,1519E-4 

 
СКО остаточных погрешностей сигналов акселеро-

метров меньше, как минимум в 2 раза, при использова-
нии аппроксимации SVM, за исключением акселеромет-
ра Z. Таким образом, как алгоритм пост обработки метод 
SVM может быть практичен для определения несоответ-
ствий после проведения калибровки и отработки мат. 
модели инерциальных датчиков. 

IV. ВЫВОДЫ 
Алгоритмы машинного обучения легки в адаптации 

для анализа и прогнозирования физических данных [10]. 
Коррекция данных с помощью таких алгоритмов при-
годна на любой стадии вычислений при работе НСИ. Не 
таким простым может оказаться внедрение алгоритмов в 
обработку сигналов в реальном времени, из-за требуе-

мых высоких вычислительных мощностей. Эта проблема 
может быть решена сокращением выборки, увеличением 
отступа ε и усреднения данных выборки ,i ix y . Приме-
нением дополнительных вычислителей.  
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Аннотация—В статье, на основе показаний инерциаль-
ных микромеханических датчиков, установленных на бук-
сах вагона, анализируется динамика взаимодействия в си-
стеме колесо-рельс. Показана эффективность использова-
ния для этой цели непрерывного вейвлет-преобразования. 
Приведены результаты анализа для случая прохождения 
двух типов рельсовых стыков. 

Ключевые слова—акселерометр, дефект рельса, диагно-
стика, импульсный дефект, сигнал, фильтрация, вейвлет-
преобразование, рельсовый стык, колебания, вибрации. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Одним из средств измерения параметров дефектов 

поверхности катания рельсового пути является система 
КИН (Коротких и Импульсных Неровностей), представ-
ляющая собой инерциальные измерительные модули, 
устанавливаемые на буксовых узлах тележки вагона. 
Наиболее распространенным источником значимых ре-
акций в показаниях инерциальных датчиков являются 
стыковые соединения, служащие для соединения рельсов 
в единую нить. В зависимости от конструкции стыки 
подразделяются на болтовые, клееболтовые и сварные. 

Классическим средством анализа стационарных непре-
рывных сигналов является преобразование Фурье (ПФ). 
Непрерывное преобразование Фурье имеет ряд недостат-
ков [2]. Например, должна быть известна вся временная 
последовательность сигнала для получения преобразова-
ния на одной частоте. Также не все сигналы являются ста-

ционарными. Поэтому появилась модификация ПФ, назы-
ваемая оконным или кратковременным преобразованием 
Фурье. Перед ПФ производится операция умножения сиг-
нала на окно. В качестве окна выступает локальная функ-
ция с возможностью сдвига вдоль временнóй оси для вы-
числения преобразования в разных позициях. Особенно-
стью такого подхода является то, что фиксированное окно 
не может быть адаптировано к локальным свойствам сиг-
нала. Вейвлет-преобразование (ВП) позволяет устранить 
описанные недостатки. Если рассматривать данные инер-
циальных датчиков как неоднородные процессы, то для их 
изучения наиболее приспособленным аппаратом пред-
ставляется ВП. Непрерывное ВП представляет собой про-
изведение сигнала на набор базисных функций. Базисные 
функции – двухпараметрические функции, которые хоро-
шо локализованы и во времени, и по частоте [2, 3]. Такие 
функции называются вейвлетами («короткие волны») и 
рассматриваются как масштабированные и сдвинутые вер-
сии функции-прототипа. Сама базисная функция позволя-
ет варьировать размеры окна и способна «перемещаться» 
по оси времени. 

II. ПРИМЕНЕНИЕ НЕПРЕРЫВНОГО ВЕЙВЛЕТ-
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ДЛЯ АНАЛИЗА СИГНАЛОВ 

АКСЕЛЕРОМЕТРОВ ПРИ ПРОХОЖДЕНИИ СТЫКОВ 

A. Болтовой стык 
Прохождение болтового стыка можно описать сле-

дующим образом. Колесо движется до торца принима-

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного 
фонда № 22-29-01428, https://rscf.ru/project/22-29-01428/ 
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ющего рельса. Акселерометры, установленные на буксе 
колеса, регистрируют увеличение ускорения. Затем про-
исходит удар колеса о принимающий рельс, и после 
окончания действия ударной силы, к низкочастотной 
составляющей свободных колебаний добавляется вибра-
ция [4]. Таким образом, при прохождении болтового 
стыка на вейвлет-скалограмме (рис. 1) сигналов акселе-
рометров появляются несколько ярко выраженных обла-
стей. Эти области возникают в диапазонах частот: (1) 
600–700 Гц после перехода колеса на принимающий 
рельс и (2) 900–1000 Гц локально 2-3 раза за время зату-
хания колебательного процесса. Чередованием светлых и 
темных пятен на горизонтали одной частоты на вейвлет-
скалограмме отражаются биения. Иногда в сигнале со-
держится и третья гармоника с частотой около 2,2–2,4 
кГц (3). На рисунке 2 представлены (сверху вниз): сиг-
нал акселерометра при прохождении болтового стыка; 
низкочастотная составляющая этого сигнала (до 200 Гц); 
выделенные выше диапазоны колебаний (1), (2), (3). 

Сигнал, содержащий информацию о геометрии стыка 
(соответствующий вертикальному перемещению колеса 
в зоне стыкового зазора) лежит в низкочастотной обла-
сти [5] (до 200 Гц). Колебания в области (1) возникают 
вследствие удара о принимающий рельс и быстро зату-
хают. Колебания с частотами в диапазонах (2) и (3) су-
ществуют на протяжении всего движения подвижного 
состава со значительным увеличением амплитуды, вы-
званным ударом о принимающий рельс и последующим 
длительным затуханием. Сигналы в обозначенных диа-
пазонах имеют вид биений, то есть вызваны колебания-
ми на близких частотах. 

Наблюдаемые высокочастотные колебания являются 
вибрацией системы колесо-рельс, возбужденной ударом 
о принимающий рельс при прохождении стыка. Также 
можно отметить, что высокочастотная составляющая 
имеет более длительный период затухания по сравнению 
с колебаниями на низких и средних частотах. Это связа-
но с особенностями строения пути. Время затухания ко-
лебательного процесса не зависит от скорости движения 
состава и максимальной амплитуды сигнала акселеро-
метра при ударе и составляет порядка 0,03 с (были оце-
нены сигналы с амплитудой от 110 до 320 м/с², скорости 
движения от 5,5 до 12,8 м/с). 

B. Сварной стык 
Прохождение сварного стыка характеризуется яркой 

высокочастотной составляющей (выше 3 кГц) и значи-
тельно менее яркой низкочастотной составляющей (до 
300 Гц) (рис. 3). Последняя представляет собой в 
вейвлет-скалограмме две сливающихся области, связан-
ные с: (а) длиной проходимой короткой неровности 
(длина волны периодического или импульсного дефекта 
на текущей скорости движения вагона); (б) геометрией 
и свойствами рельсошпальной решетки в зоне сварного 
стыка (расстоянием между шпалами; наличием отря-
сенных шпал; упругостью элементов конструкции пути, 
включая рельсы, шпалы, шпальные прокладки, крепле-
ния, состояние балластной призмы). Время затухания 
колебаний значительно больше по сравнению с болто-
вым стыком и составляет порядка 0,05 с. 

 

 

Рис. 1. Сигнал акселерометра и его вейвлет-скалограмма при прохождении болтового стыка. 

1 
2 

3 
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Рис. 2. Сигнал акселерометра; его составляющие, связанные с прохождением стыка; колебания, отмеченные на рисунке 1 

Следует отметить, что разделение двух вышеперечис-
ленных причин возникновения низкочастотных колеба-
ний в показаниях акселерометра является ключевой зада-
чей при диагностике рельсовых дефектов. Прямой анализ 
сигнала как во временнóй, так и в частотной области (с 
помощью ПФ) не позволяет это сделать [5]. В то же вре-
мя в вейвлет-скалограмме зоны, соответствующие при-
чинам (а) и (б), могут быть разделены. Это позволяет вы-
делить в сигнале датчика компоненты, связанные исклю-
чительно с формой неровности, а значит – повысить точ-
ность диагностики (определения этой формы). 

 
Рис. 3. Сигнал акселерометра при прохождении сварного стыка и его 

вейвлет-скалограмма в диапазоне до 2200 Гц 

Сравнивая прохождение болтового и сварного сты-
ков, можно отметить следующее: 

 низкочастотный сигнал, лежащий примерно в од-
ном диапазоне для двух типов рельсовых стыков, 
описывает геометрию прохождения стыкового за-
зора колесом; его частотный состав определяется 
параметрами стыка и скоростью движения состава; 

 при прохождении сварного стыка на выделен-
ных ранее для болтового стыка диапазонах ча-
стот (1) и (2) не присутствует сколько-нибудь 
значимых колебаний; 

 при прохождении сварного стыка на выделен-
ном ранее для болтового стыка диапазоне частот 
(3) наблюдается увеличение амплитуды, но оно 
в разы меньше, чем в случае болтового стыка. 

III. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Таким образом, первичный анализ показаний инерци-

альных датчиков с применением вейвлет-преобразования 
показал потенциальную возможность: 1) локализации 
ударных и вибрационных воздействий, имеющих разную 
причину возникновения, что создает потенциал к увели-
чению точности диагностики; 2) выявления болтовых 
стыков (их идентификации на фоне остальных типов 
ударных воздействий, включая, в первую очередь, свар-
ные стыки) по показаниям инерциальных датчиков без 
привлечения дополнительных источников информации 
(магнитометрических датчиков, оптической системы) [6]. 
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Аннотация—В докладе рассмотрена схема построения 
прецизионного стенда с инерциальными чувствительными 
элементами и аэростатическим подвесом по оси вращения 
и цифровой системой управления с использованием в ка-
честве инерциальных чувствительных элементов двух 
измерителей угловой скорости и акселерометров, измеря-
ющих тангенциальное и центростремительное ускорения 
точек их крепления к дополнительной платформе стенда, с 
различными полосами пропускания для компенсации 
вибраций, возбуждаемых аэростатическим подвесом. 

Ключевые слова—прецизионный поворотный стенд, 
цифровая система управления, аэростатический подвес, 
измеритель угловой скорости, акселерометр, эталон, 
вибрация, полоса пропускания. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Технологии БИНС (бесплатформенных инерциальных 

навигационных систем) находят все более широкое рас-
пространение во всех областях развития навигационной 
техники, начиная от авиационных, космических и мор-
ских систем и заканчивая пешеходной навигацией [8, 28]. 
В свою очередь развиваются и инерциальные чувстви-
тельные элементы – первичные измерители БИНС, при-
чём все более серьезное распространение получают из-
мерители угловой скорости на новых физических прин-
ципах: лазерные (ЛГ), волоконно-оптические (ВОГ), вол-
новые твердотельные (ВТГ) гироскопы и гироскопы, ос-
нованные на эффекте ядерного магнитного резонанса 
(ЯМГ), в перспективе должны получить развитие изме-
рители, основанные на волнах де Бройля или волнах ма-
терии [4, 6, 24, 27, 28, 34]. Отличительной особенностью 
этих приборов является отсутствие зависимости их базо-
вых точностных характеристик – погрешности масштаб-
ного коэффициента и случайной составляющей дрейфа 
как в запуске, так и между ними от диапазона измерения, 
свойственной для электромеханических приборов, у ко-
торых эти параметры определялись трением и тяжением 
проводников в датчике момента [25, 26]. Именно поэтому 
прецизионные измерители угловой скорости с газодина-
мической опорой ротора и магнитным центрированием 
его подвеса имели диапазон измерения не выше 3 °/с при 
погрешности масштабного коэффициента 0,0005 % и 
случайной составляющей дрейфа в запуске не ниже 0,001 
°/ч [29, 30]. Современные прецизионные измерители уг-
ловой скорости имеют базовые технические характери-
стики не хуже упомянутых выше, а диапазоны измерения 
у ВОГ и ЛГ составляют более 100 °/с, а у ВТГ и ЯМГ 
могут доходить до нескольких тысяч °/с [28]. Это означа-

ет, что прецизионные стенды для контроля масштабного 
коэффициента приборов подобного класса не могут стро-
иться по принципам обычных высокоточных следящих 
систем, а должны использовать новые принципы постро-
ения, в основе которых лежит принцип применения са-
мих высокоточных инерциальных чувствительных эле-
ментов (ИЧЭ) – прецизионных измерителей угловой ско-
рости (ИУС) и линейного ускорения (ИЛУ) в системе 
управления современными стендами. Эти принципы бы-
ли изложены в монографии [9] и в работах [10, 12, 17, 18, 
19, 20], в которых были рассмотрены системы с аналого-
выми и с цифровыми системами управления (ЦСУ). В 
2022 году на XXIX Международной конференции по ин-
тегрированным навигационным системам, был представ-
лен доклад [13], на основе которого опубликована статья 
[14], где была рассмотрена общая концепция построения 
функционально-кинематической схемы государственного 
первичного эталона задания и хранения угловой скорости 
– универсального стенда, из которой как частные случаи 
получаются схемотехнические решения построения 
иерархически подчинённых ему эталонов с ИЧЭ и ЦСУ. 
Причем в качестве подвеса стенда предлагалось исполь-
зовать аэростатические опоры, которые уже давно при-
меняются в высокоточных прецизионных стендах [33], а 
в качестве ИЧЭ – 2 прецизионных ИУС с цифровыми 
обратными связями разной физической природы (напри-
мер, прецизионные ВОГ и ВТГ), широкодиапазонные 
ИЛУ с цифровой системой управления [11, 15], высоко-
точные оптические датчики угла [36], а в управляющем 
процессоре – разработанные авторами алгоритмы управ-
ления, позволяющие скомплексировать информацию от 
первичных измерителей [16]. Предложенные схемотех-
нические решения могут быть использованы как в госу-
дарственном первичном эталоне, так и в иерархически 
подчиненных ему эталонах [14]. Проблема заключается в 
том, что аэростатические опоры могут возбуждать виб-
рации, котрые не являются существенными в классиче-
ских следящих системах без применения ИЧЭ, но кото-
рые будут измеряться прецизионными ИУС и переда-
ваться в систему управления стендом в виде помех, что 
будет ухудшать точностные характеристики стенда. 
Предлагаемый доклад посвящен решению данной задачи 
путем конкретизации схемотехнического решения, раз-
работанного в работах [13, 14], выполненных в рамках 
гранта РНФ 22-29-00101. 

Работа поддержана РНФ, грант 22-29-00101. 
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II. CХЕМОТЕХНИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ПРЕЦИЗИОННОГО 
ДВУХГИРОСКОПНОГО СТЕНДА 

Предлагаемый стенд содержит корпус (на рис. 1 не 
показан), вал 1, имеющий ось вращения относительно 
корпуса, реализованную на аэростатических опорах 3, 
которая является выходной осью стенда. На валу 1 за-
креплена платформа 2, предназначенная для установки 
испытуемого прибора 4, а также чувствительные эле-
менты стенда: акселерометры 11, 12 и измерительные 
датчики угловой скорости – 7, 8. Конструктивно это 
выполнено так, что на валу 1 закреплена дополнитель-
ная платформа 13, на которой размещены все чувстви-
тельные элементы. При этом акселерометры 11 в коли-
честве трех закреплены так, что измеряют тангенциаль-
ное ускорение точек их крепления к платформе 13 стен-
да. (Для этих акселерометров введены обозначения 1, 
2, 3). В дальнейшем эти акселерометры (1, 2, 3) 
будут называться тангенциальными [9]. Ось чувстви-
тельности каждого акселерометра 11 перпендикулярна 
радиусу R1 дополнительной платформы 13. Радиусы R1 
акселерометров 11 (1, 2, 3) расположены под углами 
120º. Акселерометры 12 в количестве трех закреплены 
на дополнительной платформе 13 так, что они измеряют 
центростремительное ускорение точек их крепления к 
платформе 13 стенда. (Для этих акселерометров введе-
ны обозначения 1ц, 2ц, 3ц). В дальнейшем эти акселе-
рометры (1ц, 2ц, 3ц) будут называться центростреми-
тельными [9]. Ось чувствительности каждого из акселе-
рометров 12 расположена вдоль радиуса R2 платформы 
13 в сторону, противоположную действию центростре-
мительного ускорения. Радиусы R2 акселерометров 12 
(1ц, 2ц, 3ц) расположены под углами 120º и должны 
быть больше, нежели радиусы R1 с целью расширения 
диапазона угловых скоростей, измеряемых центростре-
мительными акселерометрами. В качестве акселеромет-
ров 12, измеряющих центростремительные ускорения 
точек их крепления к платформе стенда, могут быть 
использованы прецизионные измерители линейных 
ускорений с широкой полосой пропускания и диапазо-
ном измерения до 50 g, например – кварцевые маятни-
ковые акселерометры с цифровой системой управления 
[11, 12, 15, 21, 22, 23]. В качестве акселерометров 11, 
измеряющих тангенциальные ускорения точек их креп-
ления к платформе стенда могут быть использованы 
прецизионные измерители линейных ускорений с узкой 
полосой пропускания и небольшим диапазоном измере-
ния, такие как кварцевый маятниковый акселерометр с 
диапазоном измерения до 10 g, полоса пропускания ко-
торого будет определена динамическими характеристи-
ками его усилителя обратной связи [11, 12, 15, 21, 22, 
23] или поплавковый маятниковый акселерометр [25, 
26], имеющий небольшую полосу пропускания и не-
большой диапазон измерения согласно своим техниче-
ским характеристикам. На рис. 1 в составе акселеромет-
ров 11 и 12 изображены 3 блока, соответственно: чув-
ствительный элемент ЧЭ, охваченный отрицательной 
обратной связью, содержащей усилитель обратной связи 
УОС и фильтр Ф со значками n и цn, где n – номер ак-
селерометра (1, 2,3), причем усилитель обратной связи и 
фильтр могут быть как аналоговыми, так и цифровыми, 
реализованными в процессоре в обратной связи в случае 

использования акселерометра с цифровым усилителем 
обратной связи [11, 15, 21, 22, 23]. 

 

Рис. 1. Схемотехническое решение предлагаемого стенда 

В качестве первого измерителя угловой скорости 7, 
обозначенного на рис. 1 как блок ИУС1, могут быть ис-
пользованы прецизионные измерители угловой скоро-
сти, обладающие широким диапазоном измерения угло-
вых скоростей – лазерный (ЛГ), волоконно-оптический 
(ВОГ), волновой твердотельный (ВТГ) гироскопы, а 
также измеритель угловой скорости на основе эффекта 
ядерного магнитного резонанса (ЯМГ), обладающие 
достаточно широкой полосой пропускания и высокими 
точностными характеристиками по случайной состав-
ляющей нулевого сигнала и погрешности масштабного 
коэффициента [28] (их чувствительные элементы обо-
значены на рис. 1 как блок ЧЭ1), в обратную связь кото-
рых (на рис. 1 – усилитель обратной связи УОС1) введён 
фильтр (на рис. 1 обозначен как блок Ф1), обеспечива-
ющий вырезание высокочастотных помех, возбуждае-
мых аэростатическим подвесом. Принципы построения 
подобных фильтров достаточно подробно описаны во 
многих источниках, например, в [31]. 

В качестве второго измерителя угловой скорости 8, 
обозначенного на рис. 1 как блок ИУС2, может быть ис-
пользован прецизионный измеритель угловой скорости, 
обладающий узким диапазоном измерения угловых ско-
ростей – прецизионный поплавковый гироскопический 
датчик угловой скорости с газодинамической опорой 
ротора и магнитным центрированием его подвеса (ДУС с 
ГДО), обладающий достаточно узкой полосой пропуска-
ния и высокими точностными характеристиками по слу-
чайной составляющей нулевого сигнала и погрешности 
масштабного коэффициента [29, 30] (его чувствительный 
элемент обозначен на рис. 1 как блок ЧЭ2), в обратную 
связь которого (на рис. 1 – усилитель обратной связи 
УОС2) введен фильтр (на рис. 1 обозначен как блок Ф2), 
обеспечивающий вырезание низкочастотных помех, воз-
буждаемых аэростатическим подвесом. Компенсацион-
ная обратная связь в ИУС1 и ИУС2 также может быть, как 
аналоговой, так и цифровой. Следует отметить, что вме-
сто ДУС с ГДО может быть использован и иной тип 
инерциального чувствительного элемента из перечислен-
ных выше прецизионных ИУС, но полоса пропускания 
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любого из них должна быть сужена за счет технических 
решений в системе компенсации первичного измерителя. 
Применение ДУС с ГДО предлагается в связи с тем, что 
многолетнее использование этих приборов в космических 
системах привело к целому ряду серьезных конструктив-
ных и технологических решений, обеспечивающих высо-
кую точность и надежность этих приборов, ныне вытес-
няемых из космических объектов ИУС, основанными на 
новых физических принципах. Применение ДУС с ГДО 
как ИЧЭ в прецизионных стендах позволит, во-первых, 
улучшить точностные характеристики стендов, а, во-
вторых, продлить жизнь в измерительной технике дан-
ному типу приборов. 

ИУС 7, 8 закреплены на платформе 13 так, что их 
оси чувствительности параллельны оси вращения стен-
да (оси вала 1) (в случае использования всех перечис-
ленных типов гироскопов), а вектор кинетического мо-
мента Н параллелен плоскости платформы 13 (в случае 
использования ДУС с ГДО). На оси вращения вала 1 
закреплена подвижная часть двигателя постоянного то-
ка ДП-ДБ 9, неподвижная часть которого размещена на 
корпусе стенда. 

Система управления двигателем предлагаемого стен-
да, принцип её работы подробно описан в [1, 5, 9, 10, 17, 
18, 32, 35]. 

На оси вала 1 (рис.1) закреплен диск углового энко-
дера 5 [36], считывающие головки которого закреплены 
на корпусе стенда. На вале 1 закреплены: блок преобра-
зования напряжения питания (БПНП) 22, вход которого 
через линии упругого торцевого токоподвода 10 соеди-
нен с выходом стационарного источника питания, а вы-
ходы преобразователя напряжения 22 соединены с соот-
ветствующими входами блоков, закрепленных на вале. 

В состав блоков преобразования информации БПИ1 и 
БПИ2, обозначенных на рис. 1 позициями 18 и 19, соот-
ветственно, входят программируемая логическая инте-
гральная схема (ПЛИС) и аналого-цифровой преобразо-
ватель (АЦП) стандартного вида, описанные в [19, 20] 
(на рис. 1 не показаны). Вход шины БПИ1 18 соединен с 
выходом углового энкодера 5, а шина выхода – с входом 
управляющего процессора 16, в котором реализована 
цифровая система управления (ЦСУ) стендом, и с входом 
управляющего компьютера 15, в котором формируются 
алгоритмы управления стендом и формируется управля-
ющее воздействие Uвх, пропорциональное задаваемой 
угловой скорости, поступающее в порт ввода-вывода 
управляющего процессора 16, в ядре которого формиру-
ется цифровая система управления стендом (рис. 1). 

Вход шины БПИ2 19 соединен с выходами измерите-
лей угловой скорости 7 и 8 и выходами акселерометров 
11 и 12, а выходы шины БПИ2 19 соединены с беспро-
водным передатчиком сигналов 20, который, в свою оче-
редь, передает информацию в последовательном коде по 
беспроводному приемнику сигналов 21, соединённому 
шинами с управляющим процессором 16 и управляющим 
компьютером 15 (рис.1). В качестве беспроводных пере-
датчика и приемника сигналов могут использоваться как 
инфракрасный и радиочастотный каналы, как это было 
описано в [20], так и системы LAN, Bluetooth и другие. 

На корпусе стенда в виде плат закреплена электронная 
часть системы управления стендом – блок управления 
(БУ) (на рис. 1 обозначен пунктирной линией как сово-
купность блоков). 

В БУ входят: 

 управляющий процессор 16, содержащий том 
числе порты ввода-вывода и ядро с дополнитель-
ной периферией; 

 беспроводной приемник 21 и передатчик 20 сиг-
налов; 

 усилитель мощности (УМ) 17, вход которого со-
единен с выходом управляющего процессора 16 а 
выход – с обмотками ДП-ДБ; 

 пульт подачи питания 14. 

Закрепление на платформе стенда плат, реализую-
щих перечисленные блоки, а также применение беспро-
водного передатчика 20 и приемника 21 сигналов для 
информационного обмена позволяют сократить число 
линий коллектора 10, необходимых для подвода пита-
ния к БПНП 22, что повышает точностные характери-
стики стенда. 

Конструкция обеспечивает повышение точностных 
характеристик стенда, обусловленное: 

 снижением момента трения от коллектора на оси 
вращения платформы, т.е. повышается стабиль-
ность задания угловой скорости; 

 уменьшением длины линий электрических цепей 
от ИУС 7, 8 и акселерометров 11, 12 до электрон-
ного блока системы управления и уровня помех, 
поскольку не требуется передача маломощных 
сигналов через кольца коллектора; 

 применением аэростатического подвеса 3 для 
снижения моментов трения по оси вращения 1 
стенда; 

 применения фильтров в обратных связях ИУС 7, 8 
и акселерометров 11, 12 для вырезания низкоча-
стотных и высокочастотных помех, возбуждае-
мых аэростатическим подвесом. 

Следует отметить, что динамическая устойчивость 
предлагаемого стенда как системы автоматического 
управления обеспечивается методами, изложенными в 
фундаментальных работах по теории автоматического 
управления [2, 3, 7], а также рассмотренными авторами 
в работах применительно к конкретным схемотехниче-
ским решениям стендов с аналоговыми и цифровыми 
системами управления [9, 10, 17, 18]. 

III. ОПИСАНИЕ РЕЖИМОВ РАБОТЫ СТЕНДА 
Конструкция обеспечивает расширение диапазона 

задаваемых угловых скоростей за счет четырех режимов 
работы стенда: 

1 режим: от 0.001 до 1 º/с, когда в качестве чув-
ствительных элементов работают измеритель угловой 
скорости ИУС2 8, в качестве которого используется по-
плавковый ДУС с ГДО, три акселерометра 11, измеря-
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ющих тангенциальное ускорение точек их крепления к 
платформе стенда, и угловой энкодер 5, причем верхний 
диапазон измерения 1 определяется диапазоном изме-
рения угловой скорости ДУС с ГДО, который может 
колебаться в зависимости от конструкции и точностных 
характеристик прибора от 0,5 до 3 º/с; 

2 режим: от 1 до 2 º/с, когда в качестве чувстви-
тельных элементов работают тройки акселерометров 11 
и 12, измеряющих тангенциальное и центростремитель-
ное ускорения точек их крепления к платформе стенда, 
измеритель угловой скорости ИУС1 7, в качестве кото-
рого могут быть применены ЛГ, ВОГ, ЯМГ и ВТГ и 
угловой энкодер 5, причем диапазон 2 определен верх-
ним пределом измерения ИУС1 – в случае, если приме-
няются ВОГ и ЛГ, то он определен верхним пределом 
измерения данного типа приборов, т.е. угловыми скоро-
стями порядка 400–500 º/с, а когда применяются ВТГ в 
режиме интегрирующего гироскопа и ЯМГ, то – угло-
выми скоростями порядка 2500–3000 º/с, также опреде-
ленными верхним пределом диапазонов измерения дан-
ных приборов. 

3 режим: от 2 º/с до 4000–5000 º/с, когда в качестве 
чувствительных элементов работают тройки акселеро-
метров 11 и 12, измеряющих тангенциальное и центро-
стремительное ускорения точек их крепления к плат-
форме стенда, и угловой энкодер 5, причем верхний 
диапазон измерения определен диапазоном измерения 
прецизионного центростремительного акселерометра, 
который может достигать уровня 50–60 g при сохране-
нии высоких точностных характеристик по масштабно-
му коэффициенту и погрешности нулевого сигнала; 

4 режим: от 4000–5000 º/с до 10000 º/с, когда в каче-
стве чувствительных элементов работают тройка аксе-
лерометров 11, измеряющая тангенциальное ускорение 
точек крепления акселерометров к платформе стенда 13, 
и угловой энкодер 5. 

Четырехдиапазонный режим работы позволяет с вы-
сокой точностью контролировать практически все типы 
измерителей угловых скоростей: прецизионные (в первом 
и втором режиме), средней точности (в первом, во втором 
и третьем режимах работы) и грубые, к которым относят-
ся, например, микромеханические, роторные, стержневые 
гироскопы, работающие на больших диапазонах угловых 
скоростей (в третьем и четвертом режимах). 

Кроме того, возможен и пятый режим – режим ка-
либровки стенда, когда измерители угловой скорости 
ИУС1 7 и ИУС2 8 работают поочередно в режиме «само-
контроля», как это описано в [19]. 

Стенд работает следующим образом. Управление 
режимами работы задает оператор от управляющего 
компьютера 15. Сигнал о смене режимов поступает с 
порта ввода-вывода управляющего компьютера 15 в 
порт ввода-вывода управляющего процессора 16. 

В управляющем процессоре 16 реализован алгоритм 
переключения диапазонов работы стенда. В зависимо-
сти от задаваемой оператором команды управляющий 
компьютер 15 подает команду на выбор одного из пяти 
режимов работы стенда. Если выбран первый режим, то 

подаются команды на включение питания измерителя 
угловой скорости 7 и тангенциальных акселерометров 
11. Угловой энкодер 5 и тангенциальные акселерометры 
11 работают во всех четырех режимах работы стенда, 
кроме пятого, в котором работает угловой энкодер 5 и 
поочередно ИУС1 и ИУС2. 

С порта ввода-вывода управляющего компьютера 15 
в порт ввода-вывода управляющего процессора 16 по-
ступает код, пропорциональный задаваемому управля-
ющему напряжению Uвх, который передается в ядро 
процессора 16, где алгоритмически реализован сумма-
тор сигналов, а оттуда – через ЦАП управляющего про-
цессора 16 соответствующее этому коду напряжение че-
рез усилитель мощности (УМ) 17 поступает на датчик 
положения – двигатель бесконтактный (ДП-ДБ) 9. Двига-
тель ДП-ДБ 9 задает валу стенда 1 вращение с угловой 
скоростью, пропорциональной подаваемому управляю-
щему напряжению Uвх. Работа двигателя 9 полностью 
идентична работе двигателя, описанной в [9, 19, 20]. 

Вал 1 стенда начинает вращение, и с инерциальных 
чувствительных элементов – измерителей угловой скоро-
сти 7 и 8 и измерителей линейного ускорения 11 и 12 
информационные сигналы поступают на шину БПИ2 19, а 
с нее – в блоки 20 и 21 – беспроводные приемник и пе-
редатчик сигналов, соответственно. 

В первом режиме работы стенда, когда инерциаль-
ными чувствительными элементами являются ИУС2 8 и 
тангенциальные акселерометры 11, это сигналы, про-
порциональные угловой скорости вращения вала 1 и 
тангенциальному ускорению точек крепления акселеро-
метров 11 к платформе 13 стенда. В предлагаемом стен-
де все инерциальные чувствительные элементы облада-
ют собственными обратными связями с фильтрами, вы-
резающими помехи на соответствующих частотах, воз-
буждаемые аэростатическим подвесом. В процессоре 16 
реализуются регуляторы контура управления двигате-
лем 9, аналогичные описанным в работах [10, 17, 18]. 
БПИ2 19 формирует кодовую комбинацию, поступаю-
щую в беспроводной передатчик сигналов 20, а оттуда 
данный сигнал поступает на приемник сигналов 21, с 
выхода которого, преобразованный в код, он поступает 
в порт ввода-вывода управляющего процессора 16. Бес-
проводной передатчик сигналов 20 и приемник этого 
сигнала 21 расположены таким образом, что сигнал пе-
редается и принимается в вертикальном направлении, 
параллельном валу 1 стенда. Приемник 21 может за-
крепляться на корпусе стенда, близко к его основанию, 
а передача сигнала в этом случае будет осуществляться 
с вращающейся платформы 13 в направлении сверху 
вниз. Требования к юстировке приемника 21 и передат-
чика 20 не предъявляются, так как в случае применения, 
например, инфракрасных передатчика и приемника угол 
захвата сигнала составляет не менее 120, а в остальных 
случаях – вообще не ограничен. Из порта ввода-вывода 
управляющего процессора 16 код поступает в ядро про-
цессора 16, где в виде алгоритма запрограммирован 
сумматор, в котором сравниваются кодовые комбина-
ции сигналов с акселерометров 11 и измерителя угловой 
скорости 8 с заданным значением угловой скорости, 
поступившим в виде входного воздействия по стандарт-
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ному интерфейсу через порт ввода-вывода управляюще-
го процессора 16 от управляющего компьютера 15. С 
углового энкодера 5 последовательность импульсов, 
число которых пропорционально углу поворота плат-
формы стенда через БПИ1 18, поступает в порт ввода-
вывода управляющего процессора 16. В управляющем 
процессоре 16 происходит вычисление угловой скоро-
сти стенда как отношения измеренного угла ко времени 
опроса, измеряемого таймером процессора 16. Данное 
значение также поступает на вход алгоритмически реа-
лизованного сумматора и сравнивается со значениями 
кодовых комбинаций сигналов с измерителей угловой 
скорости 8, акселерометров 11 и входного задающего 
сигнала. Процессор 16 осуществляет синхронизацию 
данных сигналов по времени. По значениям поступив-
ших на сумматор кодовых комбинаций формируется 
разностный управляющий сигнал, который поступает на 
вход цифрового регулятора системы управления двига-
телем, запрограммированного в виде алгоритма в 
управляющем процессоре 16 и обеспечивающего требу-
емые динамические характеристики системы управле-
ния двигателем ДП-ДБ 9 стенда. При этом преобразо-
ванный управляющий сигнал поступает на ЦАП управ-
ляющего процессора 16, откуда в виде аналогового сиг-
нала – на усилитель мощности УМ 17, а оттуда – на 
двигатель ДП-ДБ 9. Таким образом, реализуется цифро-
вая система управления через управляющий процессор 
16, работающая по разностному принципу: при разност-
ном управляющем сигнале, стремящемся к нулю, вал 1 
стенда вращается с заданной угловой скоростью. При 
подаче с управляющего компьютера 15 гармонического 
или любого другого сигнала система работает анало-
гичным образом. Полученная информация через порт 
ввода-вывода управляющего процессора 16 через стан-
дартный интерфейс поступает в порт ввода-вывода 
управляющего компьютера 15. От испытуемого прибора 
4 через БПИ2 в порт ввода-вывода управляющего ком-
пьютера 15 поступает информация об угловой скорости, 
измеренной испытуемым прибором 4. В управляющем 
компьютере 15 происходит комплексная обработка по-
лученных данных об угле и угловой скорости, заданной 
стендом, и выходной информации с испытуемого при-
бора 4, что позволяет формировать выходную информа-
цию о масштабном коэффициенте и динамических ха-
рактеристиках испытуемого прибора 4 (в случае подачи 
на вход системы управления стендом гармонического 
сигнала). Таким образом, осуществляется контроль из-
мерителя угловой скорости 4. 

Во втором режиме работы, когда инерциальными 
чувствительными элементами являются три тангенци-
альных 11 и три центростремительных 12 акселеромет-
ра, измеритель угловой скорости ИУС1 7, а также угло-
вой энкодер 5. Разница заключается в том, что ИУС2 8 
не участвует в процессе управления движением плат-
формы стенда, а вместо него в работу включается ИУС1 
7 и тройка центростремительных акселерометров 12. 
Система работает (аналогичным первому режиму обра-
зом) по разностному принципу. 

В третьем режиме работы, когда задаваемые угло-
вые скорости превышают диапазон измерения ИУС1 7, 
он отключается от системы управления стендом и оста-

ются в работе только тангенциальные и центростреми-
тельные акселерометры 11 и 12, соответственно, и угло-
вой энкодер 5, а работа системы управления осуществ-
ляется аналогично третьему режиму работы стенда. 

В четвертом режиме работы, когда в системе 
управления стендом остаются в работе тангенциальные 
акселерометры 11 и угловой энкодер 5, управляющий 
сигнал, поступающий в порт ввода-вывода управляю-
щего процессора 16 из порта ввода-вывода управляю-
щего компьютера 15 и пропорциональный задаваемой 
угловой скорости стенда, сравнивается в сумматоре, 
реализованном алгоритмически в управляющем процес-
соре 15, с вычисленным сигналом, равным углу разво-
рота, измеряемому угловым энкодером 5, деленому на 
время, измеряемое таймером управляющего процессора 
15. Таким образом, в сумматоре управляющего процес-
сора 16 сравниваются сигналы, пропорциональные из-
меренной и задаваемой угловым скоростям стенда. 

В пятом режиме работы – режиме калибровки, 
осуществляемом при начале работы стенда, информация 
с акселерометров 11 и 12 и с испытуемого прибора 4 не 
поступает через блок БПИ2 в систему управления стен-
дом. Работают по очереди попарно угловой энкодер 5 и 
ИУС1 7, а после отключения ИУС1 – угловой энкодер 5 
и ИУС2 8. Измерители угловой скорости находятся в 
режиме «самоконтроля», как это описано в [19]. Сигна-
лы в цепи обратной связи стенда формируются анало-
гично первым четырем режимам. В пятом режиме рабо-
ты достигаются две цели: 

1. измеряются составляющие вибраций, возбуждае-
мых аэростатическим подвесом, измерителями угловой 
скорости ИУС1 7 и ИУС2 8, что дает возможность 
настроить фильтры в цепи обратной связи для вырезания, 
соответственно, низкочастотных и высокочастотных по-
мех для обеспечения работы прецизионного стенда; 

2. производится калибровка измерителей угловой 
скорости 7 и 8, которые будут являться эталоном для 
испытуемого прибора 4. 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Таким образом, предлагаемое техническое решение 

позволяет добиться следующих результатов: 

1. Повысить точность измерения мгновенной угло-
вой скорости стендом за счет введения второго преци-
зионного измерителя угловой скорости в его систему 
управления и комплексирования информации с другими 
первичными измерителями; 

2. Повысить точность и расширить диапазон измере-
ния угловой скорости за счёт применения прецизионного 
акселерометра с расширенным диапазоном измерения; 

3. Снизить трение по оси подвеса стенда за счёт 
применения малогабаритных аэростатических опор; 

4. Введение фильтров в обратные связи измерителей 
угловой скорости и линейного ускорения позволяет ис-
ключить влияние на точностные характеристики стенда 
вибрационных возмущений в широком спектре частот, 
возбуждаемых аэростатическим подвесом. 
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Аннотация—В работе приведена математическая мо-
дель двухосного индикаторного гиростабилизатора на 
микромеханических датчиках угловой скорости, функцио-
нирующего в совмещенном режиме стабилизации, автосо-
провождения объекта наблюдения и измерения угловой 
скорости линии визирования (ЛВ) объекта наблюдения в 
условиях трехкомпонентной качки основания. Рассмотре-
ны возможные решения построения каналов измерения 
угловой скорости линии визирования и увеличения точно-
сти их работы. 

Ключевые слова—индикаторный гиростабилизатор, 
объект наблюдения, угловая скорость, микромеханические 
датчики угловой скорости. 

I. ВВЕДЕНИЕ  
В существующих информационно – измерительных и 

управляющих системах беспилотных летательных аппа-
ратов (ЛА) гражданского назначения выработка парамет-
ров ориентации обеспечивается с помощью карданной 
или бескарданной гировертикали, а для стабилизации 
оптической аппаратуры (используемой на ЛА, например, 
для киносъемки) и управления ею в пространстве приме-
няется управляемый гиростабилизатор (ГС) [1-6]. 

При этом существует возможность измерения угло-
вой скорости линии визирования  (ЛВ) объекта наблю-
дения по сигналам в замкнутом контуре автосопровож-
дения объекта наблюдения или непосредственно по сиг-
налам чувствительных элементов двухосного индика-
торного гиростабилизатора.  

Разработкой подобных систем активно занимаются 
такие фирмы и организации как  «Honeywell», 
«SYSTRON DONNER», «Goodrich Corporation» (США), 
DST  CONTROL AB (Швеция), Controp (Израиль), НТЦ 
«Рисса», ООО «ТеКнол», «Аэрокон», ЗАО «ЭНИКС», 
корпорация «Иркут», АО «КБ Приборостроения», ГОУ 
ВПО «Казанский государственный технический универ-
ситет им. А.Н. Туполева», МГТУ им. Баумана, МАИ, 
научно – производственный конструкторский центр 
«Новик - XXI век» г. Москва (Россия). 

II. ЦЕЛЬ РАБОТЫ 
Целью работы являются исследования динамики ка-

нала двухосного индикаторного гиростабилизатора (ГС) 
на микромеханических датчиках угловой скорости 
(ДУС) для измерения угловой скорости ЛВ объекта 
наблюдения и рассмотрение возможности увеличения 
точности измерения угловой скорости.   

III. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ И РЕЗУЛЬТАТЫ 
ИССЛЕДОВАНИЯ 

Пусть с летательным аппаратом (ЛА) жестко связана 
система координат .000 zyx  Проекции абсолютной угло-
вой скорости ЛА на его главные оси обозначим 

.ωωω ooo zyx  Положение осей 222 zyx  гиростабилизиро-
ванной площадки, которой является внутренняя рама 
гиростабилизатора с установленным на ней оптическим 
прибором, относительно 000 zyx  зададим углами , .y z   
Оптический прибор, установленный на внутренней рамке 
карданова подвеса гиростабилизатора (платформе), изме-
ряет погрешности автосопровождения объекта наблюде-
ния βα,  в двух ортогональных плоскостях. Значения 
проекций абсолютной угловой скорости наружной рамы 
гиростабилизатора и платформы на оси связанных с ними 
координат 111 zyx  и 222 zyx  обозначены как 111 ωωω zyx  и 

.ωωω 222 zyx  21, dsds MM  – моменты, развиваемые стаби-
лизирующими двигателями наружной рамы и внутренней 
рамы относительно осей карданова подвеса соответ-
ственно; 21, bnbn MM  – возмущающие моменты относи-
тельно осей наружной и внутренней рамы соответствен-
но, 222 zyx JJJ  – моменты инерции платформы относи-

тельно соответствующих осей; 111 zyx JJJ  – моменты 
инерции наружной рамы относительно соответствующих 
осей; 21,bb  – удельные моменты сил скоростного трения 
относительно осей наружной и внутренней рамы соот-
ветственно. Моменты сил сухого трения наряду с момен-
тами от несбалансированности и тяжения токоподводов 
являются составляющими моментов 21, bnbn MM , и опре-
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деляются otry try yM M sign   , otrz trz zM M sign   . 
Уравнения движения прибора в режиме стабилизации и 
автосопровождения  и измерения угловой скорости ли-
нии визирования объекта наблюдения приобретают вид 
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В уравнениях дополнительно введены обозначения:  
dyik  – коэффициент передачи оптико-электронного дат-

чика, 3 4( ), ( )кz кzW p W p  – передаточные функции коррек-
тирующих звеньев контуров управления, 3уk , 4уk  – 
коэффициенты передачи контуров управления, p  – опе-
ратор дифференцирования, ω ,ωly lz  – проекции абсо-
лютной угловой скорости объекта слежения. Коэффици-

ент передачи по контуру автосопровождения канала 
наружной рамки 1 3as dy yK k k . Коэффициент передачи 
по контуру автосопровождения канала внутренней рам-
ки 2 4.as dy yK k k  Положим 1 1( ) ( 1) /kz kzW p T p p  , 

2 2( ) ( 1) / ,kz kzW p T p p   3( ) 1,kzW p   4( ) 1.kzW p   

Передаточная функция замкнутой системы, где вход – 
угловая скорость объекта наблюдения, выход – изме-
ренная угловая скорость по сигналу ДУС: 
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Передаточная функция замкнутой системы, где вход – 
угловая скорость объекта наблюдения, выход – измерен-
ная угловая скорость в контуре автосопровождения:  
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Рассмотрим влияние возмущающих факторов на точ-
ность измерения угловой скорости линии визирования 
объекта наблюдения. Передаточная функция замкнутой 
системы, где вход – смещение нулевого сигнала на вы-
ходе гироскопа (в размерности напряжения), выход – 
измеренная угловая скорость  в контуре автосопровож-
дения): 

1

01 1

( ) 11( ) ( ),
( )

izmas kz
zs

dys

p T pW p
U p K B
 

         (2) 

1 1 1 1 13 2

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1

cos
cos cos

1.

z dys y ds kz

as z y ds as y ds z

y ds dys as ds y kz

as y ds

b K K K TJB p p
K K K K K K

K K K K K K T
p

K K K

  
  

 


 

 

Передаточная функция замкнутой системы, где вход – 
смещение нулевого сигнала на выходе гироскопа (в раз-
мерности напряжения), выход – измеренная угловая ско-
рость по сигналу ДУС: 
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ЛАЧХ передаточных функций 2,3 ГС массой 2 кг 
приведены на рис.1. На рис.2 приведен график погреш-
ности измерения угловой скорости, обусловленной воз-
мущающим моментом сил сухого трения. 

 
Рис. 1. ЛАЧХ: 1 – в соответствии с (3), 2 – в соответствии с (2)  

 
Рис. 2. Погрешности от момента сил сухого трения  

Рассмотрим возможности увеличения точности изме-
рения угловой скорости объекта слежения путем сгла-
живания выходного информационного сигнала с помо-
щью апериодических звеньев первого порядка. При этом 
рассчитаем также дополнительное фазовое запаздывание 
выходного сигнала, вносимое этими звеньями. На рис.3 
представлен график измеренной угловой скорости объ-
екта слежения, который движется с постоянной угловой 
скоростью 0,02 рад/с по сигналу в контуре автосопро-
вождения в условиях   трехкомпонентной качки основа-
ния. Амплитуда погрешности измерения угловой скоро-
сти составляет 0,001рад/с. Применим для сглаживания 
апериодическое звено с постоянной времени 0,1с.  На 

рис.4 представлен график измеренной угловой скорости 
объекта слежения после сглаживания.  Амплитуда по-
грешности измерения угловой скорости после фильтра-
ции выходного сигнала уменьшается в два раза и состав-
ляет 0,0005 рад/с. Фазовое отставание, вносимое сглажи-
вающим фильтром в полосе частот изменения угловой 
скорости до 1рад/с , не превышает 5,72 град. 

 
Рис. 3. Измеренная угловая скорость по сигналам в контуре автосо-
провождения 

 
Рис.4. Измеренная угловая скорость по сигналам в контуре автосопро-
вождения после фильтрации 

На рис. 5 представлен график измеренной угловой 
скорости объекта слежения, который движется с посто-
янной угловой скоростью 0,02 рад/с по сигналу ДУС в 
условиях трехкомпонентной качки основания. Амплиту-
да погрешности измерения угловой скорости составляет 
0,007 рад/с. Применим для сглаживания апериодическое 
звено с постоянной времени 0,1с.  На рис.6. представлен 
график измеренной угловой скорости объекта слежения 
после сглаживания. Амплитуда погрешности измерения 
угловой скорости после фильтрации уменьшается в 9 раз 
и составляет 0,00078 рад/с. 

 
Рис. 5. Измеренная угловая скорость по сигналу ДУС 
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Рис. 6. Измеренная угловая скорость по сигналу ДУС после фильтрации 

Сведем полученные результаты в табл. 1. 

ТАБЛИЦА 1. ПОГРЕШНОСТИ ИЗМЕРЕНИЯ 

Способ измерения 

По сигналам в замкнутом контуре автосопровождения 

Без учета вибрационных воз-
мущений 

С учетом вибрационных воз-
мущений 

Погрешность, 
рад/с 

Погрешность 
после филь-
трации, рад/с 

Погрешность, 
рад/с 
 
 

Погрешность 
после филь-
трации, рад/с 

0,001 0,0005 0,0011 0,0006 

По сигналу ДУС 

Без учета вибрационных 
возмущений 

С учетом вибрационных воз-
мущений 

Погрешность, 
рад/с 
 

Погрешность, 
рад/с 
 

Погрешность, 
рад/с 
 

Погрешность, 
рад/с 
 

0,007 0,00078 0,0078 0,0009 

IV. ВЫВОДЫ 
1. ГС является фильтром нижних частот и эффек-

тивно сглаживает высокочастотные составляю-
щие, обусловленные шумом гироскопа в выход-
ном сигнале в случае, если выходным сигналом 
является измеренная угловая скорость объекта 
наблюдения в контуре автосопровождения. Если 
выходным сигналом является измеренная угло-
вая скорость объекта наблюдения при измерении 
угловой скорости по сигналу ДУС, то шум гиро-
скопа, за исключением области частот в окрест-
ности частоты среза, в исходном масштабе со-
держится на выходе измерительного канала. 

2. В случае измерения угловой скорости по сигналу 
в контуре автосопровождения погрешность от 
момента сил сухого трения в пять раз меньше, 

чем в случае измерения угловой скорости по 
сигналу ДУС. 

3. Из проведенных расчетов следует, что при спосо-
бе измерения угловой скорости объекта слежения 
по сигналам в замкнутом контуре автосопровож-
дения без дополнительной фильтрации выходного 
сигнала, как при отсутствии вибрационных воз-
мущений, так и при учете этих возмущений вели-
чина погрешности измерения в семь раз меньше 
по сравнению со способом измерения на основе 
сигналов ДУС и не превышает 0,0011 рад/с. 

4. При способе измерении угловой скорости объек-
та слежения по сигналам в замкнутом контуре 
автосопровождения с дополнительной фильтра-
цией выходного сигнала апериодическим филь-
тром первого порядка с постоянной времени 0,1с, 
как при отсутствии вибрационных возмущений, 
так и при учете этих возмущений величина по-
грешности измерения в 1,5 раз меньше по срав-
нению со способом измерения на основе сигна-
лов ДУС и не превышает 0,0006 рад/с. 

5. Предпочтительным является вариант измерения 
угловой скорости объекта наблюдения по сигна-
лу в замкнутом контуре автосопровождения. 
Способ измерения угловой скорости объекта 
слежения по сигналам ДУС без дополнительной 
фильтрации выходного сигнала оказывается не-
эффективным. 
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Аннотация—Построена стохастическая модель трехос-
ного гиростабилизатора, функционирующего в режиме си-
ловой стабилизации. Представленная модель в форме «объ-
ект-наблюдатель» ориентирована на использование совре-
менных методов нелинейной стохастической фильтрации. В 
качестве уравнений фильтрации предложено использование 
системы апостериорных моментов, полученной на основе 
аппроксимации уравнения Стратоновича.  

Ключевые слова—гиростабилизированная платформа, 
апостериорная плотность вероятности, фильтр Калмана, 
апостериорные моменты. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Несмотря на то, что в навигационных системах по-

движных объектов различного назначения все большее 
применение находят бесплатформенные инерциальные 
навигационные системы (БИНС), их использование для 
определения параметров движения космических аппа-
ратов и ракетоносителей оказывается не всегда эффек-
тивным [1-6]. В связи с этим в ракетно-космической 
технике широко используется гиростабилизированная 
платформа (ГСП), как обладающая рядом несомненных 
преимуществ перед БИНС [7-9].  

Из всех типов существующих платформенных си-
стем навигации перспективным представляется исполь-
зование бортовых систем [7, 8]. Наибольшее распро-
странение из них получили самоориентирующиеся ги-
ростабилизаторы (СОГС), которые по принципу дей-
ствия делятся на два типа. Самоориентирующиеся гиро-
стабилизаторы измерительного типа и СОГС гироком-
пасного типа [7]. Преимуществом их использования 
является отказ от использования фиксаторов исходных 
направлений, таких как автоколлиматоры, зеркала, 
призмы и т.д. и различного типа ориентаторов (визуаль-
ных и / или автоматических гирокомпасов, гироскопи-
ческих определителей азимута, магнитометров, спутни-
ковых систем навигации с пространственно распреде-
ленными антеннами и др.). Кроме того, будучи систе-
мами автономными, СОГС являются максимально за-
щищенными как от целенаправленно создаваемых по-
мех, так и от естественных возмущений.  

На сегодняшний день экспериментально доказана 
возможность обеспечения требуемой точности опреде-
ления угловой ориентации при работе СОГС на непо-
движном основании. В то же время в условиях действия 
возмущающих воздействий различной физической при-
роды точность определения начального углового поло-
жения подвижного объекта с использованием СОГС 
существенно ухудшается. Решить отмеченную пробле-

му возможно как за счет улучшения конструкторско-
технологических решений [9], так и путем использова-
ния современных методов нелинейной стохастической 
фильтрации [7].  

Первый путь совершенствования бортовых систем 
начальной ориентации ограничен уровнем развития инер-
циальных чувствительных элементов и их стоимостью. С 
другой стороны, применение современных бортовых вы-
числителей позволяет за счет использования методов 
фильтрации получить с требуемой точностью оценки уг-
лов ориентации (курс, крен, тангажа) без использования 
дорогостоящих гироскопов и акселерометров. 

В условиях действия помех перспективным пред-
ставляется применение ГСП, работающей в режиме си-
ловой стабилизации без коррекции заданного (стартово-
го) положения. ГСП такого типа называется некоррек-
тируемой платформой (НП).  

Преимущества использования НП заключаются в 
следующем: 

 отсутствуют автоколлиматоры, призмы, зеркала и 
гирокомпасы, обеспечивающие точную началь-
ную ориентацию ГСП и, как следствие, повыша-
ющие сложность и стоимость всего навигацион-
ного комплекса; 

 возможно проведение калибровки всего инфор-
мационно-измерительного комплекса в процессе 
эксплуатации путем оценки коэффициентов по-
линомиальной модели дрейфа НП, масштабных 
коэффициентов акселерометров, не ортогональ-
ности осей чувствительных элементов и т.д;  

Принципиальным отличием НП от СОГС является 
то, что скорость её не скомпенсированного дрейфа за-
висит нелинейно от ускорений. Кроме того, на работу 
НП оказывают существенное влияние шумы акселеро-
метров и возмущения, возникающие из-за сейсмических 
колебаний основания. 

Таким образом, для определения начальной ориен-
тации НП с высокой точностью в условиях действия 
помех различной физической природы, необходимо: 

 для выбранного типа кинематических параметров 
построить стохастическую модель движения НП 
в форме «объект-наблюдатель», учитывающую 
нелинейную зависимость скорости собственного 
ухода НП от ускорений в общем случае случай-
ных; 
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 построить модель выходных сигналов акселеро-
метров, учитывающую наличие внутренних и 
внешних помех, обусловленных случайными воз-
мущениями основания; 

 синтезировать алгоритм нелинейной стохастиче-
ской фильтрации вектора состояния НП, обеспе-
чивающий требуемую точность оценки углов 
ориентации НП и не накладывающий ограниче-
ний на вид плотности распределения вектора со-
стояния НП. 

В связи с этим цель работы - построение стохастиче-
ской модели движения НП в форме «объект-
наблюдатель» и разработка алгоритма фильтрации не 
накладывающего ограничения на вид плотности распре-
деления вектора состояния НП.  

II. ПОСТРОЕНИЕ СТОХАСТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ НП В ФОРМЕ 
«ОБЪЕКТ-НАБЛЮДАТЕЛЬ» 

Введем в рассмотрение следующие правые системы 
координат (СК): ONLE  – топоцентрическую географи-
ческую СК (ГСК) ,G  ось N которой направлена на се-
вер, ось E на восток и ось L вертикально вверх по 
радиусу Земли, начало СК совпадает с центром масс 
НП, O – инерциальную СК (ИСК) ,I начало которой 
совпадает с центром Земли, ось О направлена по оси 
вращения Земли; O  совпадает в начальный момент 
времени с линией пересечения плоскости экватора и 
Гринвичского меридиана, O дополняет СК до правой, 
OXYZ  – гироскопическую СК (ГрСК) J , начало кото-
рой совпадает с центром подвеса платформы, а ее оси 
направлены по осям стабилизации НП.  

Дрейф НП описывается полиномом вида [9]: 

KggUgRω  ˆT ,                         (1) 

где   ,T
zyx ω    ,T

zyx gggg    ,T
zyx RRRR  ̂  – 

знак блочного умножения матриц, ,
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,iR   zyxjikU jii ,,,, ,  коэф-

фициенты модели дрейфа, определяемые, как правило, 
по результатам заводских испытаний и уточняемых в 
процессе эксплуатации объекта, zyxigi ,,,   ускоре-
ния, направленные по осям ГСК.  

Для определения проекции угловой скорости дрейфа 
НП воспользуемся кинематическими уравнениями, в 
качестве которых могут быть использованы уравнения 
Эйлера, Эйлера-Крылова, Пуассона, параметры Родри-
га-Гамильтона, Кейли-Клейна, гиперкомплексные числа 
и др. Преимущества и недостатки использования отме-
ченных параметров в алгоритмах навигации и ориента-
ции отмечены в [6]. Для наглядности будем далее ис-

пользовать углы Эйлера-Крылова  ,, . В этом случае 
система дифференциальных уравнений примет вид [10]: 
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Для определения zyx ggg ,,  на оси ГСК используем 
матрицу вращения, описывающую положение ГСК отно-
сительно ИСК. Так как ГСК вращается вокруг оси О , то 

VIG ,                                   (3) 
где  
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V

з   скорость вращения Земли, t  время,    из-
вестная широта центра масс объекта. 

Для заданной ориентации осей ГрСК относительно 
осей ИСК можно записать [10]: 
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С учетом (3) и (4) ориентация ГрСК относительно 

ГСК описывается уравнением (5): 

,GDVJ T                              (5) 

где TV  транспонированная матрица V . 

Из (5) следует, что 

   GVDg  ,,, зt
T .                  (6) 

Учитывая случайные белошумные помехи w  в (6), 
получим, 

    ,,,, з wGVDg  tT                  (7) 

Уравнения (1-7) позволяют в окончательном виде 
построить стохастическую модель прецессионного дви-
жения НП в форме «объект»: 
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где W  помеха НП, описываемая белым шумом. 
В компактной форме уравнения «объекта» (8) при-

нимают вид (9) 
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    ,ξtY,FtY,FY 0                                (9) 
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Для получения оценки текущей ориентации НП 
необходимо построить стохастическую модель наблю-
дателя. Для этого воспользуемся уравнением (6), пред-
варительно линеаризовав в нем матрицу D . В результа-
те будем иметь 

    ,,,,~
з GVDA  tT                           (10) 

где    T
zyx AAAA  вектор ускорений, который мо-

жет быть определен по показаниям акселерометров, 

расположенных на НП, 
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Выделим в (10) слагаемые, не содержащие компо-
ненты вектора Y  
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где  
   tGtGv зNзN coscoscos1 2

1

  tGtG зEзL 


 sinsin
2
2sincos1 , 

    


 2
2 sincos1

2
2sincos1 tGtGv зLзN

tGtG зEзL  sincoscos , 

tGtGtGv зEзLзN  cossincossinsin3 . 

С учетом шумов измерений акселерометров уравне-
ния (11) принимают вид: 
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где iAZ ,  zyxi ,,  выходные сигналы акселеромет-

ров, 
iAW  помехи акселерометров, которые можно 

представить в виде белого шума (БГШ). 

Или в компактной форме 
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III. АЛГОРИТМ НЕГАУССОВСКОЙ ФИЛЬТРАЦИИ 
НЕЛИНЕЙНОГО ВЕКТОРА СОСТОЯНИЯ НП НА ОСНОВЕ 

ПРИМЕНЕНИЯ АПОСТЕРИОРНЫХ МОМЕНТОВ  
Представление стохастической модели НП в виде 

уравнений «объекта» (9) и «наблюдателя» (13) позволя-
ет записать уравнение Стратоновича, решение которого 
делает возможным найти любые вероятностные харак-
теристики процесса (9) [11].  
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Однако в рассматриваемом случае не представляется 
возможным найти аналитическое решение (14). Поэтому 
в теории нелинейной фильтрации используются различ-
ные приближенные методы [11-20]: разложение нели-
нейных функций в ряды в окрестности оценки [11-15]; 
полиномиальная аппроксимация нелинейных функций 
[16, 17]; конечно-разностная аппроксимация АПВ [15]; 
гауссовское приближение АПВ [18]; замена среднего по 
множеству средним по времени и т.д. [19-20]. 

Из всех перечисленных методов наибольшее распро-
странение получил обобщенный фильтр Калмана, осно-
вывающийся на предположении нормальности плотно-
сти распределения АПВ (15). Несмотря на простоту его 
реализации в алгоритмах ориентации, его использова-
ние для определения углового положения в часто встре-
чающихся на практике случаях не соблюдения условий 
гауссовского распределения АПВ вектора Y приводит к 
резкому росту ошибок оценивания. Поэтому рассмот-
рим далее алгоритм нелинейной стохастической филь-
трации, позволяющий получить оценки вектора состоя-
ния Y  в случае существенного отличия его АПВ от 
гауссовской. Для этого рассмотрим возможность ис-
пользования системы апостериорных моментов. Для её 
построения, следуя [15, 16], умножим обе части (14) на 

kY 3.1k  и проинтегрируем по 321 YYY   
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(16) 
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При выводе (16) было сделано допущение о возмож-
ности перемены порядка интегрирования и дифферен-
цирования. 

Разлагая коэффициенты (15) в ряд Тейлора и инте-
грируя по частям, найдем 
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 . Коэффициент диффузии (15) обра-

щается в ноль, а третье слагаемое уравнения Стратоно-
вича (14) принимает вид 
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Объединяя выражения (17) и (18), найдем уравнения 
для начальных апостериорных моментов фазовых коор-
динат kY  
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Для определения центральных апостериорных мо-

ментов умножим (14) на  jk
k mY  . После интегрирова-

ния по частям получим 
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При этом коэффициент диффузии (15) преобразуется 
к виду  
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Коэффициенты разложения в ряд Тейлора третьего 
слагаемого уравнения Стратоновича (14) можно пред-

ставить в виде:      
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Для определения смешанных моментов умножим 

(14) на    sj
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i mYmY 0
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и полученный результат 

проинтегрируем по частям. Тогда 
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Уравнения (19), (20) и (21) позволяют записать урав-
нения фильтра.  
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Необходимо подчеркнуть, что разработанный алго-
ритм (23) получен без априорного предположения о 
нормальном распределении АПВ вектора состояния НП. 

IV.  ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Уравнения нелинейной стохастической фильтрации 

(23) решают задачу оценивания вектора состояния НП в 
реальном масштабе времени и с требуемой точностью. 
При этом они не требуют допущения о гауссовском ха-
рактере распределения вектора состояния навигацион-
ной системы. Важной особенностью (23) является учет 
корреляционных связей в переменных вектора состоя-
ния НП. В случае, когда АПВ вектора состояния НП 
может быть аппроксимирована с требуемой точностью 
гауссовской плотностью распределения, система (23) 
вырождается в алгоритм стохастической фильтрации 
калманановского типа [16]. 
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Аннотация—Космический эксперимент (КЭ) «Ураган» 
на МКС направлен на отработку научной аппаратуры 
(НА) и методов наблюдения различных объектов и явле-
ний на Земле. Часть НА КЭ «Ураган» уже работает на бор-
ту станции, а часть планируется к отправке на орбиту в 
ближайшее время. В отличие от отечественных орбиталь-
ных станций «Салют» и «Мир» МКС не была приспособ-
лена для наведения установленной на ней НА на исследуе-
мые объекты вследствие малого значения располагаемого 
кинетического момента гиродинов, установленных для 
управления ориентацией МКС на американском сегменте. 
Это потребовало разработки специальных методов и 
устройств для наведения НА КЭ «Ураган» на изучаемые 
объекты. В докладе рассмотрены методы наведения НА, 
позволяющие оптимизировать программу исследований 
КЭ «Ураган» на МКС. 

Ключевые слова—Международная космическая станция 
МКС, космический эксперимент «Ураган», научная аппа-
ратура, наведение, оптимизация, подвижная платформа. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время на Международной космической 

станции (МКС) выполняются космические эксперимен-
ты (КЭ) в различных научных направлениях. 

Вследствие малого значения располагаемого кинети-
ческого момента гиродинов американского сегмента 
полет МКС осуществляется в режиме квазиорбитальной 
ориентации. Такой режим полета МКС возник по следу-

ющим причинам. Для НАСА и других участников про-
екта американского сегмента (АС) МКС основная науч-
ная задача станции состояла в проведении исследований 
в области микрогравитации и выполнении медицинских 
экспериментов. Для выполнения таких экспериментов не 
требуется построение специальной ориентации МКС и 
подходящей является ориентация станции в орбитальной 
системе координат при которой гравитационный возму-
щающий момент близок к нулю. Управление ориентаци-
ей МКС осуществляется с помощью гиродинов, уста-
новленных на АС МКС, и с помощью двигателей ориен-
тации российского сегмента (РС) станции. Следует заме-
тить, что использование гиродинов для управления ори-
ентацией крупногабаритными космическими аппаратами 
(КА) сопряжено с серьезными проблемами, связанными, 
прежде всего, с большими значениями моментов инер-
ции крупногабаритных КА, к числу которых относится и 
МКС. Располагаемый кинетический момент четырех 
гиродинов АС МКС составляет 19 000 нмс, что позволя-
ет только поддерживать ориентацию станции в орби-
тальной системе координат при совмещении главных 
осей инерции МКС с осями орбитальной станции. Для 
выполнения разворотов МКС или построения произ-
вольной ориентации станции в качестве исполнительных 
органов принципиально могут использоваться двигатели 
ориентации российского сегмента МКС, однако это бу-
дет сопряжено с чрезмерно большим расходом топлива. 
Поэтому выполнять наведение на исследуемые объекты 
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жестко закрепленных на МКС приборов путем разворо-
тов станции практически невозможно. 

В российской программе научных исследований на 
орбитальных станциях эксперименты традиционно про-
водились во всех направлениях исследований [1]. При 
этом в большом количестве экспериментов требовалось 
наведение научной аппаратуры (НА) на изучаемые объ-
екты. Используемый режим полета МКС потребовал 
разработки специальных методов наведения научной 
аппаратуры российского сегмента на изучаемые объек-
ты. В КЭ «Ураган» на МКС, направленном на изучение 
объектов на Земле, были разработаны следующие мето-
ды наведения НА. Ряд приборов КЭ «Ураган» – фото-
спектральная система (ФСС), видеоспектральная систе-
ма (ВСС), фотоаппаратура с большим фокусным рассто-
янием, имеют узкое поле зрения [2]. Первоначально 
наведение этих приборов на изучаемые объекты могло 
осуществляться только экипажем станции, что ограни-
чивало возможности выполнения исследований. Для 
наведения такой НА на изучаемые объекты в автомати-
ческом режиме необходимо использовать подвижные 
платформы наведения (ППН). Наведение на объекты 
исследования приборов, имеющих относительно боль-
шое поле зрения (типа создаваемого в рамках КЭ «Ура-
ган» инфракрасного радиометра высокого разрешения 
«РИВР», или фотоаппаратуры с большим полем зрения) 
осуществляется за счет движения МКС по орбите и пре-
цессии самой орбиты станции. Научная аппаратура в 
этом случае жестко закреплена на корпусе станции [2]. 

В докладе описывается решение задачи наведения 
НА на изучаемые объекты с помощью системы ориента-
ции видеоспектральной аппаратуры («СОВА»), разрабо-
танной РКК «Энергия» совместно с институтом при-
кладных физических проблем им. А.Н. Севченко (Рес-
публика Беларусь) в рамках реализуемого на российском 
сегменте (РС) МКС эксперимента по исследованию Зем-
ли «Ураган» [3]. Особенностью данной системы являет-
ся то, что ППН, на которых размещается научная аппа-
ратура (НА), устанавливаются внутри МКС на иллюми-
наторы служебного модуля и многоцелевого лаборатор-
ного модуля РС МКС. При этом обеспечивается автома-
тическое наведение НА и съемка по заданной программе 
с участием оператора или без него, а также компенсация 
«смаза» изображения объекта за время экспозиции, что 
позволяет производить подробную съемку и спектро-
метрирование объектов исследования, в том числе нахо-
дящихся вдали от надира. Хотя возможности наведения 
таких «внутренних» платформ на РС МКС в общем слу-
чае ограничены по сравнению с потенциальными воз-
можностями внешних ППН, у них есть и существенные 
преимущества – прежде всего дешевизна и удобство об-
служивания. Одна из таких ППН уже работает на борту 
РС МКС и в этом году на станцию будут доставлены 
еще две платформы «СОВА». ППН «СОВА» позволяют 
в автоматическом режиме осуществлять наведение на 
исследуемые объекты НА ВСС и фотоаппаратуры. Ха-
рактеристики и возможности НА ВСС приведены в [4]–
[6]. Используемые в КЭ «Ураган» цифровые фотокамеры 
Nikon D3X, Nikon 800 позволяют получать цветные 
снимки с разрешением до 2 м. Примеры снимков, полу-
ченных с борта РС МКС приведены на рис. 1–4.  

Для части приборов КЭ «Ураган», таких как НА 
«Икарус», радиометр РИВР, жестко закрепленных на 

корпусе станции, предусмотрена работа в автоматиче-
ском режиме. НА «Гиперспектрометр» для выполнения 
съемки устанавливается экипажем РС МКС на иллюми-
натор №9. Наведение НА РИВР, «Гиперспектрометр» на 
исследуемые объекты не требует разворотов МКС, одна-
ко при использовании этих приборов расходуются ресур-
сы станции – время экипажа, объем памяти записываю-
щего устройства НА и т.д., что необходимо учитывать 
при планировании наблюдений этими приборами [2], [7]. 

 
 США. Плотина Пауэлл Рис. 1.

С учётом большого количества объектов наблюдения, 
возможности разнообразных сочетаний приоритетов 
наблюдений, возможности параллельного использования 
нескольких комплектов ППН «СОВА» на разных иллю-
минаторах, большого объема действующей и создавае-
мой НА КЭ «Ураган» (ВСС, ФСС, фотоаппаратура. «Ги-
перспектрометр», инфракрасный радиометр РИВР и др.), 
а также наличия ограничений на возможность выполне-
ния наблюдений и требуемые ресурсы, возникает задача 
оптимизации планирования наблюдений. 

 
 Россия. Крым, Керчь, Крымский Мост Рис. 2.

Для решения этих задач разработаны как точные ме-
тоды, так и алгоритмы, дающие приближенные решения 
в тех случаях, когда точные решения требуют неприем-
лемых вычислительных затрат. Используются полные 
или частичные аналогии с задачами маршрутизации 
транспортных средств, в частности с задачей нескольких 
коммивояжеров [8]. 
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 Россия. Адлер Рис. 3.

 
 США. Нью-Йорк Рис. 4.

В качестве точного метода в основном используется 
выбор оптимальных сочетаний программ наблюдений 
методами целочисленного линейного программирования 
из наборов всех возможных программ, которые предва-
рительно формируются для каждого прибора с учетом 
задаваемых ограничений. Приближенные методы осно-
ваны на генетической и муравьиной метаэвристиках. 

Представленные методы реализованы в составе спе-
циального программного обеспечения экспериментов 
Международной космической станции и используются 
для оптимального планирования и выполнения фотогра-
фической и спектрометрической съемки земной поверх-
ности. Наведение научных приборов может произво-
диться в автоматическом режиме одновременно не-
сколькими поворотными платформами, которые уста-
навливаются на иллюминаторы внутри обитаемого про-
странства станции. 

II. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ПОДВИЖНЫХ ПЛАТФОРМ НАВЕДЕНИЯ 
ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОЙ АППАРАТУРЫ НА ИЗУЧАЕМЫЕ  

С РС МКС ОБЪЕКТЫ 
Использование возможностей космонавтов при вы-

полнении научных наблюдений дает определенные пре-
имущества в процессе проведения исследований. К со-
жалению, постоянно нести такую «научную вахту» кос-

монавты не могут, т.к. большую часть суток они должны 
заниматься другой работой, а ночью отдыхать. 

Для расширения возможностей выполнения целевых 
программ на станции уже установлены и готовятся к 
отправке на орбиту дополнительные специальные по-
движные платформы наведения (рис. 5). Одна из таких 
ППН «СОВА» предназначена для обеспечения установ-
ки на иллюминаторах служебного модуля (СМ) россий-
ского сегмента МКС и многоцелевого лабораторного 
модуля (МЛМ) МКС различной научной аппаратуры 
видео-, фото- и спектральной съемки, наведения НА и 
съемки по заданной программе оператором или без уча-
стия оператора. 

Система «СОВА» включает в свой состав платформу 
наведения, устанавливаемую на иллюминатор, на кото-
рой фиксируется съемочная аппаратура, и управляющий 
ноутбук, расположенный рядом в 1,5 – 3 м от иллюмина-
тора. Система «СОВА» позволяет обеспечивать возмож-
ность наведения полей зрения НА и отслеживания объ-
екта по изображению на экране монитора ноутбука. 

Для установки на РС МКС предусмотрено несколько 
модификаций аппаратуры «СОВА». 

ППН «СОВА-228» устанавливается на иллюминатор 
диаметром 228 мм СМ РС МКС и обеспечивает возмож-
ность поворота установленной на ней съемочной аппара-
туры на ± 180 град. вокруг оси визирования и наведения 
с углом отклонения не менее 20 град. в одной плоскости 
от оптической оси иллюминатора. 

 
а) «СОВА-1» 

 
б) «СОВА-2» 

 Подвижные платформы наведения Рис. 5.

ППН «СОВА-426» устанавливается на иллюминатор 
диаметром 426 мм как СМ, так и МЛМ РС МКС и обес-
печивает возможность наведения съемочной аппаратуры 
по двум взаимно перпендикулярным осям с углами от-
клонения не менее ± 30 град. 

В ходе проектирования были рассмотрены два вари-
анта конструктивного построения ППН «СОВА». 
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Вариант ППН «СОВА-1» (рис. 5а) выполнен по не-
сколько необычной схеме – съемочная НА закрепляется 
на ППН неподвижно, а сканирование поверхности Зем-
ли осуществляется при помощи зеркала, установленного 
на подвесе, поворачивающемся при помощи электро-
приводов. 

Вариант ППН «СОВА-2» (рис. 5б) построен по 
«классической» схеме на основе ранее разработанных 
систем наведения с ручным управлением. В качестве 
электроприводов, обеспечивающих поворот установлен-
ной аппаратуры, использованы линейные актуаторы. 

Скорость углового перемещения оптической оси 
платформ наведения «СОВА-1» и «СОВА-2» составляет 
0,75–1,5 град./с и 0,5–6,0 град./с соответственно. 

Использование ППН позволяет значительно расши-
рить возможности МКС по исследованию Земли и 
небесной сферы. Для выполнения наблюдений заданных 
объектов в этом случае могут использоваться методы 
оптимального планирования программы научных экспе-
риментов. При использовании методов оптимизации про-
граммы экспериментов обеспечивается получение мак-
симального объема полезной научной информации при 
соблюдении заданных ограничений на планирование. 

Операции по последовательному отслеживанию не-
скольких объектов научным прибором, жестко закреп-
ленном на поворотной платформе, можно подразделить 
на два основных типа: отслеживание отдельного объекта 
и «перенацеливание» – переход от отслеживания одного 
объекта к отслеживанию другого. 

Алгоритмы отслеживания отдельного объекта в экс-
перименте «Ураган» определяются целями исследований 
и ограничиваются, прежде всего, условиями видимости 
объекта с борта МКС, предельными углами и макси-
мальной скоростью разворота оси чувствительности 
прибора. Примерами таких алгоритмов являются выпол-
нение одного фотографического снимка объекта, спек-
трографическое исследование заданного объекта в тече-
ние всего интервала его видимости, последовательное 
фотографирование объекта относительно большого раз-
мера по частям и так далее. 

Предполагается, что операции, производимые любым 
из возможных алгоритмов отслеживания отдельных объ-
ектов, характеризуются ожидаемыми временами начала 
и окончания отслеживания, направлениями оси чувстви-
тельности прибора в начале и конце отслеживания, сум-
мой углов разворота оси чувствительности за время от-
слеживания, информативностью – количественной 
оценкой ценности научной информации, получаемой 
при исследовании объекта [8]. Исходя из этих данных, 
алгоритм планирования наблюдений нескольких объек-
тов должен выбрать объекты и последовательность пе-
рехода между ними, учитывая заданные ограничения и, 
решая некоторую задачу оптимизации, например, мак-
симизировать суммарную информативность наблюдений 
объектов или минимизировать сумму углов разворотов 
оси чувствительности научного прибора при условии, 
что суммарная информативность наблюдений не опуска-
ется ниже заданной величины. 

Наблюдение объектов может производиться одно-
временно несколькими научными приборами, установ-
ленными на разных поворотных платформах. Тогда для 

каждой платформы должна быть составлена своя про-
грамма наблюдений некоторого подмножества объектов 
из общего списка. При этом обычно ставятся задачи оп-
тимизации какой-либо суммарной величины – общей 
информативности наблюдений, выполняемых с помо-
щью всех платформ, или суммы разворотов платформ. 

Для оптимального управления одной платформой с 
установленной на ней НА пригоден подход с примене-
нием методов линейного программирования, впервые 
предложенный в [9], [10]. При оптимизации наблюде-
ний, выполняемых с помощью нескольких управляемых 
платформ, использовались дополнительные варианты 
формулировок в терминах целочисленного линейного 
программирования, основанные на аналогии с так назы-
ваемой «расширенной» формулировкой задачи маршру-
тизации нескольких транспортных средств [8], [11], [12]. 
При таком подходе сначала для каждой платформы 
формируются возможные программы наблюдений объ-
ектов, а затем из этих наборов выбираются (по одной для 
каждой платформы) такие программы наблюдений, ко-
торые в совокупности составляют оптимальное решение. 

Рассмотрим в качестве примера сравнительно про-
стую задачу съемки заданных наземных объектов фото-
аппаратами с длиннофокусными объективами. На рис. 6 
горизонтальной линией с уровнем 0 условно представ-
лена траектория полета МКС. Время полета отсчитыва-
ется вдоль этой линии (в секундах) слева направо, начи-
ная от условной точки отсчета со значением 0. По верти-
кали, то есть перпендикулярно траектории, отсчитыва-
ются углы (в градусах), на которые оси визирования фо-
тоаппаратов отклоняются от надира; отклонению влево 
от трассы соответствуют положительные значения уг-
лов, отклонению вправо – отрицательные. 

25 объектов, рекомендованных для фотографирования, 
представлены кружка́ми на рис. 6. Горизонтальная коор-
дината каждого кружка – это момент времени, в который 
расстояние между данным объектом и МКС минимально; 
вертикальная координата – угол, на который в этот мо-
мент должна быть отклонена от надира ось визирования 
фотоаппарата, чтобы успешно сфотографировать объект. 

Наведение на объекты и их съемка производится в 
течение примерно 100 секунд с помощью трех поворот-
ных платформ одновременно. Одна платформа относит-
ся к типу «СОВА-1» с максимальной скоростью разво-
рота 1,5 град./с и максимальным возможным отклонени-
ем оси визирования фотоаппаратуры от надира 30 град. 
Две другие платформы относятся к типу «СОВА-2», ко-
торые обеспечивают максимальную скорость разворота 
6 град./с и максимальное отклонение от надира 20 град.) 

От каждой платформы требуется, чтобы ось визиро-
вания фотоаппарата отклонилась на заданный угол не 
позднее, чем за 1 с до момента наибольшего сближения 
МКС с объектом, и через 1 с после указанного момента 
можно начать разворот для перехода к следующему объек-
ту. Таким образом, на фотографирование выделяется 2 с. 

С учетом указанных выше ограничений на скорость 
разворота платформ и на время фотографирования объ-
ектов было подготовлено 8659 возможных программ 
наблюдений для платформы типа «СОВА-1» и 241919 
программ наблюдений для платформы типа «СОВА-2». 
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Задача линейного программирования формулирова-
лась следующим образом: требовалось найти двоичный 
вектор X, доставляющий максимум функции 

 
M
r rr xnI 1)(X , (1) 

где nr  – количество объектов, наблюдаемых согласно 
программе с номером r. 

Вектор X длиной M=250578 элементов представляет 
все возможные программы наблюдений и составлен пу-
тем объединения векторов X1  (длиной 8659) и X2  
(длиной 241919), соответствующих типам платформы 
«СОВА-1» и «СОВА-2». Если программа наблюдений с 
конкретным значением номера r (от 1 до M) выбрана для 
наблюдений платформой соответствующего типа, в век-
торе X элемент с этим номером принимает значение 1. 
Если же данная программа для наблюдений не выбрана, 
элемент X с этим номером равен 0. 

Таким образом, в качестве целевой функции в (1) ис-
пользовалась простейшая функция информативности 
наблюдений, равная числу наблюдаемых объектов. 

Количество используемых платформ каждого типа 
задавалось следующими условиями: 

,11X1T  22 X1T . (2) 

Запрещалась съемка одного и того же объекта с по-
мощью более чем одной платформы любого типа, по-
этому вводилось ограничение: 

 
M
r rir xa1 1 , 25,...,1i . (3) 

При этом двоичный коэффициент air  формировался 
так, что для первых 8659 значений индекса r значение 
air  равно 1, если объект с номером i выбран для наблю-
дений с помощью платформы «СОВА-1» в программе r; 
для следующих 241919 значений r значение air  равно 1, 
если объект с номером i выбран для наблюдений с по-
мощью одной из платформ «СОВА-2» в программе r. В 
остальных случаях значение air  равно 0. 

В результате решения этой задачи методами линей-
ного программирования было определено максимально 
возможное количество объектов, которое можно сфото-
графировать при заданных условиях – 20, а также найден 
один из наборов программ наблюдений, которые обеспе-
чивают съемку такого количества объектов. Это решение 
представлено на рис. 6. 

Далее была поставлена задача найти такой набор 
программ наблюдений, при котором фотографирование 
20 объектов производится при минимальной сумме уг-
лов разворотов всех платформ. На сей раз минимизиро-
валась следующая функция: 

xR r
M
r r  1)(X . (4) 

Здесь r  – сумма углов разворотов поворотной 
платформы, для которой подготовлена программа с но-
мером r. 

 
 Схема съемок 20 объектов из 25 заданных (используются одна Рис. 6.

платформа типа «СОВА-1» и две платформы типа «СОВА-2») 

Вместе с ограничениями (2, 3) учитывалось следую-
щее: 

 
M
r rr xn1 20 . (5) 

Решение показано на рис. 7. Минимальная сумма уг-
лов разворотов приблизительно в 2 раза меньше суммы 
разворотов, представленных на рис. 6. 

В приведенных примерах оказалось невозможным 
произвести фотографирование всех заданных объектов, а 
набор снятых объектов может меняться в зависимости от 
выбранных программ наблюдений. Чтобы снять за за-
данный интервал времени все объекты, в данном случае 
требуется использовать дополнительные платформы. 

 
 Схема съемок 20 объектов из 25 заданных с минимальной Рис. 7.

суммой разворотов платформ 

При увеличении количества заданных объектов и 
числа платформ, участвующих в их наблюдениях, точное 
решение задач оптимизации в приемлемые сроки может 
оказаться невозможным. Для таких случаев предусмот-
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рено применение генетических алгоритмов [11], которые 
работают согласно следующей общей схеме. 

Вводится определение генотипа Y как объединение 
(конкатенация) трех числовых строк, каждая из которых 
представляет программу наблюдений для одной из трех 
платформ наведения. Поскольку в рассмотренном при-
мере введена строгая хронологическая последователь-
ность съемок объектов, каждая программа наблюдений 
может быть представлена двоичным вектором, компо-
ненты которого соответствуют объектам из общего 
списка; упорядоченного по времени их наблюдений. 
Выбранные для съемки объекты обозначаются числом 1, 
а не выбранные – числом 0. 

Случайным образом формируется начальное поколе-
ние популяции (набор генотипов), после чего запускает-
ся процесс эволюции, при котором следующее поколе-
ние формируется на основе предыдущего с помощью 
стандартных операторов скрещивания, мутации и отбо-
ра. Остановка алгоритма, как правило, производится 
после достижения заданного числа поколений. При от-
боре выделяются генотипы с наибольшими значениями 
следующей функции приспособленности: 

NPNPIF i i 22
3

1 11)(   Y . (6) 

I i  – оценка эффективности входящей в генотип про-
граммы наблюдений поворотной платформой с номером 
i (в данном примере – число наблюдаемых объектов в 
программе). Использовались две штрафные функции, 
которые обеспечивали количественный учет нарушений 
заданных ограничений. 

Во-первых, в каждой входящей в генотип последова-
тельности наблюдений, выявлялись пары объектов, 
наблюдение которых в одной и той же программе невоз-
можно в силу заданных ограничений. Общее число N1
таких нарушений, выявленных в генотипе, подсчитыва-
лось и умножалось на величину штрафа P1 . 

Во-вторых, в последовательностях наблюдений, про-
изводимых разными платформами, выявлялись одни и те 
же объекты, выбранные для наблюдений. Такие совпа-
дения считались запрещенными и их число N 2  также 
умножалось на некоторый штраф P2 . 

По окончании работы алгоритма в качестве решения 
выбирался генотип с максимальным значением выраже-
ния (6) при условии, что количество нарушений обоих 
типов равно нулю. 

Аналогичным образом производилась и минимизация 
суммы углов разворотов платформ. При этом в дополне-
ние к штрафам, указанным выше, вводился штраф за 
отклонение числа объектов от заданного значения. 

В отличие от алгоритмов линейного программирова-
ния, в отношении генетических алгоритмов невозможно 
гарантировать, что полученный с их помощью результат 
является оптимальным в строгом смысле этого слова. 
Так, применение специального бортового программного 
обеспечения, основанного на генетическом алгоритме с 
функцией приспособленности (6), к решению задачи, 
представленных на рис. 6, дало то же значение, которое 

было получено методами линейного программирования. 
Однако при решении задачи, представленной на рис. 7, 
найденная сумма углов разворотов платформ превысила 
точное минимальное значение на 4,3%. 

Тем не менее, несмотря на потери в точности по 
сравнению с методами линейного программирования, 
генетические алгоритмы способны в короткие сроки да-
вать достаточно эффективные решения, которые приме-
нимы на практике, что особенно актуально при планиро-
вании наблюдений объектов из обширных каталогов. 
Например, для списка из 200 объектов и интервала 
наблюдений продолжительностью 300 с была поставлена 
задача найти наибольшее число объектов, которые можно 
наблюдать с помощью одной платформы «СОВА-1» и 
двух платформ «СОВА-2». Генетический алгоритм полу-
чил оценку этого числа, равную 103, и один из возмож-
ных наборов программ, позволяющих наблюдать такое 
количество объектов. Затем другой генетический алго-
ритм сформировал программы с меньшей (в 2,5 раза) 
суммой углов разворотов платформ, наводящихся на 103 
объекта из 200 заданных. Это решение, пригодное для 
практического применения, показано на рис. 8. 

В программном обеспечении планирования наблю-
дений внешних объектов с борта МКС предусмотрено 
также решение задач, аналогичных задаче нескольких 
коммивояжеров, которые могли бы возникнуть, напри-
мер, при оптимизации съемок нескольких астрономиче-
ских объектов с помощью нескольких подвижных плат-
форм [8]. Подобные задачи могут ставиться и при 
наблюдении земной поверхности. Для их приближенно-
го решения используются специальные генетические 
алгоритмы без применения штрафных функций, а также 
эвристические муравьиные алгоритмы. 

 
 Схема съемок 103 объектов из 200 заданных (используются одна Рис. 8.

платформа типа «СОВА-1» и две платформы типа «СОВА-2») 

III. ОПТИМИЗАЦИЯ ПРОГРАММЫ НАБЛЮДЕНИЙ, 
ВЫПОЛНЯЕМЫХ С ПОМОЩЬЮ НА «РИВР» 

Для выполнения мониторинга Земли в среднем и 
дальнем ИК-диапазонах в КЭ «Ураган» создается НА 
«Радиометр инфракрасный высокого разрешения» 
(РИВР). Эта аппаратура изготавливается на предприятии 
«Российские космические системы» и, с учётом высоты 
орбиты МКС, позволит получать информацию мирового 
уровня [2], [7]. 
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Базовые характеристики аппаратуры «РИВР»: 

 число информационных каналов – 2; 

 границы спектральных диапазонов информацион-
ных каналов по уровню 0,5: 

  3,5–4,1 мкм; 

  8,0–10,0 мкм; 

 пространственное разрешение с номинальной ор-
биты МКС (Н = 400 км) — 30 м; 

 полоса обзора для орбиты Н = 400 км – 70 км; 

 эквивалентная шуму разность измеряемых темпе-
ратур на уровне 300 К: 

  в диапазоне 3,5-4,1 мкм – ≤0,5 К; 

  в диапазоне 8,0-10,0 мкм – ≤ 0,2 К; 

 разрядность выходной информации – не менее  
10 бит; 

 режим работы – сеансный. 

Функционально аппаратура РИВР состоит из двух 
блоков: 

 оптико-электронного блока (ОЭБ), формирующе-
го видеоинформацию в 2-х спектральных диапа-
зонах: 3,5–4,1 и 8,0–10,0 мкм; 

 блока управления радиометром (БУР), предназна-
ченного для управления и сопряжения ОЭБ с бор-
товыми системами МКС. 

ОЭБ устанавливается на внешней поверхности МЛМ 
РС МКС. БУР — внутри МЛМ РС МКС. Электрическая 
связь ОЭБ и БУР осуществляется по кабелю. 

В радиометре РИВР использован принцип много-
строчного механического сканирования, который даже 
при сравнительно небольшом числе чувствительных 
элементов приемника излучения позволяет реализовать 
пространственное разрешение 30 м и полосу обзора 70 
км (угол обзора 10 град.) при эквивалентной шуму раз-
ности измеряемых температур не менее 0,2 К на фоно-
вом уровне температуры в 300 К. 

ОЭБ радиометра включает: плоское сканирующее 
зеркало, совершающее колебательные движения с пе-
риодом 1,144 сек с помощью низкооборотного преци-
зионного привода, зеркально-линзовый объектив, си-
стему спектроделения и многоэлементные приемники 
излучения. В качестве приемников излучения исполь-
зуются отечественные многоэлементные (матричные) 
ИК-фотоприемники форматом 4х288 элементов, охла-
ждаемые микрокриогенной системой до криогенных 
температур (80 К) и имеющие наработку на отказ не 
менее 6000 часов. Ось колебания сканирующего зерка-
ла и линейки приемников излучения ориентированы 
вдоль направления полета КА, что позволяет за один 
цикл строчной развертки (скан) радиометра сформиро-
вать микрокадр форматом 288х2350 элементов. Мик-
рокадры имеют перекрытие 10–40 элементов. При 
наземной обработке микрокадры подвергаются гео-
метрической коррекции и «сшиваются» в единое трас-
совое изображение. 

Радиометр РИВР планируется установить на мно-
гофункциональном лабораторном модуле российского 
сегмента Международной космической станции. 

РИВР будет интегрирован с информационно-
управляющей системой (ИУС) РС МКС. ИУС будет 
обеспечивать передачу управляющих цифровых масси-
вов и рассылку баллистических данных. Кроме того, с 
помощью ИУС будет осуществляться промежуточное 
хранение полученной от РИВР информации с последую-
щим сбросом на Землю по широкополосной линии связи. 

Интеграция с РС МКС обеспечит все необходимые 
условия для работы радиометра РИВР в рамках косми-
ческого эксперимента «Ураган», что открывает новые 
возможности для участников эксперимента. 

Использование в КЭ «Ураган» радиометра РИВР 
позволит обеспечить получение трассовых изображений 
в инфракрасном диапазоне для решения широкого круга 
задач: 

 мониторинг и прогноз техногенных и природных 
чрезвычайных ситуаций; 

 обнаружение очагов лесных и подземных пожа-
ров, крупных тепловых выбросов загрязняющих 
веществ в природную среду; 

 мониторинг стихийных гидрометеорологических 
явлений; 

 определение влажности почвы и уровня грунто-
вых вод; 

 поиск подземных вод и геотермических источни-
ков; 

 исследование динамических процессов на аквато-
риях; 

 различные виды тематического картографирова-
ния земной поверхности, в том числе геологиче-
ское картирование (поиски полезных ископаемых, 
их идентификация, обнаружение возможных рай-
онов газовых и нефтяных месторождений); 

 исследование вулканической и сейсмической ак-
тивности; 

 оценка состояния полигонов захоронения про-
мышленных и бытовых отходов и их влияния на 
окружающую среду; 

 обнаружение источников тепловых потерь, ис-
точников загрязнения и т.д. 

Данная информация будет востребована Федеральной 
службой охраны леса, МЧС, экологическими и природо-
охранными службами, службами геологоразведки, а также 
региональными, отраслевыми и частными организациями. 

КЭ на РС МКС позволит также осуществить техни-
ческую отработку опытного образца ИК-радиометра вы-
сокого разрешения в штатных условиях эксплуатации 
для дальнейшего его использования в различных авто-
матических информационных комплексах ДЗЗ. 

При планировании и проведении наблюдений с по-
мощью НА «РИВР» предлагается рассчитывать инфор-
мативность зон экспериментов следующим образом: 
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N и j – количество зон и их номера; 

M j  
и i – количество объектов в зонах и их номера; 

p ji  – приоритет наблюдаемого объекта (от 1 до 10); 

o ji  – коэффициент облачности при наблюдении (от 0 
до 1); 

l ji  – коэффициент освещенности при наблюдении; 

1l ji  при нахождении объекта в тени и 

hhhl jiji
maxmax /)(   при нахождении объекта на 

освещенной Солнцем части Земли, причем h ji  – угол 

Солнца для i-го объекта j-ой зоны, hmax  – максимально 
допустимый угол Солнца при съемке; 

S ji  – коэффициент сканируемой площади объекта,

SSS objjiji /' , S obj и S ji
'  – площадь объекта и площадь 

снимаемой части объекта; 

K j  – количество включений НА в j-ой зоне; 

V j  – объем информации, получаемой в j-ой зоне; 

K o  – ограничение на количество включений НА; 

V o  – ограничение на объём информации, которое опре-
деляется емкостью записывающего устройства (ЗУ) НА; 

В процессе полета РС МКС возможны следующие 
постановки задачи оптимизации съемки: 

1) Максимизация информативности при заданных 
ограничениях на количество включений НА и объем ин-
формации для записи в ЗУ НА. В этом случае требуется 
найти вектор X, максимизирующий целевую функцию 

xIL j
N
j j 1)(X  

при ограничениях KxK o
j

N
j j  1  и VxV o

j
N
j j  1 . 

2) Минимизация объема информации для записи в 
ЗУ при ограничении на информативность и ограниче-
нии на количество включений. Требуется найти вектор 
X, минимизирующий целевую функцию 

xVL j
N
j j 1)(X  

при ограничениях IxI o
j

N
j j  1  и KxK o

j
N
j j  1 . 

3) Минимизация количества включений при ограни-
чении на информативность и ограничении на количе-
ство информации для записи в ЗУ. Требуется найти век-
тор X, минимизирующий целевую функцию 

xKL j
N
j j 1)(X  

при ограничениях IxI o
j

N
j j  1  и VxV o

j
N
j j  1 . 

В качестве примера была оптимизирована программа 
наблюдений для НА «РИВР». Для этого моделировались 
условия проведения наблюдений в период июля 2022 
года для реальных объектов КЭ «Ураган» и «Сценарий», 
в том числе пожаров. 

Для выбранных объектов были рассчитаны информа-
тивность и затрачиваемые ресурсы зон (приведены в 
таблице 1). В качестве зоны были приняты 1 сутки, т.е. 
рассматривались каждые сутки в июле 2022 г. 

В качестве примера приведено решение задачи мак-
симизации информативности при ограничениях на ко-
личество включений НА и объем информации для запи-
си в ЗУ НА: 

X={1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 
1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1}. 

325,749)( XL . 

Для проверки решение также было получено с помо-
щью машинного перебора всех вариантов. При нахожде-
нии оптимального решения методом перебора требуется 
на три порядка больше машинного времени. 

При дальнейшем увеличении количества зон или 
объектов в зонах, а также добавлении дополнительных 
ограничений, будет возрастать и разница в скорости 
между обоими способами решения и в итоге будет не-
возможно решение данной задачи прямым перебором на 
обычном персональном компьютере. 

ТАБЛИЦА I.  ИНФОРМАТИВНОСТЬ И ЗАТРАЧИВАЕМЫЕ  
РЕСУРСЫ ЗОН 

Зона Информатив-
ность зоны 

Кол-во 
включений 

НА 

Заполняе-
мость ЗУ 

НА 

Объем ин-
формации в 

зоне, Гб 
1 20,10 9 15% 37,50 
2 23,70 8 13% 33,33 
3 23,45 12 20% 50,00 
4 24,95 9 15% 37,50 
5 31,85 10 17% 41,67 
6 30,85 11 18% 45,83 
7 24,50 13 22% 54,17 
8 24,50 9 15% 37,50 
9 21,85 8 13% 33,33 
10 25,50 12 20% 50,00 
11 24,33 13 22% 54,17 
12 29,05 11 18% 45,83 
13 23,70 7 12% 29,17 
14 26,20 12 20% 50,00 
15 20,45 13 22% 54,17 
16 22,75 10 17% 41,67 
17 29,10 9 15% 37,50 
18 25,55 15 25% 62,50 
19 23,35 11 18% 45,83 
20 25,60 9 15% 37,50 
21 21,95 7 12% 29,17 
22 21,10 14 23% 58,33 
23 31,30 9 15% 37,50 
24 32,40 10 17% 41,67 
25 29,35 9 15% 37,50 
26 26,80 13 22% 54,17 
27 22,55 9 15% 37,50 
28 23,95 9 15% 37,50 
29 24,90 11 18% 45,83 
30 26,25 13 22% 54,17 
31 29,00 9 15% 37,50 
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IV. ОПТИМИЗАЦИЯ ПРОГРАММЫ НАБЛЮДЕНИЙ, 
ВЫПОЛНЯЕМЫХ С ПОМОЩЬЮ НА «ГИПЕРСПЕКТРОМЕТР» 

В настоящее время в рамках КЭ «Ураган» с целью 
дальнейшего развития системы мониторинга Земли со-
здана и готовится к отправке на борт РС МКС научная 
аппаратура «Гиперспектрометр» [2]. НА «Гиперспек-
трометр» предназначена для выполнения космонавтами 
съемки земной поверхности в спектральных диапазонах 
0,43÷0,9 и 0,9÷1,6 мкм. Данная НА изготовлена МФТИ и 
АО «НПО «Лептон». Обработка результатов съемки НА 
«Гиперспектрометр» будет осуществляться на борту с 
участием космонавта. Это позволит повысить оператив-
ность анализа полученных данных, повысит качество 
планирования наблюдений и сократит потоки данных, 
оперативно передаваемых на Землю. 

Аппаратура предназначена для регистрации и обра-
ботки гиперспектральных изображений земной поверх-
ности в нескольких спектральных каналах (по выбору 
космонавта от 1 до 100 из 180 каналов) в видимом и 
ближнем ИК-диапазонах спектра, а также получения 
панхроматических изображений для визуализации за-
данной области земной поверхности. 

Гиперспектрометр включает в свой состав: гипер-
спектральную камеру видимого диапазона (ГСК-ВД), 
гиперспектральную камеру ближнего инфракрасного 
диапазона (ГСК-БИК) и панхроматическую камеру (ПК). 
Спектральное разрешение ГСК-ВД и ГСК-БИК при рас-
четной высоте орбиты МКС 400 км составляет ≤ 25 и ≤ 
30 нм, разрешение в надир ≤ 45 и ≤ 70 м, максимальное 
число спектральных каналов, реализуемых одновремен-
но во время съемки – ≥ 70 и ≥ 30, а угол поля зрения ≥ 
3,5 градусов. У ПК разрешение в надир ≤ 120 м, а угол 
поля зрения ≥ 10х10 градусов. 

С помощью НА «Гиперспектрометр» планируется 
решение следующих задач: 

 оценка состояния лесных угодий; 

 оценка состояния сельскохозяйственных посевов; 

 поиск и оценка концентрации различных минера-
лов на обнаженных участках почвы; 

 обнаружение загрязнения растительности и воды 
нефтью, мазутом и т.д., а также определение 
нанесенного этими факторами ущерба; 

 построение карт концентрации хлорофилла в 
приповерхностных водах; 

 обнаружение участков наркотических растений 
среди другой растительности и т.д. 

Для планирования наблюдений с помощью НА «Ги-
перспектрометр» применен подход, аналогичный разра-
ботанному для исследований с НА «РИВР». При этом 
следует отметить, что НА «Гиперспектрометр» устанав-
ливается на иллюминатор № 9 модуля СМ и требует 
участия экипажа для монтажа/демонтажа и при работе в 
ручном режиме для выдачи команд управления (задание 
углов для наведения, времени начала и времени конца 
съемки). Поскольку прибор работает в видимом и ближ-
нем ИК-диапазонах, его использование возможно только 
при наличии освещенности исследуемых объектов. 

Информативность j-ой зоны при использовании НА 
«Гиперспектрометр» имеет вид: 

slopI jijiji
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i
jij
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В данном случае 
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jiji
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jiji /1  , 

где h ji  и hopt
ji  – угол Солнца и оптимальный угол Солн-

ца для i-го объекта j-ой зоны. 

Для оптимизации программы наблюдений с помо-
щью НА «Гиперспектрометр» требуется найти вектор X, 
максимизирующий целевую функцию 

xIL j
N
j j 1)(X  

при ограничениях 
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где T j  – продолжительность работы с НА в j-ой зоне; 

T o  – ограничение на время использования экипажа 
для работы с НА на интервале планирования; 

 j  – временной интервал, в течение которого иллю-
минатор № 9 используется в j-ой зоне; 

o  – ограничение на время использования иллюми-
натора № 9 для съемки НА «Гиперспектрометр» на ин-
тервале планирования. 

При подготовке программы наблюдений НА «Гипер-
спектрометр» моделировались условия проведения 
наблюдений для июня 2022 года. Объекты, так же как и 
в предыдущем примере, брались из списка объектов КЭ 
«Ураган», «Сценарий» и «Дубрава». 

Были рассчитаны информативность и затрачиваемые 
ресурсы зон. В качестве зоны для ручного управления 
аппаратурой с привлечением экипажа был принят 1 ра-
бочий день, а для автоматического режима – 1 сутки. 

Для автоматического режима работы НА «Гиперспек-
трометр» в качестве примера приведено решение, макси-
мизирующее информативность программы на рассматри-
ваемом интервале, с учетом ограничений на время ис-
пользования иллюминатора № 9 и объем памяти ЗУ НА: 

X={0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0}, 

08,339)( XL . 

Для ручного режима съемки НА «Гиперспектрометр» 
дополнительно учитывались ограничения на время рабо-
ты экипажа. 

Решение, максимизирующее программу для этого 
случая, имеет вид: 

X={0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, 0, 0}, 

52,84)( XL . 
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V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Одно из направлений практической космонавтики свя-

зано с разработкой пилотируемых орбитальных станций. 
Благодаря развитию этого направления в освоении косми-
ческого пространства наша страна добилась наибольших 
успехов, признаваемых во всем мире. Полученный опыт в 
создании и длительной эксплуатации орбитальных стан-
ций послужил основанием для сотрудничества с нашей 
страной многих стран, в том числе и по проекту МКС 
[13]. Орбитальные станции традиционно рассматривались 
нами как многоцелевые лаборатории для выполнения экс-
периментов во всех направлениях космических исследо-
ваний [1]. Особенности управления МКС, связанные с 
большими размерами станции и малым значением распо-
лагаемого кинетического момента гиродинов американ-
ского сегмента, используемых для ориентации МКС, сде-
лали практически невозможным выполнение разворотов 
станции при наведении научной аппаратуры на изучаемые 
объекты. Для нашей страны, имеющей обширную терри-
торию, важным направлением при использовании косми-
ческой техники является наблюдение и изучение назем-
ных объектов. Научная аппаратура и технологии этого 
направления отрабатываются в КЭ «Ураган» на РС МКС. 
Для функционирующей на борту РС МКС и доставляемой 
на орбиту в этом году новой научной аппаратуры разра-
ботаны методы наведения НА на наблюдаемые объекты, 
позволяющие оптимизировать программы выполнения 
исследований с этой аппаратурой. Предложенный подход 
к оптимизации и методы планирования наблюдений с 
использованием новой НА с учетом новых критериев ин-
формативности и ограничений позволяют значительно 
повысить эффективность программы наблюдений, вы-
полняемых новой НА. 

Предложенные методы оптимизации наблюдений с 
помощью НА КЭ «Ураган» реализованы в виде специ-
ального программного обеспечения (ПО). Часть ПО реа-
лизована на борту РС МКС, некоторые программы ис-
пользуются в наземном комплексе для оперативной под-
готовки предложений по планированию наблюдений. 
Использование методов оптимизации программ иссле-
дований позволяет значительно повысить эффективность 
выполнения исследований на МКС. Предложенный под-
ход весьма важен и для перспективных орбитальных 
станций, в том числе и для создаваемой РОС. 
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Аннотация—Предложены метод и устройство посадки 
воздушно-космического самолета за счет стыковки с тяже-
лым экранопланом, позволяющие осуществить их совмест-
ную посадку на водную или другую ровную поверхность. 
Полезным результатом является увеличение воздушно-
космического самолета за счет отсутствия колесного шасси 
и устранение необходимости в постройке специальной доро-
гостоящей взлетно-посадочной полосы для его посадки. 

Ключевые слова—орбитальный самолет, воздушно-
космический самолет, экраноплан, воздушный старт, гори-
зонтальный старт, стыковка. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время существенной проблемой посадки 

орбитального многоразового самолета является необхо-
димость в наличии взлетно-посадочной полосы большой 
площади. Постройка и обслуживание таких взлетно-
посадочных полос является достаточно дорогостоящей и 
нецелесообразной, с учетом того, что запуски орбиталь-
ных самолетов производятся достаточно редко. Решени-
ем этой проблемы является обеспечение посадки много-
разового орбитального самолета (ОС) на воду. Что воз-
можно осуществить с использованием низколетящего 
аппарата (НЛА) с динамическим принципом поддержа-
ния, например, экраноплана. Данный тип аппаратов 
движется с достаточно высокой скоростью и имеет вы-
сокую грузоподъемность за счет использования экранно-
го эффекта, что позволяет осуществить стыковку орби-
тального самолета с низколетящим аппаратам в воздухе 
и обеспечить их совместную посадку на воду. 

В 1959 года в США был разработан эксперименталь-
ный самолет-ракетоплан X-15, старт которого осуществ-
лялся с тяжелого бомбардировщика Boeing B-52. В сере-
дине 60-х советские конструкторы разрабатывали проект 
«Спираль», предусматривающий запуск самолета, спо-
собного разгоняться до скорости, в шесть раз большей 
скорости звука на высоте около 30 км. Но данный проект 
не был завершен. В Германии в 1961–1974 годах разра-
батывался подобный проект «Зенгер». 

Запуск ВКС с экраноплана затрудняется тем, что как 
экраноплан, так и ВКС, подходящие для решения данной 
задачи, пока еще только в проекте. В настоящее время для 
ВКС еще не разработан двигатель, хорошо работающий в 
диапазоне от дозвуковых до космических скоростей. 

Самый большой экраноплан в мире «КМ» («Корабль 
макет» или «Каспийский монстр») имел грузоподъем-

ность 304 тонны и максимальную рабочую скорость 500 
км/ч, при длине 91 м, высоте 21.8 м и размахе крыла 37,6 
м и массе 240 т. При этом максимально скорость экрано-
плана «КМ» достигала 650 км/ч, а по некоторым источ-
никами доходила до 740 км/ч. 

II. ОБЗОР АНАЛОГОВ И ПРЕДЛАГАЕМОГО МЕТОДА 
Принципы осуществления воздушного старта ВКС с 

экраноплана описаны в работах [1,2]. 

Известен «Способ посадки самолета» [3], заключаю-
щийся в управлении реверсом двигателей и изменении 
посадочной конфигурации. Также известен «Способ по-
садки самолетов» [4], заключающийся в излучении ра-
диоимпульсов из двух точек, расположенных на ВПП, 
определении азимутов на данные точки, контроле непре-
рывно при полете самолета по глиссаде значения азиму-
тов и углов места до момента касания шасси самолета 
ВПП и движения по ВПП до полной остановки. Недо-
статком данных способов является то, что они снижает 
грузоподъемность ВКС и позволяет осуществлять по-
садку ВКС только на ВПП, вблизи которой находятся 
излучатели радиоимпульсов. 

Ближайшим аналогом является «Способ управления 
летательным аппаратом при заходе на посадку» [5], за-
ключающийся в том, что измеряют с помощью инерци-
альной навигационной системы, систем воздушных сиг-
налов, спутниковой навигационной системы курс, крен и 
тангаж ЛА, угловую, горизонтальную и вертикальную 
скорости ЛА, координаты и высоту ЛА, формируют курс 
ВПП на основе уточненных координат высоты ЛА и ко-
ординат высоты ВПП, формируют сигналы управления 
угловым положением ЛА по крену и тангажу, изменяют 
в автоматическом или ручном режиме угловое положе-
ние ЛА в соответствии со сформированными сигналами 
управления, формируют траекторию посадки с заданным 
экипажем углом наклона, совпадающую по направлению 
с курсом ВПП, с помощью курсового, глиссадного и 
дальномерного радиомаяков (КРМ, ГРМ и ДРМ). В слу-
чае отсутствия на борту ЛА сигналов «Готовность курса 
(глиссады или дальности)» сигналы управления форми-
руют с помощью параметров виртуального курсового 
(глиссадного или дальномерного) маяков (ВКРМ, ВГРМ, 
ВДРМ), размещенных определенным образом. Опреде-
ляют координаты и высоту ВГРМ, пеленг ВКРМ и угла 
места ВГРМ относительно ЛА. Определяют рассогласо-
вание пеленга ВКРМ относительно ЛА и курса ВПП, 
рассогласование угла места ВГРМ относительно ЛА и 
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заданного экипажем угла наклона траектории посадки 
для корректировки сигналов управления. Недостатком 
данного способа является то, что он снижает грузоподъ-
емность ВКС и не позволяет осуществлять посадку ВКС 
на водную поверхность. 

Предлагаемый метод осуществляется следующим об-
разом: 

1. задают путевую скорость, путевой угол НЛА и 
скорость сближения ОС и НЛА, при которых должна 
проводится стыковка ОС с НЛА, путевая скорость может 
равняться, например, 90-110 м/с, а скорость сближения 
ОС и НЛА, например, 1-2 м/с; 

2. задают координаты точки положения конца носа 
ОС, относительно центра масс НЛА, при прибытии ОС в 
которую начинается процесс стыковки ОС с НЛА, 
например, таким образом, чтобы она находилась на рас-
стоянии r 10-15 метров в горизонтальной плоскости и 
высоте 3-5 метров от хвостового оперения НЛА (фиг. 1). 
Вместо координат конца носа ОС могут использоваться 
координаты других элементов, например, центра ОС; 

3. включают режим посадки, например, используя 
пульт управления на ОС; 

4. передают сигнал о готовности к посадке, 
например, путем передачи кода готовности к посадке 
через радиопередающее устройство; 

5. стремятся выдерживать нулевой крен НЛА, 
например, используя систему автоматического управле-
ния движением НЛА; 

6. измеряют с помощью инерциальной навигаци-
онной системы (ИНС), систем воздушных сигналов 
(СВС), спутниковой навигационной системы (СНС) пу-
тевой угол, крен и тангаж ОС, угловую, горизонтальную 
и вертикальную скорости ОС, трехмерные координаты 
ОС, например, используя геодезическую систему коор-
динат; 

7. принимают информацию о путевом угле, путе-
вой скорости и трехмерных координатах НЛА, например, 
в геодезической системе координат. Параметры движе-
ния НЛА могут измеряться методами, описанными в; 

8. вычисляют траекторию движения ОС относи-
тельно НЛА, совпадающую по направлению с путевым 
углом НЛА, например, таким образом, чтобы угловая 
скорость и величины перегрузок на ОС, не превышали 
установленных пороговых значений; 

9. формируют сигналы управления угловым поло-
жением ОС по крену и тангажу, например, учитывая 
вычисленную траекторию движения ОС; 

10. изменяют в автоматическом или ручном режиме 
угловое положение ОС в соответствии со сформирован-
ными сигналами управления, например, используя си-
стему автоматического управления движением ОС и 
сигналы с пульта управления пилота; 

11. проводят охлаждение стыковочных элементов, 
используя систему охлаждения стыковочных элементов; 

12. после достаточного сближения ОС с НЛА, на 
заданное расстояние r, наводят ОС на НЛА, контролируя 
крен, тангаж и путевой угол ОС и НЛА, например, таким 
образом, крен ОС имел нулевое значение, тангаж ОС 1-6 

град, в зависимости от тангажа краноплана, а путевой 
угол ОС совпадал с путевым углом НЛА, и осуществля-
ют соединение стыковочных элементов ОС и НЛА, 
например, путем их взаимного захвата, корректировки 
местоположения ОС относительно НЛА и фиксации ме-
стоположения ОС на НЛА; 

13. генерируют сигнал завершения соединения сты-
ковочных элементов ОС и НЛА, например, передавая 
заданный код по линии передачи данных в систему ав-
томатического управления движением НЛА; 

14. снижают скорость НЛА до заданной скорости 
посадки, например, равной половине крейсерской скоро-
сти (например, 60-80 м/с); 

15. осуществляют посадку НЛА, несущего ОС, с 
прибытием в заданную точку, например, в точку где бу-
дет проводится отсоединение и дальнейшая транспорти-
ровка ОС, заданную в геодезической системе координат; 

16. проводят разъединение стыковочных элементов 
ОС и НЛА, например, используя пульт управления в 
кабине пилота. 

Предложенный метод позволит повысить полезную 
нагрузку орбитального самолета за счет отсутствия необ-
ходимости в наличии колесного шасси, вес которого зна-
чительно больше веса стыковочных элементов. Также 
данный метод позволит осуществлять посадку на мор-
скую поверхность, устранив необходимость в постройке и 
содержании дорогостоящей взлетно-посадочной полосы. 

III. УСТРОЙСТВО, ПОЗВОЛЯЮЩЕЕ РЕАЛИЗОВАТЬ 
ПРЕДЛАГАЕМЫЙ МЕТОД 

Известно «Устройство для стыковки фюзеляжа с 
крылом тяжелого самолета» [8] Устройство содержит 
стапель, на котором установлено крыло, а также тележку 
для транспортировки фюзеляжа, отличающееся тем, что, 
с целью обеспечения внестапельной стыковки фюзеляжа 
и крыла, собранных в различных стапелях, на тележке 
симметрично оси фюзеляжа установлены фермы с рель-
сами, на которых смонтированы каретки поперечных 
балок, закрепленных через окна в фюзеляже на ложном 
внутрифюзеляжном каркасе, а над крылом симметрично 
оси самолета также установлена оборудованная лебед-
ками и опертая на домкраты ферма с продольными рель-
сами. Недостатком данного устройства является то, что 
для стыковки ВКС с экранопланом необходимо наличие 
дополнительного тяжелого оборудования, установленно-
го на ВКС из-за которого снижается его полезная 
нагрузка. 

Известно устройство «Орбитальный самолет» [9]. 
Известное устройство содержит кислородный и водо-
родный топливные баки, двигательную установку, кры-
лья, хвостовое оперение, а также отсек для полезного 
груза, шасси и средства управления самолетом, причем 
водородный бак и двигательная установка смонтированы 
на торцах кислородного бака, а отсек для полезного гру-
за, крылья и хвостовое оперение - на боковой поверхно-
сти кислородного бака. Водородный бак имеет обтекае-
мую форму, а его диаметр больше диаметра кислородно-
го бака в 1,2-1,5 раза. Оси указанных топливных баков 
смещены друг относительно друга таким образом, что 
образующие их боковых поверхностей снизу составляют 
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одну линию. Недостатком известного устройства являет-
ся отсутствие возможности его посадки на воду. 

Наиболее близким из числа технических решений яв-
ляется «Устройство для стыковки самолетов в воздухе» 
[10], состоящее из приспособления для крепления аварий-
ного самолета на большегрузном самолете-спасателе и 
платформу, установленых на платформе захватов, обеспе-
чивающих фиксацию аварийного самолета относительно 
устройства, датчиков положения для регулирования ско-
рости и положения большегрузного самолета-спасателя 
относительно аварийного самолета и демпферов. Недо-
статком известного устройства является то, что оно сни-
жает грузоподъемность ВКС и не позволяет осуществлять 
стыковку при нагретых стыковочных элементах, что за-
трудняет стыковку и посадку ОС с экранопланом. 

На рис. 1 и рис. 2 представлено устройство для реа-
лизации способа посадки ВКС без колесного шасси с 
помощью экраноплана. 

 

 
Рис. 1. Устройство для реализации способа посадки ВКС без колесно-
го шасси с помощью экраноплана 

 
Рис. 2. Схема устройства для реализации способа посадки ВКС без 
колесного шасси с помощью экраноплана 

Введены следующие обозначения: 

1 – приспособление для крепления ВКС на больше-
грузном экраноплане; 

2 – платформа; 

3 – стыковочные элементы экраноплана; 

4 – демпферы; 

5 – датчики положения; 

6 – система управления; 

7 – пульт управления; 

8 – система охлаждения стыковочных элементов; 

9 – система автоматического управления захватом; 

10 – стыковочные элементы ВКС; 

11 – оптическая система наведения на экраноплан, 
установленная на ВКС. 

Устройство содержит приспособление для крепления 
ВКС на большегрузном экраноплане 1, платформу 2, 
установленные на ней стыковочные элементы экрано-
плана 3, демпферы 4, датчики положения 5, систему 
управления стыковкой 6, через которую можно автома-
тически или через оператора осуществлять соединение и 
разъединение стыковочных элементов, включающую 
пульт управления 7, систему охлаждения стыковочных 
элементов 8, систему автоматического управления за-
хватом 9, соединенную с датчиками положения 5, сты-
ковочными элементами экраноплана 3 и системой охла-
ждения стыковочных элементов 8, а также стыковочные 
элементы ВКС 10 и оптическую систему наведения на 
экраноплан, установленные на ВКС. 

В качестве стыковочных элементов на экраноплане и 
ВКС можно использовать, например, высокопрочные 
термостойкие металлические захваты, производящие 
автоматический взаимный захват при сближении друг с 
другом с заданной точностью с определенного направ-
ления. Между корпусом аппарата (экраноплана или 
ВКС) и захватом должен быть расположен амортизатор, 
гасящий удар от стыковки. Фиксация ВКС на корпусе 
экраноплана должна проводиться таким образом, чтобы 
трение и нагрев между корпусами и стыковочными эле-
ментами ВКС и экраноплана не разрушали их конструк-
ции. Система автоматического управления захватом 9 
может представлять собой вычислительное устройство, 
которое после поступления сигнала запуска стыковки с 
пульта управления пилота, начинает принимать сигнал с 
датчиков положения 5, о местоположении ВКС и при 
попадании пространственных и угловых координат ВКС 
относительно экраноплана в установленные диапазоны, 
автоматически производит захват ВКС с использованием 
стыковочных элементов экраноплана 3, одновременно 
проводя их охлаждение с использованием система охла-
ждения стыковочных элементов 8, в случае их перегрева. 

ВЫВОДЫ 
Разработан метод посадки воздушно-космического 

самолета с использованием экраноплана, позволяющий 
увеличить полезную нагрузку и избавиться от необхо-
димости в наличии дорогостоящей специальной взлетно-
посадочной полосы. Предложено устройство, позволя-
ющее реализовать данный метод. 
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Аннотация—В отличие от обычных БПЛА, управляе-

мых элеронами, беспилотного летательного аппарата с 
жестким крылом и подвижной массой (БПЛАЖП) исполь-
зует смещение подвижной массы в аппарате для того, что-
бы заставить его выполнять движение по крену.  Учиты-
вая неопределенности и возмущения модели, создана не-
линейная математическая модель для БПЛАЖП. Разрабо-
танный адаптивный супер-твист скользящий режим 
управления (ASTSMС) может добиться сходимости ошиб-
ки угла ориентации за ограниченное время. С помощью 
анализа Ляпунова предложенный алгоритм гарантирует 
устойчивость. Моделирования продемонстрированы для 
проверки действия алгоритма, который делает систему с 
хорошими характеристиками отслеживания команд и 
устойчивостью. 

Ключевые слова—беспилотные летательные аппараты 
с жестким крылом, управление подвижной массой, адап-
тивный коэффициент усиления, супер-твист скользящий 
режим управления. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Беспилотные летательные аппараты (БПЛА) значи-

тельно выросли благодаря своей низкой стоимости, про-
стой конструкции, высокой безопасности и легкости 
управления. В частности, они широко используются в 
гражданских и военных областях, таких как мониторинг 
окружающей среды, беспилотные грузовые системы, 
аэрофотосъемка и оценка боевого ущерба [1]. Примене-
ние БПЛА в этих областях может повысить эффектив-
ность работы, снизить травматизм персонала в условиях 
повышенного риска и открыть новые возможности для 
трудоустройства. Правильная работа БПЛА - это совмест-
ная работа нескольких компонентов, среди которых 
управление ориентацией является очень важным. В 
настоящее время все больше БПЛА на рынке управляются 
с помощью лопастей ротора или аэродинамических по-
верхностей для контроля ориентации. По сравнению с 
винтокрылыми БПЛА, БПЛА с жестким крылом имеют 
преимущества высокой скорости, большой дальности по-
лета, большой полезной нагрузки и легкой скрытности, 
что приводит к более широким перспективам применения.  

Ученые изучают управление подвижной массой 
(MMC) для управления ориентацией устройств, включая 

стратосферные дирижабли, возвращаемые аппараты, 
спутники и т.д. [2]. Для БПЛА преимущество подхода 
MMC заключается в том, что блок массы расположен 
внутри БПЛА, что упрощает конструкцию крыла без 
необходимости установки закрылков. Интегрированная 
форма крыла улучшает стелс-способность и придает 
БПЛА лучшую аэродинамическую форму. Поэтому во-
прос о том, как применить подвижные заслонки к БПЛА 
с жестким крылом, заслуживает изучения. Erturk и др. 
[3–6] провели обширные исследования БПЛА, сочетаю-
щих неподвижное крыло и подвижные массы. В [3] были 
проведены летные испытания, чтобы проиллюстриро-
вать осуществимость предложенной схемы MMC. В [6] 
авторы пришли к выводу, что управляемость метода 
MMC аналогична или выше, чем у решений с аэродина-
мической поверхностью, когда БПЛА летит на низких 
скоростях. Qiu [7] исследовал динамические характери-
стики ориентации БПЛАЖП и разработал для него адап-
тивный SMC, включающий нечеткую систему и нейрон-
ную сеть RBF. С быстрым развитием искусственного 
интеллекта в последние годы был разработан алгоритм 
ориентации на основе глубокого обучения с подкрепле-
нием для БПЛАЖП [8].  

 
Рис. 1. Схема БПЛА с жестким крылом и одиночной подвижной массой 

Разработан управления для решения проблем силь-
ной неопределенности и неизвестных возмущений в 
процессе полета БПЛАЖП с сильной связью и нелиней-
ными характеристиками. Благодаря введению адаптив-
ного закона, коэффициент усиления ASTSMС может 
достичь оптимального значения без переоценки, что по-Эта работа была поддержана Национальной стипендией Китая по 

гранту 201806840183. 
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давляет дрожание регулятора, вызванное слишком высо-
кими значениями коэффициента усиления. Более того, 
предложенный алгоритм ASTSMС может эффективно 
отслеживать командные углы ориентации в присутствии 
возмущений.  

II. ДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ОРИЕНТАЦИИ 

A. Динамическая Модель 
Типичная конфигурация БПЛА с жестким крылом и 

одиночной подвижной массой, рассматриваемого в дан-
ной работе, показана на рис. 1.  В отличие от обычных 
БПЛА с элеронами, в БПЛАЖП вместо элеронов ис-
пользуются внутренние подвижные массы. В частности, 
движение по крену БПЛАЖП реализуется путем нагру-
жения подвижного ползуна в боковом направлении.  

Пусть угловой вектор БПЛАЖП  , ,   T  (вклю-
чая углы крена, тангажа и рысканья). Положение центра 
масс подвижного ползуна в связанной системе коорди-
нат представлен как  , , .T

b b bx y z  Подвижная масса, рас-
сматриваемая в данной работе, может двигаться только в 
направлении крыла, т.е. xb = zb = 0. Массы подвижного 
ползуна, корпуса и всей системы БПЛАЖП определяют-
ся как m1, mB и mS, соответственно.  

Модель динамики ориентации БПЛАЖП описана [7]: 

;
( )




    

Aω
Jω M J ω J ω +


  



 
                (1) 

где  , ,ω Tp q r  – вектор угловой скорости в связанной 
системе координат;   – неизвестные возмущения; M – 
внешний комбинированный момент; J – инерционный 
тензор; A – матрица преобразования. Их конкретные 
выражения можно найти в [7]. 

B. Модель Проектирования 

Пусть 1 2[ , ] : [ , ] x x x T T   , тогда модель динамики 
ориентации в (4) может быть выражена как 
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где JB – тензор инерции, когда БПЛА без подвижной 
массы, d1 – полное возмущение, содержащее члены свя-
зи 1F  и 1G , которые относятся к F1 и G1. Конкретные 
выражения M1 и BM можно найти в [7]. 

Предположение 1. Возмущение d1 удовлетворяет 

1 1 1 2, ,  d d                                (3) 

где 1  и 2  – неизвестные положительные константы. 

III. ПРОЕКТИРОВАНИЕ  РЕГУЛЯТОРА 

A. Конкретное проектирование регулятора 
Цель управления - углы ориентация БПЛАЖП от-

слеживают желаемые траектории  1 2 3, ,r Tr r r .   

Пусть ошибка отслеживания угла ориентации как 

. e d                                       (4) 

Поверхность скользящего режима строится: 

1 , s c e e                                     (5) 

где c1 = diag{c11, c12, c13} - спроектированная матрица 
Гурвица. Производная от s дает 

1 1 1 1 .      ds c e F G u d                    (6) 

На основе ASTSMC, разработанного в [9], входной сиг-
нал может быть получен как 

   
1

-1 21 1 1 1 1 d 
 

     
 

u G F c e s s s d sign sign t
 

(7) 

где λ1 > 0 и α1 > 0 - параметры регулятора, подлежащие 
проектированию. При этом значения λ1 и α1 должны удо-
влетворять следующему адаптивному закону: 
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B. Основные Результаты 
Лемма 1. [10] Рассмотрим систему  ,x f x u , где f(x) – 
непрерывная функция и f(0) = 0. Предположим, что 
функция Ляпунова V(x). Существуют положительные 
постоянные  0,1p , α, β > 0 и 0 < η < ∞. Если 

   +   pV x V x , то траектория системы устойчива в 
конечное время, а время установления описывается как 

   1
0 0 0/ 1 , 0 1.      

pT V x p          (9) 

Теорема 1. Для модели системы (2), если разработаны 
поверхность (5), входной сигнал (7) и адаптивный закон 
усиления регулятора (8), то (2) будет сходиться за ко-
нечное время при выборе соответствующих переменных 
параметров регулятора ω1, γ1, sM, ε1 и β1．                   

Доказательство. Пусть Z = [Z1, Z2]T, и выражаются как 

   
1
21 2 1 1; d .   sign sign tZ s s Z s d       (10) 
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Производная от Z является 
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Функция Ляпунова выбирается в виде  
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Производная от V является 
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Выбор соответствующих параметров ε1 и β1 может сде-
лать P положительно, и имеем 

0
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Чтобы сделать Q положительно, пусть 
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Для положительно определенных матриц P и Q имеем 
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Подставляя (16) в (13), имеем 
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С учетом известного неравенства 
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и учитывая (13), можно получить 
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где  1 1 2min , ,   r . 
Объединение (17) и (19) дает 

1
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где 
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Очевидно, что (20) удовлетворяет условию Леммы 1, 
поэтому Z1 и Z2 сходятся за конечное время, и, s также 
сходится за конечное время. Таким образом, результаты 
Теоремы 1 справедливы. 

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
Проводится численное моделирование для проверки 

эффективности управления разработанного контроллера. 
Фактические параметры БПЛАЖП взяты из [7]. Общее 
возмущение в моделировании выбрано как d1 = 
[0.3sin(4t), 0.3sin(4t), 0.3sin(4t)]T. Начальные значения x1, 
x2, u и λ1 выбраны как x1(0) = [0.1, 0.1, 0.1]T, x2(0) = u(0) = 
[0, 0, 0]T и  λ1(0) = 5, соответственно. А параметры регу-
лятора выбраны следующим образом: c1 = diag{3, 10, 3}, 
ω1 = 1, γ1 = 2, sM  = 0.015, ε1  = 1.25 и β1  = 8.25. Для того 
чтобы уменьшить дрожание входного сигнала, в моде-
лировании используется функция насыщения, которая 
выглядит следующим образом: 

 
, ;

/ , ;
, ,

  
   
   

s
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где  = 0,1 – ширина пограничного слоя. 

Результаты моделирования регулятора показаны на 
рис. 2–4. Оценка параметров λ1 и α1 описана на рис. 2. 
Под действием адаптивного закона параметры могут 
быстро сходиться к стабильному значению. На рис. 3 
показаны входные сигналы, которые являются непре-
рывным и относительно гладким, с некоторыми колеба-
ниями только в начале. Это объясняется тем, что началь-
ные состояния системы сильно отличаются от команд-
ных сигналов, поэтому для быстрого отслеживания ко-
мандных сигналов подаются входные сигналы с боль-
шими изменениями. Сигналы крена, тангажа и рысканья 
изображены на рис. 4. Выходные сигналы полных кана-
лов быстро достигают командных сигналов в течение 1 
секунды, и без перерегулирования. Ошибки слежения 
быстро уменьшаются за короткое время и, наконец, схо-
дятся к очень маленькому значению. Точность ошибок 
может быть улучшена путем регулировки ширины по-
граничного слоя функции насыщения, но при этом соот-
ветственно пострадает плавность входных сигналов. В 
целом, результаты моделирования подтверждают, что 
предложенный алгоритм подавляет немоделируемые 
возмущения и хорошо отслеживает углы ориентации. 
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Рис. 2.  Оценки параметров 

 
Рис. 3. Входные сигналы 

 
Рис. 4. Командные и выходные сигналы 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В данной работе изучается проблема управления 

ориентацией для БПЛАЖП. На основе нелинейной свя-
занной динамической модели ориентации БПЛАЖП раз-
работан алгоритм ASTSMC. Этот метод обеспечивает 
управление отслеживанием угла ориентации данного 
БПЛА без оценки неопределенностей наблюдателем. 
Разработанный параметрический адаптивный закон в 
предложенном алгоритме позволяет избежать переоцен-
ки параметров, вызывающих неустойчивость системы. С 
помощью анализа по Ляпунову доказана устойчивость 
замкнутой системы. Функция насыщения используется 
вместо функции знака, чтобы избежать повреждения 
ползунка и других компонентов, вызванного сильным 
дрожанием, что делает метод управления более ценным 
для инженерных приложений. Результаты моделирова-
ния показывают, что с помощью разработанного алго-
ритма БПЛАЖП способен подавлять помехи и точно 
отслеживать командные сигналы. Будущие исследования 
включают разработку управления ориентацией для кон-
кретных задач (например, посадка БПЛА). 
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Аннотация—Статья посвящена проблеме поддержания 
формации девяти беспилотных летательных аппаратов с 
перекрестными информационными связями при управле-
нии высотой полета с помощью стандартного пропорцио-
нально-интегрально-дифференциального регулятора. На 
цепочную устойчивость влияют такие факторы как уве-
личение количества агентов, и другие, связанные с изме-
нением динамики нелинейного привода руля летательного 
аппарата. Результаты моделирования показывают, что 
насыщение управляющего привода для одного агента мо-
жет привести к колебаниям других агентов, что может 
разрушить структуру системы. Предлагается ввести нели-
нейное корректирующее устройство в контур управления 
исполнительным механизмом для повышения устойчиво-
сти системы и предотвращения опасных колебаний. В но-
минальном режиме, когда насыщения исполнительных 
механизмов не активны, корректирующее устройство не 
влияет на работу регулятора и пропускает управляющий 
сигнал без изменений, но начинает срабатывать, когда 
значения положений и скоростей исполнительных меха-
низмов достигают предельных значений. Для задачи 
управления высотой полета формацией беспилотных ле-
тательных аппаратов было проведено моделирование с 
корректирующим устройством, и показана его эффектив-
ность. 

Ключевые слова— БПЛА, управление формацией, насы-
щение, нелинейная коррекция, цепочная устойчивость, 
управление высотой 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Управление объектами, объединенными в группы 

(формации), позволяет более эффективно решать по-
ставленные задачи и имеет ряд преимуществ. К ним от-
носятся многозадачность группы, высокая надежность и 
вероятность достижения поставленной цели. Много-
агентные системы используются во многих сферах жиз-
ни человека. В робототехнике группы объединяют раз-
личные транспортные средства, такие как космические 
спутники, летательные аппараты, в том числе беспилот-
ные (БПЛА), колесные роботы и т. д. Эти устройства 
взаимодействуют друг с другом, обмениваясь измеряе-
мой информацией по каналам связи в режиме реального 
времени.  

Закон управления формацией может быть реализован 

на основе измерения расстояния, пеленга и относитель-
ного положения между агентами. От этих факторов бу-
дут зависеть выбранные регулируемые переменные и 
цель управления. Рассмотрим следующую модель фор-
мирования, состоящую из N  линейных стационарных 
агентов с одним входом и одним выходом и одинаковой 
динамикой [1]-[3]:  

                   *( ) , ,y W s z By f z Gy                  (1) 

где ( ) Ny t R  – вектор выходов агентов; ( ) Nz t R  – 

сигнал синхронизации между агентами; * 1( )y t R  – 
эталонный (желаемый) выход агентов в формации; 

NxNG R  – так называемая матрица смежности, опре-
деляющая граф взаимодействия между агентами; 

NB R  – вектор весов (G  и B  — расчетные парамет-
ры); ( ) Nf t R  – вектор внешних возмущений. 

Сохранение формации эквивалентно синхронному 
движению агентов. В случае БПЛА может возникнуть 
необходимость выполнять маневры синхронно, сохраняя 
для всех агентов равными такие переменные, как высота 
полета, ориентация и скорость. С точки зрения авторов, 
обычно используемое требование консенсуса для рас-
сматриваемого класса задач управления движением не 
имеет практического смысла, поскольку единственно 
допустимой является ситуация асимптотической устой-
чивости системы в целом, когда возникает тривиальный 
консенсус: положение всех агентов стремится к началу 
координат, ( ) 0iy t   при t  . По отношению к 

состояниям равновесия *x  автономных линейных си-

стем x Ax , очевидно, * ( ) : 0x A Ax  . Следова-

тельно, это либо начало координат, * 0x  , либо линей-
ное подпространство. Первый случай тривиален, а вто-
рой означает, что конечная конфигурация не фиксирова-
на, а определяется начальными условиями. Для получе-
ния нужной конфигурации приходится подавать эталон-
ный сигнал на каждого агента, что, по сути, приводит к 
централизованному управлению каждым агентом в от-
дельности. Поэтому в данной работе ставится более сла-
бая цель, чем консенсус, а именно обеспечение отсут-

Работа поддержана Министерством Науки и Высшего Образова-
ния РФ (Проект №075-15-2021-573, выполненный в ИПМаш РАН) 
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ствия статической ошибки по отношению к заданному 
положению * *lim( ( ) ) 0,i tt

y t y y const


   . Обратимся к 

связи между матрицами ,G B  в (1), предполагая, что 
каждый агент имеет локальный регулятор с обратной 
связью, так что ( )W s  асимптотически устойчива. При 

0f   из (1) следует статическое выражение 
*

0y k Gy By  , где 0 (0)k W . Полагая здесь *y y , 

получаем * * *
0y k Gy By  , откуда 0 1k G B   при 

* 0y  . Другими словами, для каждого 1,...i N  отно-
шение 

0 , 1N
i j ij

k g b  , где , ,i j ig b  – элементы i-й стро-

ки матриц ,G B . 

Согласно результату Факса-Мюррея [1, теорема 3], 
используя критерий устойчивости Найквиста, можно 
обеспечить согласованное управление многоагентными 
системами, состоящими из идентичных линейных ста-
ционарных подсистем («агентов»). На основании [1, тео-
рема 3] нетрудно доказать, что если информационный 
граф формирования агентов линейной системы пред-
ставляет собой «древовидный» граф со склеенными ли-
стьями, т.е. ориентированный ациклический граф, в ко-
тором любые две вершины соединены ровно одной свя-
зью с возможным суммированием сигналов, подаваемых 
на вершины, см. [4], [5], то из устойчивости каждого 
агента следует устойчивость всей формации. Однако для 
формаций агентов линейной системы, информационные 
графы которых содержат циклы, обеспечение устойчи-
вости формации в целом не является тривиальным след-
ствием устойчивости каждого агента, даже если он имеет 
свой локальный стабилизирующий регулятор. Но даже 
если обеспечена асимптотическая устойчивость во вре-
мени по Ляпунову взаимодействующих агентов, тем не 
менее для крупномасштабных образований может про-
являться так называемая «цепочная» или «сетчатая» не-
устойчивость, где усиливаются отклонения состояний 
системы вдоль цепочки (или сетки) транспортных 
средств, см. [6]–[8], что может быть неприемлемо при 
большом количестве агентов в сети. 

Основываясь на существующих исследованиях 
устойчивости БПЛА, эффекты нелинейности приводов 
руля самолета могут привести к потере управления или 
нежелательным колебаниям, известным как эффект 
«виндапа», или возбуждение интегратора [9], [10]. Так-
же, известны работы, в которых дистанционное управ-
ление строем может привести к его разрушению [11]–
[13]. Пример потери устойчивости системы показан в 
[9], [14], где рассматривается система управления кур-
сом самолета с интегратором в законе управления и 
ограничением скорости привода. Показана зависимость 
возникновения «виндапа» от параметров входного сиг-
нала. Для предотвращения колебаний был разработан 
антивиндап-компенсатор [9], [10], [14], [15]. В данной 
работе рассмотрено проявление эффекта «виндапа» в 
строю БПЛА при скоростном ограничении сервопривода 
руля высоты, что приводит к возникновению цепочной 
неустойчивости даже для малых формирований, и его 
смягчение с помощью введения последовательного не-
линейного корректирующего устройства в системе 
управления высотой БПЛА с интегральным законом 
управления. 

II. ОПИСАНИЕ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ БПЛА 

A. Динамика продольного движения БПЛА  
Система управления высотой полета содержит регу-

лятор (автопилот) и нелинейное корректирующее 
устройство. Предполагается, что агенты имеют одинако-
вую динамику. В настоящем исследовании используются 
модели серводинамики БПЛА и руля высоты, взятые из 
[16], [17]; для краткости их описание опущено. 

Серводинамика руля высоты описывается вектором 
переменных состояния [ , ]T

s e ex   , где ( )e t  – ско-

рость отклонения руля высоты, [0, ]T
s eu  , где ( )e t  – 

скорость привода, с ограничением : ( )e ssat u   . 

Насыщение привода может привести к ухудшению 
качества управления и возникновению колебаний. Вы-
явить негативное влияние насыщения можно, исследуя 
поведение системы при различных типах входных воз-
действий, также на него может влиять их сочетание с 
разнообразными начальными условиями. Численное 
моделирование, проведенное в разделе III, помогает вы-
явить нежелательные режимы работы под влиянием 
насыщения привода. 

Воспользуемся системой контроля высоты в простой 
форме обратной связи [18]. Вводя ( )H t  как рассогла-
сование по высоте ( ) ( ) ( )refH t H t H t   , где ( )H t  и 

( )refH t  – фактическая и опорная высоты соответствен-
но. Пусть сигнал управления, подаваемый на сервопри-
вод руля высоты, генерируется стандартным пропорцио-
нально-интегрально-дифференциальным регулятором 
(ПИД) [17], [19], [20]: 

0
( ) ( ) ( ) ( )

t

c p d iu t K H t K H t K H d       , (2) 

где , ,p d iK K K  – коэффициенты регулятора. 

Параметры регулятора установлены на номинальный 
режим работы. Однако регулятор выходит из строя, когда 
имеет место сочетание насыщения скорости привода и 
высоких амплитуд входного сигнала, поскольку начинает 
расти статическая ошибка [10]. Для предотвращения это-
го был разработан статический компенсатор [9], [21], 
который требует измерения величины насыщения на 
входе и выходе привода. К сожалению, это возможно 
реализовать не во всех конструкциях. Также сложной 
задачей является синтез динамического компенсатора 
насыщения [9]. В связи с этим предлагается следующий 
подход, основанный на коррекции амплитудно-частотной 
характеристики системы путем последовательного вве-
дения в контур управления нелинейного корректирующе-
го устройства [22]. Основная идея нелинейной коррекции 
заключается в формировании амплитуды и фазы сигнала 
отдельно. Это позволяет добиться независимости каче-
ства нелинейной системы от изменений параметров 
входного сигнала. Устройство нелинейной коррекции 
описывается следующими уравнениями [23], [24]: 

                                     
1 0

2

0

| |,
( ),

( ) ,

u u
u sign x
x W s u





                               (3) 
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где 0u  – входной сигнал, 2 1( ) ( 1) / ( 1)W s T s T s    – 
передаточная функция фильтра с постоянными времени 

1 2T T . 

Измерение насыщения скорости привода измеряется 
с помощью дополнительного канала: 

                                       3 | | .eu                                      (4) 

Выход нелинейного корректирующего устройства 
описывается выражением: 

                      3 1 2 3(1 ) .y u u u u u                               (5) 

B. Структура «Лидер-Ведомый» 
Рассмотрим две возможные конфигурации для пере-

дачи данных о высоте полета. На рисунках 1, 2 пред-
ставлены информационные графы сетей многоагентных 
систем из 9 агентов. Ведущий агент №1. Агенты №6–№9 
последовательно получают информацию по сети от 
агентов №2–№5. 

 
Рис. 1 Связный информационный граф; G как в (8) 

 
Рис. 2 Циклический информационный граф; G как в (9) 

Матрица смежности для сети, показанной на рис. 1 и 
рис. 2, имеют следующий вид: 

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 .5 .5 0 0 0 0 0 0
0 0 .5 0 .5 0 0 0 0
0 0 0 .5 .5 0 0 0 0
0 .5 0 .5 0 0 0 0 0

G

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                 (6) 

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 .5 0 0 .5
1 0 0 0 0 .5 .5 0 0
1 0 0 0 0 0 0 .5 .5
1 0 0 0 0 0 .5 .5 0
0 .5 .5 0 0 0 0 0 0
0 0 .5 0 .5 0 0 0 0
0 0 0 .5 .5 0 0 0 0
0 .5 0 .5 0 0 0 0 0

G

 
  
 
  
  
 
 
 
 
 
 
 

           (7) 

III. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 

A. Случай 1. Связный граф. 
Рассмотрим первую сеть, описываемую (6). Для моде-

лирования параметры БПЛА/автопилота принимаются как 
в [16], [17]: 48 10 ,pK    69.6 10 ,iK    314 10 ,dK    

50V   м/с, 10f   м/с, 3500refH  м, 1 0.35T   с, 

2 2.5T   с, элементы матрицы 11 12: 4.35, 0,A a a   

21 12.57,a   22 3,a   29.11,b   6e   рад/с. 

На рис. 3 показано изменение высоты формации при 
насыщении привода, из которого видно, что все агенты 
колеблются. После введения нелинейного корректирую-
щего устройства было проведено моделирование той же 
системы, результаты которого представлены на рис. 4. 
Видно, что колебания отсутствуют. 

 
Рис. 3 Изменение высоты агентов во времени нескорректированной 
системы; граф (6) 

 
Рис. 4 Изменение высоты агентов во времени скорректированной 
системы; граф (6) 
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B. Случай 2. Циклический тнформационный граф. 
Рассмотрим вторую сеть, описываемую (7). На рис. 5 

и рис. 6 показано изменение высоты без нелинейной 
коррекции и с коррекцией соответственно. Видно, что 
изменение ребер и весов графа не повлияло на положи-
тельный результат. 

 
Рис. 5 Изменение высоты агентов во времени нескорректированной 
системы; граф (7) 

 
Рис. 6 Изменение высоты агентов во времени скорректированной 
системы; граф (7) 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В работе рассмотрена формация из БПЛА с двумя 

вариантами перекрестных связей между агентами, по 
которым передается информация о высоте полета. Пока-
зано, что при ограничении скорости привода руля высо-
ты ПИД-регулятор не обеспечивает устойчивости систе-
мы, что приводит к колебаниям и разрушению группы. 
Лидеру достаточно потерять устойчивость, чтобы вся 
формация разрушилась. Включение нелинейного кор-
ректирующего фильтра в контур управления приводом 
увеличивает запасы устойчивости системы и способ-
ствует безопасности полета группы. Нелинейную кор-
рекцию можно использовать вместе с регулятором. 
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Аннотация—Представлены разработанные алгоритмы 
площадной съемки, которая выполняется группировками 
мини-спутников на солнечно-синхронных орбитах, и ре-
зультаты компьютерной имитации, демонстрирующие их 
эффективность. 

Ключевые слова—площадная космическая съемка, груп-
пировка мини-спутников, наведение и управление. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Для мини-спутников в составе низкоорбитальных 

группировок наблюдения Земли актуальны проблемы 
наведения, навигации и управления. Такие спутники 
имеют массу до 500 кг и крупногабаритные панели сол-
нечных батарей для энергоснабжения бортовой аппара-
туры, в том системы управления движением (СУД) с 
бесплатформенной инерциальной навигационной си-
стемой (БИНС), которая корректируется сигналами 
навигационных спутников и кластера звёздных датчи-
ков. Применение мини-спутников наблюдения на низ-
ких орбитах имеет ряд достоинств как в конструкции 
космического аппарата (КА), так и в задачах его миссии. 
Современные исследования, разработки и достижения 
по этой тематике представлены в обзорной статье [1], 
включая проблемы СУД как для оптико-электронных 
(SkySat), так и для радиолокационных спутников с син-
тезированной апертурой (Capella-36). Данная статья 
представляет новые результаты по наведению и управ-
лению мини-спутниками в низкоорбитальных группи-
ровках при площадных съемках. 

II. МОДЕЛИ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Используются стандартные системы координат (СК) – 

инерциальная (ИСК, базис I ) с началом в центре Зем-
ли O , геодезическая Гринвичская (ГСК, базис E ), го-
ризонтная (ГорСК, базис H ) с эллипсоидальными гео-
дезическими координатами BL,  и ,H  орбитальная 
(ОСК) и связанная с КА (ССК, базис B ) системы коор-
динат с началом в его центре масс O . Используются 
также телескопная СК (ТСК, базис S ) с началом  в цен-
тре оптического проектирования S  и СК поля изобра-

жения iii
i zyxO  (ПСК, базис F ) с началом в центре iO  

фокальной  плоскости телескопа. На поверхности Земли 
маршрут съемки отображается следом проекций оптико-
нных преобразователей (ОЭП), составляя полосу та. 
Такоу маршруту соответствует закон углового наведе-
ния КА, при котором происходит требуемое движение 
оптического изображения на поверхности ОЭП. 

Ориентация ССК в ИСК определяется кватернионом 
  и вектором   модифицированных параметров Ро-
дрига (МПР). Используются векторы угловой скорости 
  и ускорения  , а также обозначения },{)(col   

][)(line  , t)( , ][  и символы ~,  для векторов, мат-
риц и кватернионов. Ориентация ССК в ОСК определя-
ется углами крена 1 , рыскания 2  и тангажа 3 , кото-
рые применяются в последовательности 312. При из-
вестном орбитальном движении центра масс КА авторы 
создали оригинальные аналитические методы синтеза 
законов наведения КА при сканирующих съемках на 
основе технологий космической геодезии. Эти методы 
основаны на анализе поля скоростей изображений 
наземных целей на матрицах ОЭП с временной задерж-
кой и интегрированием (ВЗН). Задача вычисления ква-
терниона   ориентации базиса B  в инерциальном ба-
зисе I , векторов угловой скорости и ускорения в виде 
явных функций времени решается на основе векторного 
сложения всех элементарных движений телескопа в 
ГСК с учетом текущей перспективы наблюдения при 
задании начальных координат наземной цели и геодези-
ческого азимута сканирования A .  

Пусть векторы-столбцы s
e  и s

ev  представляют в 
ТСК соответственно угловую скорость и скорость по-
ступательного движения центра масс КА относительно 
ГСК, матрица ||~||~

ijcC  определяет ориентацию ТСК в 
ГСК, а скалярная функция )(tD  представляет дальность 
наблюдения вдоль оси визирования. Тогда для любой 
точки фокальной плоскости телескопа продольная 

)~,~(~ iii
y zyV  и поперечная )~,~(~ iii

z zyV  составляющие векто-
ра нормированной скорости движения изображения 
(СДИ) вычисляются по векторному  соотношению  
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Здесь ,/~
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ii fyy  e
ii fzz /~   являются нормирован-

ными координатами с фокусным расстоянием телескопа 
,ef  функция 113121
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являются компонентами вектора нормированной скорости 
поступательного движения. С помощью численного инте-
грирования кинематического уравнения с применением 
(1) получаются компоненты вектора-столбца ,e

s  ква-
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терниона   и вектора МПР  . Далее с помощью век-
торных сплайнов выполняется аппроксимация измеряе-
мых кинематических параметров наведения и в явном 
виде получаются векторы ),(t  )(t  и )(t ) для наве-
дения при сканирующей съёмке.  

Законы углового наведения спутников представля-
ются последовательностью сканирующих маршрутов 
(СМ) и поворотных манёвров (ПМ) [2,3]. Созданные 
методы синтеза законов наведения конкретизированы 
для трассовой съёмки, протяженных маршрутов с вы-
равниванием продольной СДИ, для площадного зем-
леобзора с последовательностью ортодромических 
маршрутов, а также для получения стереоизображений 

Множество исследований было выполнено по гло-
бальным орбитальным структурам спутников [4-11], 
включая группировки мини-спутников землеобзора  
[12,13]. Основные задачи статьи состоят в разработке 
законов автономного наведения и управления мини-
спутниками в группировках площадного землеобзора и 
их компьютерной верификации.  

III. СКАНИРУЮЩИЕ МАРШРУТЫ ПЛОЩАДНОЙ СЪЁМКИ  
Осевые линии ортодромических сканирующих 

маршрутов (СМ) соответствуют геодезическим линиям 
заданной высоты над земным эллипсоидом, т.е. здесь 
оптико-электронное сканирование выполняется по дуге 
«большого геодезического круга» между точками нача-
ла и конца маршрута с заданными геодезическими ко-
ординатами и заданным временем начала выполнения 
маршрута. При такой съёмке длительностью if tt   
для моментов времени ], [T fi ttt  , когда на матрицах 
ОЭП формируется изображение маршрута, в точке iO  
должны выполняться следующие два условия: (i) ком-
поненты вектора СДИ удовлетворяют соотношениям 

;~)0,0(~ i
y

i
y WV   ,0)0,0(~

i
zV ,/~

e
i
y

i
y fWW   DWW y

i
y /s  

при заданной СДИ i
yW ; (ii) след оси визирования теле-

скопа совпадает с дугой «геодезического круга» и век-
тор СДИ ортогонален оси i

izO  ПСК. 

Основная сложность синтеза закона наведения КА 
при ортодромическому закону состоит в соблюдении 
условия (ii). Созданный метод синтеза основан на при-
менении некоторых поправок для приближенного обес-
печения этого условия. 

IV. НАВЕДЕНИЕ И УПРАВЛЕНИЕ 
Синтез законов наведения КА при площадном зем-

леобзоре с помощью последовательности ортодромиче-
ских СМ основан на аналитических соотношениях, где 
площадки составляются из 3 либо 5 сканов, и предпола-
гается, что матрицы ОЭП обладают режимом реверса. 
Планирование площадного обзора при трех сканах вы-
полняется в такой последовательности: (i) определяется 
допустимый угол отклонения линии визирования теле-
скопа от надира, вычисляется ширина захвата централь-
ного (второго) скана, выполняется кинематический рас-
чет этого скана в прямом и обратном времени и вычис-
ляются моменты времени его начала и конца, оценива-
ются временные затраты на ПМ КА с учетом ограниче-
ний; (ii) вычисляются геодезические координаты и мо-
менты времени точек начала и конца третьего (правого) 

и первого (левого) сканов с учетом необходимого пере-
крытия смежных сканов; (iii) выполняется кинематиче-
ский расчет совокупности СМ и ПМ каждого КА с 
оценкой запасов для выполнения всех ограничений при 
реализации площадной съёмки. 

В СУД применяется силовой гироскопический кла-
стер (СГК) с четырьмя гиродинами (ГД) по схеме 2-SPE. 
Вектор кинетического момента (КМ) каждого ГД 

)41( p  имеет орт )( pp h с углом ,p  а СГК – векто-
ры нормированного КМ ),()( pp  hh  }{ p  и 

управляющего момента ,)( g
g

g uAM hh  gu с 

матрицей   /)( hhA  и собственным КМ ГД .gh  
Угловое движение КА как твердого тела с тензором 
инерции J   представляется моделью 

      .][;2/ dmg MMMGJ         (2) 

Здесь )(g hhΗ ; ;ΗJG   mM  и dM  – момен-
ты магнитного привода и внешних возмущений, а век-
тор управляющего момента СГК ,g ΗM  где )(   – 
символ локальной производной по времени. При векто-
ре 0M d  и балансе СУД по вектору его КМ 0G   
модель динамики спутника принимает вид 

,g1MJ   а модель углового движения КА (2) – 
кинематическое представление  

                 2/   ;     ;    ,v                   (3) 

когда векторы  ,   и   ограничены по модулю: 
|)(| t , |)(| t  и 

 |)(| t . Для ортодромиче-
ских СМ разработаны законы наведения как векторов  
МПР )(t  в виде cплайнов 7-го порядка [14].  

Для кинематической модели (3) при указанных огра-
ничениях возникает задача синтеза закона наведения 
КА при его ПМ ],[T fip

pp ttt   с краевыми условиями 
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Для синтеза законов такого наведения КА разработан 
аналитический метод, основанный на необходимом и 
достаточном условии разрешимости задачи Дарбу, где 
функции ,    и   представляются векторными сплай-
нами. В результате в явном виде получается программное 
угловое движение КА ,p  ,p ,p  p  в ИСК.  

Кватернион ошибки  pe ~),( 0  eΕ  соответству-
ет вектору параметров Эйлера },,{ 0 eeE  матрице 

ошибки ,][2)( t
e3

e QeIC E  где ],[03e  eIQ e и век-
тору  ii ee02  погрешности ориентации. Век-
тор ошибки по угловой скорости определяется соотно-
шением ).(e tp C  При дискретной фильтрации 
вектора углового рассогласования    получаются 

значения вектора  f
k  в моменты времени ,kt  когда 
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0Nk  ,..)2,1,0[  с периодом ,uT  которые применяются 
в цифровом законе управления кластером ГД [3] 

       CgBg  kk 1  f
k ;   PgKm  kk (~  )f

k ;  

        )~][( eeg
kk

p
κk

p
κkkkk mCCJGM   ,         (4) 

где при матрицах K , B , C , P , ))((ee
kk tECC   вектор 

kkk HJG  o . Вектор управляющего момента СГК 
g
kM  (4) формируется с использованием явной функции 

распределения КМ и аналитически «пересчитывается» в 
вектор g

ku  командных угловых скоростей гиродинов.  

V. КОМПЬЮТЕРНАЯ ИМИТАЦИЯ 
Исследована баллистическая схема группировки из 

72 мини-спутников, при трёх КА в окрестности каждой 
из 24 плоскостей солнечно-синхронных орбит высотой 
около 600 км.  

Компьютерная имитация космической площадной 
съемки выполнена для двух стратегических районов 
Земли – ОАЭ с Ормузским  проливом и акватории Мра-
морного моря с окрестностями Стамбула.   

При имитации использовалась модель (2) углового 
движения мини-спутников с массой 250 кг, тензором 
инерции )400,300,500(diagJ  кг м2  и СГК на основе 
четырёх ГД с КМ 10g h  Нмс с периодом  управления 

25.0uT c. 

Планирование съёмки каждой локальной площадки 
из 3 сканов каждого мини-спутника выполнялось с 
условием достижения наивысшего качества получаемо-
го изображения.  

На рисунке 1 представлены ортодромические скани-
рующие маршруты КА#1 (три розовых скана) и КА#2 
(три желтых скана) площадной съемки ОАЭ и сканиру-
ющие маршруты КА#3, КА#4 площадной съёмки соб-
ственно Ормузского пролива.  

Значения долготы восходящего узла (ВУ)   орбиты 
КА #p )41( p  с центральным сканом и моментами 
времени it  начала первого скана были рассчитаны сле-
дующим образом:  

КА# 1:   050460   ,  357.56i t  с; 
КА# 2:   056061   ,  00.359i t  с; 

КА# 3:   038062   ,  50.387i t  с; 
КА# 4:   036063   ,  94.388i t  с. 

Отсчет времени движения каждого КА выполняется 
от момента его прохождения ВУ очередного  витка ор-
биты, период орбитального движения  всех четырёх  КА 
равен 5801.23 с.  

На земной поверхности расчетная длина сканов рав-
на 150 км, ширина скана с учётом перекрытия составля-
ет 15 км, а общая ширина каждой их двух указанных 
площадок съёмки равна 90 км. 

 
 

 

Рис. 1. Площадная съемка окрестностей Ормузского пролива 

Таблица 1 представляет основные результаты пла-
нирования съёмки первой локальной площадки участка 
ОАЭ, выполняемого КА #1: моменты времени it  начала 
поворотного манёвра (ПМ) либо сканирующего марш-
рута (СМ), их длительности   а также значения требу-
емой продольной СДИ yV  при выполнении СМ. Здесь 
первый поворотный манёвр (ПМ 1) КА #1 выполняется 
от его номинального расположения в ОСК к требуемым 
краевым условиям iiii ,,,    в момент времени 

357.56i t  с, когда начинается первый сканирующий 
маршрут (СМ 1) длительностью 16.31  с при СДИ 

50yV  мм/с. 

ТАБЛИЦА I. ПЛОЩАДНАЯ СЪЁМКА ОАЭ, КА #1, ПМ И СМ 

Поворотные манёвры и 
сканирующие маршруты 

Параметры ПМ и СМ 

,it  с   с ,yV  мм/с 

ПМ 1: ОСК СМ 1 342.56 15.00  

СМ 1 357.56 16.31 50  

ПМ 2: СМ 1 СМ 2 373.88 14.87  

СМ 2 388.75 24.15 40  

ПМ 3: СМ 2 СМ 3 412.88 15.63  

СМ 3 428.50 16.43 +50 
ПМ 4: СМ 3 ОСК 444.94 15.00  

 

 
Рис. 2. Закон углового наведения КА #1 
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Рис. 3. КА#1, ошибки СУД  и скорости ГД 

 
Рис. 4. КА#1, скан 2, ошибки СУД и скорости ГД 

На рисунке 2 представлен синтезированный закон 
углового наведения КА #1 в виде явных функций вре-
мени – ускорения ,  скорости ,  углового положения 
в ОСК }{ i и вектора МПР .  Ошибки СУД КА#1 
по скорости, углам ориентации, а также скорости ГД 
при реализации этого закона наведения, приведены на 
рис 3 с участками съёмки, выделенные розовым цветом. 
Рис. 4 представляет ошибки СУД КА#1 и скорости ГД 
при реализации центрального (второго) скана первой 
локальной площадки при съёмке этого участка ОАЭ. 

На рисунке 5 приведена карта c тремя локальными 
площадками съёмки пролива Босфор и части Мрамор-
ного моря, каждая площадка с тремя СМ, которые 
выполняются тремя мини-спутниками – левым (КА#1, 
розовые сканы), центральным (КА#2, желтые сканы) и 
правым (КА #3, синие сканы) по расположению их 
трасс с увеличением  долготы ВУ орбиты, именно   

),1(233.37o  ii  , =0 o.84, 

где 31i – номер мини-спутника. Центральный скан 
КА #2 имеет длину 150 км и ширину 15 км, с учетом 
перекрытия сканов каждая локальная площадка имеет 
размер 150 44.5 км2, а три таких смежных площадки – 
общую площадь 150 131.8 км2.  

На рисунке 6 представлен закон наведения КА #3 с 
функциями ускорения, скорости, углового положения в 
ОСК и вектором МПР. Ошибки СУД КА #3 по угловой 
скорости и ориентации, а также скорости ГД при реали-
зации закона наведения, приведены на рис. 7 с участка-
ми съёмки, выделенными синим цветом. Применяемая 
здесь последовательность сканирования земной поверх-
ности происходит в западном направлении, т.е. "справа 

– налево". При таком методе сканирования восточный 
уход наблюдаемых наземных целей из-за вращения 
Земли частично компенсируется движением на запад 
при смене сканов. Такая последовательность сканов 
особенно предпочтительна для спутников наблюдения с 
солнечно-синхронных орбит, т.к. уменьшает макси-
мальные значения углов крена мини-спутника при пло-
щадной съёмке. 

 
Рис. 5. Съёмка части Мраморного моря  и окрестностей Стамбула 

 
Рис. 6. Закон углового  наведения КА #3 

 
Рис. 7. КА#3, ошибки СУД  и скорости гиродинов  
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VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Рассмотрены проблемы автономного наведения и 

управления движением мини-спутников в низкоорби-
тальных группировках землеобзора. Кратко описаны 
методы синтеза законов наведения, основанные на яв-
ных соотношениях, которые связывают движение изоб-
ражения в фокальной плоскости телескопа с простран-
ственным движением мини-спутника. Представлены 
разработанные законы наведения для площадной съем-
ки, которая выполняется группировками мини-спутни-
ков на солнечно-синхронных орбитах, и результаты 
компьютерной имитации, демонстрирующие их эффек-
тивность. 
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Аннотация—Представляются алгоритмы управления 

космическим роботом при сближении с мини-спутниками 
в смежных орбитальных плоскостях группировки земле-
обзора и результаты их компьютерной верификации. 

Ключевые слова—космический робот, группировка ми-
ни-спутников землеобзора, сближение, управление. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Основные тенденции развития космических систем 

дистанционного зондирования Земли состоят в переходе 
от полноразмерных космических аппаратов (КА) к 
группировкам оптико-электронных (SkySat) и радиоло-
кационных (Capella-36) мини-спутников с высокой пе-
риодичностью землеобзора с низких орбит. При сроке 
службы до 5 лет такие спутники имеют массу до 500 кг 
и крупногабаритные панели солнечных батарей (СБ) 
для энергоснабжения бортовой аппаратуры, в том си-
стемы управления движением (СУД) с электрореактив-
ными двигательными установками (ЭДУ) и силовым 
гироскопическим кластером (СГК) на основе гиродинов 
(ГД). Измерение координат движения малого КА вы-
полняется бесплатформенной инерциальной навигаци-
онной системой с коррекцией сигналами от спутников 
ГЛОНАСС/GPS и звездных датчиков.   

Полётная дозаправка ЭДУ экономически невыгодна 
для «дешевых» микро-спутников массой до 100 кг, но 
для мини-спутников, оснащенных «дорогой» бортовой 
аппаратурой, необходимо оценить аспекты продления 
срока их службы за счет дозаправки ЭДУ топливом с 
помощью космических роботов-манипуляторов (КРМ) 
[1]. Для орбитальной группировки из 72 мини-
спутников землеобзора на солнечно-синхронных орби-
тах высотой около 600 км, по три КА в окрестности 
каждой из 24 базовых плоскостей, актуальны задачи 
управления КРМ при его орбитальных перелетах и 
сближении с любым мини-спутником. В статье исследу-
ется задача перелета КРМ между смежными орбиталь-
ными плоскостями в низкоорбитальной группировке 
спутников землеобзора [2] – [9]. 

II. МОДЕЛИ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Для описания пространственного движения КРМ 

применяются геоцентрическая инерциальная система 
координат (ИСК) iii ZYXO и обозначения ),(col}{   

),(line][  ],[,)( t  ,  и ~,  для векторов, матриц и 

кватернионов,  sinS   cosC  .1,..2,1 mmi   
Используются стандартные орбитальная (ОСК) и свя-
занная с КРМ (ССК, ,Oxyz  базис )B  системы коорди-
нат с началом в его центре масс O.   

Предполагается, что вектор тяги eP  плазменной 
ЭДУ направлен вдоль оси yO  ССК. Ориентация ССК в 
ИСК определяется кватернионом   и вектором   мо-
дифицированных параметров Родрига (МПР), а ориен-
тация ССК в ОСК – углами крена 1 , рыскания 2  и 
тангажа .3  

Если считать КРМ твёрдым телом с массой m  и тен-
зором инерции J , то при векторах положения r  и ско-
рости v  КРМ модель его движения имеет вид  

           
.;2/

;)(;
deg

de

MMMGJ

FPvvvrr










rm
        (1) 

Здесь вектор   представляет угловую скорость 
КРМ, вектор HJG   , где H  – вектор кинетическо-
го момента (КМ) СГК; векторы eP , eM  и HM g  
представляют тягу ЭДУ, моменты ЭДУ и СГК; dF  и 

dT  – векторы внешних возмущающих сил и моментов, 
а )(   является символом локальной производной по 
времени. 

При законе углового наведения pppp  ,,  по-
грешность ориентации КРМ определяется кватернионом 

 pe ~),( 0  eΕ  с вектором }{ iee  и вектором па-
раметров Эйлера },{ 0 eeE , которым соответствуют 
матрица t

e3
e ][2 QeIC  , где ][03e  eIQ e , вектор 

МПР /4)(tan)1(/}{ ee
0

ee  ee ei  с ортом ee  оси 
Эйлера и углом e  собственного поворота, а также век-
тор угловой погрешности  e

ii .  

Вектор КМ p -го ГД )41( p  имеет орт ),( pp h  
вектор КМ СГК – орт );()( pp  hh   вектор момента 

,)( g
g

g uAM hh gu ,   /)( hhA  и gh  – соб-
ственный КМ гиродинов.  
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При дискретной фильтрации вектора углового рассо-
гласования    получаются значения вектора  f

k  в 
моменты времени ,kt когда 0Nk  ,..)2,1,0[  с перио-
дом ,uT которые применяются в цифровом законе управ-
ления кластером ГД 

CgBg  kk 1  f
k ; PgKm  kk (~  )f

k ; 

        )~][( eeg
kk

p
κk

p
κkkkk mCCJGM          (2) 

с матрицами K , B , C , P , ))((ee
kk tECC   и вектором 

kkk HJG   . Вектор управляющего момента СГК 
g
kM  (2) формируется с использованием явной функции 

распределения КМ и аналитически «пересчитывается» в 
вектор g

ku  командных угловых скоростей гиродинов. 

Для невозмущенной орбиты КРМ выделяются три 
элемента её ориентации (долгота восходящего узла   
наклонение ,i  аргумент перигея )  и три элемента, 
определяющих размеры и форму орбиты, а также поло-
жение КА – фокальный параметр p , эксцентриситет e  
и момент времени t  прохождения перицентра орбиты. 

Пусть в начальный момент времени it  в ИСК из-
вестны векторы положения и скорости поступательного 
движения КРМ )()( ii ttr rr  , )()( ii ttr vv   и цели )( ittr , 

)( ittv (target, мини-спутник).  

При введении опорной круговой орбиты радиуса 
const)( i trr  удобно использовать цилиндрическую си-

стему координат (ЦСК). Здесь координатами являются 
значения радиали r  и угла u  её отклонения от произ-
вольного направления в плоскости опорной орбиты, а 
также боковое смещение z  по нормали к этой плоско-
сти. Поступательное движение  КРМ в ИСК  определяет-
ся  соотношениями 

}.,,{};,,{ zuCrSruSrCrzSrCr uuuuruur   vr  

Пусть tr ww ,  и zw  представляют радиальную, транс-
версальную и боковую компоненты вектора управляю-
щего ускорения при движении КРМ, а   – гравитацион-
ный параметр Земли. Движение КРМ при его сближении 
с целью в центральном гравитационном поле Земли на 
интервале времени ],[ fi ttt  описывается уравнениями 

ztr wrzzwururwrurr  322 /;2;/   

при краевых условиях по орбитальным переменным  

 r
r

r ttv iii ),()( ev ,  r
t

r ttv fff ),()( ev ; 
 t

r
t ttv iii ),()( ev ,  t

t
t ttv fff ),()( ev ; 

 z
r

z ttv iii ),()( ev ,  t
t

z ttv fff ),()( ev ; 
),arccos()(,)( fiifii  rrtutu ee , 

где орты e  с различными индексами вычисляются по 
соотношениям )(/)( iii trt rr

r re  ; )(/)( fff trt tt
r re  ;  

)(/)( ii
v
i tvt rrve  ; )(/)( ff

v
f tvt ttve  ; v

iii eee  rz , 
v
fff eee  rz ;      rzt

iii eee  ,       rzt
fff eee  .  

Здесь по явным соотношениям [10] выполняется про-
гноз векторов положения )(tp

tr  и скорости цели )(tp
tv  на 

интервале ],[ fi ttt  заданной длительности ifm ttT   и 
расчет векторов )( fttr , )( fttv . 

Общеизвестно, что изменения наклонения и долготы 
восходящего узла (ВУ) орбиты являются режимами 
СУД, требующие наибольших затрат топлива и энергии. 
Поэтому в данной статье внимание фокусируется на 
оценке возможностей СУД робота при продлении срока 
службы мини-спутников за счет дозаправки их ЭДУ. 
Задача состоит в разработке законов наведения и управ-
ления движением КРМ при его перелёте между двумя 
заданными смежными орбитальными плоскостями с 
разными значениями долготы   восходящего узла. 

III. ЗАКОНЫ НАВЕДЕНИЯ И УПРАВЛЕНИЯ  
На рисунке 1 представлена схема перелёта КРМ с 

орбиты #1 (синий цвет) на орбиту #2 (зеленый цвет), где 
располагается мини-спутник, с помощью ЭДУ. Эти ор-
биты отличаются только значениями долготы ВУ Ωi, 

2,1i  с разностью ΔΩ = Ω2 – Ω1. В теории мгновенных 
импульсов скорости решение рассматриваемой задачи 
[11] основано на повороте трансверсальной компоненты 
вектора скорости 1v  КРМ на орбите #1 на двугранный 
угол ΔΩ. При этом КРМ должен находиться в одной из 
двух точек апекса: na  в северном либо sa  в южном по-
лушариях небесной сферы – точек, наиболее удаленных 
от земного экватора, см. крайние точки красной линии 
пересечения плоскостей орбит на рис. 1. 

 
 

Рис. 1. Схема наведения КРМ при перелете между плоскостями 

Для круговых орбит величина Δv требуемого им-
пульса скорости вычисляется как Δv= 2v1 sin (ΔΩ/2), где  
v1   – величина трансверсальной составляющей вектора 
скорости КРМ. При малой тяге ЭДУ такой импульс не 
может быть реализован за малое время, когда ориента-
цию КРМ можно считать постоянной, поэтому возникает 
задача углового наведения КРМ при его переходе в за-
данную орбитальную плоскость. Вектор импульса ско-
рости КРМ 12 vvv   лежит в касательной плоскости 
к обеим орбитам и, следовательно, перпендикулярен 
линии пересечения плоскостей. При 0  это усло-
вие сохраняется, а положение линии пересечения плос-
костей стремится к радиусу-вектору r  КРМ с ортом 
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},,{ oooo
zyx rrrr  в точке апекса. Изменение долготы ВУ 

орбиты представляется в ИСК её поворотом вокруг оси 
iZO  вращения Земли c ортом }.1,0,0{3 i  При этом все 

точки апексов промежуточных орбит принадлежат 
окружности, расположенной в плоскости, параллельной 
экваториальной, а векторы v , обусловленные вектором 
тяги ЭДУ, направлены ортогонально от орта 3i . В итоге 
получаются 2 условия для определения орта p  вектора 

eP  тяги ЭДУ и одновременно вектора v : ортогональ-

ность орту or  и принадлежность плоскости ),( 3
o ir  с 

учетом положения соответствующего апекса. 

При обозначении ,)( oo
3 rriw  ||w w  орт p  

вычисляется по соотношению ,sign w)/( o
zrwp   а век-

тор тяги ЭДУ – как ,Pme pP   где mP  представляет 
значение тяги. Вектор тяги eP  ЭДУ направлен по оси 

yO  ССК, поэтому угловое положение ССК в ИСК опре-

деляется матрицей ориентации ,][ ti
b zyx aaaA   где 

столбцы  ,o pra x  pa y и .paa  xz  

Нетрудно убедиться, что регулярное применение за-
кона наведения орта osign w)/( zrwp   снижает эффек-
тивность перемещения долготы ВУ при отдалении КРМ 
от соответствующей точки апекса. Поэтому использо-
вать такой закон рационально только вблизи апексов, 
моменты времени прохождения которых определяются 
по прогнозу орбитального движения КРМ.  

Прогноз выполняется на каждом витке орбиты КРМ 
по измерениям положения и скорости и известным соот-
ношениям для бортового расчёта невозмущенного орби-
тального движения КРМ. При таком прогнозе определя-
ются моменты времени nt  и st  прохождения апексов в 
обоих полушариях, а также интервалы времени включе-
ния ЭДУ snjttt djdj TT ,],,[   c половинным зна-
чением Td полной длительности включения ЭДУ. 

IV. КОМПЬЮТЕРНАЯ ИМИТАЦИЯ 
При имитации перелёта КРМ использовалась модель 

движения (1) робота массой 1500 кг и тензором инерции 
)1800 1200, 1600,(diagJ  кгм2 с гравитационными воз-

мущениями Земли, Луны, Солнца и ЭДУ с при скорости 
истечения рабочего тела  17363.7  м/с и 6m P  Н.  

Основные исходные данные перелёта робота между 
орбитами соответствуют площадной съемке акватории 
Мраморного моря и окрестностей Стамбула, см. рис. 2:  

 КРМ движется по солнечно-синхронной орбите вы-
сотой 570 км с периодом 5801.23 с, наклонением 
i=97.67 град, долготой ВУ Ω1=38.063 град и аргу-
ментом перигея ωπ = 22 град, в начальный момент 
времени t0 = 0 истинная аномалия  ν1(t0)= – 2 град; 

 мини-спутник (КА) имеет те же параметры орбиты, 
кроме долготы ВУ Ω2=Ω1+ ΔΩ0 = 38.903 град, когда 
ΔΩ0=0.84 град,  и истинная аномалия ν2(t0) = 0. 

Самый быстрый перелёт КРМ теоретически достига-
ется  при  мгновенном импульсе  скорости 111v   м/с 
 

в одной точке апекса. При непрерывном изменении ори-
ентации КРМ с включенной ЭДУ требуемый перелёт 
КРМ реализуется в течение 35.1mT  суток при N=20 
витков орбиты с расходом топлива 2.40m  кг и мо-
дуле импульса скорости 465v   м/с  

 
Рис. 2. Съёмка части Мраморного моря и окрестностей Стамбула  

ТАБЛИЦА I. ОРБИТАЛЬНЫЕ ПЕРЕЛЁТЫ КРМ  

Перелёты КРМ  между орбитальными плоскостями 
 N  

 

,mT
 

сут  
,dT   

с 
,m  

кг 
,v  

м/c 
28 1.85 450 17.53 201 
38 2.55 250 13.26 152 
62 4.14 125 10.75 124 

 
В таблице I приведены результаты имитации трёх ва-

риантов перелётов КРМ с различными значениями пара-
метра Td, который определяет длительности Sd = 2Td  
включения ЭДУ в точках апекса на каждом витке орби-
тального движения робота. При уменьшении Td расход 
рабочего тела и импульс скорости также уменьшаются, 
но растут длительность перелёта и число витков орбиты 
из-за неточности прогноза апексов. Для дальнейших 
расчетов выбран компромиссный вариант Td =250 с. 

 
Рис. 3. Разность долготы ВУ орбиты КРМ   на первых двух витках  

Рисунок 3 представляет разность долготы ВУ орби-
ты КРМ   на первых двух витках орбиты при вклю-
чениях ЭДУ в окрестности каждого апекса, которые 
выделены розовым цветом. 

 
Рис. 4. Разность долготы восходящего узла орбиты КРМ  
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Рис. 5. Дальность мини-спутника от космического робота 

 
Рис. 6. Разность скоростей мини-спутника и КРМ  

Изменение разности долготы ВУ орбиты КРМ 
)(t  демонстрируется на рис. 4, где перелёт заверша-

ется при t = t*= 220200 с ( 2.55mT сут) с расходом ра-
бочего тела 13.26 кг, см. таб. I.. На рисунках 5 и  6 пред-
ставлены изменения дальности r  и разности векторов 
скорости v  КА и КРМ при их сближении. В момент t* 
окончания этого маневра получены разности положения 

.1673r  км и скорости .34v   м/с. 

Как отмечено выше, вектор тяги ЭДУ всегда направ-
лен вдоль оси yO  ССК, поэтому после коррекция ор-
битального движения КРМ по долготе ВУ в точке оче-
редного апекса необходимо развернуть КРМ вокруг оси 

xO  ССК на угол   для выполнения аналогичной кор-
рекции в точке следующего апекса. Краевые условия 
переориентации КРМ на заданном интервале времени 
определяются по измеренным и прогнозируемым коор-
динатам его пространственного движения с принятой 
кинематической параметризацией поворотного манёвра.  

 
Рис. 7. Вектор МПР при разворотах КРМ на первом витке 

 
Рис. 8. Угловые скорости КРМ при разворотах на первом витке  

Имитация таких поворотных манёвров длительно-
стью 200 сек выполнена при использовании СГК с соб-
ственным КМ гиродинов 30g h Нмс. На рисунках 7 – 9 
представлены изменения векторов МПР   и угловой 
скорости ,  а также командных скоростей гиродинов, 
при двух разворотах КРМ на первом витке орбиты. 

 
Рис. 9. Командные скорости ГД при разворотах КРМ на первом витке  

ТАБЛИЦА  II. ПЕРЕЛЕТЫ КРМ МЕЖДУ БАЗОВЫМИ ПЛОСКОСТЯМИ 

Варианты перелётов 
 P 

m , 
Н

 
 N  

 
,mT

 
сут 

,m  

кг 
6 678 45.5 235.98 

100 39 2.6 224.16 

 
При дозаправке 100 кг каждого из трёх мини-спутни-

ков в окрестности двух смежных базовых плоскостей с 
разностью по долготе ВУ ΔΩ0= 15 град и перелётов 
КРМ между ними расходуется 350 кг топлива. Основ-
ные параметры таких перелётов КРМ с тягой ЭДУ 6 Н и 
100 Н представлены в таб. II. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Кратко описаны разработанные алгоритмы наведения 

и управления космическим роботом при его сближении с  
мини-спутниками на низких солнечно-синхронных ор-
битах в составе группировки землеобзора и представле-
ны результаты компьютерной имитации. 
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Аннотация—В работе исследуется эффективность под-
хода по решению задач переориентации и стабилизации 
низкоорбитального наноспутника. Подход основан на ис-
пользовании аэродинамических поверхностей в качестве 
органов управления. Программа управления углом откло-
нения аэродинамических поверхностей задается в виде 
функции Хевисайда, параметры которой определяются 
алгоритмом дифференциальной эволюции. Такой подход 
позволяет одновременно решать как задачу стабилизации, 
так и переориентации наноспутника. Приводятся резуль-
таты математического моделирования. 

Ключевые слова—наноспутник, переориентация, сво-
бодномолекулярное течение, прямое моделирование Мон-
те-Карло, дифференциальная эволюция 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время наблюдается тенденция по актив-

ному использованию малоразмерных космических аппа-
ратов, в том числе наноспутников (НС), на низких око-
лоземных орбитах высотой до 250 км. Это обусловлено 
как интересом со стороны фундаментальной науки (изу-
чение параметров атмосферы и ионосферы), так и с 
практической точки зрения (например, мониторинг зем-
ной поверхности с высоким качеством). 

При реализации подобных космических миссий с ис-
пользованием НС зачастую требуется обеспечить задан-
ную ориентацию и стабилизацию. Особенностью угло-
вого движения низкоорбитальных НС является суще-
ственный уровень возмущений. Источниками таких воз-
мущений выступают аэродинамические и гравитацион-
ные силы [1]. 

Для низкоорбитальных НС неизменяемой геометрии 
момент аэродинамических сил является восстанавлива-
ющим (система является консервативной). В связи с 
этим, при исследовании динамики углового неуправляе-
мого движения НС уделяется внимание его внутренней 
компоновке для обеспечения требуемого запаса статиче-
ской устойчивости [1–3]. 

Однако, в случае НС изменяемой геометрии система 
перестает быть консервативной и аэродинамический 
момент может быть использован для диссипации энер-
гии. На основе данного принципа были решены задачи 
стабилизации углового движения НС [4–6]. В работах 
[4–6] задача стабилизации решалась за счет формирова-
ния аэродинамических моментов посредством вращаю-
щихся аэродинамических поверхностей (рис. 1а).  

В данной работе рассматривается не только задача 
стабилизации, но и задача переориентации НС с исполь-
зованием поворотных аэродинамических поверхностей 
(рис. 1б). 

 
(а)                                                (б) 

Рис. 1. Схема управления аэродинамическими поверхностями (а) в 
работах [3, 4] и (б) в данной работе 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

A. Динамика движения наноспутника 
Угловое движение динамически симметричного 

наноспутника под действием гравитационного и аэроди-
намического моментов в плоскости круговой орбиты 
описывается уравнением [1]: 

    1 , sin 2 ,n a gI M M          

где α – угол атаки;  ,a m refM C q S l     – аэродинами-
ческий момент; Cτ(α, δ) – коэффициент продольного мо-
мента; q∞ – скоростной напор; Sm – площадь миделя; lref – 
длина НС;  1.5g xM I I   – гравитационный момент; 

Работа выполнена в рамках проекта 0777-2020-0018, финансируемого 
из средств государственного задания победителям конкурса научных 
лабораторий образовательных организаций высшего образования, 
подведомственных Минобрнауки России 
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Ix, In – продольный и поперечный моменты инерции НС, 
соответственно; 3

орб r    – орбитальная угловая 
скорость НС; μ – гравитационный параметр Земли; r – 
радиус-вектор НС. 

B. Управление движением НС 
Требуется построить программу управления аэроди-

намическим моментом Ma, который стабилизирует угло-
вое движение НС. Кроме этого, необходимо сформиро-
вать программу управления, обеспечивающая перевод 
НС из начального положения в конечное в течение за-
данного времени T. Изменение аэродинамического мо-
мента НС осуществляется за счет управления углом рас-
крытия (δ) аэродинамических поверхностей (АП). 

Управление углом раскрытия АП строится с помо-
щью аппроксимированной функции Хевисайда. Для 
описания переходных процессов раскрытия и складыва-
ния АП, аппроксимированная функция Хевисайда при-
мет вид: 

 
  

  
1 exp 2 ,

1 exp 2 ,

defl defl
i i i

defl unf defl unf
i i i i i

k t t t t
t

k t t t t t t

         
        

 

где Δi – угол i-го раскрытия; defl
it , unf

it – время i-го рас-
крытия и складывания АП, соответственно;  
k – коэффициент сглаживания. 

Кроме этого, также определяется время конечного 
угла раскрытия на δ = 180o (tfin) для фиксации текущей 
ориентации НС. Отыскание параметров Δi, tраскi, tсклi и tfin 
осуществляется с помощью алгоритма дифференциаль-
ной эволюции [7]. Целевая функция имеет вид: 

         
11

0
0 .

T

b T T t dt
          

В задаче стабилизации углового движения, выраже-
ние (3) упрощаются до следующего вида: 

       
1

0
0 .

T
T t dt


      

C. Аэродинамика наноспутника 
Адекватность математической модели аэродинамиче-

ских характеристик (АДХ) НС напрямую влияет на каче-
ство процессов управления его движением. Поэтому, в 
работе используется численный метод прямого моделиро-
вания Монте-Карло (ПММК) [8], учитывающий такие 
особенности, как тепловую скорость частиц, химический 
состав атмосферы, взаимное затенение элементов кон-
струкции НС. Моделирование набегающего потока прово-
дилось в расчетной области с размерами, равными одному 
калибру (максимальный габарит НС– 0.78 м при δ = 90°) от 
каждой стороны НС. Расчетная область разбита на сетку, 
имеющую 69989 элементов, 978 из которых приходится 
на поверхность НС. В работе рассматривается НС с ха-
рактеристиками, приведенными в табл. 1. 

Расчет АДХ НС проводился для высоты полета 
H = 200 км, состав атмосферы на которой приведен в 
табл. 2 [4]. 

ТАБЛИЦА I.  ХАРАКТЕРИСТИКИ НАНОСПУТНИКА 

Характеристика Величина 
Продольный момент инерции Ix, кг м2 0.014 
Поперечный момент инерции In, кг м2 0.072 

Справочная длина lref, м 0.34 

Площадь миделя Sm, м2 0.01 

Длина АП lАП, м 0.34 

Минимальный угол раскрытия АП δmin, o 0 

Максимальный угол раскрытия АП δmax, o 180 

ТАБЛИЦА II.  СОСТАВ АТМОСФЕРЫ 

Вещество Молярная доля χ, % 

Молекулярный азот N2 48.37 

Молекулярный кислород O2 2.15 

Атомарный азот N 0.39 

Атомарный кислород O 48.37 

Гелий He 0.067 

Водород H 0.0017 

Аргон Ar 0.042 

 
Для описания взаимодействия частиц с поверхностью 

НС использована модель Черчиньяни-Ламписа-Лорда 
(CLL) [10-12]. Коэффициенты аккомодации приняты 
равными αn = στ = 0.9. Для повышения точности расчетов, 
количество моделируемых частиц было принято равным 
Nsim = 106. Аэродинамические характеристики рассчиты-
вались для диапазона углов атаки α ϵ [–180; 180]° с дис-
кретностью 10° и углов раскрытия АП δ ϵ [0; 180]° с дис-
кретностью 45°. Пример расчета методом ПММК приве-
ден на рис. 2. Как видно из рис. 2, при ненулевом угле 
атаке происходит частичное затенение верхней АП. 

 
Рис. 2. Распределение давления для случая α = 40o и δ = 90o 

Зависимость коэффициента продольного момента 
Cτ(α, δ) от угла атаки и угла раскрытия АП приведена на 
рис. 3.  

 
Рис. 3. Зависимость коэффициента продольного момента от угла 
атаки и угла раскрытия АП 
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Чтобы убедиться в правильности расчетов, был про-
веден анализ независимости сетки. Он осуществляется с 
помощью расчета индекса сходимости сетки (GCI) [13]. 
Результаты анализа независимости сетки приведены в 
табл. 3. 

ТАБЛИЦА III.  РЕЗУЛЬТАТЫ АНАЛИЗА НЕЗАВИСИМОСТИ СЕТКИ 

Кол-во 
элементов 

сетки 

Коэффициент 
продольного 
момента Cτ 

Индекс сходи-
мости сетки 

GCI21, % 

Индекс сходимо-
сти сетки GCI32, 

% 

978 -11.3748 

0.074 0.14 1480 -11.2165 

1990 -11.1048 

 
Как видно из табл. 3, увеличение количества элемен-

тов сетки не приводит к существенному изменению ко-
эффициента продольного момента.  

III. ИЛЛЮСТРАЦИЯ ПОДХОДА 

A. Задача стабилизации 
Решение задачи стабилизации НС проводилось для 

диапазона начальных углов атаки α(0) ϵ [-70; 70]o и угло-
вой скорости ωα(0) ϵ [-10; 10] o/с. Зависимость характера 
углового движения НС от начальных условий представ-
лена на рис. 4. Синяя область соответствует колебаниям, 
которые могут быть задемпфированы АП. Красная об-
ласть соответствует вращению. В данном случае, для 
стабилизации движения НС необходимо дополнительно 
решать задачу переориентации. 

 
Рис. 4. Характеры углового движения НС в зависимости от началь-
ных условий 

Пример решения задачи стабилизации для колеба-
тельного движения (α0 = 70o и ω0 = 3o) приведен на рис. 
5. Как видно из рис. 5, четырех раскрытий АП достаточ-
но для демпфирования колебаний. Конечная амплитуда 
угловой скорости составила 3.2∙10-4 o/с. 

 
Рис. 5. Зависимость угла атаки и угла раскрытия от времени (колебание) 

Рассмотрим вращательное движение. Как упомина-
лось выше, для данного случая необходимо совместно 
решать задачи ориентации и стабилизации. Пример ре-
шения для вращательного режима (α0 = 70o и ω0 = 4o) 
приведен на рис. 6. Для ориентирования НС по набега-
ющему потоку (штатная ориентация) требуется одно 
раскрытие. Раскрытие на δ = 16.8o на заданных углах 
атаки приводит к изменению знака угловой скорости. 
Конечная амплитуда колебаний составила 0.06 o/с. 

 
Рис. 6. Зависимость угла атаки и угла раскрытия от времени (вращение) 

B. Задача переориентации 
Решение задачи переориентации НС проводилось для 

краевых условий, приведенных в табл. IV. Первый слу-
чай может рассматриваться, как перевод НС в штатную 
ориентацию после вывода на орбиту. Второй случай не-
обходим, когда НС требуется дать тормозной импульс 
для изменения орбиты или схода с орбиты. 

ТАБЛИЦА IV.  КРАЕВЫЕ УСЛОВИЯ 

Случай № 
Начальные условия Конечные условия 

Угол ата-
ки α, o 

Угловая 
скорость 

ω, o/с 

Угол 
атаки α, o 

Угловая 
скорость 

 ω, o/с 

1 180 
0.1 

0 
0 

2 0 180 

 
Как видно из рис. 7, для переориентации НС требует-

ся три раскрытия для случая №1. Время маневра состав-
ляет 800 с. Конечные амплитуды колебаний угла атаки и 
угловой скорости составили 0.54o и 0.017 o/с, соответ-
ственно. 

 
Рис. 7. Зависимость угла атаки и угла раскрытия от времени (случай №1) 

В отличие от случая №1, для случая №2 требуется 
одно раскрытие (рис. 8). Время переориентации умень-
шилось до 500 с. Конечная угловая скорость составила 
0.03 o/с. 
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Рис. 8. Зависимость угла атаки и угла раскрытия от времени (случай №2) 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Показана возможность использования АП для стаби-

лизации движения и переориентации низкоорбитального 
НС. Номинальная программа управления строилась с 
помощью функции Хевисайда и алгоритма дифференци-
альной эволюции. Определена область колебаний и вра-
щения в зависимости от начальной ориентации и угло-
вой скорости. Приведены примеры решения задач ста-
билизации и переориентации. Представленный подход 
показал, что возможно задемпфировать угловую ско-
рость НС с 9.5°/с до 0.001°/с за 10 минут. 
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Аннотация—В данной работе рассматривается про-

странственное движение аэродинамически стабилизирован-
ного наноспутника формата CubeSat на околоземной круго-
вой орбите. Выполнена процедура усреднения уравнений 
движения методом В.М. Волосова и получены усреднённые 
уравнения, которые описывают возмущённое движение 
аэродинамически стабилизированного наноспутника фор-
мата CubeSat на большом интервале времени. Определена 
область применимости усреднённых уравнений. Численное 
интегрирование усреднённых уравнений даёт существенное 
сокращение времени определения параметров движения по 
сравнению с исходными уравнениями. 

Ключевые слова—наноспутник формата CubeSat, 
аэродинамический момент, пространственный угол атаки, 
угол собственого вращения, усреднённые уравнения 
движения. 

I.  ВВЕДЕНИЕ 
Большинство наноспутников (НС) для проведения 

научных и технологических экспериментов в космосе 
запускается на низкие околоземные орбиты, где воз-
можно эффективно использовать пассивную стабилиза-
цию наноспутника по вектору скорости движения цен-
тра масс с помощью аэродинамического момента [1]–
[4]. Следует отметить, что угловое ускорение наноспут-
ника, обусловленное аэродинамическим моментом, зна-
чительно выше, чем у спутника с большими размерами 
и массой (при одинаковых значениях относительного 
запаса статической устойчивости и объемной плотно-
сти) [5]. Это расширяет диапазон высот, на которых 
аэродинамический момент, действующий на НС, явля-
ется значимым и его можно использовать для пассивной 
аэродинамической стабилизации.  

Движение аэродинамически стабилизированного НС 
при снижении высоты круговой орбиты описывается 
системой нелинейных дифференциальных уравнений с 
быстро осциллирующими функциями, общее решение 
которой получить не представляется возможным. Кроме 
того, входящие в систему уравнений величины носят 
случайный характер, а это вызывает необходимость 
применения статистических методов расчёта. При чис-
ленном же интегрировании уравнений движения для 
установления закономерностей движения требуется 
значительное число расчётов, а это даже с использова-

нием современных быстродействующих ЭВМ приводит 
к большим затратам времени. Поэтому разработка ма-
тематических моделей, позволяющих существенно 
ускорить процесс расчёта, является актуальной задачей.  

Применению усреднённых уравнений для определе-
ния параметров движения космических аппаратов, по-
священо большое количество работ отечественных и 
зарубежных авторов. Отметим наиболее близкие работы. 
В [6] разработан ускоренный метод расчёта траекторий 
снижения в атмосфере осесимметричных космических 
аппаратов с малой асимметрией. В основу метода поло-
жен принцип асимптотического разделения системы 
уравнений движения аппарата относительно центра масс 
на две подсистемы, описывающие медленную и быст-
рую составляющие решения. В [7] построены усреднен-
ные уравнения возмущенного движения осесимметрич-
ного космического аппарата с полигармонической зави-
симостью восстанавливающего момента от угла атаки в 
интегро-дифференциальной форме без введения огра-
ничений, накладываемых на характер движения. 

Наноспутники формата CubeSat имеют форму пря-
моугольного параллелепипеда, поэтому, в отличие от 
аппаратов осесимметричной формы, аэродинамический 
момент зависит не только от пространственного угла 
атаки, но и от угла собственного вращения. Ранее авто-
рами, в работах [5], [8], была показана возможность 
возникновения резонансных режимов движения вслед-
ствие формы НС и малой инерционно-массовой асим-
метрии. Такие режимы проявляются в резком измене-
нии амплитуды колебаний по пространственному углу 
атаки, когда линейная целочисленная комбинация ча-
стоты колебаний пространственного угла атаки и сред-
ней частоты собственного вращения оказывается близ-
кой к нулю. В работе [8] даны рекомендации по предот-
вращению возникновения резонансов. 

В данной работе рассматривается угловое движение 
НС формата CubeSat на продолжительных нерезонанс-
ных участках. С использованием метода В.М. Волосова 
[9] выполнена процедура усреднения и получены усред-
нённые уравнения, описывающие возмущённое движе-
ние аэродинамически стабилизированного наноспутни-
ка формата CubeSat на большом интервале времени. 
Численное интегрирование усреднённых уравнений да-
ёт существенное сокращение времени определения па-
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раметров движения по сравнению с исходными уравне-
ниями, что позволяет, например, эффективно решать 
задачу прогнозирования падения высоты орбиты нано-
спутника формата CubeSat в стохастической постановке. 
Для оценки погрешности было проведено сравнение 
результатов, полученных по усредненным уравнениям 
движения с численным интегрированием полной про-
странственной модели движения наноспутника. Опре-
делены ограничения, накладываемые на начальные 
условия углового движения, которые позволяют приме-
нять полученные усреднённые уравнения движения для 
ускоренных оценок времени существования НС. 

II. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛИ 
Рассмотрим модели движения относительно центра 

масс динамически симметричного аэродинамически 
стабилизированного наноспутника формата CubeSat при 
движении по круговой орбите.  

Принято полагать, что на рассматриваемых высотах 
обтекание наноспутника является свободномолекуляр-
ным и удар молекул газа абсолютно неупругий. В этом 
случае аэродинамическая сила представляет собой силу 
сопротивления, которая определяется площадью проек-
ции наноспутника на плоскость, перпендикулярную век-
тору скорости набегающего потока [10]. Тогда аэродина-
мическое угловое ускорение динамически симметрично-
го НС формата CubeSat определяется выражением [11]: 
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где nx IHSqcHm /)()( 00  ;   – пространственный 
угол атаки;   – угол собственного вращения; Sk  – от-
ношение площади одной из боковых поверхностей НС к 
характерной площади; x  – смещение центра масс от-
носительно геометрического центра (центра давления) 
вдоль продольной оси; 0c  = 2,2 – коэффициент лобово-
го сопротивления; S   характерная площадь НС; 

  2/)()()( 2HVHHq    скоростной напор; 
)()( HRHV E    скорость полёта; H  высота 

полёта; )(H   плотность атмосферы; nzy III    
поперечный момент инерции НС;   –  гравитационный 
параметр Земли; ER  – радиус Земли.  

Для проведения анализа пространственного углового 
движения НС в нерезонансном случае аэродинамиче-
ское угловое ускорение (1) можно усреднить по углу 
собственного вращения: 

0
4( , ) ( )( cos( ) sin( ))sin( )sM H m H k    


  . (2) 

Для описания движения относительно центра масс 
аэродинамически стабилизированного НС формата 
CubeSat на круговых орбитах воспользуемся математи-
ческими моделями, приведёнными в [8]. Полная модель 
динамических и кинематических уравнений движения в 
данной работе используется для проверки результатов, 
полученных по усреднённым уравнениям. Упрощённая 
модель, при построении которой был использован под-

ход В.А. Ярошевского [12], применяется для получения 
усреднённых уравнений движения. В данной работе, 
учитывая представление аэродинамического углового 
ускорения в виде (2), пренебрегая орбитальной угловой 
скоростью и гравитационным моментом, описывая из-
менение высоты орбиты согласно [13], уравнения 
упрощенной модели пространственного движения нано-
спутника в нерезонансном случае примут вид: 
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  – баллистиче-

ский коэффициент; m  – масса НС; /x x nR I I const  ,  
constRG zy  ))cos()sin(()cos(  – отнесён-

ные к поперечному моменту инерции nI  проекции векто-
ра кинетического момента на продольную ось НС и на 
направление скорости центра масс; xI  – продольный мо-
мент инерции; , ,x y z   –  проекции вектора угловой 
скорости на оси связанной системы коорди-
нат; 2))(( HRRgg EEE  ; Eg  – ускорение свободного 
падения на поверхности Земли;   – малый параметр. 

В зависимости от соотношения величин R и G реали-
зуются различные типы прецессионного движения. При 
выполнении условия R G  реализуется «обратная» 
прецессия, при G R - «прямая» прецессия [14]. 

III. УСРЕДНЁННЫЕ УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ 
Уравнения для пространственного угла атаки и вы-

соты (3) описывают пространственное движение НС 
формата CubeSat и представляют собой одночастотную 
возмущённую систему с медленно меняющимся 
параметром H , причём колебания происходят в 
пределах maxmin  . 

При 0  и H const первое уравнение системы 
(3) сводится к уравнению  

( ) 0F   .    (4) 

Общее решение невозмущенной системы (4) в явном 
виде найти не представляется возможным. Имеет место 
только первый интеграл невозмущенной системы 

2

( )
2

W E  


 (5) 

где  
2 2

2

2
0

( 2 cos )( ) ( )
2sin

1 2 sin 2( ) (cos )cos ( ) ,
2 2

R G RGW F d

km H sign

  



  



 
  

      
  


 (6) 

причем )()( maxmin  WWE  , так как min  и max  – 
экстремумы, при достижении которых  0  . 
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Проведем усреднение по методу Волосова для слу-
чая, когда общее решение уравнения невозмущённого 
движения неизвестно [9]. Из уравнения (5) получим 

max2( ( ) ( ))W W     . (7) 

В предположении, что движение является периоди-
ческим, период колебаний найдем из интеграла 
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min max
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Тогда усредненное уравнение для максимального 
угла атаки примет вид 
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Уравнения (8)-(11) записаны в явном виде с помо-
щью известных функций ( , )H H и ( )W  . Для по-
строения этих уравнений не требуется общего решения 
порождающего уравнения (4). Определенные интегралы 
в правых частях уравнений (8), (9), (11) зависят от три-
гонометрических функций так называемой «быстрой» 
переменной, поэтому целесообразно ввести следующую 
замену  

 cosu , maxcosx , min1 cosu . (12) 

Тогда уравнения (8), (9), (11) примут вид 
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Данные усреднённые уравнения движения получены 
для нерезонансных участков траектории движения 
аэродинамически стабилизированного НС без введения 
дополнительных ограничений на параметры движения 
относительно центра масс. 

IV. СРАВНИТЕЛЬНЫЕ ДАННЫЕ РАСЧЕТОВ ПО ПОЛНЫМ  
И УСРЕДНЕННЫМ УРАВНЕНИЯМ ДВИЖЕНИЯ  

В работе проведено сравнение результатов модели-
рования с использованием усредненных уравнений (13) 
и результатов, полученных по полной модели простран-
ственного движения [8], в которой учитывается влияние 
гравитационного момента и орбитальной угловой ско-
рости.  

Для примера был рассмотрен НС формата CubeSat со 
следующими параметрами: m = 3 кг, S =0,01 м2, Sk =3, 

xI = 0,005 кг.м2, nI = 0,025 кг.м2, x = 0,05 м, при следу-
ющих начальных условиях движения: угол атаки 

0 =50°, компоненты угловой скорости относительно 
орбитальной системы координат 0x 0,8°/с, 

0y 0,02°/с, 0z  0,02°/с. Рассмотрена два случая 
начальной высоты 350 км и 300 км. Результаты расчетов 
приведены в таблицах 1, 2. Следует отметить, что для 
изменения высоты орбиты результаты, полученные по 
модели (3) и модели (12) совпадают с точностью до не-
скольких метров. 

ТАБЛИЦА 1. СРАВНИТЕЛЬНЫЕ ДАННЫЕ РАСЧЕТОВ ВЫСОТЫ ПО 
ПОЛНЫМ И УСРЕДНЕННЫМ УРАВНЕНИЯМ ДВИЖЕНИЯ (НАЧАЛЬНАЯ 

ВЫСОТА 350 КМ) 

t, 
дни 

Полная модель 
движения,  

Н, м 

Усредненная 
модель движения,  

Н, м 

Относительная 
ошибка, % 

1 349351 349356 0,8 
2 348698 348706 0,6 
3 348036 348050 0,7 
4 347372 347388 0,6 
5 346695 346720 0,8 
6 346022 346045 0,6 
7 345330 345364 0,7 
8 344645 344677 0,6 
9 343940 343983 0,7 
10 343242 343283 0,6 

 
ТАБЛИЦА 2. СРАВНИТЕЛЬНЫЕ ДАННЫЕ РАСЧЕТОВ ВЫСОТЫ ПО 

ПОЛНЫМ И УСРЕДНЕННЫМ УРАВНЕНИЯМ ДВИЖЕНИЯ (НАЧАЛЬНАЯ 
ВЫСОТА 300 КМ) 

t, дни 

Полная мо-
дель движе-

ния,  
Н, м 

Усредненная мо-
дель движения,  

Н, м 

Относительная 
ошибка, % 

1 298203 298217 0,8 
2 296331 296356 0,7 
3 294381 294414 0,6 
4 292351 292387 0,5 
5 290235 290272 0,4 
6 288026 288066 0,3 
7 285725 285766 0,3 
8 283323 283368 0,3 
9 280821 280868 0,2 
10 278195 278247 0,2 

 
Как видно из таблиц 1, 2 относительная ошибка 

оценки снижения высоты не превосходит 1%.  

Таким образом, в данной работе получены усред-
нённые уравнения, описывающие возмущённое движе-
ние аэродинамически стабилизированного наноспутни-
ка формата CubeSat на продолжительных нерезонанс-
ных участках движения. Данные уравнения применимы 
для диапазона высот, где аэродинамический момент 
является преобладающим, и для угловых скоростей, 
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обеспечивающих аэродинамическую стабилизацию и 
отсутствие резонансного режима движения. Условия 
возникновения резонансных режимов движения, а также 
подход к предотвращению возможного появления резо-
нансов для наноспутников класса CubeSat подробно 
изложены в работе [8].  

Как показано в работе, полученные усреднённые 
уравнения движения позволяют с высокой точностью 
прогнозировать падение высоты орбиты с минимальны-
ми затратами вычислительных мощностей, что позволя-
ет провести оценку времени существования НС на ор-
бите. Предложенный подход может быть полезен тем, 
кто занимается проектированием, развертыванием и 
эксплуатацией наноспутников. 
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Аннотация—В работе представлены результаты испы-
тания гибридного алгоритма системы управления движе-
нием судна, который обеспечивает возвращение на задан-
ную траекторию-аттрактор при любом боковом отклоне-
нии судна от заданной траектории. Была построена модель 
работы контура управления, состоящего из блока управ-
ления и модели динамики судна. Результаты вычисли-
тельных экспериментов демонстрируют устойчивость 
частных линейных и дискретных моделей в гибридной 
системы управления (СУ). 

Ключевые слова—гибридный алгоритм, траектория 
движения судна, контур управления, автоколебания, боко-
вое отклонение. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Традиционные авторулевые для судов являются ав-

томатизированной системой управления, использующей 
некоторый алгоритм управления, в котором алгоритм 
вычисления сигнала управления называется законом 
управления [1, 2, 3]. 

В реальных системах всегда есть ограничения на 
максимальную величину управляющего воздействия. В 
системах управления движением судна это предельное 
значение угла перекладки руля, предельная скорость 
перекладки. 

При осуществлении настройки модели движения 
возникает необходимость иметь запас по управляемости 
и исключение насыщения контура управления [6]. 

Предлагаемый доклад посвящен разработке гибрид-
ного алгоритма системы управления движением судна, 
который исключает насыщение контура управления и 
обеспечивает возвращение судна на заданную траекто-
рию-аттрактор при любом боковом отклонении судна от 
заданной траектории. 

II.  ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ.  
В реальных системах всегда есть ограничения на мак-

симальную величину управляющего воздействия [4, 5]. В 
системах управления движением судна это предельное 
значение угла перекладки руля, предельная скорость пе-
рекладки. Для выполнения автоматического движения 
можно задать линию заданного пути (ЛЗП) с заданной 
непрерывной кривизной, которая обеспечивает выполне-
ние ограничений на сигнал управления [6]. Возможно 
дополнительно обеспечить запас по сигналу управления 
для парирования возмущающих воздействий.  

Но судно находится в среде, которая может произве-
сти возмущающее воздействовать на него такое, которое 

потребует для компенсации применения управляющего 
воздействия, превышающего технические ограничения. 
В системах автоматического управления при превыше-
нии сигналом управления ограничений может происхо-
дить явление насыщения (windup) и срыв процесса 
управления. Рассмотрим ЛЗП состоящую из трех путе-
вых примитивов: 1) прямой отрезок, 2) полиномиальный 
криволинейный отрезок, 3) прямой отрезок и являющу-
юся траекторией с непрерывной ограниченной кривиз-
ной. На рис. 1 показана ситуация, когда судно в режиме 
автоматического движения по ЛЗП получило боковое 
отклонение около 1,5 км. Появление насыщения привело 
к возбуждению автоколебаний в контуре автоматическо-
го управления продольным движением судна. 

 а) 

 б) 
Рис. 1 Примеры явления насыщения: а) автоколебания с выходом на 
заданную траекторию, б) автоколебания и срыв процесса управления 

Целью работы является разработка гибридного алго-
ритма управления движением судна (ГАУДС), который 
ограничивает сигнал управления до заданной величины 
и обеспечивает возвращение на заданную траекторию-
аттрактор при любом боковом отклонении судна от за-
данной траектории. 

III. ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА 
Гибридный алгоритм – это алгоритм, который осу-

ществляет как непрерывные, так и дискретные (пере-
ключения) изменения состояния.  

Фазовое пространство разбивается гиперповерхно-
стями переключения на области (рис. 2), в которых рабо-
тают предназначенные для этих областей линейные мо-
дели движения. 

Координаты x фазового пространства R3 соответ-
ствуют: боковому отклонению от ЛЗП, путевому углу и 
угловой скорости судна. 
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Рис. 2 Траектория движения судна при использовании гибридного 
алгоритма: – Граница элементарных отрезков линии задан-
ного пути (ЛЗП); – Граница между областями, в которых в 
законе управления боковое отклонение судна от ЛЗП изменяется (для 
A, B, C) или постоянно 

Исходная модель движения судна нелинейная, учи-
тывающая диаграмму управляемости судна: 

ẋsinx3, 
                            ẋ2cosx3,              (1)

ẋ3x4, 
ẋ4θ1x3 θ2x3

4+bδ, 

где x1, x2 – декартовы координаты центра масс судна в 
плоскости, x3 – путевой угол судна, v – скорость объекта 
(v>0), x4 – угловая скорость поворота корпуса судна в 
плоскости , b – коэффициенты модели динамики 
судна Норрбина, δ – угол перекладки руля. 

Методом линеаризации обратной связью модель пре-
образуется в линейную [6]. В качестве закона управле-
ния используется линейная обратная связь по состоянию 
[7]. Для областей фазового пространства A, B, С получа-
ем замкнутые линейные системы вида 

1 2 3

0 1 0
0 0 1
1 1 1

x

k k k

 
 
 

  
 
   
  

 x,                    (1) 

где k = (k1, k2, k3 )Т– вектор коэффициентов обратной 
связи закона управления. 

Собственные числа этих матриц при положительных 
k1, k2, k3 имеют отрицательные действительные части и, 
следовательно, системы асимптотически устойчивы.  

Коэффициенты k1, k2, k3 всегда имеют положитель-
ные значения. Коэффициенты k1, k2, k3 могут быть оди-
наковыми для областей An, Bn, Сn, а также могут разли-
чаться для разных областей. 

Для областей фазового пространства A1, B1, С1, A2, 
B2, С2 получаем замкнутые аффинные СУ вида 

1

2 3 1

0 1 0 0
0 0 1 0

1 10

x x
x

k k k

   
   
   

    
   
     
     




.           (2) 

Units где 1x  – величина, соответствующая порогово-
му боковому отклонению на зеленой гиперповерхности 
переключения. Два собственных числа этих матриц при 
положительных k2, k3 имеют отрицательные действи-
тельные части, третье собственное число равно нулю и, 
следовательно, системы устойчивы по Ляпунову. 

Правила переключения:  

А) Для зеленых границ: если оценка расстояния от 
судна до текущего путевого примитива меньше заданно-
го порога, то работает модель (1), иначе – модель (2), в 
которой в качестве оценки расстояния от судна до теку-
щего путевого примитива используется соответствую-
щее пороговое боковое отклонение.  

Б) Для желтых границ: при пересечении границы 
происходит переключение на выражение для соответ-
ствующего путевого примитива и соответствующий век-
тор k. 

Область притяжения заданной траектории при ис-
пользовании представленного алгоритма совпадает с 
декартовым произведением горизонтальной плоскостью 
и открытого отрезка R2 (-/2, p/2).  

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
Для подтверждения работоспособности гибридного 

алгоритма моделировалась работа контура управления, 
состоящего из блока управления и модели динамики 
судна. Нелинейная модель динамики судна представлена 
системой уравнений (3) [8]. 

           (3) 

где ω – угловая скорость, δ – угол перекладки руля, β – 
угол дрейфа, φ – курс судна, q21, r21, s21, h, q31, r31, s31 – 
гидродинамические коэффициенты судна. 

Результаты моделирования показывают, что алго-
ритм управления, построенный по методу линеаризации 
обратной связью, работающий в условиях ограничения 
на сигнал управления, может приводить к автоколебани-
ям и последующему движению в обратном направлении 
(рис. 1). При использовании гибридного алгоритма 
управления эти явления исключаются (рис. 3). 

Однако, устойчивость частных линейных и дискрет-
ных моделей в гибридной СУ не гарантирует устойчи-
вость СУ в целом [9]. Реально проверить можно только 
достаточные критерии устойчивости. Johansson and 
Rantzer (1998) [10] разработали для непрерывных по 
времени кусочно-аффинных систем метод построения 
кусочно-квадратичных функций Ляпунова. В настоящее 
время для построения указанных функций используют 
нейронные сети [11,]. Планируется применить эти мето-
ды для подтверждения устойчивости ГАУДС. 
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Рис. 3. Траектория перемещения судна при использовании гибридного 
алгоритма 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Если использовать закон управления, построенные по 

методу линеаризации обратной связью, в алгоритме 
управления движением объекта по заданной траектории 
с непрерывной ограниченной кривизной, то при наличии 
ограничения на величину сигнала управления и большом 
боковом отклонении вектор состояния модели движения 
судна может приближаться к точке сингулярности зако-
на управления с возникновением автоколебаний. Это 
приводит к перегрузка механизмов системы управления 
и может привести к срыву процесса управления. При 
любом боковом отклонении гибридный алгоритм управ-
ления может обеспечить полное отсутствие выхода рас-
четного сигнала управления на граничную величину 

исполнительного сигнала управления. При этом работо-
способность алгоритма управления сохраняется.  

Использование усовершенствованного алгоритма 
управления особенно полезно для систем автоматиче-
ского управления безэкипажными судами. Такие суда в 
настоящее время, как правило, имеют небольшое водо-
измещение, и во многих случаях воздействие ветра и 
волн является для них непреодолимым. Как только это 
воздействие прекращается, усовершенствованный алго-
ритм управления сразу начинает эффективно парировать 
боковое отклонение без переключения на специальный 
алгоритм возврата на заданную траекторию.  

Выводы подтверждаются результатами моделирова-
ния. 
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Аннотация—В статье исследуется пассивное инспек-
ционное движение на высокоэллиптических орбитах, при 
котором космический аппарат (КА) совершает облёт объ-
екта инспекции (ОИ) в его орбитальной плоскости. В ка-
честве номинальной инспекционной траектории использу-
ется оскулирующая траектория относительного движения. 
Она имеет сложную форму и зависит от эксцентриситета 
орбиты и значения истинной аномалии ОИ в начальный 
момент времени. Рассмотрено влияние двух возмущающих 
факторов на инспекционное движение: неоднородность 
гравитационного поля Земли и притяжение Луны, их воз-
действие приводит к деформации инспекционной траекто-
рии. Для оценки продолжительности пассивного инспек-
ционного движения используется понятие времени допу-
стимого разлёта – интервал времени, на котором расстоя-
ние между ОИ и КА не превысит заданного значения. От-
дельно рассмотрен вопрос о влиянии погрешностей в 
определении положения и скорости КА относительно ОИ 
при формировании номинальной инспекционной траекто-
рии на продолжительность времени допустимого разлёта.  

Ключевые слова—оскулирующая траектория относи-
тельного движения, высокоэллиптические орбиты, группо-
вой полёт космических аппаратов, пассивное инспекцион-
ное движение, равенство орбитальных энергий. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Актуальность использования высокоэллиптических 

орбит (ВЭО) [1] для нашей страны продиктовано её гео-
графическим расположением на высоких, северных ши-
ротах. Космические аппараты, двигающиеся по ВЭО, 
позволяют установить информационное сопровождение 
экспедиций, работающих в районах крайнего севера, 
обеспечивают населённые пункты устойчивыми кана-
лами связи и пр. Использование ВЭО в нашей стране 
началось с запуска КА Молния-1 в 1965 году.  

Для увеличения срока активного существования кос-
мического аппарата, двигающегося по ВЭО, целесооб-
разно использовать КА сервисного обслуживания (далее 
КА), который будет проводить осмотр, ремонт и доза-
правку основного КА (далее объект инспекции (ОИ)).  

В предыдущих работах [2, 3] было определено, что 
для нахождения КА в малой окрестности ОИ предпочти-
тельно использовать частный тип группового полёта 
космических аппаратов – инспекционное движение (ИД). 

Под ИД понимается периодическое относительное дви-
жение, организованное таким образом, что КА за один 
орбитальный период совершает полный облёт ОИ в его 
орбитальной плоскости, при отсутствии возмущающих 
факторов. Одной из задач, для реализации ИД, является 
выбор условий обеспечения продолжительной пассивной 
инспекции в близкой окрестности ОИ при наличии воз-
мущающих факторов. Необходимым условием для обес-
печения продолжительной пассивной инспекции, являет-
ся выполнение условия равенства орбитальных энергий 
КА и ОИ [4] в начальный момент времени. 

В работе [5] рассмотрен вопрос выбора начальных 
параметров движения для формирования тэтраэдраль-
ной спутниковой формации на ВЭО. В [6] было уста-
новлено, что продолжительность пассивной инспекции 
существенно зависит от начального значения истинной 
аномалии 0  ОИ при движении по круговой орбите в 
нормальном поле притяжения Земли. Помимо выбора 
начальных параметров движения, условие равенства 
орбитальных энергии используется при формировании 
управляющих воздействий для поддержания ИД на око-
ло круговых орбитах [7,8]. В работе [2] было определе-
но, что существенное влияние на инспекционное дви-
жение оказывают погрешности в начальных параметрах 
движения ОИ и КА. 

Отличием данной работы от предыдущих является то, 
что исследуется ИД на ВЭО в нормальном поле притяже-
ния Земли, с учётом влияния притяжения Луны и погреш-
ностей в начальных параметрах движения КА. В качестве 
номинальной инспекционной траектории рассматривается 
оскулирующая траектория относительного движения. 

Для обеспечения продолжительных интервалов вре-
мени пассивного ИД на ВЭО сформирован подход, учи-
тывающий особенности влияния возмущающих факто-
ров. Для апробации предложенного подхода рассмотрено 
ИД на орбите Молния и геопереходной орбите (ГПО). 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Инспекционное движение КА рассматривается в ор-

битальной системе координат (ОСК) OXYZ, связанной с 
центром масс ОИ, ось OX направлена по радиусу-вектору 
ОИ, ось OY направлена в сторону орбитального движе-
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ния ОИ, а ось OZ дополняет систему координат до пра-
вой. Связь ОСК и Абсолютной геоцентрической системы 
координат (АГСК) OГXГYГZГ показана на рисунке 1. Ор-
биты КА и ОИ являются компланарными орбитами в 
начальный момент времени. На рисунке 1 синим и крас-
ным цветом схематично показаны соответственно орбиты 
ОИ и КА;  ,   – аргумент широты и орбитальная угло-
вая скорость ОИ, r  – радиус-вектор ОИ. 

 
Рисунок 1 

В качестве номинальной инспекционной траектории 
используется оскулирующая траектория относительного 
движения, отвечающая условию равенства орбитальных 
энергий КА и ОИ при движении в центральном поле 
притяжения Земли и отсутствии возмущающих факто-
ров. Равенство орбитальных энергий обеспечивается за 
счёт выбора начальной скорости движения КА в ОСК с 
помощью выражений [9]: 
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(1) 

где 0e  – эксцентриситет орбиты ОИ, З  – гравитацион-
ный параметр Земли.  

Номинальная инспекционная траектория (ИТ), полу-
ченная с помощью (1), будет иметь сложную форму, 
которая зависит от параметров орбиты ОИ и начального 
положения КА  0 0 0, ,x y z  в ОСК.  

Для учёта влияния на ИД возмущений нецентраль-
ности гравитационного поля Земли и притяжения Луны 
используется система дифференциальных уравнений в 
АГСК: 
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(2) 

где , ,ОИ ОИ ОИX Y Z  – координаты положения ОИ в АГСК; 
, ,КА КА КАX Y Z  – координаты положения КА в АГСК; 
, ,Л Л ЛX Y Z  – координаты положения Луны в АГСК; 

, ,ОИ КА Лr r r  – радиус-вектор ОИ, КА и Луны в АГСК 
соответственно; 

2J – коэффициент второй зональной 
гармоники гравитационного потенциала Земли; ЭR  – 
экваториальный радиус Земли; Л  – гравитационный 
параметр Луны. 

Переход из АГСК в ОСК проводится в два этапа: 
определение относительной дальности и скорости меж-
ду КА и ОИ , r r ; перевод , r r  в ОСК по методике, 
предложенной в [6]. 

Для оценки деформации ИТ вводится понятие время 
допустимого разлета *t  – интервал времени на котором 
не нарушается критерий допустимой деформации ИТ: 

1,05 max ρ ρ  (3) 
где maxρ  – максимальный радиус-вектор номинальной 
ИТ, ρ  – текущий радиус вектор ИТ. 

На рисунке 2 изображен процесс деформации ин-
спекционной траектории, красным и синим цветом по-
казаны номинальная и возмущённая траектории. 

 
Рисунок 2 
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Для оценки влияния погрешностей в начальных па-
раметрах движения, вследствие которого происходит 
нарушение равенства орбитальных энергий, было при-
нято, что начальные координаты и проекции скорости 
КА в ОСК являются коррелированными случайными 
величинами, распределёнными по нормальному закону.  

Вектор реализаций случайных величин, будет иметь 
вид:  

             
0 0 0 0 0 0, , , , ,

Tj j j j j j j
НУX x y z x y z       (4) 

где 1,j n ; n – количество испытаний. 

Для определения (4) используется линейное преоб-
разование [10]:  

   j j
НУ ВX A B   (5) 

где A  – матрица размера 6 х 6, полученная в результате 
решения уравнения 0 ,TAA K  0K  – симметричная ко-
вариационная матрица случайных начальных парамет-
ров движения;  j

В  – реализация векторной случайной 
величины размера 6 х 1 с независимыми компонентами, 
имеющими стандартное нормальное распределение; 

0 0 0 0 0 0, , , , ,
T

x y z x y zB M M M M M M       – вектор матема-
тических ожиданий случайных начальных параметров 
движения КА. 

III. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 

Проведено исследование по определению *t  в зави-
симости от 0  при реализации инспекционного движе-
ния на орбите Молния и ГПО. Параметры орбит приве-
дены в таблице 1. 

ТАБЛИЦА 1 

Орбита ,i   ,П
  Аh , км Пh , км 

Молния 63,4 270 39592 497 
ГПО 51,6 0 35786 200 

 
где , , ,П А Пi h h  – наклонение, аргумент перицентра, вы-
сота в апогее и перигее орбиты ОИ. Начальное значение 

0  варьируется в диапазоне от 0 до 360° с шагом 0,5°. 

Начальные параметры движения КА формируются в 
ОСК: 0 5x   км, 0 0y   км, 0 0z   км, проекции скоро-
сти рассчитываются с помощью (1). Начальные пара-
метры движения Луны относительно Земли соответ-
ствует её положению на 30 января 2023 года в 0 часов 
00 минут. Инспекционное движение рассматривается на 
интервале времени не более 70 суток. Это обусловлено 
накоплением ошибок при численном интегрировании 
системы (2). 

Проведено последовательное моделирование ИД на 
орбитах, представленных в таблице 1. Для каждой ВЭО 
было проведено два цикла расчётов для определения 
продолжительности * :t  с учётом и без учёта притяже-

ния Луны. Результаты моделирования приведены на 
рисунках 3–4, соответственно для орбит Молния и ГПО. 

 
Рисунок 3 

 
Рисунок 4 

Из рисунков 3–4 видно, что существуют области 
продолжительного времени допустимой деформации 
ИТ * ,t  имеющих неравнозначное значение. Это под-
тверждает предыдущие результаты [6]. Притяжение 
Луны негативно сказывается на продолжительности *t , 
особенно это заметно для ГПО. Проведённый анализ 
показал, что начальное значение истинной аномалии ОИ 
предпочтительно выбирать из диапазона 

0 107..173    
для орбиты Молния, 

0 240..256    для ГПО. 

Проведена оценка влияния погрешностей начальных 
параметров движения (рассчитаны помощью (5)) на 
продолжительность *.t  Математические ожидания 
начальных проекций скорости КА в ОСК определяются 
с помощью (1). Матрица 0K  имеет вид: 
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где 0 0 0 0 0 0, , , , ,x y z x y zD D D D D D    – дисперсии начальных 
значений координат и проекций скорости КА; элементы 
матрицы 0K  определяются по формуле 

ij ij i jK r D D  . 

Для оценки влияния величины погрешностей в 
начальных параметрах движения было проведено 2 цик-
ла статистических испытаний для каждого типа орбит. 
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Каждый цикл включает в себя n = 1000 испытаний с 
заданными моментными характеристиками, приведён-
ными в таблице 2. 

ТАБЛИЦА 2 

Моментные характеристики орб. Молния ГПО 
1 цикл 2 цикл 1 цикл 2 цикл 

0 ,xM м 5000 5000 

0 0 ,y zM M м 0 0 

0 ,xM  м/с 0 0 

0 ,yM  м/с -1,9 -3,3 

0 ,zM 
м/с 0 0 

,cord м 10 1 10 1 

,vel м/с 0,1 0,01 0,1 0,01 

0 0 0 0 0 0x y x z y zr r r   0,2 0,2 

0 0 0 0 0 0x x y y z zr r r     0,5 0,5 

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

x y x z y x

y z z x z y

r r r

r r r

  

  
 

 

 0 0 

 
где 

0 0 0 0 0 0, , , , ,x y z x y zM M M M M M  
 – математические ожида-

ния начальных координат и начальных проекций скорости 
КА; ,cord vel   – среднеквадратические отклонения началь-
ных координат и проекций скорости КА в ОСК соответ-
ственно; 0 0 0 0 0 0 0 0, , , ,x y x z y z x xr r r r   0 0 0 0 0 0 0 0, , , ,y y z z x y x zr r r r    

0 0 0 0 0 0 0 0, , ,y x y z z x z yr r r r    – коэффициенты корреляции началь-
ных параметров движения КА. 

Начальное значение 0  выбирается как среднее зна-
чение из предпочтительных диапазонов представленных 
выше.  

Результаты статистического моделирования пред-
ставлены в виде функции распределения вероятности 
 *F t  на рисунках 5-6, соответственно для орбиты Мол-

ния и ГПО. 

 
Рисунок 5 

 
Рисунок 6 

Из рисунков 5–6 следует, что погрешности началь-
ных параметров движения КА доминирующим образом 
влияют на *.t  Продолжительность *t  не превышает од-
них и десяти суток и  с вероятностью 0,9 соответственно 
для первого и второго циклов испытаний. 

IV. ВЫВОДЫ 
Проведённое исследование показывает, что при реа-

лизации инспекционного движения на ВЭО притяжение 
Луны оказывает негативное влияние на продолжитель-
ность *.t  Были определены области начальных значений 
истинной аномалии ОИ, обеспечивающие продолжи-
тельное пассивное инспекционное движение.  

Погрешности начальных параметров движения КА 
оказывают значительно большее влияние на продолжи-
тельность *t по сравнению с влиянием нецентральности 
гравитационного поля Земли и притяжения Луны. Это 
объясняется тем, что в начальный момент времени фор-
мирования инспекционного движения нарушается усло-
вие равенства орбитальных энергий КА и ОИ. 
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Аннотация—Рассмотрено управляемое движение ма-
лого асимметричного космического аппарата относитель-
но центра масс в верхних слоях атмосферы планеты. При-
менение метода динамического программирования и ме-
тода усреднения позволяет синтезировать приближенный 
оптимальный двухканальный закон управления враща-
тельным движением космического аппарата. Результаты 
моделирования показывают, что полученный закон 
управления обеспечивает эффективную стабилизацию 
движения КА относительно центра масс. Поэтому данный 
закон управления может быть использован для моделиро-
вания низкоорбитального движения малых космических 
аппаратов, совершающих движение в разряженной атмо-
сфере Марса. 

Ключевые слова—двухканальное управление, закон оп-
тимального управления, малый космический аппарат, ат-
мосфера планеты, асимметрия, стабилизация вращатель-
ного движения. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В современных публикациях по космонавтике широ-

ко обсуждаемой темой является изучение динамики 
движения космических аппаратов относительно центра 
масс в атмосфере планет земной группы. В частности, 
неуправляемое вращательное движение космического 
аппарата в атмосфере Земли рассматривается, например, 
в следующих работах [1–2]. Неуправляемое вращатель-
ное движение КА в марсианской атмосфере отражено, 
например, в [3–4]. Значительное количество публикаций 
также посвящено анализу управляемого движения кос-
мических аппаратов в разреженной атмосфере Марса 
[5–6]. В [7] получена нелинейная низкочастотная систе-
ма уравнений движения космического аппарата с малой 
асимметрией в атмосфере. Аналогичная нелинейная 
низкочастотная система уравнений движения КА с ма-
лой асимметрией в атмосфере была получена методом 
интегральных многообразий в [8]. Эта система уравне-
ний используется в рассматриваемой работе при иссле-
довании управляемого движения космического аппарата 
относительно центра масс в атмосфере Марса после 
обезразмеривания переменных. 

В работах [9–15] рассмотрены следующие задачи: 
оптимальное управление угловой скоростью асиммет-
ричного зонда в марсианской атмосфере, стабилизация 
угла атаки КА при спуске в марсианской атмосфере, 
управляемое снижение углового ускорения возвращаю-
щийся космический корабль с малой массой и аэроди-
намической асимметрией. Показано, что управляемая 
асимметрия обеспечивает нерезонансное движение 

асимметричного космического аппарата в атмосфере. 
Оптимальное одноканальное управление угловой скоро-
стью КА и зонда как в дискретном, так и в непрерывном 
виде обеспечивает устойчивое уменьшение модуля уг-
ловой скорости зонда без возникновения резонанса. 

Поддержание заданной ориентации асимметричного 
космического корабля в нестабильной разреженной ат-
мосфере является актуальной задачей современной кос-
монавтики. Выбор оптимальных законов управления 
возмущенным движением КА относительно центра масс 
имеет решающее значение для поддержания заданной 
ориентации КА. Основные результаты в области опти-
мального управления динамическими системами полу-
чены в работах Беллмана П. [16] в терминах динамиче-
ского программирования, Понтрягина Л.С. [17] для оп-
тимального процесса Болтянский В.Г. [18,19] за матема-
тические методы и оптимальное управление секретор-
ными системами, Гамкрелидзе Р.В. [20] и Гурман В.И. 
[21,22] по основам оптимального управления и методам 
теории управления Моисеев Н.Н. [23, 24] для асимпто-
тических методов, Черноусько Ф.Л. [25] для оптималь-
ного управления с малыми параметрами Кротова В.Ф. 
[26], Летова А.М. [27], Калман Р.Е. [28] по теории си-
стем управления и др. ученых. 

Дополнительно разрабатывается методика оценки 
допустимых отклонений параметров асимметрии КА, 
обеспечивающая нерезонансное движение при спуске 
КА в атмосфере Марса [29–32]. 

В данной работе рассматривается динамическая си-
стема, описывающая движение малого космического 
аппарата с малой асимметрией массы относительно 
центра масс в верхних разреженных слоях атмосферы 
планеты. Цель работы – синтез непрерывного прибли-
женного оптимального двухканального закона движе-
ния космического аппарата относительно центра масс. В 
качестве каналов управления рассматриваются одно-
временные управляемые изменения пространственного 
угла атаки и угловой скорости КА. В процессе получе-
ния непрерывного приближенного оптимального двух-
канального закона управления движением КА использо-
вались следующие методы: метод динамического про-
граммирования [16] и метод усреднения, что в свою 
очередь позволяет упростить решение задачи синтеза 
оптимального управления [33-35]. Предполагается, что 
управление пространственным углом атаки и угловой 
скоростью осуществляется с помощью бортовых реак-
тивных двигателей малой тяги. При исследовании 
управляемого движения космического аппарата относи-
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тельно центра масс данная система квазилинейных 
уравнений движения линеаризуется. 

II. ПРИБЛИЖЕННЫЙ ЗАКОН ОПТИМАЛЬНОГО 
УПРАВЛЕНИЯ ВРАЩАТЕЛЬНЫМ ДВИЖЕНИЕМ 

КОСМИЧЕСКОГО АППАРАТА 
В данной работе применяются квазилинейные урав-

нения движения асимметричного космического аппара-
та относительно центра масс в атмосфере [1]. Следует 
отметить, что в этих уравнениях движение КА относи-
тельно центра масс моделируется при малых значениях 
пространственного угла атаки и с учетом малой асим-
метрии масс на борту КА. Кроме того, значения угловой 
скорости и пространственного угла атаки космического 
корабля управляемы при движении в разреженной атмо-
сфере планеты. Предполагается, что космический аппа-
рат летит по низкой круговой орбите вокруг планеты. 
Потери скорости КА, вызванные аэродинамическим тре-
нием, компенсируются работой маршевых двигателей 
КА. Управление движением КА относительно центра 
масс с заданными характеристиками осуществляется с 
помощью бортовых реактивных двигателей малой тяги. 
После разложения правых частей квазилинейных уравне-
ний управляемого движения КА в ряды Маклорена для 
угловой скорости без учета нелинейных членов второго 
порядка по малости получим линеаризованную систему 
уравнений относительного движения для КА относитель-
но центра масс, выраженного через безразмерные пере-
менные и безразмерные функции управления: 
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Здесь x  – безразмерная угловая скорость,   – без-

размерный пространственный угол атаки,   – безраз-
мерная быстрая фаза, t – безразмерное время, u  – без-
размерное управление угловой скоростью x ; u  – без-
размерное управление пространственным углом атаки 
 ,   – малый параметр характеризующий величину 
управлений и величины функции асимметрии m , m  – 
безразмерная функция, характеризующая величину 
смещений центра масс космического аппарата; 
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1 1sin /m m   ; 1 2cos /A A
x xm m  ; ,y z   – малые безраз-

мерные значения смещений центра масс, 1
1 0 0xk t   , 

2 0k t , 3 0 0xk t   – постоянные коэффициенты выражен-
ные через начальные значения соответствующих пере-
менных, 0t  – постоянный коэффициент времени в се-
кундах; 0x  – постоянный коэффициент угловой скоро-
сти в секундах в минус второй степени; 1 1 1, ,y x zC C m  – 
коэффициенты, характеризующие аэродинамические 
характеристики космического аппарата. В квазилиней-
ном случае в системы координат n n nOX Y Z  аэродинами-
ческие параметры имеют вид: 1x xС С , 1y yС С  , 

1zп zm m  , где коэффициенты 1 1 1, ,y x zC C m  определяются 
при    ; /x xI I I , xI , y zI I I   – моменты инерции 
космического аппарата относительно осей системы ко-
ординат OXYZ ;   – частота прецессии при угловой 

скорости 0,x   1 /zm qSL I   , q  – является постоян-
ным значение скоростного напора, S  – площадь миделя 
космического аппарата, L  – длина космического аппа-
рата, 1zm  – коэффициент восстановления аэродинамиче-
ского момента. 

Таким образом, при наличии асимметрии в виде 
смещений центра масс и при отсутствии управлений в 
рассматриваемой системе (1) наблюдаются возмущения 
угловой скорости и пространственного угла атаки. 

Рассмотрим задачу синтеза управления, основанную 
на нахождении непрерывного приближенного опти-
мального двухканального закона управления, обеспечи-
вающего одновременную стабилизацию угловой скоро-
сти x  и пространственный угол атаки в исследуемой 
динамической системе (1). В этом случае требуется 
определить приближенные малые функции управления 
u U  , u U  , которые переводят начальный про-
странственный угол атаки 0 0( )t    и начальную угло-
вая скорость 0 0( )x x t    к заданным малым значения 

( )T T    и ( )xT x T    в течение заданного времени 
полёта T . 

Введём квадратичный критерий оптимальности I : 

2 2 2 2

0

( ) ,
T

xI a a b u b u dt           
                   (2)  

где , , ,a a b b    – заданные положительные безразмер-
ные коэффициенты критерия оптимальности, удовле-
творяющие следующему равенству 1.a a b b       
Здесь подынтегральная функция:  

2 2 2 2( , , , ) ,x xV u u a a b u b u                           (3) 

является положительно определенной функцией. 

Для решения задачи оптимизации применяется 
принцип Беллмана [16], который для системы (1) и кри-
терия (2) приводит к соотношению: 
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Здесь ( , ) xv  – функция Беллмана.  

Подставляя производные из системы (1) , ,xd d d
dt dt dt
    

в равенство (3), получаем:  
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Выделив в уравнении (5) отдельно слагаемые, зави-
сящие от управлений ,u u  , получим следующее выра-
жение: 

2 2( , )
x

F u u b u b u u u       

 
   

                (6)  

Необходимые условия минимума функции ( , )F u u   
имеют вид:  

  

2 0,

2 0.

x

F
b u

u

F
b u

u

 



 



 
  

 

 
  

                             (7) 

Из решения системы уравнений (7) находим выра-
жения для оптимальных управлений:   

1
,

2 x

u
b




 

                             (8) 
1

.
2

u
b




 

                              (9) 

Матрица Гессе имеет следующий вид:  
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Следовательно, в стационарных точках (10) выпол-
няется критерий Сильвестра: 

2

2 2 0,det 4 0.F b H b b
u   



   

                (11) 

Таким образом, выполнение условий (11) для поло-
жительно определенной матрицы Гессе обеспечивает 
минимум стационарных точек (8)–(9). Подставив управ-
ления (8)–(9) в уравнение (5) после упрощения, получим 
уравнение Беллмана: 
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В процессе усреднения уравнений (1) используются 
следующие выражения [1, 36]: 
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Здесь 0 0 0, ,  x  – новые переменные системы (1), в то 

время как функции:  0 0 0, , ,   j xf
  0 0 0, , ,   j xf

 
 0 0 0, , ,   j xf

  0 0 , 
    0 0, , 1, 2,..   j j

 могут быть 
определены методом усреднения [1, 36, 37]. 

Подставив ряд (13) в уравнение (12) с использовани-
ем первого приближения метода усреднения, и опустив 
индекс "0" в новых переменных 0 0 0, ,  x , получим сле-
дующий вид уравнения Беллмана: 
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На следующем шаге ищем порождающее решение 
уравнения (10) методом неопределенных коэффициен-
тов. Это решение имеет вид: 

2 2.xA B                                 (15) 

Здесь ,A B  – искомые постоянные коэффициенты 

Для определения коэффициентов A, B произведем 
подстановку выражения (15) в уравнение (14): 

2 2
2 2( ) ( ) 0.x

A B
a a

b b 

 

    
                    (16) 

При одновременном неравенстве угловой скорости и 
пространственного угла атаки нулю уравнение (16) 
принимает вид следующей системы: 

2

2

0.

0.

A
a

b

B
a

b









 

 

                             (17) 

В результате решения полученной системы двух 
уравнений (17) получаем только положительные корни 
этой системы уравнений: 

      1A a b  .                              (18) 

   1B a b  .                              (19) 

Действительно, отрицательные значения 2A a b  , 

2B a b    следует отбросить, так как они не удовле-
творяют условию положительной определенности 
функции (3). 

Подставляя коэффициенты (18)–(19) в функцию 
Беллмана (15), определяем выражения для оптимальных 
управлений (8)–(9). Подставив полученные выражения в 
систему (1) и усреднив ее по быстрой фазе, учитывая 
только первое приближение, получим: 

,
d

K
dt




  

                              (20) 

x

x

d
K

dt



  

.                            (21) 
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Здесь 1K a b
   , 1K a b

 


 .    

Таким образом, решение уравнений (20) и (21), по-
лученное с учетом найденных приближенных опти-
мальных управлений, обеспечивающих асимптотиче-
скую устойчивость точек покоя 0x  , 0  , для пер-
вого приближения метода усреднения. 

Для реализации найденных законов управления 
предположим, что космический аппарат обладает сле-
дующими массово-инерционными характеристиками: 
наибольший радиус основания конуса 1,25r м , высота 
космического аппарата 2l м  и его масса 576m кг .  

Начальные условия для космического аппарата в атмо-
сфере следующие: начальная скорость центра масс косми-
ческого корабля 1(0) 3500V мс ; высота (0) 100H км ; 
пространственный угол атаки равен амплитуде 

(0) 0,32 рад ; вторая амплитуда равна нулю; быстрая 
фаза равна (0) 0,2 рад   ; угловая скорость равна 

(0) 0,1 x . Результаты применения полученных управ-
лений в исходной системе представлены на рис.1. 

 

 
Рис. 1. Уменьшение пространственного угла атаки и безразмерной 
угловой скорости в результате применения управлений 

Из рис. 1 можно сделать вывод, что найденные зако-
ны управления надежно сходятся к малым значениям 
угловой скорости и пространственного угла присоеди-
нения в минутах, обеспечивая требуемую стабилизацию 
относительно центра масс. 

На рис.2 показано изменение безразмерных значений 
управляющих функций, ( )u t  и ( )u t , в процессе управ-
ляемого снижения угловой скорости и пространствен-
ного угла атаки, соответственно. При этом управляю-
щие функций имеют малые отрицательные значения. 

 
Рис. 2. Безразмерные значения функций управления, стабилизирую-
щих угловую скорость и пространственный угол атаки 

III. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В данной работе рассматривается применение мето-

да динамического программирования для синтеза не-
прерывного приближенного оптимального двухканаль-
ного закона управления движением малого асиммет-
ричного космического аппарата относительно центра 
масс. При этом численные результаты работы подтвер-
ждают, что полученные приближенные непрерывные 
выражения для оптимизированного управления обеспе-
чивают требуемую стабилизацию КА относительно цен-
тра масс, обеспечивают снижение угловой скорости до 
значений менее 0,01 рад /с и пространственного угла 
атаки до значений менее 0,01 рад за время менее трех 
минут. Следует отметить, что эти малые значения угло-
вой скорости и угла атаки были получены при начальных 
значениях этих характеристик асимметричного движения 
КА, равных 0,1 рад/с и 0,3 рад соответственно.  
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Аннотация—В настоящей работе в дискретной поста-
новке рассматривается задача поиска пути уклоняющего-
ся управляемого подвижного объекта в конфликтной сре-
де, представленной неподвижными обнаружителями. Ин-
тегральный функционал, отражающий риск обнаружения, 
вычислен аналитически для заданного пути, что позволяет 
в дальнейшем осуществить конечномерную оптимизацию. 

Ключевые слова—конфликтная среда, дискретная по-
становка, функционал риска, траекторная оптимизация. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Рассматривается конфликтная среда [1], представ-

ленная обнаружителями и уклоняющимся подвижным 
объектом (УПО), перемещающимся между двумя задан-
ными точками. 

Предполагается, что местоположение обнаружите-
лей, формирующих карту угроз, известно УПО [2]. Вы-
бор маршрута уклоняющегося подвижного объекта и 
параметров движения осуществляется таким образом, 
чтобы минимизировать негативное воздействие кон-
фликтной среды, а именно повысить скрытность. УПО 
минимизирует интегральный функционал, называемый 
риском [3–4]. 

Задача в непрерывной постановке и идея её дискре-
тизации представлены в [5]. В настоящей работе про-
должается исследование задачи построения карты ло-
кально-оптимальных путей в дискретной постановке, 
исследуется функционал задачи.  

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Будем искать минимум функционала для траекторий, 

представляющих собой плоские ломаные с началом в 
точке старта и концом в точке финиша, причем скорость 
на каждом из звеньев ломаной постоянна. 

На плоскости вводится декартова система координат 
следующим образом: начало координат совпадает с точ-
кой старта, ось Oy  проходит через точки старта и фи-
ниша и направлена от точки старта к точке финиша. 
Единичный отрезок выбирается таким, чтобы ордината 
конечной точки была равна 1 . Пусть во введенной си-
стеме координат N  точек – обнаружителей iS  – имеют 
координаты  ( , ), = 1, , i ia b i N . Тогда минимизируемый 
функционал будет иметь вид:  

2

2 2
=10

v= d min
( ) ( )

T N

i
i i i

I q t
x a y b

 
 

   
 , (1) 

где T  – общее время движения, v  – скорость УПО, iq  – 
весовой коэффициент влияния обнаружителя iS , 

= 1, ,    i N . 

Часть траектории перемещения УПО схематично 
представлена на рис. 1. 

 
Рис. 1.  Путь УПО представляет собой ломаную 

Введем следующие обозначения:   

• M  – количество звеньев ломаной;  

• ( , )j j jL x y  – j -ая вершина ломаной, 1   = 1, ,  2 ,j M  ;  

• 1j jL L   – j -ое звено ломаной, = 1, 2, ,   j M ;  

• 1 1= , =j j j j j jx x x y y y      – координаты вектора 

1 =   , 1, 2,  ,j jL L j M


 ;  
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• 2 2
1= =j j j j jL L x y     – длина j -го звена ломаной, 

= 1, 2, ,   j M ; 

• v =j const  – скорость на j -м звене ломаной, 
= 1, 2, ,   j M ;  

• =
v

j
j

j

T


 – время прохождения j -го звена ломаной, 

= 1, 2, ,   j M ;  

• 2 2= = ( ) ( )ij i j j i j ir S L x a y b    – расстояние от iS  
до jL ;  

• = ( ) ( )ij j i j j i jw x a y y b x     , где 

1 = (0,0, )i j j j ijS L L L w
  
 

;  

• 1 =  = < ,  >ij i j i js S L S L 

 

1 1( )( ) ( )( )j i j i j i j ix a x a y b y b       .  

Начальные и конечные условия будут иметь вид:  

1 1

1 1

     
,

  
0, 0
0; 1.

M

M

x x
y y





  
   

 

а общее время движения 
=1

=
M

j
j

T T .  

III. ИССЛЕДОВАНИЕ 
На каждом звене ломаной движение будем считать 

равномерным, и координаты будут меняться линейно с 
течением времени:  

= = v ,
где 0; .

= = v ,

 
j j

j j j
j j j

j j
j j j

j j

x x
x x t x t

T t T
y y

y y t y t
T

 
 

       






 

По свойству аддитивности интеграла, минимизируемый 
функционал можно записать следующим образом:  

=1

2

2 2
=10

= ,  где

v
= d

M

j
j

T j N
j

j i
i j j

j i j i
j j

I I

I q t
x y

x t a y t b
T T

 
 
 

 
     

                




 

вклад в функционал при прохождении j -го звена лома-
ной. Заметим, что задача вычисления jI  сводится к за-
даче вычисления интеграла вида  

2 2
2

0

d 2,  где = v ,  = ,  =
Tj

j ij ij
j

t A B z C r
TAt Bt C  . (2) 

Выделим полный квадрат в знаменателе подынте-
гральной функции: 

2
2 2

0 0
2

d d ,  где = 4 .

2 4

T Tj jt t D B AC
At Bt C B DA t

A A

 
          

   

Подставив в D  приведенные в (2) значения , ,A B C  и 
проведя элементарные преобразования, можно получить 
следующее выражение для D :   

2
2

2

v
= 4 j

ij
j

D w


.                         (12) 

Заметим, что  

1 1 1= = sin .ij i j j j i j j j i j jw S L L L S L L L S L L  
     
 

 

Значит, условие  

1= 0 ,i j j jD S L L L 
 

  
a условие  

1< 0 .i j j jD S L L L 
 

  

Рассмотрим вычисление интеграла (2) для этих двух 
случаев отдельно. 

A. Случай < 0D . 

2
0 0

d 2 2= arctg =
T Tj jt At B

At Bt C D D
 

       

22= arctg arctgjAT B B
D D D
               

. 

Упростим полученное выражение. При этом углы 
1j i jL S L  , 1i j jS L L  , 1i j jS L L  будем считать углами 

треугольника 1i j jS L L  , т.е. каждый из углов принад-
лежит интервалу (0, ) .  

1

1

1 1

2= sin ;

2= cos ;

22 = cos ;

i j j i j j
j

i j j i j j
j

j i j j i j j
j

D S L S L L
T

B S L S L L
T

AT B S L S L L
T





 


   


     


    








 

1

1

arctg = ;
2

2
arctg = ;

2

i j j

j
i j j

B S L L
D

AT B
S L L

D









                  

 

2
arctg arctg =jAT B B

D D

   
       

 

1 (0, )j i jL S L    . 

Поэтому в случае < 0D  

=1 , 1

v
= arccos

N
j j ij

j i
i ij i jij

s
I q

r rw 

 
  
 




. (3) 
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B. Случай 0D  . 

2 2
0 0

d d= =

2

T Tj jt t
At Bt C BA t

A
    

 

   

1 1 1

0

1 1= = =
2 2 2

Tj

j
B B Bt T

A A A A A

                         
4

= =
2 4

2

j j j

jj ij

AT T T
TABT D AC sB C


 


,  

если 1 = 0j i jL S L  , то есть 1i j jS L L  . 

Замечание. Если 1 =j i jL S L  , то 1j jL L   содержит 
точку iS , то есть траектория движения УПО проходит 
через обнаружитель, такая траектория некорректна, и 
функционал исходной задачи на ней будет равен  . 

Тогда в случае 0D   при прохождении по j -му от-
резку, не содержащему ни один из обнаружителей iS , 
вклад в функционал будет равен 

=1

v
=

N
j j

j i
i ij

I q
s


. (4) 

IV. РЕЗУЛЬТАТ 
Таким образом, суммируя (3), (4), интегральный 

функционал риска (1) удаётся выразить аналитически 

=1

=1 , 1

=1

= ,  

v
arccos , если 0,

где =
v

, если 0

M

j
j

N
j j ij

i ij
i ij i jij
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через координаты вершин ломаной пути и скорости 
УПО на каждом из её звеньев для произвольного числа 
неподвижных обнаружителей, в работе приведены соот-
ветствующие математические выкладки. Выражение, 
полученное для функционала, допускает проведение 
различных исследований, в том числе в явном виде мо-
гут быть получены его производные, необходимые для 
решения задачи оптимизации. 

Отметим также, что значение функционала задачи в 
исходной непрерывной постановке в случае 1N   могло 
быть получено лишь численно. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В работе рассмотрена задача поиска путей в кон-

фликтной среде. Произведена дискретизация исходной 
непрерывной задачи, пути уклоняющегося подвижного 
объекта при этом представлены ломаными с постоянны-
ми скоростями на каждом звене. 

Для такого класса траекторий найдено аналитическое 
выражение (5) для функционала (1), позволяющее вы-
числить его точное значение для заданной траектории 
движения и получить различные оценки.  

В результате исходная бесконечномерная задача оп-
тимизации может быть сведена к серии конечномерных 
задач, которые могут решаться численно градиентными 
методами, а также могут быть исследованы на основе 
непрямых методов конечномерной оптимизации. 

Также полученные результаты могут быть использо-
ваны для решения обратной задачи расстановки обнару-
жителей с целью противодействия УПО [6-7]. 
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Аннотация—В работе рассматривается оптимизация 

межпланетного перелёта к Марсу в импульсной постанов-
ке. Сравниваются схемы перелёта с пертурбационным 
маневром у Луны и без него. Траектории представляют 
собой совокупности задач Ламберта и оптимизируются 
градиентными методами. При учёте одного притягиваю-
щего центра на каждом участке траектории схема с ма-
нёвром у Луны позволяет получить выигрыш по характе-
ристической скорости порядка 150 м/с. 

Ключевые слова—оптимизация межпланетных траек-
торий, полёт к Марсу, задача Ламберта, пертурбационный 
манёвр у Луны. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
На повестке дня России и других стран находится 

вопрос освоения дальнего космоса [1]. Известно, что при 
межпланетных перелётах пертурбационные маневры 
могут обеспечивать существенный выигрыш по достав-
ляемой к планете-цели массе. В данной работе оценива-
ется возможный выигрыш характеристической скорости 
от совершения пертурбационного маневра у Луны на 
траектории перелёта к естественному спутнику Марса 
Фобосу. Интерес к Фобосу возник давно [2], успешная 
миссия к данному небесному телу была реализована 
СССР ещё в 1980-х годах. Учёные предполагают, что на 
Фобосе может быть ближайшее к Земле реликтовое ве-
щество, осуществить миссию по доставке к Земле кото-
рого в 2020-х годах планируют независимо Российская 
Федерация и Япония. Также недавно был представлен 
проект по созданию обитаемой космической базы на 
Фобосе с целью освоения Марса [3]. Работа посвящена 
математическим вопросам оптимизации траекторной 
части миссии. 

II. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Рассматриваемая задача оптимизации перелёта кос-

мического аппарата (КА) к Фобосу с пертурбационным 
манёвром у Луны разбивается на четыре отдельных за-
дачи Ламберта. При этом итоговая траектория получает-
ся склейкой четырёх кусков: 1) перелёт КА с орбиты 
искусственного спутника Земли до Луны; 2) затем пере-
лёт от Луны до сферы действия Земли; 3) после этого 
гелиоцентрический перелёт от сферы действия Луны к 
сфере действия Марса; 4) и, наконец, перелёт от сферы 
действия Марса к Фобосу. На каждом участке учитыва-
ется притяжение только одного притягивающего центра, 

вносящего основное возмущение в движение космиче-
ского аппарата. Времена старта, финиша и пролёта всех 
промежуточных стыковочных точек, а также положение 
этих точек оптимизируется. Схема экспедиции приведе-
на на рис. 1 

Похожая схема экспедиции рассматривается в рабо-
тах Р. В. Ельникова [4], [5]. В них рассматривается зада-
ча оптимизации перелёта к Марсу с пертурбационным 
манёвром у Луны. Учитываются эфемериды, рассматри-
вается малая тяга с постоянной скоростью истечения 
реактивной струи. Однако, на разных участках полёта 
рассматриваются различные функционалы, в конечный 
момент времени КА попадает в Марс, подробно аре-
оцентрический участок не рассматривается. 

 

Рис. 1. Схема перелёта КА к Фобосу с пертурбационным манёвром у 
Луны. Здесь 1 – точка старта КА; 5 – финиша; 2, 3, 4 – точки склейки 
различных кусков траектории; 1v  – вектор гиперболического избытка 

скорости при входе в сферу действия Луны, 3v  – вектор гиперболиче-

ского избытка скорости при выходе из сферы действия Луны, 2v  – 

вектор скорости КА в перицентре пертурбационного манёвра, 1  – 
импульс в перицентре пертурбационного манёвра. 

В настоящей работе космический аппарат управляет-
ся импульсными воздействиями в момент старта, фини-
ша, а также в стыковочных точках. Минимизируется 
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сумма величин всех пяти импульсов перелёта 
0..4

i
i

  в 

точках 1–5 рис. 1. 

Пертурбационный маневр рассчитывается по мето-
дике точечных сфер действия с использованием инте-
грала энергии, при этом проверяется выполнение усло-
вия на минимально возможный радиус перицентра. Вре-
мя старта выбирается с 2020 по 2030 год. Положения 
Земли, Марса и Луны соответствует эфемеридам DE424, 
Фобоса – MAR097, промежуточная гелиоцентрическая 
система координат считается инерциальной. Полагается, 
что КА стартует с космодрома Байконур, высота началь-
ной орбиты искусственного спутника Земли (ИСЗ) со-
ставляет 200 км, её наклонение задано. В работе Фобос и 
космический аппарат представляют собой непритягива-
ющие материальные точки. 

При расчёте траектории в каждый момент времени 
учитывается притяжение только одного тела: Солнца, 
Земли или Марса. Их гравитационные поля считаются 
центральными ньютоновскими. Уравнения r v,  

3v r/ | r |   описывают изменение вектора r  коорди-
нат КА и вектора скорости v,  где   – гравитационный 
параметр притягивающего центра на текущем участке 
траектории. 

III. МЕТОД РЕШЕНИЯ 
Всего на траектории с манёвром у Луны получилось 

11 параметров оптимизации: время старта 0 ,t  моменты 
склейки частей траектории миссии, представляющих 
собой куски конических сечений, 1,t 2 ,t 3 ,t  момент фи-
ниша 4 ,t  угол 0 ,  задающий положение КА на исход-
ной орбите, угол 0  – долгота ее восходящего узла, уг-
лы 1, 1,  задающие точку пересечения КА сферы дей-
ствия Земли в геоцентрической системе координат, углы 

2 ,  2 ,  задающие точку пересечения КА сферы дей-
ствия Марса в ареоцентрической системе координат. 

Задача решается численно градиентным методом, оп-
тимизирующим перечисленные параметры. Метод стар-
тует из различных узлов сетки в 11-мерном пространстве 
возможных значений данных параметров. Каждый фик-
сированный набор параметров оптимизации формирует 
4 задачи Ламберта, которые решаются численно моди-
фицированным методом Ньютона на основе универсаль-
ного уравнения Кеплера [6]. Задачи Ламберта имеют 
решения для любого корректного набора параметров. 
Отметим, что часть траекторий в миссии является кус-
ками гипербол, а гелиоцентрический участок представ-
ляет собой кусок эллипса. Для решения задачи авторами 
был реализован программный комплекс на ЭВМ с ис-
пользованием пакета НАСА SPICE для учёта эфемерид, 
работа с ним описана в [7]. 

Импульсы 0  и 4  в точках 1, 5 рис. 1 находились 
как разницы векторов скоростей КА при движении по 
начальной геоцентрической орбите искусственного 
спутника Земли и скорости Фобоса относительно Марса 
в конечный момент времени с соответствующими векто-
рами из решения задач Ламберта при перелётах из точки 
1 в точку 2 и точки 4 в точку 5. 

Импульсы 2  и 3  в точках 3, 4 Рис. 1 находились 
как разницы векторов скоростей КА в конце 2 и 3 участ-
ка траектории с векторами скоростей КА в начале 3 и 4 
участков соответственно, полученными также из реше-
ния задач Ламберта при перелётах из точки 2 в точку 3, 3 
в 4 и 4 в 5. 

IV. МАНЁВР У ЛУНЫ 
Для нахождения импульса в точке 2 Рис. 1 сначала 

запишем интегралы энергии в сфере действия Луны. Для 
подлёта к Луне:  

2 2
2 1

1

v v
2 2

M M

P MR
 


   , (1) 

где 1v  – вектор скорости, с которым КА подлетает к 
Луне, 2v  – вектор скорости КА в перицентре пертурба-
ционного манёвра, M  – гравитационный параметр Лу-
ны, PR  – радиус перицентра при пролёте около Луны, 

1M  – радиус сферы действия Луны. 

И для отлёта: 
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   , (2) 

где 1  – вектор импульса в перицентре манёвра, совпа-
дающий по направлению с направлением скорости КА, 

3v  – итоговый вектор скорости, с которым КА отлетает 
от Луны на её сфере действия. 

Тогда из (1), можно заключить, что: 
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Из (2) в свою очередь следует: 
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Тогда из (3), (4) можно выразить величину импульса: 
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Теперь, зная из решения задач Ламберта векторы 
1 3v , v , можно по изменению направления движения КА 

при облёте Луны определить высоту перицентра манёв-
ра. Действительно, по 1v , 3v ,  используя уравне-
ние 1 3 1 3(v , v ) v v cos ,   можно найти угол поворота 
 вектора гиперболического избытка скорости на сфере 
действия Луны. И далее из соотношения: 
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можно отыскать радиус перицентра .PR  Несмотря на не-
линейность (6) относительно ,PR  левая часть этого урав-
нения является константой для текущего перелёта, а пра-
вая часть монотонно убывает с ростом ,PR  так что его 
решение не представляет вычислительных трудностей. 

Тем самым найдена формула (6), позволяющая про-
верить достаточность высоты пролёта над поверхно-
стью Луны, при расчётах на ЭВМ проверялось выпол-
нение неравенства 50P MR R   км, где MR – средний 
радиус Луны. А также получена формула (5) для нахож-
дения по PR величины импульса 1 , возникающего при 
склейке первых двух кусков траектории, который в итоге 
может быть вычислен лишь по найденным численно при 
решении задач Ламберта векторам 1v  и 3v . 

V. РЕЗУЛЬТАТЫ 
В результате численного моделирования удалось по-

строить траектории перелёта к Фобосу с пертурбацион-
ным маневром у Луны. На лучшей найденной траекто-
рии КА стартует к Марсу в 2026 году, все промежуточ-
ные импульсы в точках 2, 3, 4 склейки участков равны 
нулю, в том числе около Луны 1 0  . Величина старто-
вого импульса у Земли 0  составила 3.45 км/с, конечно-
го у Марса 4 1.95   км/с. Выигрыш по сравнению со 
схемой перелёта напрямую от Земли к Фобосу без ма-
нёвра у Луны составил 148 м/с, что позволяет оценить 
целесообразность совершения такого манёвра на траек-
тории к Марсу. 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В работе рассмотрена трёхмерная задача оптимиза-

ции межпланетного перелёта космического аппарата к 
Фобосу с учётом эфемерид. Миссия моделируется на 
основе комбинации задач Ламберта, оптимизация произ-
водится градиентным методом. Посчитан выигрыш от 
маневра у Луны, что позволяет оценить его целесообраз-
ность в экспедиции к Марсу. В качестве развития задачи 
предполагается рассмотрение на основе описанной ме-
тодики перелётов на другие орбиты искусственных 
спутников Марса, к Венере, главному поясу астероидов, 
Юпитеру. 

Так как решение задач Ламберта не представляет ни-
каких вычислительных трудностей, в данной постановке 
можно легко получить различные оценки. Полученные 
траектории могут использоваться в качестве хорошего 
начального приближения для исследования перелёта на 
основе принципа Лагранжа в более точной модели еди-
ной задачи нескольких тел, с учётом различных возму-
щающих факторов, а также в задаче с кусочно-
непрерывной тягой. 
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Аннотация—Статья посвящена разработке алгоритма 
системы управления формацией спутников, основанной на 
пассификации системы обратной связью. Рассмотрен ва-
риант закона управления с использованием дополнитель-
ных выходов системы, и показано, что добавление инте-
гральных составляющих позволяет повысить точность 
системы. Проведено моделирование для группы из 8 спут-
ников на двух PCO орбитах. 

Ключевые слова—групповое управление, спутники, си-
стема управления, пассификация, обратная связь. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время проводится много исследований с 

целью разработки новых методов и алгоритмов управле-
ния координированным движением малых космических 
аппаратов на орбите Земли. Это является актуальной 
задачей, поскольку для повышения точности зондирова-
ния, съемки поверхности Земли или дальнего космоса и 
ряда других операций на орбите требуется создание не-
кой апертуры из спутников. Однако, коммуникационные 
и вычислительные ограничения, малый энергетический 
ресурс, внешние возмущения среды усложняет задачу. 
Поэтому для их рационального решения необходимо 
также разработать оптимальную конфигурацию группы 
спутников. Помимо формирования конфигурации на 
орбите, необходимо поддерживать её в полёте.  

Цель работы – разработка и исследование децентрали-
зованного алгоритма управления движением группировки 
спутников по эллиптической орбите с учетом возмущений. 

Задача управления группировкой спутников ставится 
так, имеется спутник − лидер, который движется по эллип-
тической орбите, но с малым эксцентриситетом, т.е. орбита 
близка к круговой орбите. Необходимо создать и поддержи-
вать некую группировку спутников, которые располагаются 
в определенной формации относительно лидера и сохраня-
ют эту формацию в течение времени. В случае круговой 
орбиты лидера, наиболее эффективными, с точки зрения 
расходования топлива двигателями спутников последовате-
лей, будет проекционные круговые орбиты, поскольку такие 
орбиты являются устойчивыми решениями уравнений Хил-
ла-Клохесси-Уилтшира [1]. Тогда управление будет расхо-
доваться только на противодействие возмущениям и пари-
рование неучтенных нелинейностей в модели.  

II. РАЗРАБОТКА АЛГОРИТМА 

A.  Постановка задачи 
Для описания движения используется инерциальная 

система координат XYZ, начало которой связано с цен-
тром масс Земли.  

Радиус-вектор cr
  и истинная аномалия   служат для 

задания положения спутника-лидера на орбите. Истинная 
аномалия   представляет собой угол между направлени-
ем на перицентр орбиты и вектором положения спутни-
ка-лидера cr

 с вершиной в центре масс Земли. Далее век-
тором cr

  и углом   задается абсолютное положение 
начала подвижной неинерциальной (относительной) си-
стемы координат xyz. Подвижная система координат 
жестко связана со спутником-лидером. Ось x направлена 
по радиус-вектору cr

 , ось y лежит в плоскости орбиты и 
перпендикулярна радиус-вектору в направлении движе-
ния, ось z дополняет тройку векторов до правой. Абсо-
лютное положение спутника-последователя задается век-
тором r , а положение в относительной системе коорди-
нат – вектором  .  

Системы координат показаны на рисунке 1. 

 
Рис. 1. Системы координат 

Движение спутника-последователя вычисляется от-
носительно спутника-лидера. Основная нелинейная си-
стема уравнений относительного движения описывается 
следующими выражениями [1]: 
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где x , y  и z  – переменные состояния для описания век-
тора относительного положения   в x , y  и z  осях, со-
ответственно; ,xa  ya  и za  орбитальные возмущения, та-
кие как не сферичность Земли, сопротивление атмосферы 
и солнечный ветер. ( ) /j j j fa f d m   { , , }j x y z  , где 
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fm  обозначает массу спутника, и jf  обозначает управля-
ющий вход, приложенный к спутнику, jd  возмущения,   
гравитационный параметр. Наконец,   определена, как: 

 3/ 22 2 2( )c cr r x y z      
 , (3) 

Для синтеза контура управления удобно представить 
систему (1) в матричной форме:  

( , )t x A x x Bu , (4) 

где переменными состояния являются относительные 
положения и скорости между спутником-лидером и 
спутниками-последователями. 

Предполагается, что все состояния системы измери-
мы. Следовательно, может быть реализовано полное 
управление с обратной связью по состоянию. Чтобы 
максимально сохранить влияние нелинейности, следует 

слагаемые 2c
c

r
r

  
 

 
 из (1) преобразовать к виду, где 

можно явно выделить множитель x  [2].  
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Далее, применив разложение в отрицательный биноми-
альный ряд, получаем следующее выражение:  
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где 1 2 1 2 1
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Тогда, с учетом (6), (7) примет вид 

  2
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2
2 .3 2

2c c
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r r x x y z
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        (8) 

B. Цель управления 

В работе рассматривается следующая задача – спут-
ник-лидер свободно движется по своей траектории во-
круг Земли, а спутник-последователь движется по неко-
торой заданной траектории в относительных координа-
тах x y z  . Пусть траектория задана функциями: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

d d d

d d d d d d

d d d

x t x t x t
t y t y t t y t

z t z t z t

     
            
          

x x t x


 





 


. (9) 

Введем вектор ошибки:  

.de x x  (10) 

Целью управления является минимизация сигнала 
ошибки: 

0e  при t  , (11) 

где   соответствует стандартной 2L -норме.  

C. Разработка закона управления на основе метода 
пассификации 
Введем новые переменные: 

0

( )
t

xxe e d    , 
0

( )
t

yye e d    , 
0

( )
t

zze e d     (12) 

Введем в рассмотрение дополнительные выходы си-
стемы (1): 

T

10 11 x 20 21 y 30 31 zx x y y z zy e e e e e e e e e          
            

(13) 

где 10 20 30 11 21 31, , , , ,       – известные положительные 
числа. 

Теперь система (1) примет следующий общий вид: 

 e A e, t e Bu, y Ce   . (14) 
где матрицы имеют следующий вид: 
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Для выделения нуль-динамики были найдены посто-
янные матрицы 9 6M   и 6 9N   , которые удовле-
творяют соотношениям [3]: 

, , .   3 6 6 3 6CM 0 NB 0 NM I  (17) 

Уравнение нуль-динамики имеет следующий вид: 

( ) ,ηη η  3A e   (20) 
 

 

(18) 

где 6 6( )η
A e   и вычисляется по формуле: 

( ) ( , )η N t MA e A e  (19) 

Матрицы 9 6M   и 6 9N   , удовлетворяющие 
условиям (17), имеют вид: 
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Тогда по формуле (19) получаем:  
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Учитывая, что коэффициенты 1 2 3, ,α α α  положитель-
ные, можно утверждать, что система (18) равномерно 
асимптотически устойчивая. Отсюда сразу следует вы-
вод [4, 5], что система (14) строго минимально-фазовая. 

Результат произведения матриц CB : 

1 0 0
1 0 1 0

0 0 1

_

f

.
m

 
   
  

CB  (23) 

И в таком случае, из [3] следует, что существует та-
кая постоянная матрица коэффициентов обратной связи 
K  по выходам ,y  которая делает систему (14) асимпто-
тически устойчивой и достигается цель управления (11). 
Выходы (13) пассифицируют систему (14) [5], поскольку 
нуль-динамика системы равномерно асимптотически 
устойчива. 

Закон управления имеет форму: 

( ) ( ).t t u Ky  (24) 

D. Закон управления формацией спутников на основе 
алгоритма консенсуса 
Полученный закон управления применяется отдельно 

к каждому спутнику группировки и не использует ин-
формацию о взаимном положении спутников в форма-
ции. Для повышения точности позиционирования фор-
мации можно применить мультиагентное управление на 
основе алгоритма(протокола) консенсуса [6]. 

В этом случае связь между спутниками можно описать 
с помощью теории графов. Для этого задается матрица 
смежности ,n n

ija        где 0, 1,ii ija a   если есть 
связь между i и j спутниками, и 0 в противном случае. 

Мультиагентный закон управления формацией спут-
ников (Passive-Integral-Consensus-Based Law) выглядит 
следующим образом [7]. Матрицу коэффициентов пред-
ставляем в следующем виде     T

x y zk k kK , где 
1 3  x y zk k k  , и вектор     y  T

x y zy yy , получаем: 
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(25) 

где xiu  – закон управления для i-го агента, N  – число 
агентов в формации, 1,...,i N  – номера агентов.  

III. МОДЕЛИРОВАНИЕ 
Для подтверждения работоспособности разработанных 

алгоритмов управления было проведено моделирование в 
пакете MATLAB/Simulink. Рассмотрена система (1), (2) и 
закон управления (25). Была смоделирована ситуация:  
8 спутников на двух PCO орбитах [1]. Орбита спутника 
лидера одинакова для всех расчетов: 10fm   кг; 

398.600e   км3 с-2; радиус перигея 6971pR   км; экс-
центриситет 0.2e  , 0, i M      рад/с. Была при-
нята следующая модель возмущений [8]: 

3

1 1.5sin( )
1.2 10 0.5sin(2 ) ,

sin( )

x

y

z

d nt
d nt
d nt



   
       
      

 (26) 

где n  – средняя угловая скорость лидера. Для модели-
рования заданы радиусы dpcr  PCO-орбит 1000 м, 2000 м: 
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 (27) 

На первой и второй PCO-орбите располагаются по 4 
спутника. Фазовый сдвиг   между малыми космиче-
скими аппаратами, расположенными на первой орбите  

2
 , а второй четверки, относительно первой 

4
 . 

Коэффициенты для закона управления:  

10 20 30 11 21 31.000001, .005,0 0α α α α α α     

      0= 15 1 1 , = 1 15 1 , 1 1 15 , 15.5.x y z  k k k  

Критерием является точность позиционирования по-
сле двух витков вокруг Земли.  

Результаты моделирования полета группы из 8 спут-
ников представлены на рисунках 2-3. 

 
Рис. 2. Passive-Integral-Consensus-Based Law. 3D  

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В статье предложен закон управления, позволяющий 

построить и поддерживать формацию спутников, осно-
ванный на использовании метода пассификации (Passive-
Integral-Consensus-Based Law). Было проведено математи-
ческое и компьютерное моделирование полученного ал-
горитма для 8 спутников на двух проекционных орбитах.  

Полученные результаты показали хорошую работо-
способность предложенного закона управления форми-
рованием спутников. Показано, что предложенный закон 

управления группой обладает устойчивостью к различ-
ным возмущениям. 

 
Рис. 3. Passive-Integral- Consensus-Based Law. YZ-плоскость 
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Аннотация—Настоящая работа посвящена проблеме 
управления полетом беспилотного летательного аппарата 
(БПЛА) переменной массы. Рассматривается нелинейная 
модель БПЛА с точечной массой, которая для решения 
поставленной задачи линеаризуется обратной связью. В 
результате преобразования получается линейная модель, 
содержащая неизвестное значение массы БПЛА. Закон 
управления получен в виде «простого адаптивного управ-
ления» (англ. "simple adaptive control" (SAC)). Алгоритм 
управления распространен на задачу децентрализованного 
управления формацией БПЛА на основе протокола кон-
сенсуса.  

Ключевые слова—БПЛА, децентрализованное управле-
ние, адаптивное управление, эталонная модель. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Одной из серьезных трудностей, возникающих при 

синтезе управления беспилотного летательного аппара-
та (БПЛА), является неопределенность некоторых пара-
метров. Одним из подходов к решению возникающей 
проблемы может быть использование адаптивных зако-
нов управления.  

Первые попытки реализации адаптивного управле-
ния, в том числе применительно к летательным аппара-
там, были совершены в 60-х годах прошлого века [1, 2]. 
В этих работах впервые вводится ставший классическим 
метод адаптивного управления с эталонной моделью 
(англ. "model reference adaptive control" (MRAC)). Суще-
ственный недостаток подхода – эталонная модель (ЭМ) 
и объект управления (ОУ) с выбранным контуром 
управления должны удовлетворять условиям согласо-
ванности [3]. Особо значительна эта проблема для ОУ 
высокого порядка. 

Альтернативный подход к реализации адаптивного 
управления – «простое адаптивное управление» (англ. 
"simple adaptive control" (SAC)) [4-6].  

Метод SAC, как и MRAC, относится к алгоритмам 
адаптивного управления с ЭМ, однако ЭМ при реализа-
ции метода SAC не обязана подробно воспроизводить 
структуру ОУ. В общем случае ЭМ для реализации ме-
тода SAC должна отражать только преобразование за-
данного сигнала на входе в желаемый выходной сигнал, 
т.е. генерировать желаемую траекторию системы. Для 
реализации алгоритма требуется, чтобы ОУ был строго 
минимально-фазовым [3]. Применение метода SAC спо-
собно компенсировать неопределенность параметров ОУ. 

Цель настоящей работы – разработать алгоритм 
адаптивного управления полетом БПЛА переменной 
массы методом SAC для решения задачи движения 
вдоль заданной траектории, а также показать примени-

мость предложенного подхода для управления форма-
цией БПЛА. 

II. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 

A. Динамика движения БПЛА с точечной массой 
В настоящей работе рассматривается математическая 

модель, описывающая динамику движения БПЛА с то-
чечной массой [7-9]: 



cos( ) cos( ),

cos( )sin( ),

sin( ),

sin( ),

sin( )
,

cos( )

cos( ) cos( ) ,

g

g

g

thrust drag
g

lift

g

lift

g g

x V
y V

h V
F F

V g
m

F
V m
F g

V m V

 

 










 


 
 
 
  


 


  












 

где , ,x y h  – координаты БПЛА,   – угол наклона траек-
тории,   – угол курса,   – угол крена, gV  – скорость 

относительно Земли, thrustF  – сила тяги, 21
2lift a g LF V SC  – 

подъемная сила, 21
2drag a g DF V SC  – сила лобового со-

противления, a  – плотность воздуха, m  – масса, g  – 
ускорение свободного падения, S  – площадь крыла 
БПЛА, LC  – коэффициент подъемной силы, 

0

2
D D c LC C k C   – коэффициент силы лобового сопро-

тивления, 
0DC  – коэффициент сопротивления воздуха 

при нулевой подъемной силе; ck  – коэффициент инду-
цированного сопротивления. Сигналы управления: 
 Tthrust LF C  . 

B. Линеаризованная математическая модель 
В работе [10] была предложена эквивалентная ли-

нейная модель, учитывающая изменение массы БПЛА: 

 1 2 3
1 1 1, , .x v y v h v g
m m m
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где 1 2 3, ,v v v  – виртуальные управления, которые мо-
гут быть однозначно пересчитаны в реальные управле-
ния. Строгое обоснование применения данного подхода 
следует из теории плоских систем [11]. Можно показать, 
что выходы      , ,x t y t h t  системы (2) являются 
плоскими и переменные , ,gV    могут быть выраже-
ны через , ,x y h  и их производные, а также через 
сигналы управления.  

Если учесть, что 21
2lift a g LF V SC , то можно принять 

в системе (1) реальные сигналы управления в виде 

 Tthrust liftu F F  , где liftF  используется вместо LC . 
Тогда пересчет виртуальных управлений в реальные де-
лается по следующим формулам [10]: 
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Допустимая область применения преобразований (3) 
в фазовом пространстве уравнений БПЛА (1) задается 
неравенствами: 0, 2 , 2.gV       Отметим, 
что выражения (3) не включают массу БПЛА. 

III. АДАПТИВНОЕ УПРАВЛЕНИЕ 
Полученная выше линеаризованная система ОУ (2) 

содержит массу БПЛА, которая в общем случае не явля-
ется постоянной. Для того, чтобы компенсировать не-
определенность данного параметра (в предположении, 
что он никак не измеряется), предлагается использовать 
метод SAC. Примем в качестве выходных сигналов ОУ: 

 1 1 2 2 3 3, , ,y x x y y y y h h           

где 1 2 3, ,    – положительные константы. В [10,12] 
показано, что выходы (4) делают систему (2) пассивной. 

Общий вид ОУ: 

 ( ) ( ) ( ), ( ) ( )t t t t t  X AX BU Y CX  

где    
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вектор состояния, вектор выходных сигналов и век-
тор управления, соответственно, , ,A B C  – матрицы 
соответствующих размерностей.  

Эталонная модель: 

 ( ) ( ) ( ), ( ) ( )t t t t t  m m m m m m m mX A X B U Y C X  

где 
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вектор состояния ЭМ, вектор выходных сигналов и век-
тор управления, соответственно, , ,m m mA B C  – мат-
рицы соответствующих размерностей в виде: 
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где ,n   – параметры эталонной модели, 2×20  – нуле-
вая матрица размерности 2х2. 

Для оценки того, насколько поведение ОУ соответ-
ствует реакции ЭМ, вводится в рассмотрение отклонение 
ОУ от ЭМ: 3- . y mE Y Y   Это отклонение использует-
ся при формировании адаптивного управления, которое 
в стандартном виде выглядит следующим образом [3]: 

 ( ) ( ) ( )t t t  e y x m u mU K E K X K U  

где 3 3( )t eK   – матрица коэффициентов управления, 
стабилизирующих систему, 3 6( )t xK   и 3 3( )t uK   –
матрицы коэффициентов управления, которые способ-
ствуют поддержанию устойчивости системы и сведению 
ошибки слежения на выходе к нулю. Уравнения адап-
тивного регулятора: 
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где 3 3 ,eΓ  6 6 ,xΓ  3 3uΓ   – постоянные матрицы 
коэффициентов, характеризующие скорость адаптации. 

IV. АДАПТИВНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ГРУППОЙ БПЛА 

A. Базовая информация про алгоритм консенсуса 
Граф G  можно представить как некую пару 

 ,V E , где 1, 2,...,V n  – множество узлов графа, а 
E V V   – набор его ребер. Причем каждое ребро пока-
зывает, как между собой связана пара различных узлов. 
Например, ребро  ,i j  может показывать способность 
узла j  получать информацию от узла i . Пусть граф G  

содержит n  узлов. Матрица смежности N N
i jA a       

определяется как: 0,i ia  1,i ja   если  , ,i jv v E  
иначе 0.i ja    

Пусть i   содержит информацию о положении i -
го агента. Для агентов с динамикой первого порядка 
фундаментальный алгоритм консенсуса [13]:  

381



,i iu   0
1

,
n

i ij i j
j

u a  


  0 0   – постоянная вели-

чина. 

Консенсус достигается асимптотически среди всех 
агентов, если для любых (0)i  верно, что 

( ) ( ) 0,i jt t    для всех i j  при .t   

B. Адаптивное управление формацией БПЛА на основе 
протокола консенсуса 
Расширенный алгоритм управления для i -го агента с 

дополнительными сигналами управления [13]: 
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где 1 2 3, ,ai ai aiv v v  – адаптивные составляющие управ-
ления, вычисляемые по формуле (9), 

0, 0, 0, 0, 0, 0xc yc hc x y hk k k          – 
параметры алгоритма консенсуса, ija  – коэффициенты 
матрицы смежности. 

Управление (10) позволяет применить метод SAC для 
реализации движения формации БПЛА с неопределен-
ными массами вдоль заданной траектории. 

V. МОДЕЛИРОВАНИЕ 
Было произведено компьютерное моделирование в 

системе Matlab/Simulink различных сценариев работы 
полученного алгоритма адаптивного управления. 

A. Общие данные для рассмотренных сценариев  
В качестве желаемой была рассмотрена траектория 

движения по окружности постоянного радиуса 250 м на 
высоте 100 м: 

   1 2 3( ) 250cos 0.2 , ( ) 250sin 0.2 , ( ) 100.
m m m

v t t v t t v t    

Номинальные параметры БПЛА: 500 кгm   – номи-
нальная масса; 27.98 мS   – площадь поверхности кры-
льев; 31.225 кг мa   – плотность воздуха; 

0
0.02DC   – 

коэффициент сопротивления воздуха при нулевой подъ-
емной силе; 0.1ck   – коэффициент индуцированного 
сопротивления. 

Постоянные параметры выходных сигналов (4) были 
заданы: 2.5x y h     , а параметры эталонной мо-
дели: 2.5, 0.7.n    Сила тяги ограничивалась сни-
зу величиной: 50 Н.  

B. Управление одиночным БПЛА 
В качестве начальных параметров моделирования 

были использованы следующие величины. Начальные 

значения координат: 0 175 м,x  0 10 м,y  0 95 м.h   
Начальное значение скорости: 0 50 м/с.V  Начальная 
ориентация в пространстве: 0 0 рад,  0 2 рад.   

Начальное значение массы БПЛА 500 кг,m далее 
масса меняется со скоростью -0.5 кг/с. В момент времени 

200 сt   происходит скачкообразная потеря 50-ти кг 
массы. 

Матрицы коэффициентов алгоритма адаптации: 

 diag 0.025 0.025 0.025 , 0.1 , e u eΓ Γ Γ  

 diag 0.0025 0.0025 0.0025 0.0025 0.0025 0.0025 .xΓ   

Полученные по результатам моделирования отклоне-
ния траекторий ОУ от ЭМ приведены на рисунке 1. 

 
Рис. 1. Отклонения траекторий ОУ от ЭМ 

C. Управление формацией  БПЛА 
Было произведено моделирование полета формации, 

состоящей из четырех БПЛА с неопределенными массами. 
Желаемая траектория аналогична траектории, рассмотрен-
ной выше. Строй в форме ромба со стороной 15 м выдер-
живался в течение всего времени моделирования.   

Постоянные матрицы коэффициентов, характеризу-
ющие скорость адаптации, были взяты такими же, как 
при моделировании полета одиночного БПЛА. Были 
установлены параметры протокола консенсуса: 

850,xc yc hck k k    700.x y h      Матрица смеж-
ности: 

0 0 1 1
1 0 0 1

.
1 1 0 0
0 1 0 0

A

 
 
 
 
 
 

 

Общие начальные условия для всех БПЛА группы. 
Начальные значения скоростей: 0 50 м/с.V  Начальная 
ориентация в пространстве: 0 0 рад,  0 2 рад.   

Остальные начальные параметры моделирования: 
1 500кг,m   01 155 м,x   01 10 м,y   01 95 м,h   

2 450 кг,m   0 2 175 м,x   0 2 30 м,y   0 2 95 м,h   
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3 550 кг,m   0 3 175 м,x   0 3 10 м,y    0 3 95 м,h   

4 500кг,m   0 4 195 м,x   0 4 10 м ,y   0 4 95 м.h   

Массы агентов меняются линейно со скоростями:  
-0.5 кг/с, -0.35 кг/с, -0.6 кг/с и -0.5 кг/с, соответственно. 

Полученные по результатам моделирования отклоне-
ния траекторий всех четырех ОУ от ЭМ приведены на 
рисунке 2. 

 
Рис. 2. Отклонения траекторий ОУ от ЭМ 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В настоящей работе разработан алгоритм адаптивно-

го управления полетом БПЛА переменной массы вдоль 
заданной траектории. Полученные адаптивные алгорит-
мы были также использованы для решения задачи де-
централизованного управления формацией БПЛА с не-
известными массами на основе алгоритма консенсуса. 
Компьютерное моделирование полученных алгоритмов 
как для одиночного БПЛА, так и для группы показало 
хорошую работоспособность предложенного подхода в 
условиях переменной массы БПЛА.  
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Аннотация—Публикация посвящена изложению ос-

нов фундаментальной теории «обобщенного» маятника 
Фуко, реализованного на основе принципиально новых 
модифицированных дифференциальных уравнений Ван-
дер-Поля. Классические уравнения, описывающие авто-
колебания в квазилинейном одномерном осцилляторе, 
обобщаются на случай, когда порождающий изотропный 
осциллятор имеет произвольное число степеней свободы. 
Конкретно рассмотрены одномерный, двумерный (плос-
кий) и трехмерный (пространственный) случаи. В отли-
чие от классической задачи, в которой стабилизирова-
лась заданная амплитуда колебаний, в общем случае 
можно стабилизировать не только энергию колебаний, но 
и площадь плоской эллиптической траектории, ее ориен-
тацию в пространстве и прецессию. Указаны перспек-
тивные технические приложения новых  математических 
моделей инерциальных датчиков. 

Ключевые слова—осциллятор Ван-дер-Поля, классиче-
ский маятник Фуко, «обобщенный» маятник Фуко, полу-
сферический кварцевый резонатор (2-D волновой твердо-
тельный гироскоп), сферический кварцевый резонатор (3-
D сферический резонансный гироскоп СРГ/SRG). 

I. ОДНОМЕРНЫЙ ОСЦИЛЛЯТОР ВАН-ДЕР-ПОЛЯ 
Рассмотрим уравнение Ван-дер-Поля в классиче-

ской форме, приведенной, например, в публикации [1]  

ݍ̈ + ݍ = μ(1 − μ				,ݍ̇(ଶݍ > 0                (1.1) 

здесь – μ малый параметр, который определяет бли-
зость рассматриваемой системы к линейной консерва-
тивной. Это позволяет решать уравнение (1.1), как это 
часто и делают, методом осреднения. Для целей даль-
нейшего изложения нам удобно интерпретировать 
дифференциальное уравнение (1.1), как уравнение ли-
нейного пружинного осциллятора в одномерном про-
странстве (рис. 1) с наложенной на него обратной свя-
зью формализованной нелинейной правой частью 
уравнения (1.1).  

 
Рис. 1 

В публикации [1] приведено решение этого уравне-
ния, в частности, показано, что уравнение имеет два 
стационарных решения: неустойчивое q = 0, и асимп-
тотически устойчивое: 

ݍ = ݐ)ݏ2ܿ −  )                            (1.2)ݐ

 . – произвольная постояннаяݐ

Единственной причиной введения обратной связи в 
одномерном случае является стремление обеспечить 
периодический процесс, несмотря на неизбежное при-
сутствие в реальных системах диссипативных сил. От-
метим, что классический вид обратной связи 

μ(1 −  (1.3)                           ݍ̇(ଶݍ

выбранный Ван-дер-Полем и используемый в различ-
ных последующих известных работах, по нелинейным 
методам, где это уравнение используется в качестве 
примера, для технических приложений не является 
лучшим.  

Вместо него следовало бы дополнить уравнение 
обратной связи (1.3) квадратом производной рассмат-
риваемой переменной 

μ(1 − ଶݍ − ̇,ݍ(ଶݍ̇                               (1.4) 

Действительно, при μ = 0 уравнение (1.1) имеет 
первый интеграл ݍଶ + ଶݍ̇ =  ,и, следовательно	ݐݏ݊ܿ
при μ0 он меняется явно медленно в отличие от пе-
ременной ݍଶ, являющейся во всех случаях быстро ме-
няющейся. Это не только упрощает решение (1.1), но и 
улучшает само качество управления. Покажем это. 
Введем новую зависимую переменную	 = ̇,ݍ  тогда от 
одного нелинейного дифференциального уравнения 
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второго порядка (1.1) перейдем к системе из двух 
дифференциальных уравнений первого порядка вида 

ݍ̇ = p,  ̇ = ݍ− + 1)ߤ − ଶݍ −  (1.5)          (ଶ

При величине параметра μ = 0  решение системы 
уравнений (1.5) есть 

ݍ = 				,()ݏܿݎ = 			,()݊݅ݏݎ− = (ݐ −  )    (1.6)ݐ

Используя это решение для перехода к новым пе-
ременным (ݍ,  найдем ,(,ݎ)	(

μ (1=ݎ̇ − ,ଶ()݊݅ݏݎ(ଶݎ ̇ = 1                    (1.7) 

Получили систему с одной медленной переменной – 
r и одной быстрой –	. Осреднение по быстрой пере-
менной дает выражение ̇ݎ = (1 − ݎ(ଶݎ 2⁄ ,	 откуда 
непосредственно следуют два стационарных решения: 
 асимптотически) 1 = ݎ (и 2 (неустойчивое) 0 = ݎ (1
устойчивое).  

Известны многочисленные технические приложе-
ния математической модели одномерного осциллятора 
Ван-дер-Поля (1.1), в частности, так может быть опи-
сана модель лампового генератора (правда, переменная 
-в этом случае не является пространственной пере ݍ
менной и играет роль анодного напряжения в элек-
тронной лампе). Применительно к механике гироско-
пических систем и их базовых инерциальных датчиков 
рассмотрим: однокомпонентный кварцевый маятнико-
вый акселерометр (КМА), который имеют одну ось 
чувствительности.  

Такие акселерометры измеряют проекцию составля-
ющей кажущегося ускорения (ускорения от всех актив-
ных сил). Движение чувствительного элемента (ЧЭ) 
маятникового акселерометра в отсутствие ускорения от 
активных сил представляет собой свободные затухаю-
щие колебания, которые описываются дифференциаль-
ным уравнением второго порядка известного вида 

ݔ̈݉ + ݔ݇ =  (1.8)                                  ݔ̇ݓ−

где: ݔ = -перемещение кварцевого маятника ак –	(ݐ)ݔ
селерометра (ЧЭ) от положения равновесия. Уравнение 
(1.8) является однородным линейным дифференциаль-
ным уравнением второго порядка. Отметим наличие в 
уравнении (1.8) члена, пропорционального первой 
производной перемещения (скорости такого переме-
щения), который соответствует сопротивлению среды 
(трению). Введем следующие известные обозначения: 
ଶ=݇ ݉⁄ , где ଶ − собственная (циклическая) частота 
незатухающих колебаний маятника (осциллятора). 
Кроме того, положим ݓ ݉⁄ = 2, где коэффициент 
демпфирования 0. В принятых здесь условных обо-
значениях исходное уравнение (1.8) запишется в сле-
дующем виде 

ݔ̈ + 2̇ݔ + ଶݔ = 0																																	(1.9) 

Введем в правую часть уравнения (1.9) измеряемое 
ускорение ܽ от активных сил и компенсирующее воз-
действие силового магнитного привода, тогда (1.9) 
перепишем так 

ଵܶ
ଶ̈ݔ + 2̇ݔ + ݔ = ଵܶ

ଶܽ(ݐ) − ௨ܨ ܿ⁄                (1.10) 

где: Tଵଶ=݉ ݇⁄  – постоянная времени;  – коэффициент 
демпфирования; ܽ = a(ݐ) – действующее ускорение от 
всех активных сил; m – масса чувствительного элемен-

та; ݇ – коэффициент жесткости подвеса; ܨ௨=F(ݔ, –	(ݔ̇
компенсирующая сила электромагнитного силового 
привода, описываемая нелинейной функцией. В усло-
виях действия активных сил уравнение одномерного 
осциллятора (1.10) достаточно достоверно описывает 
измерительную систему маятникового акселерометра, 
которую можно представить нелинейным дифферен-
циальным уравнением второго порядка вида: 

ݔ̈ + 2̇ݔ +ଶݔ =  (1.11)                    (ݐ)ܽ

 – круговая (циклическая) частота собственных коле-
баний ЧЭ одноосевого МКА (ଶ = ݇ ݉⁄ );  - коэффи-
циент демпфирования ЧЭ одноосевого МКА; ݔ – пере-
мещение маятника акселерометра; 	ܽ(ݐ) – проекция 
вектора измеряемого ускорения на ось чувствительно-
сти МКА. Следует рассматривать уравнение одномер-
ного осциллятора вида (1.11) в следующей размерной 
форме [3]: 

ݔ̈ +ଶݔ = (ݔ −  (1.12)                 ݔ̇(|ݔ|

В отличие от обычной записи уравнения Ван-дер-
Поля вида (1.1) обратная связь здесь выбрана в более 
общем виде. Найдем такое значение коэффициента 
k(0,1.2..,) чтобы стационарное, асимптотически 
устойчивое решение уравнения (1.12) отвечало макси-
мальному по модулю отрицательному показателю Ля-
пунова.  

В публикации [3] показано, что этот максимум до-
стигается при k=3. Таким образом, доказано, что урав-
нение (1.12) управляемого осциллятора Ван-дер-Поля с 
максимальным эффектом управления по амплитуде 
имеет вид: ̈ݔ + ଶݔ = (ݔଷ −   ݔ̇(ଷ|ݔ|

A. Одномерный осциллятор Ван-дер-Поля с 
управлением по энергии колебаний 
Вместо традиционной формы обратной связи вида 

(1.3) по амплитуде колебаний в приведенной выше 
системе (1.12) рассмотрим обратную связь с управле-
нием по энергии колебаний [3]: 

ݔ̈ +ଶݔ = 2(ܧ −  (1.13)                    ݔ̇(ܧ
ܧ = ଵ

ଶ
ଶݔ̇݉) + (ଶݔܿ = 

ଶ
ଶݔ̇) +ݔଶ)             (1.14) 

или, в нормальной форме Коши 

ݔ̇ =  ݕ
ݕ̇ = −ଶݔ+݉((ݕଶ +ଶݔଶ) − ଶݕ) + ଶݔଶ))(1.15) ݕ 

Выполним в системе уравнений (1.15) замену пере-
менных (ݔ, ݔ :(,ݎ)	(ݕ = ݕ				,()ݏܿݎ =  ()݊݅ݏݎ

ݎ̇ = ଶାଵ(ݎଶ −  ଶ()                  (1.16)݊݅ݏݎ(ଶݎ
̇ = −+ ଶାଵ(ݎଶ −  (1.17) ()ݏܿ()݊݅ݏ(ଶݎ

После осреднения системы уравнений (1.16) и 
(1.17) по быстрой фазе  имеем: 

ݎ̇ = ଶ(ݎ − ̇  ,ݎ(ݎ = −             (1.18) 

Стационарное решение системы (1.18) имеет вид  
ݎ = ݎ ,  = −ݐ + , или, в исходных переменных  

ݔ = ݎ ݐ൫ݏܿ − ൯. 

Для исследования устойчивости этого решения за-
пишем уравнение в вариациях для первого уравнения 
выше полученной системы уравнений (1.18): 
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̇ݎ = ݊ଶ(ݎ)(1.19)                          ݎ 

Устойчивость дифференциального уравнения (1.19) 
имеет место при	коэффициенте	обратной	связи	0. 

Модуль показателя Ляпунова  = ݊||ଶ(ݎ)	мо-
нотонно возрастает при увеличении показателя степе-
ни n, что говорит о том, что управление одномерным 
осциллятором с обратной связью по энергии колеба-
ний ܧ является существенно более эффективным, чем 
управление с известной обратной связью по амплитуде 
колебаний.  

Под эффективностью управления понимается вы-
бор таких законов формирования обратных связей, 
которые обеспечивают наискорейший выход одномер-
ного осциллятора на стационарный режим функциони-
рования.  

II. ДВУМЕРНЫЙ ОСЦИЛЛЯТОР ВАН-ДЕР-ПОЛЯ С 
УПРАВЛЕНИЕМ ПО ЭНЕРГИИ КОЛЕБАНИЙ  

Уравнения двумерного управляемого осциллятора 
Ван-дер-Поля получены в [2] в виде: 

ଵ̈ݍ + ଵݍ = ܳଵ = ܧ)݀− − 1 2⁄ ଵ̇ݍ( − ଶݍܭ − ̇ݍଶ 
ଶ̈ݍ + ଶݍ = ܳଶ = ܧ)݀− − 1 2⁄ ଶ̇ݍ( + ଵݍܭ + ̇ݍଵ     (2.1) 

ܧ = 1 2⁄ ଵଶݍ) + ଵଶݍ + ଵଶݍ + ,(ଵଶݍ ܭ = ଶ̇ݍଵݍ −  ଶݍଵ̇ݍ

Такой осциллятор в свободном режиме (݀ =  =  =0) 
описывает эллиптическую траекторию (см.рис.2) в 
плоскости (ݍଵ, -ଶ) с произвольными главными полуݍ
осями и с произвольным наклоном большой полуоси к 
оси абсцисс ݍଵ. Также, как и в одномерном случае, об-
ратная связь должна фиксировать значение удвоенной 
полной энергии колебаний. В отличие от классическо-
го одномерного осциллятора Ван-дер-Поля (1.1), в ко-
тором посредством специальной обратной связи под-
держивается постоянной амплитуда колебаний, в дву-
мерном случае в соответствии с уравнениями (2.1) 
можно стабилизировать полную энергию колебаний 
(коэффициент обратной связи d), площадь эллипса 
(квадратура с коэффициентом обратной связи p), его 
наклон к оси абсцисс и прецессию (коэффициент ). 
Задачи управления в двумерной системе (2.1) гораздо 
содержательнее, чем в одномерной системе (1.1). Об-
щее решение системы (2.1) при равных нулю правых 
частях определяет известное уравнение эллиптической 
траектории в параметрической форме [2]: 

ଵݍ = ݐݏଵܿݔ + ,ݐ݊݅ݏଷݔ ଶݍ = ݐݏଶܿݔ +  (2.2)          ݐ݊݅ݏସݔ

 
Рис. 2 

Скорость движения по этой эллиптической траек-
тории: 

ଵ̇ݍ = ݐ݊݅ݏଵݔ− + ,ݐݏଷܿݔ ଶ̇ݍ = ݐ݊݅ݏଶݔ− +  (2.3)     ݐସcosݔ

Произвольные постоянные (ݔଵ,	ݔଶ,	ݔଷ,	ݔସ) в выра-
жениях (2.2) и (2.3) в дальнейшем будут рассматри-
ваться как медленно меняющиеся фазовые перемен-
ные, в том случае, когда правые части не равны нулю и 
малы в сравнении с восстанавливающей силой самого 
осциллятора. Два первых интеграла системы (2.1) в 
случае ܳ = 0 представляют собой полную энергию 
колебаний [2,3]: 

ܧ					 = 1 2⁄ ଵଶݍ) + ଶଶݍ + ଵଶݍ̇ + (ଶଶݍ̇ = 
1 2⁄ ଵଶݔ) + ଶଶݔ + ଷଶݔ + (ସଶݔ = 1 2⁄  (2.4)							 ଶݔ

и момент количества движения (кинетический момент): 

ܭ       = ଶ̇ݍଵݍ − ଶݍଵ̇ݍ = ସݔଵݔ −  ଷ              (2.5)ݔଶݔ

Площадь эллипса (квадратура) [2]: 

																݇ݎ = 1 2⁄ ර(ݍଵ݀ݍଶ − (ଶݍଶ݀ݍ = 

= 1 2⁄ ∫ ଶݍଵݍ)
ଶ
 − ݐ݀(ଶݍଵݍ = 	ܭ												(2.6) 

где ݎ– большая полуось эллипса, ݇ – малая полуось. 

Используя формулы (2.2) и (2.3) в качестве замены 
переменных (ݍଵ, ,ଶݍ ,ଵݍ̇  в уравнениях (ସݔ,ଷݔ,ଶݔ,ଵݔ)→(ଶݍ̇
(2.1), получим, после осреднения по времени, новые 
уравнения в фазовых переменных 

ݔ̇                  = −݀ܵ݁ଶ − ଷ݁ܭ − ݁ଵ                   (2.7) 
               ܵ = ଶݔ) − 1) 2⁄ ܭ, = ସݔଵݔ −  ଶxଷ     (2.8)ݔ

Модель двумерного модифицированного осцилля-
тора Ван-дер-Поля (2.1) используется обычно для изу-
чения работы волнового твердотельного гироскопа 
(кварцевого полусферического резонатора). В таком 
осцилляторе вместо известной классической обратной 
связи (см. (1.1)) также будем пользоваться модифици-
рованной обратной связью. В плоскости координат 
,ଵݍ)  колеблющейся точки свободный двумерный	)	ଶݍ
осциллятор (μ = 0) описывает известную эллиптиче-
скую траекторию в соответствие с уравнениями:  

ݍ̈ + ݍ = μ(1 − ଶݍ − ̇,ݍ(ଶݍ̇ ݍ		 = ,ଵݍ)  ଶ)்           (2.9)ݍ

Так же как и в одномерном случае, обратная связь 
должна фиксировать значение удвоенной полной энер-
гии колебаний. Поэтому задачи управления в новой 
модифицированной системе (2.9) гораздо содержа-
тельнее, чем в известной классической одномерной 
системе Ван-дер-Поля вида (1.1). В предлагаемой си-
стеме помимо управления амплитудой плоских коле-
баний можно эффективно управлять площадью описы-
ваемого эллипса, отношением его полуосей и накло-
ном большой полуоси к горизонтальной оси коорди-
нат. В публикациях [2,4] для системы уравнений (2.1) 
приведен базис инфинитезимальных эволюций ее фа-
зового состояния в окрестности нулевой квадратуры ܭ, 
соответствующей прямолинейным колебаниям в плос-
кости исходных координат (ݍଵ,   .(ଶݍ

Рассмотрим подробнее базис инфинитезимальных 
эволюций ее фазового состояния в окрестности нуле-
вой квадратуры ܭ. В четырехмерном пространстве 
ݔ ∈ ܴସ рассматриваемое многообразие ܭ = 0 пред-
ставляет собой трехмерный конус. Если в двумерном 
осцилляторе (2.1) в случае Q=0, то материальная точка 
x(t) в фазовом пространстве ݔ = -движет (ସݔ,ଷݔ,ଶݔ,ଵݔ)
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ся. В конфигурационном пространстве ݍ ,ଵݍ)= -ଶ) этоݍ
му движению соответствует эволюция начальной (не-
возмущенной) траектории, эллипса, или отрезка пря-
мой. Будем отталкиваться от начальной траектории в 
виде отрезка прямой, поскольку в реальных техниче-
ских приложениях современной гироскопии чаще все-
го это и требуется.  

При этом имеется четыре типа простейших эволюций: 

а) прецессия формы колебаний − вращение отрез-
ка прямой в плоскости ݍ ,ଵݍ)= -ଶ), когда сущеݍ
ствует такая вращающаяся система координат, в 
плоскости ݍ ,ଵݍ)=  ଶ), в которой этот отрезокݍ
неподвижен; 

б) изменение амплитуды колебаний, когда меняет-
ся лишь длина отрезка прямой; 

в) изменение частоты колебаний (ݐ)ݍ вдоль непо-
движного отрезка прямой; 

г) разрушение формы колебаний, это такая эво-
люция, которая не сводится к первым трем. 

Этим эволюциям прямолинейной формы колебаний 
в плоскости ݍ ,ଵݍ)=  ଶ), соответствуют определенныеݍ
направления движения точки x(t) в фазовом простран-
стве. Каждому из этих направлений соответствует 
один из четырех векторов, образующих базис инфини-
тезимальных эволюций, построенный по аналогии c 
публикациями [2,4]: 

݁1 = ,2ݔ] ,1ݔ− ,4ݔ ଶ݁	 ;[	3ݔ− = ,1ݔ	] ,2ݔ ,3ݔ  ;[	4ݔ
݁3 = ,4ݔ] ,3ݔ− ,2ݔ−  ;[1ݔ−
݁4 = ,3ݔ		] ,4ݔ ,1ݔ−  (2.10)																			[2ݔ−

где ݁ଵ– определяет прецессию прямолинейной формы, 
݁ଶ – вариацию амплитуды, ݁ଷ – разрушение прямолиней-
ной формы и ݁ସ – изменение частоты колебаний.  

Вычислим матрицу, составленную из попарных ска-
лярных произведений векторов (матрица Грама): 

 = ቱ

(݁ଵ, ݁ଵ) . . (݁ଵ, ݁ସ)
.											.					.											.
.											.					.											.

(݁ସ, ݁ଵ) . . (݁ସ, ݁ସ)

ቱ = 

= ቱ
ଶݔ 0 0 ܭ2		
0 ଶݔ ܭ2− 0
0
ܭ2

ܭ2−
0

ଶݔ 		 	0
0 ଶݔ			

ቱ													  (2.11) 

В работах [2,4] для системы (2.1) приведен базис 
инфинитезимальных (бесконечно малых) эволюций ее 
фазового состояния в окрестности заданной нулевой 
квадратуры (ܭ = ଶݍଵݍ − ଶݍଵݍ = 0), соответствующей 
прямолинейным колебаниям в плоскости (ݍଵ, -ଶ). Комݍ
поненты этого базиса позволяют выяснить, какие 
трансформации претерпевает эллиптическая траекто-
рия свободного двумерного осциллятора под воздей-
ствием перечисленных в [4] сил. Задачи управления в 
системе (2.1) гораздо содержательнее, чем в системе 
(1.1). Помимо управления амплитудой плоских коле-
баний можно управлять площадью описываемого эл-
липса, отношением его полуосей и наклоном большой 
полуоси к оси абсцисс. В публикации [2] система (2.7) 
изучалась в переменных (S,K) при g=0. Было показано, 
что устойчивость многообразия S=0, K=0, определяет-

ся отличным от нуля коэффициентом Ляпунова по пе-
ременной S, в то время как по квадратуре колебаний K 
устойчивость имеет место с нулевым коэффициентом 
Ляпунова, т.е. определяется лишь нелинейными члена-
ми. Для повышения эффективности управления доста-
точно в уравнении (2.7) увеличить амплитуду обратной 
связи при малых x, для чего (2.7) следует изменить 

ݔ̇ = −݀ܵ݁ଶ − ܭ) ଷ݁(ܧ = −݀ܵ݁ଶ −⁄ ܭ2) ⁄(ଶݔ ݁ଷ			(2.12) 

Переменные ܵ,  определены (2.8). Перейдем (2.8) ܭ
от переменных x к переменным  ܵ,  В этом случае .ܭ
имеем 

ܵ̇ = ௗௌ
ௗ௫
ݔ̇ = ݔ ቀ−݀ܵ݁ଶ −  ଶ

௫మ
݁ଷቁ               (2.13) 

В силу (2.1) переменная ݔ = ݁ଶ , а в силу уравнений 
(2.11) произведение (݁ଶ݁ଷ) = 2K, поэтому (2.13) пере-
писывается в виде 

ܵ̇ = −݀ܵ(2ܵ + 1) − 4 ቆ
ଶܭ

2ܵ + 1
ቇ											(2.14) 

Аналогично 

ܭ̇ =
dܭ
dx ݔ̇ = ݁ଷ ൬−݀ܵeଶ − 

ܭ2
ଶݔ ݁ଷ

൰ = ܭܵ݀)2− −  	(ܭ

	(2.15) 

ܵ̇ = −݀ܵ(2ܵ + 1) − 4 ቆ
ଶܭ

2ܵ + 1
ቇ , ܭ̇ = ܵ݀)ܭ2− +  (

(2.16) 

Система уравнений (2.16) содержит особую точку 
S=K=0, характеризующую стационарный режим коле-
баний с постоянной энергией ݔଶ =1 и с равной нулю 
квадратурой ݔଵݔସ − ଶxଷݔ =0. Линеаризация системы 
(2.16) в окрестности этой точки приводит к простой 
системе уравнений 

  ܵ̇ = −݀ܵ, ܭ̇	 =  (2.17)																									ܭ2−

Таким образом, рассмотренное управление приво-
дит к линейным в окрестности стационарного режима 
уравнениям в вариациях с характеристическими чис-
лами -d и -2p. Поставленная выше цель достигнута. В 
системе уравнений (2.1) новое эффективное управле-
ние выглядит так 

ଵ̈ݍ + ଵݍ = ܧ)݀− − 1 2⁄ ଵݍ̇( − ܭ) ⁄(ܧ  ଶݍ
ଶ̈ݍ + ଶݍ = ܧ)݀− − 1 2⁄ ଶݍ̇( − ܭ) ⁄(ܧ  ଵ             (2.18)ݍ
ܧ = 1 2⁄ ଵଶݍ) + ଶଶݍ + ଵଶݍ̇ + ,(ଶଶݍ̇ ܭ = ଶ̇ݍଵݍ −  ଶݍଵ̇ݍ

Двумерные уравнения Ван-дер-Поля (2.18) с учетом 
стабилизации значения полной энергии и квадратуры 
колебаний, а также с управлением прецессией стоячей 
волны и стабилизацией частоты автоколебаний, при-
обретают следующий вид 

ଵ̈ݍ + ଵݍ = ܧ)݀− − 1 2⁄ ଵ̇ݍ̇( − ܭ) ⁄(ܧ ଶݍ − ̇ݍଶ + сݍଵ 
ଶ̈ݍ + ଶݍ = ܧ)݀− − 1 2⁄ ଶ̇ݍ̇( − ܭ) ⁄(ܧ ଵݍ + ̇ݍଵ + сݍଶ 

(2.19)  

В уравнениях (2.19) перейдем от исходных пере-
менных (ݍଵ,  ଶ) к переменным (S,K) по известнымݍ
формулам 

ܵ = ܧ2 − 1 2⁄ = ଵଶݍ) + ଶଶݍ + ଵଶݍ̇ + (ଶଶݍ̇ − 1 2⁄  
ܭ = ଶ̇ݍଵݍ −  							ଶݍଵ̇ݍ

387



После осреднения по времени получаем уравнения 
вида (2.16), которые на два порядка меньше исходных 
уравнений [2]. Изложенная математическая модель 
двумерного управляемого осциллятора Ван-дер-Поля 
находит техническое применение в качестве новой 
модели волнового твердотельного гироскопа [6]. Рас-
ширенная математическая модель двумерного осцил-
лятора Ван-дер-Поля с внешним управлением эффек-
тивно используется для изучения режимов функцио-
нирования нового волнового твердотельного гироскопа 
(кварцевого полусферического резонатора) [2–6]. Рас-
сматриваемый управляемый двумерный осциллятор 
Ван-дер-Поля, свободный по углу прецессии, относит-
ся к ВТГ интегрирующего типа. Такой ВТГ может ис-
пользоваться в автономных инерциальных системах 
ориентации и навигации как новый инерциальный дат-
чик интеграла от проекции угловой скорости на ось 
чувствительности прибора.  

Три таких интеграла, соответственно от трех про-
екций произвольной угловой скорости подвижного 
основания на взаимно ортогональные оси ВТГ являют-
ся «квазикоординатами» ориентации.  

III. ТРЕХМЕРНЫЙ ОСЦИЛЛЯТОР ВАН-ДЕР-ПОЛЯ – 
БИНС МАЯТНИКОВОГО ТИПА 

Модель трехмерного осциллятора Ван-дер-Поля 
используется для изучения функционирования, напри-
мер, бесплатформенной (бескарданной) инерциальной 
навигационной системы (БИНС) минимальной размер-
ности - маятникового типа [7]. 

Такой трехмерный изотропный осциллятор облада-
ет совершенно новым ярким гироскопическим свой-
ством – описываемая им эллиптическая траектория, 
также, как и в случае классического маятника Фуко, 
неподвижна в абсолютном (инерциальном) простран-
стве (см. рис. 3).  

 
Рис. 3 

Технически реализация такой БИНС значительно 
проще, чем платформенной ИНС с известным технологи-
чески сложным и дорогим кардановым подвесом [8,9].  

Для классической БИНС [7] требуется: три акселе-
рометра, три гироскопа, интеграторы линейных уско-
рений и кинематических уравнений ориентации Пуас-
сона. Классическую БИНС можно значительно упро-
стить, если удастся наблюдать оси, параллельные 
инерциальным осям непосредственно на самом по-
движном объекте, не прибегая к помощи технологиче-

ски сложной в изготовлении гиростабилизированной 
платформы [8, 9].   

Указанный в [7, 10] способ реализации нового типа 
БИНС позволит строить матрицу ориентации (поворо-
та), обходясь без традиционных гироскопов и блока 
интегрирования кинематических уравнений Пуассона. 
Реализовать эту идею принципиально нетрудно. Для 
этого достаточно наблюдать на борту подвижного объ-
екта применения БИНС колебания пространственного 
изотропного осциллятора. Конструктив 3D- изотроп-
ного осциллятора – точечная масса, закрепленная на 
объекте посредством трех взаимно ортогональных 
«пружин» одинаковой жесткости. Если вначале пред-
положить, что подвижный объект совершает только 
вращение вокруг неподвижной точки, то любое сво-
бодное движение такого 3D осциллятора представляет 
собой эллиптическую траекторию, не меняющую свою 
ориентацию по отношению к инерциальным (непо-
движным) осям, как бы ни двигался подвижный объ-
ект. Если снять показание рассматриваемого 3D ос-
циллятора (рис. 3) в момент его нахождения в макси-
мально удаленной от точки подвеса точке эллипса М и 
в ближайшей к центру точке N и вычислить векторное 
произведение соответствующих единичных векторов 
݁ଵ × ݁ଶ = ݁ଷ, то матрица ориентации A = ||݁ ଵ, ݁ଶ, ݁ଷ||, 
составленная из этих векторов, и будет искомой мат-
рицей поворота, переводящей подвижную (связанную 
с объектом) систему отсчета ݕଵ,ݕଶ,ݕଷ в неподвижную - 
инерциальную ݔଵ,ݔଶ,ݔଷ.  

Кроме того, в общем случае ускоренного движения 
центр рассматриваемого эллипса будет смещаться в 
сторону, противоположную ускорению, и перед вы-
полнением указанных выше процедур следует выде-
лить из показаний осциллятора гармоническую часть.  

Оставшаяся непериодическая часть измерений, 
пропорциональная ускорению от активных сил, может 
быть использована для построения информации о дви-
жении точки подвеса 3D осциллятора, т.е. изотропный 
осциллятор может использоваться не только для по-
строения матрицы поворота A, но и для измерения 
вектора «кажущегося» ускорения от действия актив-
ных сил [7, 10].  

Для определения абсолютного ускорения объекта и 
реализации автономной инерциальной навигации в 
окрестности Земли [8,9] требуются знания гравитацион-
ного поля в окрестности перемещения самого подвижно-
го объекта. Переходя к трем пространственным коорди-
натам (ݍଵ, ,	ଶݍ -) имеем наглядную (рис.4) геометриче	ଷݍ
скую интерпретацию БИНС минимальной размерности.  

 
Рис. 4 

388



Трехмерный изотропный осциллятор обладает уни-
кальным свойством - описываемая им эллиптическая 
траектория, также как и в случае маятника Фуко, непо-
движна в инерциальном пространстве. При этом инер-
циальные оси (ܫଵ, ,	ଶܫ -ଷ), образованные большой, и маܫ
лой полуосями эллипса и перпендикуляром к ним не 
вращаются относительно неподвижных звезд, как бы 
ни вращалась система (ݍଵ, ,ଶݍ  ) координат, жестко	ଷݍ
связанная с подвижным объектом. Это дает возмож-
ность использовать 3D- изотропный осциллятор Ван-
дер-Поля в качестве БИНС маятникового типа мини-
мальной размерности.  

В такой инерциальной системе нет необходимости 
иметь триаду гироскопов и интегрировать известные 
кинематические уравнения Пуассона для получения 
информации об относительной ориентации осей изме-
рительного и сопровождающего трехгранников. 
Обобщение исходного одномерного уравнения вида 
(1.1) на трехмерный случай в введенных трехмерных 
координатах (ݍଵ, ,	ଶݍ  ) выглядит так	ଷݍ

ݍ̈ + ݍ = μ(1 − ଶݍ − ̇,ݍ(ଶݍ̇  
ݍ   = ,ଵݍ) ,ଶݍ  ଷ)                                    (3.1)ݍ

Для того чтобы 3D-изотропный осциллятор Ван-
дер-Поля мог быть практически реализован как про-
странственный гироскоп, необходимо ввести в уравне-
ния (3.1) управляющие воздействия, сообщающие ему 
устойчивость по отношению к малым внешним воз-
мущениям.  

Эллиптическая траектория 3D-изотропного осцил-
лятора вида (3.1) не является устойчивой по отноше-
нию к сколь угодно малым возмущениям. Так при ма-
лых вариациях эллиптическая траектория в общем 
случае перестает быть плоской и замкнутой, и описан-
ный в [7,10] алгоритм построения матрицы ориентации 
(поворота) технически реализован быть не может. При 
этом, если возмущение мало, то выход траектории из 
плоскости можно интерпретировать как медленный 
поворот этой плоскости в инерциальном пространстве, 
т.е. как инструментальный “уход” построенного трех-
мерного гироскопа. При этом обеспечить устойчивость 
плоскости колебаний изотропного 3D - осциллятора, 
т.е. гарантировать пространственный гироскоп от 
“ухода” невозможно в принципе, поэтому такую про-
блемную задачу не будем ставить и рассматривать. С 
другой стороны, обеспечить орбитальную асимптоти-
ческую устойчивость некоторой выделенной эллипти-
ческой траектории в плоскости колебаний можно и 
этого вполне достаточно для реализуемости изложен-
ного в публикациях [7,10] алгоритма определения ор-
тогональной матрицы ориентации подвижного объек-
та. В публикации [10] представлены аналитические 
выкладки для построения на борту объекта матрицы 
поворота подвижного триэдра относительно непо-
движного в случаях, когда траектория 3D- осциллятора 
в инерциальной системе отсчета не является ни отрез-
ком прямой, ни окружностью. В рассматриваемой 
БИНС маятникового типа (минимальной размерности) 
вполне возможно эффективно стабилизировать эллипс 
с постоянной полной энергией колебаний динамиче-
ской системы и постоянной площадью (квадратурой), 
для этого исходные уравнения (3.1) 3D-осциллятора 
Ван-дер-Поля должны быть дополнены следующими 
составляющими: 

ݍ̈ + ݍ = μ(1 − ଶݍ − ݍ̇(ଶݍ̇ + 
+n (qݍ	̇ q	− qݍ	̇ 	ݍ)	–Гݍ	̇                (3.2) 

где ݍ = ,ଵݍ) ,ଶݍ -ଷ) – трехмерный вектор; Г – косоݍ
симметрическая матрица гироскопических сил.  

Приложенные к маятнику в соответствии с уравне-
нием (3.2) силы стабилизируют колебания простран-
ственного осциллятора с постоянной амплитудой и 
квадратурой и обеспечивают выполнимость изложен-
ных в публикациях [10,11] алгоритмов. Для практиче-
ской реализации рассматриваемого способа построения 
новой БИНС маятникового типа необходимо воспользо-
ваться конкретным техническим примером изотропного 
упругого подвеса пространственного осциллятора Ван-
дер-Поля, приведенного в публикациях [10,11]. 

IV. ТРЕХМЕРНЫЙ ОСЦИЛЛЯТОР ВАН-ДЕР-ПОЛЯ – 3D 
СФЕРИЧЕСКИЙ РЕЗОНАНСНЫЙ ГИРОСКОП 

Модель трехмерного осциллятора Ван-дер-Поля 
может быть использована для изучения функциониро-
вания пространственного (3D) сферического резонанс-
ного гироскопа (СРГ) или трехмерного волнового 
твердотельного гироскопа на основе полого сфериче-
ского высокодобротного кварцевого резонатора. Про-
странственный осциллятор Ван дер Поля в данном 
случае используется для описания функционирования 
сферического резонансного гироскопа (СРГ) или про-
странственного ВТГ (3D-HRG). На поверхности такого 
сферического высокодобротного резонатора на одной 
из низших мод колебаний возбуждается и поддержива-
ется пространственная механическая стоячая волна, 
которая обладает для нового гироскопа всеми необхо-
димыми инерционными свойствами.  

Пространственный эффект инертности упругих  
волн на полной сфере 

A. Уравнения колебаний упругого сферически 
симметричного тела 
Перейдем к рассмотрению упругих колебаний тон-

кой сферической оболочки. Возьмем упругое сфериче-
ски симметричное твёрдое тело ࢞ = -со сво		(࢞࢞࢞)
бодной границей, на которое действуют массовые си-
лы плотности ࢌ. Главный вектор, всех сил, действую-
щих на упругое тело, ∫ ܄܌ࢌ  без ограничения общно-
сти будем полагать равным нулю. Под действием глав-
ного момента ∫ ࢘ × ܄ࢊࢌ   рассматриваемое тело ме-
няет свою ориентацию в пространстве (࢘ - радиуc–
вектор произвольной точки тела, ࢊ - элемент массы, 
 область, занятая сферическим телом).  Для описания -ࢂ
упругих деформаций тонкой сферической оболочки 
введём систему координат ࢞࢞࢞ связанную с рас-
сматриваемым упругим телом так, чтобы выполнялись 
следующие условия: 

∫ ࢊ࢞ = ,ࢂ 				∫ ࢘ × ࢊ࢞ = ࢂ                (4.1) 
где ࢞ =  упругое смещение материальной –		(࢞࢞࢞)
точки, в недеформированном состоянии занимавшей 
положение ࢘. Условия (4.1) характеризуют координат-
ный трехгранник, относительно которого упругое тело 
в среднем (по всем частицам) не перемещается и не 
поворачивается. Ставится следующая задача: зная аб-
солютную угловую скорость (࢚)	трехгранника 
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  в проекциях на его же оси, определить, как࢞࢞࢞
ведут себя стоячие волны упругих деформаций. Запи-
шем принцип Даламбера-Лагранжа рассматриваемого 
тела следуя монографии [12]  

∫ ቂ̈࢞ + ࣓× ൫࣓ × ࢘) + ൯(࢞ + ࣓̇ × ࢘) + (࢞ + ࣓× ̇࢞ ࢂ+

	
࣋
સП − ࢞ࢾቃࢌ × ࢊ =                       (4.2) 

Здесь ϼ – плотность, зависящая только от модуля 
радиус-вектора |࢘|, સП – градиент квадратичного 
функционала линейной теории упругости.  

Координаты, определяющие угловое положение тела 
как целого, не варьируются, предполагается, что угловая 
скорость ࣓(࢚) – известная функция времени. Для выбо-
ра обобщённых координат рассмотрим частный случай 
࣓ = . В монографии [12] показано, что спектр соб-
ственных колебаний свободного твёрдого тела при вы-
полнении, введенных выше условий (4.1) дискретен. 
Это означает, что возрастающая последовательность 
частот собственных колебаний ࣇ ≤ ࣇ ≤. .. неограни-
ченна, а собственные элементы ࢎ(࢘), ,(࢘)ࢎ . .. соответ-
ствующие этим последовательностям частот, образуют 
ортонормированную систему функций, полную в кон-
фигурационном пространстве рассматриваемой задачи: 

∫ ℎ(ݎ) ℎଵ(ݎ)݀݉ = ߜ               (4.3) 

Это позволяет ввести независимые Лагранжевы ко-
ординаты, описывающие все степени свободы при де-
формировании упругого тела, в общем случае ࣓(ݐ) ≠
0 следующим образом: 

ݔ = ∑ ஶ(ݎ)ℎ(ݐ)ݍ
ୀଵ                                (4.4) 

Задача о собственных колебаниях сферически сим-
метричного свободного тела допускает группу SO(3), 
поэтому спектр собственных частот вырожден и со-
стоит из последовательности, по крайней мере, трех-
кратных частот: ߥଵ = ଶߥ = ଷߥ ≤ ସߥ = ହߥ = ߥ ≤. .. кон-
фигурационное пространство при этом представляет 
собой прямое произведение трёхмерных собственных 
подпространств:  

{ℎଵ, ℎଶ, ℎଷ} × {ℎସ, ℎହ, ℎ} × 

Фиксируем номер ݉ произольного собственного 
подпространства и введём обозначения для соответ-
ствующих обобщённых координат: 

ଷିଵݍ = ,ݑ ଷିଶݍ = ,ߥ ଷିଷݍ = ݉) ݓ = 1,2. . . ). 

Подставляя (4.4), а также выражение ݔߜ =
∑ ∞(ݎ)ℎݍߜ
ୀଵ  в исходные тождества (4.1) и приравни-

вая нулю коэффициенты при независимых вариациях 
 , получаем бесконечную систему обыкновенныхݍߜ
дифференциальных уравнений второго порядка отно-
сительно переменных ݍ: 

ݑ̈											 + ݑܽ + ߥܾ + ݓܿ − ,̇߱)ߥ ݇ଷ) + ,̇߱)ݓ ݇ଶ) −
,߱)ߥ2̇−												 ݇ଷ) + ,߱)ݓ2̇ ݇ଶ) + ଵܨ + ଵܮ = 0 	
ߥ̈											 + ݑܾ + ߥܾ + ݓ݁ + ,̇߱)ݑ ݇ଷ) − ,̇߱)ݓ ݇ଵ) +
,߱)ݑ2̇+										 ݇ଷ) − ,߱)ݓ2̇ ݇ଵ) + ଶܨ + ଶܮ = 0   (4.5)	
ݓ̈											 + ݑܿ + ߥ݁ + ݓ݂ − ,̇߱)ݑ ݇ଶ) + ,̇߱)ߥ ݇ଵ) −
,߱)ݑ2̇−										 ݇ଶ) + ,߱)ߥ2̇ ݇ଵ) + ଷܨ + ଷܮ = 0  

В системе дифференциальных уравнений (4.5) ска-
лярные коэффициенты имеют следующий вид 

ܽ = ∫ (ℎଷିଶ, ߱)ଶ݀݉ −߱ଶ
 , 

				ܾ = ∫ (ℎଷିଶ, ߱)(ℎଷିଵ, ߱)݀݉ 	, 
ܿ = ∫ (ℎଷିଶ, ߱)(ℎଷ , ߱)݀݉, ݀ = ∫ (ℎଷିଵ, ߱)ଶ݀݉ −

߱ଶ, ݁ = ∫ (ℎଷିଵ, ߱)(ℎଷ , ߱)݀݉ , 
	݂ = ∫ (ℎଷ , ߱)ଶ݀݉ −߱ଶ

 , 
ଵܨ										 = ∫ (∇Π, ℎଷିଶ) ଶܨ		   ,ܸ݀ = ∫ (∇Π, ℎଷିଵ) ܸ݀, 

ଷܨ		 = ∫ (∇Π, ℎଷ) ܸ݀. 

,ଵܮ ,ଶܮ  представляют собой линейные функции	ଷܮ
обобщённых координат, соответствующих другим соб-
ственным подпространствам. Присутствие этих членов 
характеризует тот факт, что системы типа (4.5) для 
различных подпространств не являются независимыми 
друг от друга. При получении уравнений (4.5) было 
предположено для простоты, что массовые силы ࢌ ор-
тогональны всем собственным функциям: 

∫ ݉݀(ݎ)ℎࢌ = 0 . 

Это означает, что в силах ࢌ присутствует лишь по-
стоянная составляющая (∫ ࢘ × ݉݀ࢌ ≠ 0) , обеспечива-
ющая вращение тела со скоростью ߱(ݐ). В выражении 
(4.5) векторные коэффициенты ݇ଵ, ݇ଶ, ݇ଷ	имеют вид 

 = ∫ ℎଷିଵ × ℎଷ݀݉     , = ∫ ℎଷ × ℎଷିଶ݀݉ ,   
 = ∫ ℎଷିଶ × ℎଷିଵ݀݉ . 

В силу сферической симметрии выбор собственных 
векторов (ℎଷିଶ, ℎଷିଵ,  ,ଷ) можно осуществить такࢎ
чтобы выполнялись следующие тождества: 

݇ଵ = (1,0,0), ݇ଶ = (0,1,0), ݇ଷ = (0,0,1)     (4.6) 

где  = ±|݇ଵ| = ±|݇ଶ| = ±|݇ଷ| = ±ห∫ ℎଷିଵ ×
ℎଷ݀݉ห. 

Используя неравенство Коши-Буняковского для 
(4.6), получим масштабный коэффициент в диапазоне 
0 ≤ ݇ ≤ 1. Подчеркнем, что для полной сферической 
оболочки масштабный коэффициент Брайяна носит 
пространственный характер. Если теперь ввести обо-
значения: 

ݖ = ቆ
ݑ
ߥ
ݓ
ቇ,  ߱ = ቆ


ݍ
ݎ
ቇ,  ܮ = ൭

ଵܮ
ଶܮ
ଷܮ
൱ , ܩ = ൭

0 ݎ− ݍ
ݎ 0 −
ݍ−  0

൱,  

то уравнения (4.5) можно переписать в следующей 
компактной векторной форме [10,13]: 

ݖ̈ + ݖܣ + ̇ݖܩ + 2ݖ̇ܩ + ܮ = 0                    (4.7) 

где ܣ – симметрическая матрица позиционных сил, 
состоящая из коэффициентов упругих сил ܨଵ, ,ଶܨ  ଷ иܨ
соответственно скалярных коэффициентов 
ܽ, ܾ, ܿ, ݀, ݁, ݂.  

B. Пространственная прецессия стоячей волны на 
поверхности упругой сферы 
Векторное уравнение (4.7) определяет простран-

ственную эволюцию m-ой формы (моды) колебаний 
свободного сферического упругого твердого тела, вы-
званную наличием вращения. Эта эволюция определя-
ется двумя обстоятельствами. Во-первых, сама форма 
колебаний непосредственно реагирует на вращение 
тела, что определяется наличием в (4.7) членов ܩ и ̇ܩ.  
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Во-вторых, рассматриваемая форма колебаний подвер-
гается воздействию со стороны других форм. Сразу 
отметим, что это воздействие является незначитель-
ным, поскольку, к примеру, при решении уравнений 
(4.7) методом осреднения все члены, определяемые 
линейными функциями обобщенных координат ܮ, в 
первом приближении исчезают. Кроме того, имеет ме-
сто следующий факт. Существует такая система коор-
динат ݖ → ݖ :ݕ =  зависящая от времени – ܯ где ,ݕܯ
ортогональная матрица преобразования координат, в 
которой уравнение (4.7) при выполнении тождества 
ܮ = 0		 имеет	самосопряжённую форму. В этой системе 
координат уравнение (4.7) допускает решение типа 
стоячей волны. Покажем это.  

Подставляя уравнение ݖ =  в полученное выше ,ݕܯ
выражение (4.7), найдём  

ݕ̈ + ܯ̇)்ܯ2 + ݕ̇(ܯܩ݇ + ܯ̈)்ܯ + ܯ̇ܩ2݇ + ܯܩ̇݇
ݕ(ܯܣ++ = 0 

(4.8) 

Потребуем выполнения следующего дифференци-
ального уравнения первого порядка, которое получено 
из уравнения (4.8): 

ܯ̇ =  (4.9)                               ܯܩ݇−

В результате получим дифференциальное уравне-
ние второго порядка вида 

ܯ̈ = ܯܩ̇݇− + ݇ଶܩଶܯ     

и, подставляя его в (4.8), найдём следующее уравнение 
второго порядка 

ݕ̈ + ܣ)்ܯ − ݇ଶܩଶ)ݕܯ = 0. 

Таким образом, если в неподвижном упругом полом 
сферическом теле возбудить пространственную механи-
ческую стоячую волну упругих колебаний с каким-
нибудь чистым тоном и после этого привести тело во 
вращение с произвольно меняющейся во времени угло-
вой скоростью ߱(ݐ), то стоячая волна будет поворачи-
ваться относительно самого тела по закону (4.9). Следу-
ет заметить, что дифференциальное уравнение первого 
порядка (4.9) есть известное кинематическое уравнение 
Пуассона. Сравним уравнение (4.9) с известным уравне-
нием Пуассона для самого твердого тела ܰ̇ =  в ,ܰܩ−
котором ортогональная матрица ܰ определяет ориента-
цию твёрдого тела в абсолютном (инерциальном) про-
странстве. Откуда видно, что угловая скорость стоячей 
волны относительно тела пропорциональна угловой 
скорости тела относительно пространства: 

               Ω(t) = −݇ω(t),               (4.10) 

или для скорости механической стоячей волны относи-
тельно абсолютного пространства имеем 

                        Ω(t) = (1 − ݇)ω(t)                 (4.11) 

Соотношение (4.10) представляет собой обобщение 
известного скалярного соотношения Линча-Скотта на 
пространственный случай. Отметим, что для полной 
сферической упругой оболочки коэффициент Брайана 
носит пространственный характер. Он определяет про-
порциональность друг другу векторов угловых скоро-
стей (4.10), в отличие от случая кольца, когда рассмат-
ривались угловые скорости плоского вращения. Стоячая 

волна в виде, к примеру, эллипсоида, прецессирует от-
носительно тела с вектором угловой скорости, пропор-
циональным вектору угловой скорости самого тела от-
носительно абсолютного (инерциального) пространства. 

C. Случай тонкой полной сферической оболочки 
Вычисление масштабного коэффициента Брайана ݇ 

замкнутой сферической оболочки осуществляется при 
конкретных предположениях о распределении плотно-
сти по радиусу (r). Рассмотрим случай тонкой полной 
сферической оболочки. В проекциях на традиционно 
принимаемые в теории оболочек оси u,,w направлен-
ные по меридиану, параллели и нормали к поверхно-
сти, собственные векторы имеют вид [13,14]: 

ଵࢁ =

⎝

⎜
⎛ ܣ ቆ

݀ ܲ


ߠ݀
ቇܿݏ ݇ ߮

݇ܣ− ଵି݊݅ݏ ߠ ܲ
 ݊݅ݏ ݇ ߮

ܲ
 ݏܿ ݇ ߮ ⎠

⎟
⎞

 

ଶࢁ = ቌ
݀)ܣ ܲ

/݀݊݅ݏ(ߠ ݇ ߮
ܣ ଵି݊݅ݏ ݇ ߮

0
ቍ                (4.12) 

где ܲ
 – присоединённые функции Лежандра, ߮,  – ߠ

сферические координаты, ܣ – коэффициент, зависящий 
от числа волн по меридиану и от частоты колебаний ߥ.  

Для коэффициентов ܣ и частоты колебаний ߥ в 
приближении Лэмба имеем следующие соотношения 
 :[14] (коэффициент Пуассона - ߤ)

ܣ        = ቂ−2(1 + (ߤ + (ଵିఓ)ఔమ

ଶ
ቃ [(1 + ݊)݊(ߤ + 1)]ିଵ  

Частотное уравнение Лэмба имеет вид [14]: 

(1 − ସߥ(ߤ − ଶ(1ߥ2 + ߤ3 + ݊(݊ + 1) + 
+4(1 + ଶ݊)(ߤ + ݊ − 2) = 0              (4.13) 

Векторы (4.12) представляют собой два собствен-
ных вектора из трёх, определяющих трёхмерное соб-
ственное подпространство (при фиксированных ݊ и ݇). 
Третий может быть получен из выписанных при по-
мощи преобразования осей, однако для вычисления 
коэффициента ݇  в этом уже нет необходимости. Пере-
ход от переменных u,,w к принятым в настоящей ра-
боте переменным ݔଵ,xଶ, -ଷ выражается известной форݔ
мулой преобразования координат 

൭
ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ
൱ = ൭

ݏܿ ߠ ݏܿ ߮ ݏܿ ߠ ݊݅ݏ ߮ ݊݅ݏ ߠ
݊݅ݏ− ߮ ݏܿ ߮ 0

݊݅ݏ− ߠ ݏܿ ߮ ݊݅ݏ− ߠ ݏܿ ߮ ݏܿ ߠ
൱ቆ

ݑ
ߥ
ݓ
ቇ		 

Откуда имеем аналитическое выражение первого вектора 

ଵࢎ =
1

‖ଵࢁ‖
 



⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛
ܣ

݀ ܲ


ߠ݀ ݏܿ ݇ ߮ ݏܿ ߠ ݏܿ ߮ −
݇ܣ
݊݅ݏ ߠ ܲ

ܿݏ ݇ ߮ ݏܿ ߠ ߮݊݅ݏ +

+ ܲ
 ݏܿ ݇ ߮ ߠ݊݅ݏ

ܣ−
݀ ܲ



ߠ݀ ݏܿ ݇ ߮ ߮݊݅ݏ − ܣ
݇

݊݅ݏ ߠ ܲ
 ݇݊݅ݏ ߮ ߮ݏܿ

ܣ−
݀ ܲ



ߠ݀ ݏܿ ݇ ߮ ߠ݊݅ݏ ߮ݏܿ +
݇ܣ
݊݅ݏ ߠ ܲ

 ݇݊݅ݏ ߮ ߠ݊݅ݏ ߮݊݅ݏ +

+ ܲ
 ݏܿ ݇ ߮ ݏܿ ߠ ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞
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Аналогичное аналитическое выражение можно по-
лучить и для второго собственного вектора ࢎଶ. После 
чего вычисляем коэффициент Брайана  тонкой пол-
ной сферической оболочки для использования ее в ка-
честве инерциального датчика трех квазиуглов поворо-
та основания гироскопа относительно инерциального 
пространства 

 = ቮන නࢎଵ × ଶࢎ ݊݅ݏ 	݀݀߮




ଶ



ቮ = 

=
2݇ܣ
ଵ‖ଶࢁ‖

อ൝න
݀ ܲ



ߠ݀ ܲ
 ݊݅ݏ 	݀ ,





0,
݀ ܲ



ߠ݀ ܲ
 ݏܿ 	݀ൡอ 

Интеграл, определяющий первую компоненту 
написанного вектора, равен нулю. Для второго инте-
грала получим аналитическое выражение 

න
݀ ܲ



ߠ݀ ܲ
 ݏܿ 	݀ = −

(݊ + ݇)!
(2݊ + 1)(݊ − ݇)!





 

Учитывая, что норма ࢁଵ имеет вид  

ଵ‖ଶࢁ‖ =
2

(2݊ + 1)
[1 + ݊(݊ + ଶܣ(1 ]

(݊ + ݇)!
(݊ − ݇)! 				(݇0) 

окончательно находим аналитическое выражение для 
коэффициента Брайана  

ࡾ                    = ଶܣ݇ [1 + ݊(݊ + ଶܣ(1 ]ିଵ  
Рассмотрим в качестве примера случай, когда 

݇ = ݊ = 2,  = 0. По выше выведенным формулам 
(4.13) имеем 

ଶߥ = 7+ ඥ33, ܣ = (7 + ඥ33)	 12 − 1⁄ /3) 

Для полной сферической оболочки коэффициент 
Брайана [15], равный примерно одной четверти 
 оказывается меньше, чем он получен для ,(0,25=)
кольца (или цилиндра), равного 2/5. Подчеркнём, что 
для полной  сферической оболочки коэффициент Брай-
ана носит пространственный характер. Он определяет 
пропорциональность друг другу векторов угловых 
скоростей (4.10), в отличие от случая кольца, когда 
рассматривались угловые скорости плоского враще-
ния. Механическая стоячая волна в виде, к примеру, 
эллипсоида, прецессирует относительно самого тела с 
вектором угловой скорости, пропорциональным векто-
ру угловой скорости тела относительно абсолютного 
(инерциального) пространства [13].  

V. ТЕХНИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ В СОВРЕМЕННОЙ 
ГИРОСКОПИИ 

Как обычно, для создания нового работоспособного 
инерциального датчика ориентации, использующего 
пространственный эффект инертности упругих волн на 
сфере, необходимо создать условия устойчивого наблю-
дения этого явления в подвижной системе координат.  

Упругая система с осевой симметрией обладает 
спектром двойных частот, каждой из которых соответ-
ствует пространственный парциальный осциллятор. 
Для осуществления инерциальных измерений доста-
точно возбудить один из этих пространственных ос-
цилляторов.  

A. Резонатор пространственного интег-рирующего 
волнового твердотельного гироскопа  
Следуя патенту [17] рассмотрим полезную модель, 

которая относится к области приборостроения, в част-
ности к конструкции чувствительных элементов – ре-
зонаторов твердотельных волновых гироскопов, кото-
рые используются для определения параметров ориен-
тации и угловых скоростей в навигационных устрой-
ствах на подвижных объектах различных классов, в 
частности на летательных аппаратах. Технической про-
блемой заявляемой полезной модели является создание 
резонатора пространственного интегрирующего твердо-
тельного волнового гироскопа с длительным сроком 
службы в экстремальных условиях эксплуатации.  

Техническим результатом является повышение 
надежности и долговечности резонатора простран-
ственного интегрирующего твердотельного волнового 
гироскопа методом повышения однородности магнит-
ных слоев. Указанный технический результат достига-
ется тем, что в резонаторе пространственного интегри-
рующего твердотельного волнового гироскопа, содер-
жащем концентрически размещенные одна внутри 
другой наружную и внутреннюю полые сферы, тонко-
стенную сферу, размещенную с наружной стороны 
внутренней сферы и выполненную охватывающей 
внутреннюю сферу с ее наружной стороны, обмотки 
электромагнитного центрирования, электроды управ-
ления и вспомогательный электрод, датчики измерения 
положения стоячей волны, во внутренней сфере раз-
мещен источник питания, согласно полезной модели, 
на наружную и внутреннюю поверхности внутренней и 
наружной сфер соответственно нанесены слои моно-
электрета, имеющие заряд одного знака и величины, 
при этом электроды управления и вспомогательный 
электрод расположены на слое моноэлектрета, разме-
щенном на наружной поверхности внутренней сферы, 
а датчики измерения положения стоячей волны распо-
ложены на слое моноэлектрета, размещенном на внут-
ренней поверхности наружной сферы. (см. рис. 5.).  

Наиболее близким к заявляемому является резонатор 
пространственного интегрирующего твердотельного 
волнового гироскопа (см. патент РФ № 2763688 по RU 
216 847 U1, кл. МПК G01C 19/56, опуб. 30.12.2021), вы-
полненный в виде пространственного вакуумированно-
го модуля, состоящего из концентрически размещенных 
одна внутри другой наружной и внутренней полых сфер 
из магнитного материала с взаимно- противоположным 
направлением намагничивания, причем во внутренней 
сфере размещен источник питания, обмотки электро-
магнитного центрирования и блок управления, а на 
наружной стороне внутренней сферы размещены элек-
троды управления и вспомогательный электрод; на 
внутренней стороне наружной сферы размещены датчи-
ки измерения положения стоячей волны и на наружной 
стороне наружной сферы размещены обмотки электро-
магнитного центрирования.  

Недостатком резонатора является сложность и тру-
доемкость изготовления наружной и внутренней полых 
сфер из магнитного материала с взаимно-
противоположным направлением намагничивания, со-
держащих слои магнитного материала значительной 
толщины, а также сложность обеспечения равномерного 
намагничивания магнитных слоев, что в итоге может 
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привести к неравномерности взаимного движения сфер 
при неравномерном (в т.ч. ускоренном) движении по-
движного объекта и, как следствие, недостаточная 
надежность и долговечность в экстремальных условиях 
эксплуатации, например, при ударных нагрузках и т.д.  

Технической проблемой заявляемой полезной мо-
дели является создание резонатора пространственного 
интегрирующего твердотельного волнового гироскопа 
с длительным сроком службы в экстремальных усло-
виях эксплуатации. Техническим результатом является 
повышение надежности и долговечности резонатора 
пространственного интегрирующего твердотельного 
волнового гироскопа за счет повышения однородности 
магнитных слоев.  

Указанный технический результат достигается тем, 
что в резонаторе пространственного интегрирующего 
твердотельного волнового гироскопа, содержащем 
концентрические размещенные одна внутри другой 
наружную и внутреннюю полые сферы, тонкостенную 
сферу, размещенную с наружной стороны внутренней 
сферы и выполненной охватывающей внутреннюю 
сферу с ее наружной стороны, обмотки электромаг-
нитного центрирования, электроды управления и 
вспомогательный электрод, датчики измерения поло-
жения стоячей волны, во внутренней сфере размещен 
источник питания, согласно полезной модели, на 
наружную и внутреннюю поверхности внутренней и 
наружной сфер соответственно нанесены слои моно-
электрета, имеющие заряд одного знака и величины, 
при этом электроды управления и вспомогательный 
электрод расположены на слое моноэлектрета, разме-
щенном на наружной поверхности внутренней сферы, 
а датчики измерения положения стоячей волны распо-
ложены на слое моноэлектрета, размещенном на внут-
ренней поверхности наружной сферы. Полезная мо-
дель иллюстрируется чертежом, где схематично пред-
ставлена конструкция резонатора в виде простран-
ственного вакуумированного модуля. 

На чертеже рис. 5. цифрами обозначены основные 
элементы конструкции СРГ: 1 – наружная полая сфера; 
2 – внутренняя полая сфера; 3 – тонкостенная сфера; 4 – 
обмотки электромагнитного центрирования; 5 – источ-
ник питания; 6 – слой моноэлектрета; 7 – электроды 
управления; 8 – вспомогательный электрод; 9 – датчики 
измерения положения стоячей волны; 10 – втулки. 

 
Рис. 5 

Резонатор выполнен в виде пространственного ва-
куумированного модуля и содержит концентрически 
размещенные одна внутри другой наружную 1 и внут-
реннюю 2 полые сферы, тонкостенную сферу 3, раз-
мещенную с наружной стороны внутренней сферы 2 и 
выполненную охватывающей внутреннюю сферу 2 
через немагнитные втулки 10. Тонкостенная сфера 3 
выполнена из материала с малыми параметрами внут-
реннего трения (то есть высокой добротностью), 
например, из аморфного или нанокристаллического 
металла/сплава. На наружную и внутреннюю поверх-
ности внутренней 2 и наружной 1 сфер нанесены слои 
моноэлектрета 6, имеющие заряд одного знака и вели-
чины, представляющие собой, например, моноэлек-
третную пленку. Во внутренней сфере 2 размещен ис-
точник питания 5 с преобразователем DC-AC для пи-
тания обмоток электромагнитного центрирования 4, 
установленных во внутренней сфере 2. Электроды 
управления 7 и вспомогательный электрод 8 располо-
жены на слое моноэлектрета, размещенном на наруж-
ной поверхности внутренней сферы, а датчики изме-
рения положения стоячей волны 9 расположены на 
слое моноэлектрета, размещенном на внутренней по-
верхности наружной сферы 1. Внутренняя 2 и наруж-
ная 1 сферы изготовлены из немагнитного материала, 
например, из высокопрочных композитных материалов 
малой плотности (ρ=1,45…1,6 г/см3) на основе, 
например, углепластиков; либо полидициклопентадие-
на. Резонатор СРГ работает следующим образом. 

При подаче напряжения питания (включении гиро-
скопа) на обмотки электромагнитного центрирования 4 
активируется пространственный вакуумированный 
модуль резонатора, обеспечивая бесконтактный подвес 
внутренней полой сферы 2 и тонкостенной сферы 3. 
Для параметрического возбуждения пространственной 
механической стоячей волны к тонкостенной сфере 3 
прикладываются две диаметрально противоположные 
силы, создаваемые электродами управления 7.  

Количество электродов управления обусловлено 
особенностями конструкции ТВГ и параметрами со-
здаваемой стоячей волны в резонаторе, т.к. эти элек-
троды задают генерацию стоячей волны. В прототипе 
такие электроды использовались в количестве 16 штук, 
а располагались они в местах пучности стоячей волны. 
Под действием приложенных сил тонкостенная сфера 
3 примет эллипсоидальную форму.  

Приложенные силы в заданные моменты времени 
становятся равными нулю, а тонкостенная сфера 3, 
обладающая определенной жесткостью, проходя через 
недеформированное состояние, под действием сил 
инерции будет деформироваться в ортогональном 
направлении. Возбуждение пространственной стоячей 
волны в тонкостенной сфере 3 происходит в режиме 
автогенератора на собственной частоте колебаний. По 
достижении заданной амплитуды колебаний тонко-
стенной сферы 3 электроды управления 7 отключают-
ся, и включается вспомогательный электрод 8, под-
держивающий постоянство амплитуды колебаний в 
тонкостенной сфере 3 для любого положения стоячей 
волны относительно основания. При колебаниях тон-
костенной сферы 3 изменяется площадь перекрытия 
электродов датчиков 9, выполняющих функцию изме-
рения положения стоячей волны.  
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Выходные сигналы электродов датчиков 9, соответ-
ствующие трем компонентам вектора входной угловой 
скорости подвижного объекта, подаются на блок 
управления ТВГ. После программной математической 
обработки сигнала в электронном блоке вычислителя 
определяется угол поворота/угловая скорость объекта, 
на котором установлен СРГ.  

Величина осевой "жесткости" пространственного 
вакуумированного модуля резонатора обеспечивается 
конструктивно на этапе проектирования, исходя из 
заданных параметров линейного и углового движения 
подвижного объекта, а также выбором параметров об-
моток электромагнитного центрирования, то есть фор-
мой и количеством витков, напряжением питания, элек-
тростатическим зарядом моноэлектрета и др.; а также 
геометрическими размерами внутренней 2 и наружной 1 
сфер из немагнитного материала, в которых на наруж-
ную и внутреннюю поверхности внутренней и наруж-
ной сферы соответственно нанесены слои моноэлектре-
та, имеющие заряд одного знака и величины, определя-
ющими величину электростатических сил, характери-
зующих силы взаимного отталкивания.  

Технический результат реализации – расширение 
функциональных возможностей волнового твердотель-
ного гироскопа за счет обеспечения возможности пред-
ложенной конструкции пространственного интегриру-
ющего датчика СРГ/SRG определять одновременно три 
компоненты вращательного движения подвижного объ-
екта, характеризующие его пространственное угловое 
положение – параметры ориентации самого объекта.  

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Для полной сферической упругой оболочки полу-

чен масштабный коэффициент Брайана, который равен 
одной четверти (݇ = 0.25). Данное значение масштаб-
ного коэффициента оказывается несколько меньше, 
чем он был ранее получен для кольца (или цилиндра), 
равного 0.4, или для полусферы (݇ = 0.312).  

Особенно подчеркнем, что для полной сферической 
оболочки коэффициент Брайана носит пространствен-
ный характер. Он определяет пропорциональность век-
торов угловых скоростей друг другу, в отличие от слу-
чая кольца (цилиндра, полусферы), когда учитываются 
угловые скорости вращения плоскости. В трехмерном 
пространстве трехмерная механическая стоячая волна, 
реализованная в виде, например, эллипсоида вращения 
перемещается относительно упругого твердого тела с 
вектором угловой скорости, пропорциональным с ко-
эффициентом Брайана (݇ = 0.25) вектору вращения 
самого упругого тела относительно абсолютного про-
странства. При этом пространственная механическая 
стоячая волна, реализованная на поверхности упругой 
двумерной сферы в виде, например, эллипсоида вра-
щения, перемещается относительно тела с вектором 
угловой скорости, пропорциональным (вектору угло-
вой скорости самого тела относительно абсолютного 
пространства. Ускорение пространственной стоячей 
волны относительно упругой сферы составляет такую 
же определённую долю от ускорения сферы относи-
тельно инерциального пространства.  

Таким образом, для многочисленных  практических 
применений мы имеем в одном гироскопическом 
устройстве весьма компактный трёхмерный инерци-
альный датчик угловой скорости, позволяющий одно-
временно измерять приращения трёх квазикоординат - 
углов псевдоориентации, входящие в кинематические 
дифференциальные уравнения, интегрируя которые 
решаем классическую задачу Дарбу пространственной 
ориентации движущегося объекта в трёхмерном про-
странстве с использованием известных по измерениям 
3-D датчика СРГ/SRG угловых скоростей тела. 
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Аннотация—Представлен новый взгляд на теорию 

кольцевого осциллятора волнового твердотельного гиро-
скопа в той же постановке, что [1], т.е., при условии нерас-
тяжимости средней линии кольца. Для получения инерци-
альной информации введенный в [1] новый физический 
принцип — инертные свойства упругих волн – заменяется 
на принцип инерциального движения упругих деформаций 
резонатора, которые подобны движениям струй жидкости, 
что позволяет организовать режимы возбуждения и изме-
рения колебаний резонатора, исходя из закона Паскаля: 
«давление на жидкость передается во все стороны без из-
менений». Инерциальные движения упругих деформаций 
резонатора следуют из решений его уравнений. С другой 
стороны, на их основе [2, стр. 175] строится бесплатфор-
менная инерциальная навигационнная система маятнико-
вого типа. 

Ключевые слова—неголономность, волновой твердо-
тельный гироскоп (ВТГ), датчик угловой скорости (ДУС), 
интегрирующий ВТГ. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В основании принципа функционирования волнового 

твердотельного гироскопа (ВТГ) лежит эффект инертно-
сти упругих волн: "...наблюдая в 1890 г. в микроскоп 
колеблющуюся кромку "звенящего" тонкостенного бока-
ла, английский механик Дж.Х.Брайан обнаружил, что 
при вращении вокруг ножки бокала число узлов стоячей 
волны, проходящей через объектив микроскопа, меньше 
числа поворотов ножки бокала". Наблюдаемое "про-
скальзывание" между углом поворота стоячей волны и 
углом поворота тела ножки характеризуется как свойство 
"инертности" стоячей волны гибких колебаний материа-
ла тонкостенного бокала, которое свидетельствует о воз-
можности построения датчика углового разворота отно-
сительно инерциальной системы отсчета. Современная 
теория гироскопического датчика на основе одноосного 
кольцевого резонатора ВТГ разработана в 80-х годах 
двадцатого века в известных работах Д.М.Климова и 
В.Ф. Журавлева [1,2]. 

Однако попытки адаптации этой оригинальной тео-
рии отечественными и зарубежными вузовскими учены-
ми, инженерами-разработчиками и конструкторами при-
менительно к инерциальным датчикам ориентации на 
основе ВТГ не увенчались должными успехами. К при-
чинам такого объективно неэффективного положения 
дел следует отнести, прежде всего, трудности использо-
вания инженерами достаточно сложного аппарата мате-
матической физики и уравнений шестого порядка в част-
ных производных. К трудностям разработки и примене-
ния современной теории ВТГ, прежде всего, следует от-

нести следующие особенности задачи построения дина-
мических уравнений движения. 

Во-первых, неголономность задачи построения ди-
намических уравнений движения тела тонкостенного 
гибкого кольца, которое является основным чувстви-
тельным элементом ВТГ. 

Условие, при котором ставится задача построения 
динамических уравнений движения тонкостенного гиб-
кого кольца – условие нерастяжимости средней линии 
кольца, которое является кинематическим условием (на 
изменение координат), т.е., по классификации Г.Герца, 
это неголономное условие. 

Во-вторых, условие нерастяжимости средней линии 
кольцевого резонатора вводится в нелинейной форме ([1] 
стр.18, ф.(2.3)): 

ቆ
∂v[τ,φ]
∂φ + R + r[τ,φ]	ቇ

ଶ

+ ቆ
∂r[τ,φ]
∂φ − v[τ,φ]ቇ

ଶ

= Rଶ	 

(1.1) 

где R, φ – радиус и угловая координата кольца, r, v – ма-
лые деформации точки кольца вдоль его радиуса и пер-
пендикулярно к нему, τ = κ	t-нормализованное время, 

До сих пор в мировой практике способ решения зада-
чи с нелинейным неголономным условием не разработан. 
Более того, как пишет автор [1], неголономная задача с 
нелинейным неголономным условием с физическим со-
держанием еще даже не поставлена. 

В-третьих, движение упругой деформации в кольце-
вом резонаторе определяется двумя параметрами - ме-
стом расположения упругого элемента внутри резонато-
ра и временем его движения, так что динамические урав-
нения должны быть уравнениями в частных производ-
ных по этим параметрам. 

В [1] динамические уравнения представлены как 
уравнение 6-го порядка в частных производных, а его 
решение рассматривается только в форме разложения в 
двойной ряд Фурье по переменным {τ,φ}. Для построе-
ния гироскопического датчика в решении принималась 
во внимание только одна гармоника по φ - (вторая форма 
колебаний 2φ) [3]: 

r[τ,φ] = a[τ]	Sinൣ2φ+ ψ[τ]൧	Cos[nτ] +	
+b[τ]	Cosൣ2φ+ ψ[τ]൧	Sin[nτ],                 											(1.1)	

уравнение для угла ψ[τ] есть: 
ୢ
ୢத
ψ[τ] = Ω[τ]                                     (1.2) 
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Ω[τ] = ஐ୭[த]
ச

 – нормализованная угловая скорость кольца, 
κ	–	коэффициент при потенциальной энергии (см. [1], с. 1) 

Целью настоящей работы является построение дина-
мических уравнений для движения упругих деформаций 
кольцевого резонатора ВТГ в той же постановке, что [1]. 
Вывод уравнений динамики производился при учете 
условия нерастяжимости средней линии резонатора, в 
процессе вывода доказывается голономность условия 
нерастяжимости. 

Отметим, что учет голономности упрощает синтез ди-
намических уравнений движения одноосного кольцевого 
ВТГ, их, в частности, можно получить, применяя компь-
ютерную систему аналитических преобразований. При 
наложении условия нерастяжимости как голономного на 
функцию Лагранжа для одноосного кольцевого ВТГ син-
тезированы уравнения движения в форме системы трех 
дифференциальных уравнений, второго порядка каждое.  

Функции Лагранжа, равной кинетической энергии 
тонкого упругого кольца во времени отвечает система 
первых двух дифференциальных уравнений, функции 
Лагранжа, равной потенциальной энергии, отвечает 
оставшееся третье дифференциальное уравнение.  

Полученная в настоящей работе система трех диффе-
ренциальных уравнений в целом эквивалентна уравне-
нию шестого порядка в частных производных для одно-
осного кольцевого резонатора [1, (1.26)]. Причем система 
двух первых дифференциальных уравнений эквивалент-
на обыкновенным дифференциальным уравнениям с 
полной производной по времени, оставшееся третье 
дифференциальное уравнение эквивалентно обыкновен-
ному дифференциальному уравнению с полной произ-
водной по углу. 

Но, в отличие от [1], из решений системы трех диф-
ференциальных уравнений следует, что инерциальная 
информация, определяющая гироскопический эффект, 
зависит не от инертных свойств волн упругих колебаний, 
а от инерциального движения деформаций резонатора. 

Инерциальные движения упругих деформаций резо-
натора, входящих в кинетическую энергию, подобны 
движениям струй жидкости, которые в инерциальном 
пространстве представляют собой прямые линии без уче-
та силы тяжести (или параболы с его учетом). 

II. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ГОЛОНОМНОСТИ УСЛОВИЯ 
НЕРАСТЯЖИМОСТИ СРЕДНЕЙ ЛИНИИ ТОНКОГО КОЛЬЦЕВОГО 

РЕЗОНАТОРА 
Условие нерастяжимости средней линии кольцевого 

резонатора переводится из нелинейной формы в общем 
виде в линейную относительно переменных 
ப୴[த,]
ப

, ப୰[த,]
ப

, r[τ,φ], v[τ,φ] путем введения нового угла Q: 

ቐ
ப୴[த,]
ப

+ R+ r[τ,φ] = R	Cos[Q],

	ப୰[த,]
ப

− v[τ,φ] 							= R	Sin[Q]
																						(2.2) 

т.е., учет условий нерастяжимости можно задать как 
наложение линейного преобразования: 

Us[vs, rs] = ൜vs → −r − R	(1 − Cos[Q]),
	rs → v + R	Sin[Q] 			           (2.3) 

где rs=ப୰
ப

, vs=ப୴
ப

 

Методом Даламбера, модифицированного механиком 
Сусловым Г.К. к системам с неинтегрируемыми связями 
([4], п. 299, стр. 596) получим систему уравнений дина-
мики кольцевого ВТГ. 

Для этого необходимо учесть нерастяжимость сред-
ней линии кольца при получении вариации плотности 
функции Лагранжа L: 

න න φ݀ݐ݀[ܮ]ߜ
௧ଶ

௧ଵ

ଶ

ଵ
= න න ܶ)]ߜ − φ݀ݐ݀[(ܷ

௧ଶ

௧ଵ

ଶ

ଵ
 

где T – плотность кинетической энергии движения гиб-
кого кольца, U-плотность потенциальной  энергии; 

ܶ = ଵ
ଶ
((v° + (R + r)Ω)ଶ + (r° − vΩ)ଶ,					    (2.4) 

 ܷ = κଶ ଵ
ଶ
(rss − vs)ଶ	,																				(2.5) 

v° = ப
பத
v, 	r° = ப

பத
r,		, rs=ப୰

ப
, vs=ப୴

ப
, rss=ப୰ୱ

ப
 

Вначале применим видоизменный метод Даламбера к 
плотности кинетической энергии T (2.4) . При учете 
условий нерастяжимости средней линии кольца 
(2.3)		переменные {	r°, v°, r, v} и плотность кинетической 
энергии T не меняется, следовательно, изменений как 
самой T, так и вариации плотности кинетической энер-
гии не происходит. 

Значит, кинематическая связь, отвечающая условию 
нерастяжимости, не влияет на выражение (2.4), не приво-
дит к появлению дополнительных сил и, следовательно, 
является голономной для плотности кинетической энер-
гии. Далее, применим видоизменный метод Даламбера к 
плотности потенциальной энергии U (2.5)	.  Изменение 
вариации плотности потенциальной энергии при учете 
условий кинематической связи (2.3) по Суслову Г.К. 
есть: 

			δ[U] =
∂U

∂(rss − vs)
൫dൣδ[rs − v]൧ − δൣd[rs − v]൧൯ = 

= (rss − vs)൫dൣδ[rs − v]൧ − δൣd[rs − v]൧൯	,						(2.6) 

где:  d[] – операция взятия дифференциала, 		δ[] – опера-
ция взятия вариации. 

При наложении условий нерастяжимости средней ли-
нии кольца (2.3) на правую часть (2.6), получим, что пер-
вый множитель у (2.6) изменится как: 

(rss − vs) =
∂[rs − v]
∂[φ] →

ୱ[୴ୱ,୰ୱ] ∂ൣRSin[Q]൧
∂[φ] .										(2.7) 

а второй множитель в правой части (2.6) будет нулевым: 

dൣδ[rs − v]൧ − δൣd[rs − v]൧ →
ୱ[୴ୱ,୰ୱ]

d ቂδൣRSin[Q]൧ቃ −
δ[d[RSin[Q]]] = 0. 

Следовательно, правая часть (2.6), как произведение 
этих двух сомножителей, равна нулю, значит, равна ну-
лю и δ[U]. Итак, изменений вариации плотности потен-
циальной энергии при учете условий нерастяжимости 
средней линии не происходит. 

Следовательно, кинематическая связь, отвечающая 
условию нерастяжимости средней линии кольца, являет-
ся голономной для гармонических осцилляторов, соот-
ветствующих как T, так и U. 

396



III.  ПОЛУЧЕНИЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ ДИНАМИКИ 
Таким образом, после учета голономного кинемати-

ческого условия нерастяжимости средней линии кольца 
плотность функции Лагранжа  с учетом (2.7)   будет вы-
глядеть: 

	L =
1
2
((v° + (R + r)Ω)ଶ + (r° − vΩ)ଶ) − 

	−
1
2
ቆR

∂Sin[Q]
∂φ 	ቇ

ଶ

,																										 (3.1) 

В соответствии с принципом стационарного действия 
Гамильтона ([5], гл.6, стр. 320), уравнения движения 
кольца следуют из условия равенства нулю вариации 
интеграла от полученной плотности функции Лагранжа 
(2.2): 

			 න Ldτdφ
୲ଶ

୲ଵ

ଶ

ଵ

= 

			=
1
2
 න (v° + (R + r)Ω)ଶ + (r° − vΩ)ଶ dτ dφ

ଶ

ଵ
+

ଶ

ଵ

 

+
1
2
 න (R

∂Sin[θ]
∂φ 	)ଶ dφ	 dτ.

୲ଶ

୲ଵ

ଶ

ଵ

											(3.2) 

Перейдем от плотности функции Лагранжа к плотно-
сти функции Гамильтона используя преобразования Рау-
са ([6], часть VI, §66, стр. 279).  На основе преобразо-
вания Рауса подынтегральное выражение первого слага-
емого у (	3.2) заменяется по правилу: 

1
2
൬ቀv

°
+ (R + r)Ωቁ

ଶ
+ ቀr

°
− vΩቁ

ଶ
൰d[τ]d[φ] → 

→ (ቀv
°
+ (R + r)Ωቁ (d[v] + (R + r)Ωd[τ]) + 

+ቀr
°
− vΩቁ (d[r] − vΩd[τ]) − 

−
1
2
൬ቀv

°
+ (R + r)Ωቁ

ଶ
+ ቀr

°
− vΩቁ

ଶ
൰d[τ])d[φ]									(3.3) 

Подынтегральное выражение второго слагаемого у 
(2.2)		заменяется по правилу: 

		
1
2 (R

∂Sin[θ]
∂φ 	)ଶd[φ]		d[τ] → 

 

			→ (ቆR
∂Sin[Q]
∂φ

ቇd[RSin[Q]] − 

−
1
2
ቆR

∂Sin[θ]
∂φ 	ቇ

ଶ

d[φ]	)	d[τ]																																								(3.4) 

 
Из гамильтоновых дифференциальных форм (см. в 

3.3, 3.4 части справа от «→») получим, что система урав-
нений динамики кольцевого резонатора состоит из двух 
независимых между собой систем уравнений движения. 

Первая из (3.3), при условии постоянства φ: 

൞�
r
°°
− ൬2v

°
Ω + vΩ

		°
+ (r + R)Ωଶ൰ = 0,

v
°°
− ൬−2r

°
Ω− (r + R)Ω

		°
+ vΩଶ൰ = 0.

																								 (3.5) 

где: 

	r
°°
=

∂
∂τ 	r

°, v
°°
=

∂
∂τ 	v

°, Ω
		°

		

=
∂
∂τΩ 

Вторая из (3.4), при условии постоянства τ: 

           R பమ

பమ
	Sin[Q] = 0                                     (3.6) 

IV. РЕШЕНИЕ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ ДИНАМИКИ КОЛЬЦЕВОГО 
РЕЗОНАТОРА И ИХ СВОЙСТВА  

Решение систем уравнений (3.5, 3.6) описывает дви-
жение деформации кольцевого резонатора:  

{r[τ, Δφ] + R, v[τ, Δφ]} = 
= {ΔXno + Vxn	τ, ΔYno + Vyn	τ}. 

																	. Cos
[Δφ+ ψ] −Sin[Δφ+ψ]

Sin[Δφ+ ψ] Cos[Δφ+ ψ] ൨ + 	f[Δφ]					(4.1) 

где 

f[Δφ] = {a, b}. Cos
[Δφ] −Sin[Δφ]

Sin[Δφ] Cos[Δφ] ൨ + 

+{c[Δφ], d[Δφ]}                    (4.2) 
																																														a = R(−Cos[Qo] + ϵ	Sin[Qo]), 

																																							b = R(Cos[Qo] − ϵ	Sin[Qo])Tan[Qo], 

c[Δφ] =
1
2R	Sec[Qo](1 + ϵ	Δφ(1 − Cos[2Qo])
− ϵ	Sin[2Qo]), 

d[Δφ] = 							R	൫(−1 + ϵ	Δφ)Cos[Qo]
+ ϵ	Sin[Qo]൯Tan[Qo]. 

Δφ = (φ − φo), 
	RSin[Qo] = (RSin[Q])� ಞ→ಞ

, (RSin[Qo])ୱ୭ୀ

= ൬
d
dφRSin

[Q]൰
� ಞ→ಞ

	,	 

ϵ = −
(RSin[Qo])ୱ୭
RSin[Qo] , 

Qo, φo −  начальные значения параметров, величины 
{ΔXno, ΔYno, Vxn, Vyn} – постоянные. 

Раскладывая деформацию (4.1) в ряд Фурье по пере-
менным {τ, Δφ}		получим, что она дает полное волновое 
движение, т.е., движение, содержащее в себе все члены 
разложения в ряд Фурье по гармоникам 
{Sin[kφ], Cos[kφ]}, k = 1,2,… 

В точке резонатора, где находится максимальное зна-
чение деформации (4.1), она будет удовлетворять  соот-
ношению: 

d
dτ
{r[τ, Δφ] + R, v[τ, Δφ]} = {0,0},					(4.3)	 

Для нее существует зависимость, позволяющая опре-
делить проекцию абсолютной угловой скорости на ось 
чувствительности резонатора: 

ߗ                = ୷୬ଡ଼୬ି୶୬ଢ଼୬
ଡ଼୬మାଢ଼୬మ

																																			(4.4) 

Из (4.1) для каждого  Δφi = Const получаем выраже-
ние ψ  как интеграла от проекции абсолютной угловой 
скорости на ось чувствительности: 

Δφi + ߰[߬] = 

= ArcTan
ΔYno + Vyn߬
ΔXno + Vxn߬

൨ − ArcTanቈ
,߬]ߥ Δφi]

,߬]ݎ Δφi] + ܴ
		(4.5) 
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Итак, из решений системы трех дифференциальных 
уравнений (3.5),(3.6) следует, что инерциальная инфор-
мация, определяющая гироскопический эффект, зависит 
не от инертных свойств волн упругих колебаний, а от 
инерциальных движений  деформаций резонатора, что: 

 дает возможность построить датчик, измеряющий 
как проекцию абсолютной угловой скорости на 
ось чувствительности (4.4), так и интеграл от нее 
(4.5), 

 позволяет формировать инерциальный датчик и без 
волны, как, например маятник-гироскоп в [2], 
стр.184 (объяснение эффекта на стр.176, рис. 32). 

При этом необходимо отметить, что движения упру-
гих деформаций резонатора, входящих в кинетическую 
энергию, подобны движениям струй жидкости, что поз-
воляет организовать режимы возбуждения и измерения 
колебаний резонатора, исходя из закона Паскаля: «дав-
ление на жидкость передается во все стороны без изме-
нений». 

К новым результатам теории одноосного кольцевого 
резонатора ВТГ, следует отнести следующее: 

 доказательство интегрируемости кинематического 
условия нерастяжимости средней линии кольцево-
го резонатора и упрощение подхода к выводу 
уравнений динамики движения одноосного ВТГ; 

 получение уравнений динамики движения одно-
осного ВТГ как обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений второго порядка, независимых 
между собой по времени и углу, 

 инерциальная информация, определяющая гиро-
скопический эффект, зависит от инерциального 
движения деформаций резонатора, что дает обос-
нование  инертности   упругих волн. 

Из полученных в данном исследовании дифференци-
альных уравнений динамики движения кольцевого резо-
натора следует: 

 возможность разработки как инерциального дат-
чика угла поворота (интегрирующего гироскопа), 
так и ДУС без возбуждения механических стоячих 
волн упругих колебаний кромки кольцевого резо-
натора; 

 возможность использования полученных аналити-
ческих выражений с целью обработки измеряемых 
первичных параметров для определения угловой 
скорости и/или интеграла от угловой скорости ос-
нования гироскопа; 

 возможность формирования механических стоя-
чих волн как изгибных колебаний кромки кольце-
вого резонатора ВТГ, которые могут служить дат-
чиком инерциальной информации, как и инертное 
твердое тело. 

 возможность формирования полной волны гибких 
колебаний резонатора. 

 при формировании движения упругих деформаций 
резонатора, исходя из подобия их движения с дви-
жением жидкости, использовать закон Паскаля. 
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Аннотация—Получены явные аналитические выраже-

ния для стационарного трехмерного распределения тепла 
в полости теплового акселерометра на основе обобщения 
известного аналитического подхода, ранее предложенного 
Харди для случая двух концентричных сфер. Изучено 
влияние искажений геометрии внутреннего источника 
тепла по сравнению с идеальной сферической формой.  

Ключевые слова—тепловой акселерометр, моделирование. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Тепловые акселерометры [1-3] имеют ряд важных 

преимуществ перед обычными датчиками ускорения на 
основе микроэлектромеханических систем (МЭМС). В 
частности, благодаря отсутствию движущихся механи-
ческих частей, конвективные акселерометры обладают 
высокой надежностью, дешевизной производства, а так-
же способностью выдерживать и измерять высокие 
нагрузки, вызванные, например, ударным воздействием. 
Принцип работы теплового акселерометра основан на 
эффекте конвекции жидкости или газа в замкнутой по-
лости под действием внешних сил инерции. Его характе-
ристики, например чувствительность, зависят от множе-
ства как физических параметров жидкости или газа, так 
и от конструкции и геометрии полости. 

Поскольку на практике трудно реализовать дорого-
стоящие прецизионные эксперименты, особенно для 
устройств МЭМС, обычно для исследования и оптимиза-
ции теплового акселерометра используется математиче-
ское моделирование. Два подхода являются наиболее 
популярными для решения соответствующей задачи вы-
числительной гидродинамики (CFD) внутри резонатора 
теплового акселерометра. Первый, полуаналитический, 
основан на разложении неизвестных функций в ряд по 
соответствующим базисным функциям. Неизвестные 
коэффициенты разложения определяются с помощью 
итерационных процедур. Поскольку найти подходящий 
базис, удовлетворяющий соответствующим граничным 
условиям, сложно, обычно используют два типа геомет-
рий: модель концентрических цилиндров Ходнетта–
Бишопа [5], которую также можно рассматривать как 
двумерную модель кругового кольца, и концентрическую 
сферическую модель [6,7]. Хотя в случае симметрии по 
азимутальному углу модель Харди также двумерна, она 
дает результаты, более близкие к полученным экспери-
ментально. Из-за ограниченности простых цилиндриче-
ской и сферической геометрий наиболее популярным 
способом моделирования динамики теплового акселеро-

метра является метод конечных элементов (МКЭ). Одна-
ко последний метод имеет существенный недостаток, 
связанный с необходимостью громоздкого представления 
сеточных решений в областях сложной формы. Некото-
рые авторы также отмечают существенное влияние раз-
мера сетки и ее топологии на результаты вычислений. 

В данной работе предлагается новая методика, обоб-
щающая идею Харди и позволяющая применить его 
подход к произвольным полостям со сферической сим-
метрией. В качестве начального приближения можно 
использовать известное аналитическое решение для ста-
ционарного теплообмена, например, полученное мето-
дом функций Грина в сферической полости с внутрен-
ним источником тепла другой формы. 

Для численных экспериментов рассмотрены два 
примера. Первая – эталонная модель концентрических 
сфер Харди. Сравнение наших результатов с эталонны-
ми позволяет сделать вывод об адекватности предло-
женной методики и продемонстрировать ее эффектив-
ность по сравнению с МКЭ. Вторая задача более реали-
стична, при этом геометрия внутренней границы незна-
чительно меняется от сферической до эллипсоидальной. 
Внешняя граница остается сферической, поскольку име-
ет хорошее приближение к некоторым реальным геомет-
риям устройств, включая кубическую и др., с учетом 
большого соотношения между внешним и внутренним 
радиусами или характерной длиной. 

Полученные явные аналитические выражения позво-
ляют оценить влияние геометрических соотношений 
элементов устройства на его характеристики и оптими-
зировать его конструкцию. 

II. ПРИНЦИП ДЕЙСТВИЯ 
Устройство включает в себя нагревательный элемент, 

создающий вокруг себя симметричное тепловое поле. На 
противоположных сторонах этого элемента расположе-
ны термодатчики S1 и S2 (рис. 1). При отсутствии внеш-
него ускорения система уравновешена, и тепловые дат-
чики выдают одинаковый сигнал.  

При наличии внешнего ускорения профиль темпера-
туры изменяется, что приводит к разности температур 
ΔT между датчиками в зависимости от величины уско-
рения. Ненулевая разница температур между тепловыми 
датчиками преобразует входное сопротивление в выход-
ной электрический сигнал. 
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Рис. 1. Принцип действия теплового акселерометра 

III. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
Система осесимметричных безразмерных уравнений 

для функции тока   и температуры T в сферических 
координатах ( , )r   имеет вид 
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где Pr – число Прандтля, Ra – число Рэлея; 
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Внешняя (“холодная”) граница o  при or r  
( 1)or   соответствует границе полости прибора, а внут-
ренняя (“горячая”) граница i  при 1r   - границе об-
ласти внутреннего источника тепла. Таким образом, 
имеем следующий набор краевых условий: 
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IV. РЕШЕНИЕ ХАРДИ 
Харди [6,7] предложил следующую итерационную 

схему: 
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которая приводит к последовательности систем уравне-
ний на каждом шаге j : 
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Краевые условия (2) принимают вид 
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Тривиальная функция тока, удовлетворяющая крае-
вым условиям (5), есть 0 0  . Таким образом, первое 
уравнение, которое необходимо решить: 

 2
0 0T  . (6) 

Для случая концентрических сфер решение (6) хоро-
шо известно: 

 0
11 .
1

o

o

r rT
r r


 


 (7) 

Подставив (7) во второе уравнение в (4), получим 

  4 3 2 1 2
1 4 3 2 1 0 1 sin ,B r B r B r B r B B r 

       (8) 

а подставив (7) и (8) в первое уравнение в (4), имеем 

 



2 1 2

1 2 1 0 1 2

3
3 1

ˆ ln cos .

T C r C r C C r C r

C r C r r 

 
 




     


 (9) 

Соответствующие выражения для коэффициентов 

1
ˆ, ,k kB C C , полученные в явном виде, представлены в 

[6,7]. В [7] также приведены более сложные выражения 
для высших аппроксимаций ,j jT   ( 1j  ). 

V. ВОЗМУЩЕННАЯ ГЕОМЕТРИЯ 
Пусть внутренняя граница описывается общим вы-

ражением ( ).ir r   Для произвольной достаточно глад-
кой осесимметричной границы, функция ( )ir   может 
быть разложена в ряд Фурье 

 2
0

( ) cos 2 .i n
n

r c n 




  (10) 

В данной работе мы ограничимся первыми двумя 
членами разложения Фурье (10), рассматривая следую-
щую геометрию внутренней границы модели: 

 2( ) 1 cos 2 1 cos .
2 2ir
 

         
 

 (11) 

Мы также будем рассматривать относительно малые 
отклонения от уравнения идеальной границы 1r  , т.е. 

400



0 1  . По аналогии с (7) общее выражение для при-
ближения температуры 0-го порядка в возмущенной об-
ласти, удовлетворяющее граничным условиям для тем-
пературы в (2), можно записать в виде 
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Подставляя (11) в (12) и пренебрегая членами поряд-
ка 2( )O  , получим 
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Для приближения функции тока 1-го порядка имеем 
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Положив 

1 1 1 ,     (16) 

где 1  – известное решение для геометрии концентриче-
ской сферы, (8), необходимо будет решить уравнение 
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с краевыми условиями 
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Подставляя (14) в правую часть (17), получаем 

4
1 2D 2 (1 cos 4 ).
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o
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 (19) 

Решение (19) можно найти в виде 

1 4 2 0( , ) ( ) cos4 ( )cos 2 ( ),r r r r          (20) 

где ( 0,2,4)i i   – неопределенных функций, которые 
по аналогии с решением Харди могут быть представле-
ны в виде линейных комбинаций основных функций 

lnm nr r  с неизвестными коэффициентами.  

Можно показать, что после подстановки (20) в левую 
часть (19) и приравнивания членов, соответствующих 
одним тем же гармоникам, имеем 
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Коэффициенты  
(4) (4) (2) (2) (2) (2) (0) (0) (0) (0) (0)
3 3 3 6 3 1 4 6 3ˆ ˆ ˆ{ , , , ; , , , ; , , }a a a a a a a a a a a    

в (21) можно найти непосредственно, приравняв слагае-
мые, соответствующие одинаковым степеням r в обеих 
частях (19). 

Остальные 12 коэффициентов в (21), а именно 
(4) (4) (4) (4) (2) (2) (2) (2) (0) (0) (0) (0)
3 1 4 6 1 1 2 4 0 1 2 3{ , , , ; , , , ; , , , }.a a a a a a a a a a a a    

можно определить по первым 4 граничным условиям 
(18) для каждой из 3 гармоник угла , т.е. всего 12 усло-
вий.  

На следующем шаге решаем краевую задачу для 
оценки приближения температуры 1-го порядка: 

2 1 1
1 02

1

1 ,
sin

0 on .i o

T T
r rr

T

 
 

          
  

  

 
 (22) 

Полагая 

1 1 1 ,T T T    (23) 

где 1T  – «регулярное» приближение температуры по 
Харди 1-го порядка, и опустив квадратичный член 

21 0 1 0 ~ ( ),T T O
r r

    


 
   


   

 

получаем следующее уравнение для «нерегулярного» 
приближения температуры 1-го порядка: 

2 0 0 1 01 1
1 2

1 .
sin

T T T
T

r r rr
  


 

  
               

 (24) 

с соответсвующими краевыми условиями 

1 1 1( , ) 0, ( ( ), ) ( ( ), ).o i iT r T r T r         (25) 

Введем следующее обозначение: 

1 (cos 2 1).     (26) 

где из (8) 

 4 3 2 1
4 3 2 1 0 1

1 .
2

B r B r B r B r B B r 
       

Окончательно, (24) примет вид 
2

1 3 1cos3 cos ,T         (27) 

где 
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3 4 02

1 4 2 02

2 ( 4 ),

2 2 (4 ) .

T
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T
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 (28) 

Если решение искать в виде 

1 3 1cos3 cos ,T        (29) 

получим следующую систему обыкновенных дифферен-
циальных уравнений: 

3 3 3 3 1 1 1 3 12 2

2 12 2 2, ( 3 ) ,
r rr r

                   (30) 

с однородными краевыми условиями 

3 1 3 1( ) ( )
( ) ( ) 0, 0.

i i
o o r r r r

r r
 

   
 

     (31) 

Можно показать, что 

2
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с известными коэффициентами (3) (3) (1) (1)ˆ ˆ, , ,k k    . 

Решение системы (30) имеет вид 

4
(3) (3) 2 (3) 3

3 2 3
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(1) (1) 2 (1) 3

1 2 3
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где коэффициенты (3) (3) (3) (1) (1) (1)
2 3 2 3ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,k k       могут быть 

определены по аналогии с коэффициентами аппрокси-
мации 1-го порядка функции тока. 

VI. ЧИСЛЕННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 
Чувствительность прибора определяется разностью 

температур в противоположных точках в направлениях 
0  и   . Для совершенной сферической модели, из 

(3) и (9) имеем 

 



2

1 1 2 1 0

1 2 3
1 2 3 1

( , 0) ( , ) 2 Ra

ˆ ln .

T T r T r C r C r C

C r C r C r C r r


  

  

       

  
 (34) 

Далее сравним (34) с разницей температур для случая 
возмущенной геометрии: 

 1Ra .T T T       (35) 

Здесь мы учли, что согласно (14) 0 0T   . 

Таким образом, с первым порядком точности добавка 
к тепловой чувствительности равна 

  1 1 3Ra ( ) Ra ( ) ( ) .T r r r      (36) 

Рис. 2 демонстрирует разницу между измерениями 
для двух рассмотренных геометрий внутреннего источ-

ника. Параметры задачи были выбраны следующие: 
3Ra 1 10 , 0.05, 2.or     

 

Рис. 2. Разность температур в противоположных направлениях  = 0  и  
 = π для концентрической сферической (сплошная линия) и возму-
щенной геометрии (пунктирная линия) 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Полученная модель позволяет получить более адек-

ватные результаты по сравнению со идеальной сфериче-
ской моделью. Эти результаты хорошо согласуются с 
расчетами, полученными МКЭ [8], однако, благодаря 
своей явной форме позволяют оптимизировать парамет-
ры прибора (геометрию, положение датчиков и др.) ана-
литически. Следует отметить, что можно продолжить 
описанный выше процесс и получить аппроксимации 
функции тока и температуры высших порядков. Однако 
соответствующие аналитические выражения будут зна-
чительно сложнее. Одним из возможных решений здесь 
является использование полуаналитического метода 
R-функций (RFM), который ранее эффективно применял-
ся для моделирования теплового акселерометра в связи с 
обобщением модели концентрических цилиндров [2-4]. 

ЛИТЕРАТУРА 
[1] A. Garraud, A. Giani, P. Combette, B. Charlot, and M. Richard, A 

dual axis CMOS micromachined convective thermal accelerometer, 
Sensors and Actuators A: Physical, vol. 170 (1-2), pp. 44-50, 2011. 

[2] A. Giani, P. Combette, A. Deblonde, A. Garraud, V.A. Matveev, and 
M.A. Basarab, A Highly Sensitive Thermal Accelerometer with 
Improved Bandwidth, Proc. of The 20th St.-Petersburg Int. Conf. on 
Integrated Navigation Systems, Saint-Petersburg, Russia, pp. 191-
198, 27-29 May, 2013. 

[3] M. Basarab, A. Giani, and P. Combette, Thermal accelerometer 
simulation by the R-functions method, Applied Sciences 
(Switzerland), vol. 10 , issue 23, 2020. 

[4] M. Basarab, A. Giani, P. Combette, and I. Ivanov, Solving the 
convection-diffusion problem in the horizontal cylindrical annulus by 
the R-function method and its application for thermal accelerometer 
simulation, AIP Conf. Proc., Vol. 2293, Art.no 030031, 2020. 

[5] P.F. Hodnett, Natural convection between horizontal heated 
concentric circular cylinders, Z. Angew. Math. Phys., vol. 24, 
pp. 507-516, 1973. 

[6] L.M. Mack L.M. and H.C. Hardee, Natural convection between 
concentric spheres at low Rayleigh numbers, Int. J. Heat Mass Tran.,  
vol. 11, pp. 387-396, 1968. 

[7] H.C. Hardee, Natural convection between concentric spheres at low 
Rayleigh numbers, PhD thesis, Texas University, 1966. 

[8] A. Garraud, A melioration des performances et nouveaux concepts de 
detecteurs de capteurs inertiels a detection thermique. PhD thesis. 
Universite Montpellier 2, 2011. 

 

402



Аналитический квазиоптимальный алгоритм 
программного управления угловым движением 

осесимметричного космического аппарата 
 

A.В. Мoлоденков 
Институт проблем точной 
механики и управления РАН 

Саратов, Россия 
molalexei@yandex.ru 

Я.Г. Сапунков 
Институт проблем точной 
механики и управления РАН 

Саратов, Россия 
SapunkovYaG@mail.ru 

T.В. Moлоденковa 
Саратовский государственный 

технический университет  
им. Ю.А. Гагарина 

Саратов, Россия 
moltw@yandex.ru 

 
Aннотация—Рассматривается классическая задача оп-

тимального в смысле минимума энергетических затрат 
программного разворота космического аппарата как твер-
дого тела с одной осью симметрии при произвольных гра-
ничных условиях. С помощью замен переменных исходная 
задача упрощается до задачи оптимального разворота 
твердого тела со сферическим распределением масс, со-
держащей одно дополнительное скалярное дифференци-
альное уравнение. В рамках концепции Пуансо об интер-
претации углового движения твердого тела вокруг непо-
движной точки, с использованием принципа максимума 
Понтрягина получено квазиоптимальное аналитическое 
решение задачи. Описываются численные примеры, пока-
зывающие близость квазиоптимального решения задачи к 
оптимальному. 

Ключевые слова—космический аппарат, осесиммет-
ричное твердое тело, программный разворот, оптимальное 
управление, квазиоптимальное аналитическое решение, 
обобщенное коническое движение, алгоритм, произвольные 
граничные условия. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
По проблеме программного управления простран-

ственным угловым движением космического аппарата 
(КА) опубликовано большое количество работ, но ана-
литическая нерешенность задачи в общем виде оставля-
ет актуальной эту тематику исследований. При произ-
вольных краевых условиях точное решение не известно 
даже в случае сферически-симметричного КА, поэтому 
в общем случае используют только приближенные ре-
шения задачи. Явное решение задачи оптимального 
управления угловым движением КА имело бы не только 
теоретическую, но и большую прикладную значимость, 
так как позволило бы использовать в системе управле-
ния заранее полученные выражения для управления и 
траектории КА. Это касается, например, КА нанокласса, 
которые имеют ограничения на вычислительные мощ-
ности. 

В докладе исследуется классическая задача опти-
мального управления угловым движением КА как твер-
дого тела с одной осью симметрии при произвольных 
граничных условиях по угловому положению и угловой 
скорости КА без ограничения на управление. В качестве 
критерия оптимальности используется квадратичный 
функционал энергии затраченной на маневр космиче-
ского аппарата с фиксированным временем переходного 
процесса. С помощью взаимно-однозначных замен пе-
ременных исходная задача упрощается (в отношении 
динамических уравнений Эйлера) до задачи оптималь-
ного разворота твердого тела со сферическим распреде-

лением масс, содержащей одно дополнительное скаляр-
ное дифференциальное уравнение. При этом правый 
конец переходного процесса представляет собой много-
образие в восьмимерном фазовом пространстве. 

С использованием кватернионов и принципа макси-
мума Понтрягина получены формулы краевой задача 
оптимизации. Кратко описано численное решение этой 
краевой задачи на основе алгоритма Левенберга-
Марквардта, представляющего собой комбинацию моди-
фицированного метода Ньютона и метода градиентного 
спуска. Основываясь на проведенных численных экспе-
риментах для различных параметров задачи, сделан вы-
вод о близости решений упрощенной классической зада-
чи и ниже описываемой модифицированной задачи оп-
тимального управления угловым движением КА. 

В докладе получено явное решение модифицирован-
ной задачи оптимального по энергии управления угло-
вым движением КА с произвольными краевыми услови-
ями по угловой скорости и ориентации КА, доведенное 
до алгоритма. В рамках классической концепции Пу-
ансо, интерпретирующей произвольное угловое движе-
ние твердого тела в терминах конусов прецессии, или 
иначе обобщенного конического движения, проведена 
модификация задачи оптимального управления угловым 
движением КА, а его траектория задана явными выра-
жениями в этом классе движений, содержащими произ-
вольные постоянные и две произвольные скалярные 
функции (параметры обобщенного конического движе-
ния). Относительно этих функций и их производных 
формулируется и решается оптимизационная задача, в 
которой в качестве управлений выступают вторые про-
изводные от этих двух функций. При этом общность 
исходной задачи практически не нарушается: известные 
точные решения классической задачи оптимального 
углового движения динамически-симметричного КА в 
случаях плоского поворота или регулярной прецессии и 
аналогичные решения модифицированной задачи пол-
ностью совпадают; в других случаях в числовых расче-
тах классической и модифицированной задач относи-
тельная погрешность между значениями функционала 
оптимизации составляет не более нескольких процен-
тов, включая угловые маневры КА на большие углы. 
Поэтому предлагаемое решение модифицированной 
задачи может трактоваться как квазиоптимальное по 
отношению к классической задаче оптимального угло-
вого движения КА. Приведены явные выражения для 
кватерниона ориентации и вектора угловой скорости КА 
исходной классической постановки, на основе решения 
обратной задачи динамики твердого тела получена фор-
мула вектора управляющего момента КА. Полученные 
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результаты на основе решения обратной задачи динамики 
могут быть обобщены на случаи управления КА при 
наличии в постановке задачи различных возмущений. 

В приведенных численных примерах при решении 
традиционной и модифицированной задачи расхожде-
ние между величинами функционала качества, который 
является определяющей характеристикой задачи, со-
ставляет от долей процента до нескольких процентов, 
включая развороты КА на 180°. Примеры показывают, 
что предложенное аналитическое решение задачи спра-
ведливо для КА по своей динамической конфигурации 
близких к осевой симметрии. 

II. ПОСТАНОВКА КЛАССИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ  
Движение КА как твердого тела с одной осью сим-

метрии вокруг центра масс описывается уравнениями 

        wLL  2 , (1) 
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    (2) 

Здесь фазовыми координатами являются )(tL  – 
нормированный кватернион  поворота КА 
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где 321 ,, iii  – орты гиперкомплексного пространства 
(мнимые единицы Гамильтона), которые можно иден-
тифицировать с ортами 321 ,, iii  жестко связанного с КА 
трехмерного векторного пространства, и )(tw  – вектор 
угловой скорости КА 

,)](),(),([)()()()( Т
321332211 twtwtwtwtwtwt  iiiw  

причем символ “  ” означает кватернионное умножение, 
а управление – вектор )(tM  действующего на КА 
внешнего момента 

.)](),(),([)()()()( Т
321332211 tMtMtMtМtМtМt  iiiM  

Фазовые координаты и управление подчинены тре-
бованиям задачи понтрягинского типа ( )(),( tt wL –
непрерывные функции, )(tМ  – кусочно-непрерывная 
функция). В динамических уравнениях Эйлера (2) для 
КА с одной осью симметрии (направленной в нашем 
случае вдоль орта 1i  связанной с КА системы коорди-
нат) 21, II - главные центральные моменты инерции 
твердого тела, 0const, 21 II . 

Заданы произвольные граничные условия по 
угловому положению 

TT LLLL  )(,)0( 0  (3) 

и угловой скорости КА 

TT wwww  )(,)0( 0 . (4) 

Требуется определить оптимальное управление 
)(opt tМ  системой (1), (2) при граничных условиях (3). 

(4), доставляющее минимум квадратичному критерию 
энергозатрат с фиксированным временем Т 


T

dtJ
0

TММ     (5) 

III. ЗАМЕНЫ ПЕРЕМЕННЫХ 
Так как основная переменная задачи кватернион L  

является безразмерной величиной, в задаче осуществля-
ется переход к безразмерным переменным [1], при ко-
тором вид формул (1)–(4) не изменится, Т=1, а функци-
онал (4) запишется так 


1

0

T dtJ ММ     (6) 

С целью упрощения (в отношении динамических 
уравнений Эйлера (2)) задачи (1)–(4), (6) осуществим 
замены переменных типа [1–3], сводящие исходную 
задачу к задаче оптимального разворота КА со сфериче-
ским распределением масс, содержащей одно дополни-
тельное скалярное дифференциальное уравнение. Для 
этого перепишем уравнения (2) в виде: 
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Тогда получим уравнения Эйлера (1.2) в кватерни-
онной записи 

        ,~
1 BmBω  b  (8) 

            2/1 tt iexpB   (9) 

где “~” – сопряжение кватерниона, “  .exp ” – кватерни- 
онная экспонента, вектор Т

321 ],,[ mmmm , а 

           
t

dbt
0

12  , (10) 

1
112

1
12 11   bIIbbb . Отметим, что   tt  ,1B . 

Кватернионное уравнение углового движения КА (1) 
при этом запишется так: 

BiiiBLL ~)(2 332211
1

1    b  (11) 

где кватернион B  определяется (9). С учетом начально-
го условия по угловой скорости КА (4) уравнение (8) 
можно переписать следующим образом: 

,~
1 βmβω  b  (12) 
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iexpβ  (13) 

Нелинейное выражение, стоящее в правой части (12) 
и зависящее только от переменных   3,1, ktmk , при-
мем за новое управление  tu : 

,~
1 βmβu  b  (14) 

где β  определяется (13). Отметим, что    tmbtu 111  , и 
поэтому в замене переменных (14) всегда можно совер-
шить обратный ход: по новой векторной переменной 

)(tu  (когда она будет известна) восстановить управле-
ние  tm  задачи (1)–(4), (6). Модуль вектора нового 
управления связан с модулем вектора управляющего 
момента КА так: 

211111 //
~~

IIbbbb MMmβmββmβu   . 

Исходя из (11), осуществим еще одну замену пере-
менных: 

        BΛL ~ , (15) 

где  tΛΛ   – новая кватернионная переменная описы-
вающая угловое положение КА. 

С учетом всех указанных выше замен переменных 
задача оптимального разворота КА (1)–(4), (6) примет 
вид: 
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где 321321 ,,,,, 000 ТТТ wwwwww  – компоненты вектора 
T

321 )](),(),([)( twtwtwt w  в начальный и конечный мо-
менты времени соответственно, а кватернион  )(TB  
определяется по формуле (9). 

Согласно (15), (21), задачу (16)–(22) можно пере-
формулировать так: в восьмимерном фазовом простран-
стве ωΛ  управляемую систему (16)–(18) необхо-
димо оптимально в смысле критерия (22) перевести из 
начального состояния (19), (20) на многообразие, кото-
рое определяется соотношениями 
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  (23) 

где  .vect  обозначает векторную часть кватерниона. 

Из этой задачи найдем оптимальные управление 
optu  и траекторию ., optopt ωΛ Как видно, векторное 

дифференциальное уравнение (17) имеет структуру, 
соответствующую динамическим уравнениям Эйлера 
для сферически-симметричного твердого тела. Это су-
щественно облегчает исследование задачи. Далее будем 
рассматривать задачу (16) – (22) ((23)).  

IV. О МОДИФИЦИРОВАННОЙ ЗАДАЧЕ ОПТИМАЛЬНОГО 
РАЗВОРОТА КА 

Одной из основных проблем при построении анали-
тического решения в задаче оптимального разворота 
твердого тела является разрешимость классической за-
дачи Дарбу – аналитического определе-ния )(tΛ из 
уравнения (16) при известных 0Λ , )(tω . При условии, 
что вектор угловой скорости )(tω  принудительно зада-
ется своим выражением в классе обобщенных кониче-
ских движений [4] 

КiiiКω  ))()(cos)()(sin)((~
321 tgtgtftgtf        (24) 

в котором )(tf  и )(tg –произвольные функции времени, 
К–произвольный постоянный кватернион, известно ре-
шение, удовлетворяющее начальному условию (20) 
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Формулы (24), (25) включают в себя все известные 
точные аналитические решения классической задачи 
оптимального разворота твердого тела при его динами-
ческой симметрии, когда вектор угловой скорости на 
всем интервале времени движения твердого тела посто-
янен по направлению или описывает в пространстве 
круговой конус [1]. Предлагаемая структура угловой 
скорости (24) хорошо соотносится с концепцией Пу-
ансо, что всякое произвольное угловое движение твер-
дого тела вокруг неподвижной точки можно рассматри-
вать как некоторое обобщенное коническое движение 
твердого тела [4]. Граничные условия задачи удовле-
творяются следующим образом: 
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Относительно функций f и g , их первых и вторых 
производных (которые рассматриваются в качестве но-
вых управлений) ставится оптимизационная задача, ко-
торая аналитически решается на основе принципа мак-
симума Понтрягина; вектор управляющего момента КА 
получается из вектора угловой скорости на основе ре-
шения обратной задачи динамики твердого тела. Анали-
тическое решение модифицированной задачи доведено 
до алгоритма и допустимо как квазиоптимальное анали-
тическое решение классической задачи оптимального 
разворота КА. 
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V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Аналитическое квазиоптимальное решение задачи 

программного управления угловым движением осесим-
метричного КА с произвольными краевыми условиями 
применимо в системах управления КА. Предлагаемый 
алгоритм имеет теоретическое обоснование и с хоро-
шими точностями решает задачу оптимальной переори-
ентации КА. Отметим, что аналитическое решение мо-
дифицированной задачи оптимального разворота осе-
симметричного КА при произвольных граничных усло-
виях, полученное на основе решения приведенной зада-
чи (16)–(22), оказалось существенно точнее, чем реше-
ние [5] (применительно к осевой симметрии КА), где 
квазиоптимальный управляющий момент КА строился 
на основе обратной задачи динамики КА по результатам 
решения модифицированной задачи без приведения с 
помощью замен переменных системы уравнений Эйлера 
для осесимметричного твердого тела к такой же системе 
для тела со сферической динамической симметрией. 
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Аннотация—В докладе с использованием новых 
бикватернионных дифференциальных уравнений про-
странственного движения твёрдого тела решена в нели-
нейной постановке задача оптимального в смысле быстро-
действия программного управления пространственным 
движением космического аппарата (КА) в инерциальной 
системе координат. КА рассматривается как свободное 
твёрдое тело произвольной динамической конфигурации, 
совершающее пространственное движение, эквивалентное 
композиции углового (вращательного) и поступательного 
(орбитального) движений. Граничные условия по углово-
му и линейному положениям аппарата, а также по его уг-
ловой и линейной скоростям произвольны, дуальная век-
тор-функция управления (композиция углового и линей-
ного ускорений) ограничена по дуальному модулю. В рам-
ках концепции решения обратных задач динамики с ис-
пользованием принципа максимума Понтрягина получена 
дифференциальная краевая задача двадцать восьмого по-
рядка. Приведены примеры численного решения краевой 
задачи для случаев, когда распределение масс КА соответ-
ствует сферически-симметричному твердому телу или 
международной космической станции (МКС). При этом 
отличие между начальной и конечной ориентациями КА 
велико в угловой мере и мало по линейному перемещению 
(задача пространственного маневрирования КА). Дан ана-
лиз полученных численных решений, выявлены их харак-
терные свойства и закономерности.  

Ключевые слова—космический аппарат, простран-
ственное движение, обратная задача динамики, принцип 
максимума, оптимальное в смысле быстродействия управ-
ление, кватернион, бикватернион. 

I. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Рассмотрим свободное твердое тело, например, КА, 

способное совершать относительно инерциальной си-
стемы координат произвольное пространственное дви-
жение, эквивалентное пространственному винтовому 
движению (композиции поступательного движения тела 
вместе с произвольно выбранной его точкой и вращения 
тела вокруг этой точки). Тело находится под действием 
произвольного главного вектора и главного момента 
внешних сил, включающих в себя вектор управляющей 
силы и вектор управляющего момента. Бикватернионные 
уравнения пространственного движения твердого тела, 
используемые для решения задачи с помощью концеп-
ции решения обратных задач динамики и принципа мак-
симума имеют вид [1–3]:  
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Здесь фазовыми переменными являются бикватерни-
он xxx svωU   (отображение кинематического винта 

U КА на связанный базис X) и бикватернион 0λλΛ s  
конечного перемещения КА в инерциальном простран-
стве, главная часть которого (кватернион λ ) характери-
зует ориентацию КА в инерциальной системе координат, 
а моментная (кватернион 0λ ) – местоположение КА в 
этой системе координат (декартовые координаты xk (k = 
1, 2, 3) центра масс КА в этой системе координат), а ду-
альным управлением – бикватернион ,xxx swεH  яв-
ляющийся дуальной композицией требуемого абсолют-
ного углового ускорения εx и требуемой составляющей 
wx абсолютного линейного ускорения КА. 

Необходимо построить бикватернионное программ-
ное управление ,xxx swεH   обеспечивающее про-
граммный перевод КА, движение которого описывается 
уравнениями (1) из его произвольного заданного началь-
ного состояния 

),0()0()0( 0λλ s  )0()0()0( xxx svωU   (2) 

в его заданное конечное состояние 

,)( 0
ккк1 λλ st    ккк

1)( xxxx st vωUU   (3) 

за минимальное время t1. 

Пусть также на управления наложены следующие 
ограничения 

,maxx  .maxwx w  (4) 

Известно, что нормы кватерниона λ  и бикватерниона 
  равны единице (они являются первыми частными 
интегралами задачи). Поэтому правое краевое условие, 
наложенное первым из соотношений (3) на бикватерни-
он ориентации и местоположения КА  , заменим на 

Исследование выполнено при финансовой поддержке РНФ (про-
ект № 22-21-00218). 
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равенства нулю векторных частей от главной и момент-
ной частей бикватернионного произведения к1)(~

 t : 

  ,t 0λλ к1)(~vect    ,tt 0λλλλ  к1
00

к1 )(~)(~vect     (5) 

эквивалентные шести скалярным (в (5) и далее верхняя 
волна означает сопряженный кватернион, а  ...vect  – 
векторная часть кватерниона). Такая замена правого ква-
тернионного краевого условия повышает эффективность 
численного решения задачи. 

Декартовые координаты ξk центра масс КА (т.е. про-
екции радиус-вектора r центра масс КА на оси инерци-
альной системы координат ξ) и проекции xk этого векто-
ра на оси связанной с КА системы координат X находят-
ся через компоненты кватернионов λ  и 0λ  по форму-
лам [4, 5]: 

.~,~2 0
321

0
321    kjirλkjir xxxx  

После решения поставленной задачи в построенном 
управлении xxx swεH   необходимо выделить глав-
ную xε  и моментную xx vw   части. 

После этого выделения законы формирования управ-
ляющей силы cxF  и управляющего момента cxM  полу-
чаются в соответствии с концепцией решения обратных 
задач динамики по известным аналитическим формулам. 

Заметим, что задача построения управлений wx и εx 
носит общий характер для всех движущихся объектов, 
рассматриваемых как твердое тело, так как уравнения (1) 
справедливы для любого такого движущегося объекта. 
Специфика объекта (его массово–инерционные и другие 
характеристики, действующие внешние возмущающие 
силы и их моменты) учитываются при построении 
управляющей силы Fcx и управляющего момента Mcx на 
основе конечных соотношений (в их правые части в об-
щем случае включаются главный вектор F = F(t, r, v) 
других внешних сил, действующих на твердое тело (сил 
гравитации, сопротивления движению и других сил вза-
имодействия тела с внешней средой) и главный момент 
M = M(t, λ, ω) этих сил, вычисленный относительно 
центра масс тела, полагаемые известными функциями 
времени t и переменных r, v и λ, ω). 

II. ПЕРЕХОД К БЕЗРАЗМЕРНЫМ ПЕРЕМЕННЫМ 
Перейдем от размерных переменных задачи к без-

размерным по формулам (кватернион λ  является без-
размерным) [6]: 
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Тогда безразмерные кватернионные фазовые уравне-
ния, соответствующие бикватернионным фазовым урав-
нениям (1), примут вид (верхние индексы «безраз» здесь 
и далее опущены, а точка обозначает производную по 
безразмерному времени):  

,xx N εω    ,xwx N wv   
(6) 

,2 xωλλ    .2 00
xx ωλvλλ    
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  – без-

размерные параметры задачи. 

Отметим, что размерные и безразмерные уравнения 
для переменных λ  и 0λ  совпадают по своей форме. 

При этом ограничения на управления примут вид 

,1x  .1xw  (7) 

Положим, что в выражении для управляющей силы 
главный вектор других внешних сил обусловлен силой 
гравитационного притяжения КА к Земле, а главный 
момент других внешних сил равен нулю. Тогда выраже-
ния для управляющей силы и момента в безразмерном 
виде запишутся так 

  ,/ 3rNN xGxxxwcx rvωKwF   
(8) 

  .xxxcx N JωωKJεM    

Здесь 32
0 / LTMGNG   – безразмерный параметр 

задачи, G  – гравитационная постоянная, а 0M  – масса 
притягивающего тела (Земли). 

III. ЗАКОН ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 
Поставленную задачу будем решать с помощью 

принципа максимума Л.С. Понтрягина. Для этого введем 
дополнительные безразмерные бикватернионные пере-
менные  s  и ,0 sM  сопряженные по от-
ношению к безразмерным фазовым переменным 

xxx svωU   и 0λλ s  соответственно. Здесь  , 
  – это векторы (кватернионы с нулевыми скалярными 

частями), а   и 0  – это кватернионы с ненулевыми 
скалярными частями. В этом случае функция Гамильто-
на-Понтрягина примет вид 
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v
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где «( . , . )» – скалярное произведение соответствующих 
трехмерных и четырехмерных переменных. 

Система уравнений для сопряженных переменных 
примет вид (нижний индекс «v» обозначает векторную 
часть кватерниона): 

    ,vect 2 00
0   

 vv  

(9)  ,vect 2 0    

,2 0
xx ωv     .2 00

xω    

Закон оптимального в смысле быстродействия 
управления (т.е. закон управления, удовлетворяющий 
необходимому условию оптимальности) находится 
из условий максимума функции Гамильтона-Понтрягина 
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по переменным x , xw  с учетом наложенного ограни-
чения (7) и имеет вид: 

,opt



 x  .opt



xw  (10) 

Условия трансверсальности, не содержащие неопре-
деленных множителей Лагранжа, имеют вид: 
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Таким образом, задача оптимального по быстродей-
ствию управления пространственным движением КА 
сведена в рассматриваемой постановке к краевой задаче 
с подвижным правым концом траектории, описываемой 
системой нелинейных дифференциальных уравнений (6), 
(9), (10) двадцать восьмого порядка и двадцатью шестью 
краевыми условиями (2), (3), (5), которые необходимо 
дополнить двумя условиями трансверсальности (11) и 
равенством ,0* t

oH имеющим место для оптимального 

управления ,opt
x  opt

xw  и оптимальной траектории. 

IV. ПРИМЕРЫ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 
Предложенный нами алгоритм численного решения 

задачи основан на методе Левенберга–Марквардта. Он 
реализует комбинацию метода Рунге-Кутта 4-го порядка 
точности и двух методов решения краевых задач: моди-
фицированного метода Ньютона и метода градиентного 
спуска [7]. 

Для твердых тел (КА) с различным распределением 
масс сравним результаты полученного решения задачи 
быстродействия с граничными условиями, приведенны-
ми в [6] (рассмотрим случай поворота КА из положения 
покоя в положение покоя): 

 ,34780  39750  29810 ,79510)0( .,.,.. λ   ;0 ,0 ,0)0( x  

 ,14850  32600  39840 ,84430к .,.,.. λ   .0 ,0 ,0к x  

Тело 1. Сферически-симметричное твердое тело: 
0.1321  III (безразмерные величины). 

Тело 2. Международная космическая станция (МКС) 
(ранняя версия [8]) как произвольное твердое тело: 
I1=4853000 кг∙м2, I2=23601000 кг∙м2, I3=26278000 кг∙м2, 
(размерные моменты инерции) или ,2358.01 I  

,1466.12 I  2766.13 I  (безразмерные величины).  

Для того чтобы результаты расчётов можно было 
сравнить с тем, что получено в работе [6], нужно поло-
жить начальное и конечное значения вектора линейной 
скорости КА равными нулевому вектору. 

При этом начальные и конечные значения компо-
нент радиус-вектора центра масс КА (в инерциальной 
системе координат) также должны совпадать. Пусть 
безразмерные компоненты радиус-вектора соответству-

ют [9]: ,м 823399727к0 .==xx ,м 623962416к0 .==yy =z0  

.м 418801552к .==z   

Также нужно принять 0wN , тогда линейная ско-
рость КА будет равна нулю во всё время его движения, 
т.е. КА будет совершать только вращательное движе-
ние. 

В данной постановке задачи вид распределения 
масс КА учитывается только в самом конце, при вычис-
лении управляющего момента, и не участвует в форми-
ровании оптимального управления. Поэтому нужно бу-
дет менять величину N  так, чтобы модуль безразмер-
ного управляющего момента был меньше единицы (как 
в работе [6]). 

При отсутствии поступательного перемещения для 
случая сферического распределения масс (при 1N ) 
безразмерное время движения оказалось равным 1.3856 
безразмерных единиц. Это близко к указанным в работе 
[6; с. 146] для этого случая 1.3916 безразмерным едини-
цам. Значения компонент кватерниона ориентации λ  и 
вектора угловой скорости   в промежуточной точке 
(примерно середина интервала движения) также близки 
к тем, что указаны в табл. 2 работы [6; с. 146]. 

Пусть масштабные множители для расстояния и 
времени соответствуют работе [10]: м,  037000000.L   

сек.  7011272.8554T  Тогда, с учётом известных зна-
чений для массы Земли кг,  105.9722 24

0 M  и грави-

тационной постоянной ,кгм  Н106.67408 -22-11 G  
безразмерный параметр задачи будет равен 

1.00.99997 GN . 

Аналогичные расчёты были проведены для случая, 
когда распределение масс КА соответствует МКС при 

.784440.N  Время движения оказалось равным 
1.56442 безразмерных единиц, что почти совпадает 
с указанными в [6; с. 146] для этого случая 1.5645 без-
размерными единицами. 

Законы изменения фазовых координат и оптималь-
ного управляющего момента близки к тем, что получе-
ны в работе [6; с. 154] на рис. 2 при решении модифи-
цированной задачи управления поворотом КА. 

Заметим, что при отсутствии поступательного пере-
мещения значения компонент безразмерного радиус-
вектора не влияют на законы изменения фазовых пере-
менных и оптимального управления, а также на время 
окончания управляемого процесса. При этом лишь мо-
ментная часть бикватерниона   умножается на посто-
янный кватернион, и меняются начальные значения со-
пряжённых переменных.  

Рассмотрим теперь общий случай, когда начальные и 
конечные значения компонент радиус-вектора КА и 
вектора его скорости не совпадают. Пусть безразмерные 
компоненты радиус-вектора и вектора скорости соот-
ветствуют размерным параметрам орбиты из книги [11]: 
для начального положения КА ,м 12194795.00 =x  

,м 21779195.00=y ,м 8278547.00=z ,м/сек 1080.7500 =vx

,м/сек 1849.2560 =v y ;м/сек 3274.2250=vz  для конечного 
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положения КА ,м 12110249.0к =x  ,м 21643438.0к=y  

,м 8744787.0к=z  ,м/сек 1063.392к =vx  1905.728к =v y  

,м/сек .м/сек 3247.462к=vz  

Положим, что максимальное значение ускорения от 
тяги реактивного двигателя равно 2

max мм/сек 1w  (на 
два порядка меньше, чем в работе [10]), что соответ-
ствует ЭРДУ малой тяги [12]. При этом безразмерный 
параметр задачи будет равен 0.0035wN . 

В случае сферического распределения масс при 
1N  время движения оказалось равным 6.6863 без-

размерных единиц или 20.937 ч. Таким образом, при 
наличии поступательного перемещения длительность 
управляемого процесса увеличилась примерно в 4.84 
раза. 

Отметим, что компоненты вектора линейной скоро-
сти КА являются медленно меняющимися функциями 
времени. При этом на графике изменения каждой из 
компонент вектора угловой скорости выделяются два 
этапа разгона, сменяющиеся этапами торможения. Ве-
личина компоненты   в конце второго разгонного эта-
па в несколько раз меньше, чем в конце первого; напро-
тив, величина компоненты   в конце второго разгон-
ного этапа примерно на 15% больше, чем её же значе-
ние в конце первого этапа. В то же время значение тре-
тьей компоненты вектора угловой скорости в конце 
обоих этапов разгона близки друг к другу. Момент вре-
мени, в который меняются этапы, совпадает со сменой 
знака соответствующей компоненты вектора углового 
ускорения КА. Оптимальные законы изменения компо-
нент вектора углового ускорения имеют разрывный ха-
рактер. На каждом из участков активного движения КА 
они сохраняют постоянное значение. В рассматривае-
мом случае эти законы полностью совпадают с закона-
ми изменения  компонент вектора оптимального управ-
ляющего момента. При этом компоненты оптимального 
вектора линейного ускорения являются непрерывными 
функциями времени, близкими к гармоническим коле-
баниям. Первая и третья из них дважды меняют знак. До 
момента времени 1t  безразмерных единиц каждая из 
компонент вектора управляющей силы достигает своего 
абсолютного максимума, а затем до момента времени 

5t  колеблется около нуля, несколько раз меняя знак 
(отклонение от оси абсцисс в несколько раз меньше со-
ответствующего абсолютного максимума). 

Также в работе приведены результаты расчётов для 
случая, когда распределение масс КА соответствует 
МКС при .784440.N   В этом случае время движения 
оказалось равным 7.5447 безразмерных единиц или 
24.283 ч, что почти в 5 раз больше, чем длительность 
соответствующего управляемого движения при отсут-
ствии поступательного перемещения центра масс КА. 

Законы изменения искомых величин при этом каче-
ственно остались такими же, как и в предыдущем слу-
чае, за исключением управляющего момента. Компо-
ненты вектора управляющего момента более не являют-
ся постоянными в течение каждого из участков активно-
го движения КА. Отметим также, что уменьшились мак-

симальные значения каждой из компонент вектора уг-
ловой скорости КА.  

Отметим выявленную неединственность численного 
решения краевой задачи оптимального управления про-
странственным движением КА, связанную с нелинейно-
стью дифференциальных уравнений задачи. При одних и 
тех же граничных условиях в постановке краевой задачи 
оптимального управления получены различные решения 
для законов движения, управления и поведения сопря-
женных переменных. Из них было выбрано то, которое 
соответствует меньшему значению времени окончания 
управляемого процесса. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Нами построена бикватернионная теория оптималь-

ного по быстродействию управления пространственным 
движением КА, даны примеры численного решения этой 
задачи управления для случая сферической симметрии 
КА и случая, когда распределение масс КА соответству-
ет МКС. Выявлены характерные свойства и закономер-
ности процесса управления. Комбинирование двух мето-
дов решения краевых задач позволило повысить точ-
ность и эффективность их численного решения.  
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Аннотация—В докладе изложено аналитическое ре-
шение задачи построения квазиоптимального программ-
ного управления пространственным движением космиче-
ского аппарата (КА) произвольной динамической конфи-
гурации в инерциальной системе координат с использова-
нием дуальных параметров Эйлера (Родрига–Гамильтона) 
и бикватернионов Клиффорда (дуальных кватернионов). 
Для решения задачи использована новая  модель про-
странственного движения КА, состоящая из дифференци-
альных уравнений для дуальных параметров Эйлера и 
дуальных скоростей КА, а также из динамических алгеб-
раических соотношений для формирования векторов 
управляющей силы и управляющего момента. Краевые 
условия по угловому и линейному положениям КА в инер-
циальном пространстве и по его угловой и линейной ско-
ростям произвольны, дуальные управления не ограниче-
ны. Время управления зафиксировано. Минимизируется 
дуальный интегральный квадратичный функционал каче-
ства в отношении взаимосвязанного  управления угловым 
(вращательным) и поступательным (орбитальным) движе-
ниями КА. Решение получено в классе обобщенных дуаль-
ных конических движений с использованием метода реше-
ния обратных задач динамики и принципа максимума. 

Ключевые слова—космический аппарат, программное 
квазиоптимальное управление, пространственное движе-
ние, дуальные параметры Эйлера (Родрига–Гамильтона), 
бикватернион Клиффорда, угловое (врашательное) и по-
ступательное (орбитальное) движения, дуальный инте-
гральный квадратичный функционал качества.  

I.  ВВЕДЕНИЕ  
Применение бикватернионов Клиффорда (дуальных 

кватернионов) в задачах управления пространственным 
движением твердого тела было начато в кинематиче-
ских задачах управления его движением. В последнее 
время бикватернионы стали широко использоваться для 
решения задач управления пространственным движени-
ем твердого тела, в частности, космического аппарата, 
рассматриваемого как твердое тело, в динамической 
постановке. Уравнения динамики твердого тела записы-
ваются в бикватернионной форме, объединяющей ди-
намические уравнения вращательного и поступательно-
го движений твердого тела, и дополняются бикватерни-
онным кинематическим уравнением. Для построения 
законов управления по принципу обратной связи часто 
используется один из современных методов теории 
управления – управление с прогнозирующей моделью 
(Model Predictive Control или MPC). MPC позволяет по-

лучить квазиоптимальное решение для нелинейных 
объектов при наличии ограничений на управление и 
фазовых ограничений, но имеет и ряд недостатков, сре-
ди которых – неаналитичность, достаточно высокое по-
требление вычислительных ресурсов, поскольку этот 
метод требует численного интегрирования дифференци-
альных уравнений движения. 

Для синтеза законов управления по принципу обрат-
ной связи также широко используется метод “бэкстеп-
пинг” (“backstepping”). Это – рекурсивная процедура, в 
которой совмещены задачи нахождения функции Ляпу-
нова и соответствующего ей закона управления. Метод 
был предложен Кокотовичем в 1990 году. В соответ-
ствии с этим методом задача построения закона управ-
ления для всей системы разбивается на последователь-
ность соответствующих подзадач для систем меньшего 
порядка. Алгоритм бэкстеппинга заключается в том, 
чтобы сделать каждый интегратор объекта устойчивым 
путем добавления обратной связи, вычисленной по это-
му алгоритму, и представляет собой набор действий, 
выполняемых для каждого дифференциального уравне-
ния математической модели объекта. Для задачи управ-
ления пространственным движением твердого тела на 
первом этапе рассматривается кинематическая задача 
управления движением тела, описываемая бикватерни-
онным кинематическим уравнением. На этом этапе ки-
нематический бикватернионный стабилизирующий за-
кон управления часто берется в виде логарифмической 
обратной связи, т.е. в виде, использующем логарифми-
ческое представление дуального кватерниона (биква-
терниона) пространственного перемещения тела. 

В докладе в нелинейной динамической постановке с 
использованием дуальных параметров Эйлера (Родрига–
Гамильтона) и бикватернионов Клиффорда (дуальных 
кватернионов) построено аналитическое решение задачи  
квазиоптимального программного управления про-
странственным движением КА произвольной динамиче-
ской конфигурации в инерциальной системе координат 
для дуального интегрального квадратичного функцио-
нала качества и фиксированного времени управления. 
Решение получено в классе обобщенных дуальных ко-
нических движений с использованием метода решения 
обратных задач динамики и принципа максимума. Для 
решения задачи использована новая  бикватернионная 
модель пространственного движения КА, предложенная 
в работах [1-4], где также приводятся другие новые 
бикватернионные модели пространственного движения 
твердого тела и даются их приложения к решению задач 

Исследование выполнено при финансовой поддержке РНФ (про-
ект № 22-21-00218). 

411



управления пространственным движением твердого те-
ла по принципу обратной связи. Приводимое нами ре-
шение является бикватернионным аналогом кватерни-
онного решения задачи построения квазиоптимального 
программного управления вращательным движением 
КА, построенным в [5, 6]. 

II. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДВИЖЕНИЯ КА  
И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ПРОГРАММНОГО УПРАВЛЕНИЯ  
Введем обозначения: r и v – радиус-вектор и вектор 

скорости центра масс КА в инерциальной системе коор-
динат ξ, λ – кватернион ориентации КА в этой системе 
координат, компонентами которого являются параметры 
Родрига–Гамильтона (Эйлера) λj (j = 0, 1, 2, 3), ω и ε – 
векторы абсолютной угловой скорости и абсолютного 
углового ускорения КА, Fc и Mc – векторы управляющей 
силы и управляющего момента, приложенных к КА, F = 
F(t, r, v) и M =  M(t, λ, ω) – главный вектор других внеш-
них сил, действующих на КА (сил гравитации, сопротив-
ления движению и других сил взаимодействия КА с 
внешней средой) и главный момент этих сил, вычислен-
ный относительно центра масс КА, полагаемые извест-
ными функциями времени t и переменных  r, v и λ, ω. 

Дифференциальные уравнения движения КА, рас-
сматриваемого как свободное твердое тело, имеют вид 
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Здесь в уравнениях (2.1) и (2.2) rx, vx, ωx, εx, Fx, Mx, 
Fcx, Mcx – вектор-столбцы размерами 3×1 или, далее, 
кватернионы с нулевыми скалярными частями, состав-
ленные из проекций xk, vk, ωk, εk, Fk, Mk, Fck, Mck (k = 1, 2, 
3) векторов r, v, ω, ε, F, M, Fc, Mc на оси связанной с КА 
системы координат X; m – масса КА, J – постоянная 
матрица инерции КА; K(ωx) – кососимметрическая мат-
рица угловых скоростей КА, сопоставляемая вектору ω; 
i, j, k – векторные мнимые единицы Гамильтона; ay – 
отображение вектора a на базис Y (Y = ξ, X), определяе-
мое как кватернион kjia 321 aaay  , компоненты 
которого – проекции ak вектора a на базис Y; верхняя 
точка означает производную по времени t, знак “◦” – 
кватернионное умножение. 

Первое матричное уравнение (2.1) и матричное урав-
нение (2.2) являются динамическими, а второе матрич-
ное уравнение (2.1) и кватернионное уравнение (2.3) – 
кинематическими уравнениями пространственного 
движения КА, представляющего собой композицию 
поступательного (траекторного) и углового (вращатель-
ного) движений. Они образуют систему нелинейных, 
нестационарных дифференциальных уравнений трина-
дцатого порядка относительно переменных xk, vk и λj, ωk.  

Поставим следующую задачу: построить  программ-
ные управления 

Fcx = Fcx(t), Mcx = Mcx(t),                      (2.4) 

обеспечивающие программный перевод КА из его про-
извольного заданного начального состояния   

rx = rx(0),   vx = vx(0),   λ = λ(0),   ωx = ωx(0)      (2.5) 

в его заданное конечное состояние  

rx = rx(t1),   vx = vx(t1),   λ = λ(t1),   ωx = ωx(t1)  (2.6) 

в классе оптимальных обобщенных дуальных кониче-
ских движений.  

Поставленную задачу будем решать, учитывая дей-
ствующие гравитационные силы xgrF  и пренебрегая 
действующими возмущающими силами и моментами, с 
использованием концепции решения обратных задач 
динамики. Законы формирования управляющей силы и 
управляющего момента в соответствии с этой концеп-
цией получаются  на основе уравнений (2.1), (2.2) и  
имеют вид 

    ,,x xxgrxxcx tm rFvωKvF     (2.7) 

  .xxxcx JωωKJεM              (2.8) 

Входящие в первые слагаемые законов управления 
(2.7) и (2.8) требуемая составляющая xx wv   абсо-
лютного линейного ускорения и требуемое абсолютное 
угловое ускорение εx могут быть построены на основе 
матричных (2.9) и кватернионных (2.10) уравнений: 

  ;, x xxxxx vrωKrwv            (2.9) 

,2, xxx ωλλεω               (2.10) 

получающихся из уравнений (2.1)–(2.3). 

Фигурирующие в этих уравнениях величины wx и εx 
рассматриваются нами в дальнейшем как новые управ-
ления. 

Таким образом, задача построения управляющей си-
лы Fcx и управляющего момента Mcx в рассматриваемой 
постановке сводится к построению требуемой состав-
ляющей wx абсолютного линейного ускорения и требу-
емого абсолютного углового ускорения εx, входящих в 
качестве управлений в уравнения (2.9) и (2.10). Задача 
построения управлений wx и εx носит общий характер 
для всех движущихся объектов, рассматриваемых как 
твердое тело, так как уравнения (2.9) и (2.10) справед-
ливы для любого такого движущегося объекта. Специ-
фика объекта (его массово–инерционные характеристи-
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ки, действующие гравитационные силы) учитываются 
при построении управляющей силы Fcx и управляющего 
момента Mcx на основе конечных соотношений (2.7) и 
(2.8). 

Введем в рассмотрение кинематический винт U КА, 
отображение которого Ux на связанный с КА базис X 
определяется бикватернионом 

,,321 kkkxxx svUsUUU  vωkjiU (2.11) 

где s – символ (комплексность) Клиффорда, обладаю-
щий свойством s2 = 0; 3,2,1,  ksvU kkk  – дуаль-
ные ортогональные проекции кинематического винта U 
на базис X. 

Тогда векторно-матричные (2.9) и кватернионные 
(2.10) дифференциальные уравнения можно заменить 
двумя следующими бикватернионными дифференци-
альными уравнениями: 

xxxx s HwεU  ,                (2.12) 
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в которых фазовыми переменными являются бикватер-
нион xU  (отображение кинематического винта U КА на 
связанный базис X) и бикватернион Λ  конечного пере-
мещения КА в инерциальном пространстве, главная 
часть которого (кватернион λ ) характеризует ориента-
цию КА в инерциальной системе координат, а момент-
ная (кватернион 0λ ) – местоположение КА в этой си-
стеме координат (декартовые координаты xk (k = 1, 2, 3) 
центра масс КА в этой системе координат), а дуальным 
управлением является бикватернион xH , являющийся 
дуальной композицией требуемого абсолютного углово-
го ускорения εx и требуемой составляющей wx абсолют-
ного линейного ускорения КА. 

Декартовые координаты ξk центра масс тела (т.е. 
проекции радиус-вектора r центра масс КА на оси инер-
циальной системы координат ξ) и проекции xk этого век-
тора на оси связанной с КА системы координат X нахо-
дятся через компоненты кватернионов λ  и 0λ  по фор-
мулам 

.
0

321
0

321 ,2 λλkjirλλkjir   xxxx  

Задачу построения требуемой составляющей wx аб-
солютного линейного ускорения и требуемого абсолют-
ного углового ускорения εx, входящих в качестве управ-
лений в уравнения (2.9) и (2.10), сформулируем в биква-
тернионной постановке следующим образом: необхо-
димо построить бикватернионное программное управ-

ление xxx swεH  , обеспечивающее программный 
перевод КА, движение которого описывается уравнени-
ями (2.12) и (2.13), из его произвольного заданного 
начального состояния   

Λ(0) )0()0( 0λλ s ,    Ux(0) = )0()0( xx svω     (2.16) 

в его заданное конечное состояние  

Λ(t1) )()( 1
0

1 tst λλ  ,    Ux(t1) = )()( 11 tst xx vω     (2.17) 
и минимизирующее дуальный интегральный квадратич-
ный функционал качества (критерий энергетических 
затрат) 
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где время t1 фиксировано и задано. 

Краевые условия )0(0λ  и )( 1
0 tλ находятся через за-

данные начальные и конечные значения кватернионов 
λ  и r по формуле 
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После решения поставленной задачи в построенном 
управлении xxx swεH   необходимо выделить глав-

ную xε  и моментную xx vw   части. После этого вы-

деления законы формирования управляющей силы cxF  и 

управляющего момента cxM  получаются в соответ-
ствии с концепцией решения обратных задач динамики  
по формулам (2.7) и (2.8). 

III. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КВАЗИОПТИМАЛЬНОГО 
ПРОГРАММНОГО УПРАВЛЕНИЯ  

С использованием принципа перенесения Котельни-
кова–Штуди, позволяющего распространить кватерни-
онные формулы, описывающие управление угловым 
движением, на бикватернионные формулы, описываю-
щие управление общим пространственным движением 
твердого тела, получен квазиоптимальный алгоритм 
программного управления пространственным движени-
ем КА. Этот алгоритм строится путем обобщения при-
ближенного аналитического решения кватернионной 
задачи оптимального в смысле минимума энергетиче-
ских затрат разворота КА при произвольных граничных 
условиях по угловому положению и угловой скорости 
КА [5, 6], которое, в свою очередь, получено на основе 
точного решения введенной Я.Г. Сапунковым модифи-
цироваенной задачи оптимального разворота твердого 
тела [7, 8]. Кратко опишем этот подход. 

В случае, когда свободное твердое тело совершает 
пространственное обобщенное винтовое коническое 
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движение, для которого кинематический винт xU  тела 
имеет вид 

    kji

vωkjiU

)()(cos)()(sin)(
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sUUU xxx
 


              (3.1) 

где )(),(),(),( tGtFtGtF   – произвольные дифференци-
руе-мые функции времени, бикватернионное кинемати-
ческое уравнение (2.13) имеет аналитическое решение  
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      (3.2) 

– дуальный аналог кватернионного решения [5-8], 
“ехр{.}” обозначает бикватернионную экспоненту. 

Винтовое движение свободного твердого тела (КА), 
описываемое соотношениями (3.1), (3.2) можно обоб-
щить, добавив произвольный дуальный поворот в инер-
циальной системе координат на дуальный постоянный 
угол вокруг некоторой оси. Такой поворот задается с 
помощью произвольного постоянного бикватерниона 

0κκΚ s , 1Κ  (в правые части формула (3.1), (3.2) 
добавятся умножения слева и справа на бикватернионы 
К~  и К  соответственно, где 1~~

 КККК  ). 

Формулы (3.1), (3.2) включают в себя все известные 
точные кватернионные аналитические решения класси-
ческой задачи оптимального разворота твердого тела 
при его динамической симметрии, когда вектор угловой 
скорости на всем интервале времени движения твердого 
тела постоянен по направлению или описывает в про-
странстве круговой конус [9, 10] и их дуальные аналоги. 
Предлагаемая структура кинематического винта (3.1), в 
кватернионном случае – вектора угловой скорости КА, 
хорошо соотносуются с концепцией Пуансо: всякое 
произвольное угловое движение твердого тела вокруг 
неподвижной точки можно рассматривать как некоторое 
обобщенное коническое движение твердого тела.  

С использованием выражений (3.1), (3.2) в началь-
ный и конечный моменты движения удовлетворяются 
граничные условия задачи (2.16), (2.17). 

Относительно функций )(),( tGtF  и их первых и 
вторых производных (которые рассматриваются в каче-
стве новых дуальных управлений) ставится оптимиза-
ционная задача, которая аналитически решается на ос-
нове принципа максимума Понтрягина; бикватернион 

управления КА получается из кинематического винта 
xU  на основе решения обратной задачи динамики дви-

жения свободного твердого тела. Аналитическое реше-
ние дуальной модифицированной задачи допустимо как 
квазиоптимальное аналитическое решение задачи опти-
мального пространственного движения (маневрирова-
ния) КА.  

Для проведения математического моделирования 
управляемого движения КА с построенными законами 
управления были разработаны программы моделирова-
ния, реализующие дуальную алгебру. Проведенное мо-
делирование показало эффективность разработанной 
теории квазиоптимального программного управления 
пространственным движением КА. 
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Аннотация — Статья рассматривает применение ап-
парата приближенных вычислений с использованием 
матричного описания систем и матричных операторов для 
решения задач динамики для приборов систем автомати-
ческого управления. Представлены результаты прибли-
женных вычислений при разложении сигналов в системах 
базисных функций на основе функций Уолша и смещен-
ных ортогональных многочленов Лежандра при различ-
ных размерностях базисов. Найдены оптимальные разме-
ры базисов без потери точности вычислений. 

Ключевые слова — матричные методы, приближенные 
решения, системы базисных функций, акселерометр, гиро-
стабилизатор. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Аналитические решения прямой задачи динамики 

для анализа современных приборов систем автоматиче-
ского управления под действием различных возмущаю-
щих факторов в большинстве случаев требует значи-
тельных временных и вычислительных ресурсов, а в 
некоторых случаях их практически нельзя найти. Одним 
из вариантов решения прямой задачи динамики, а также 
обратной задачи динамики, является использование ап-
парата приближенных вычислений на основе матрично-
го описания систем и матричных операторов [1, 2]. 

Целью работы является расширение возможностей 
при анализе систем автоматического управления, ис-
пользуя аппарат приближенных вычислений на основе 
матричного описания систем, матричных операторов 
интегрирования, дифференцирования и т.д., а также 
спектрального представления сигналов в различных 
системах базисных функций. 

Объектами исследования являются стационарные 
системы, такие как одноосный гиростабилизатор [3] и 
маятниковый акселерометр [4], заданные структурными 
схемами с передаточными функциями 7-го и 4-го по-
рядка, соответственно. 

Предметом исследования являются метод нахож-
дения приближенных решений в виде переменных со-
стояния системы с использованием матричного описа-

ния систем, матричных операторов и спектрального 
представления сигналов в различных системах базисных 
функций. В качестве базисных функций могут высту-
пать: функции Уолша, тригонометрические функции, 
полиномы Лежандра, полиномы Чебышева и другие. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Задачу работы можно сформулировать следующим 

образом: для прибора системы автоматического управ-
ления, представленного структурными схемами с пере-
даточными функциями, необходимо показать примени-
мость метода нахождения приближенных решений в 
виде переменных состояния системы с использованием 
матричного описания систем, матричных операторов и 
спектрального представления сигналов в различных 
системах базисных функций без потери точности вы-
числений. 

Передаточная функция одноосного гиростабилиза-
тора 

 
5 4 4 3 7 2 9

7 4 6 7 5 10 4 12 3 14 2 16 16

0.001282 s 15.46 s 2.786 10 s 1.474 10 s 1.954 10 sW s
s +1.206 10 s +2.173 10 s +1.15 10 s +1.537 10 s +4.282 10 s +1.184 10 s+8.052 10

           


            

 

Передаточная функция маятникового акселерометра 

 
4 4

6

2

4 3 2 8 8

242.67 s 8.897 10 s 4.853 10W s
s +318 87 s +2.44110 s .898 10 s+4.853 10

     


     
 

III. ПРИБЛИЖЕННЫЕ РЕШЕНИЯ 
В работе рассмотрены система базисных функций на 

основе функций Уолша применимо к одноосному гиро-
стабилизатору и на основе смещенных ортогональных 
многочленов Лежандра применимо к маятниковому ак-
селерометру. При использовании рассматриваемого ме-
тода происходит переход из временной области в об-
ласть спектров сигналов. Таким образом все вычисле-
ния при решении задач происходят в спектральной об-
ласти сигналов с использованием матричных операто-
ров, которые определяются системами базисных функ-
ций. Использование спектров сигналов позволяет пе-
рейти от решения сложных систем дифференциальных 
уравнений к решению относительно простых систем 
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линейных уравнений, применяя матричные методы. 
Точность приближенных решений в свою очередь зави-
сит от размерности выбранного базиса и от вида базис-
ных функций. Обратный переход от спектральной обла-
сти к временной может быть достаточно просто произ-
веден в матричном виде. 

Для решения задачи динамики для одноосного гиро-
стабилизатора использована система базисных функций 
на основе функций Уолша, которые являются полной 
ортонормированной системой, относящихся к несину-
соидальным ортогональным системам функций и при-
нимающим лишь два значения ±1. 

Матрица систем функций Уолша nW  размерностью 
8 на 8 имеет вид 

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
1 1 -1 -1 -1 -1 1 1
1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
1 -1 -1 1 -1 1 1 -1
1 -1 1 -1 -1 1 -1 1
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1.  

На основе данной матрицы определяются коэффици-
енты разложения (спектральные характеристики) вход-
ных сигналов системы. 

В системе функций Уолша определены операторы 
интегрирования, дифференцирования и т.д. Оператор 
интегрирования (часть оператора 10 на 10) имеет вид: 

и

  0.5000    0.2500         0      0.1250         0           0              0         0.0625    0         0
 -0.2500         0       0.1250         0            0           0         0.0625         

A 

0         0         0
      0        -0.1250         0            0            0        0.0625         0            0         0         0
-0.1250         0              0            0       0.0625       0               0            0         0         0
      0             0              0      -0.0625         0          0               0            0         0         0
      0             0       -0.0625         0             0          0               0            0         0         0
      0      -0.0625          0             0             0          0               0            0         0    0.0313
-0.0625         0             0             0             0          0               0            0      0.0313   0
      0             0             0             0             0          0               0      -0.0313     0         0
      0             0             0             0             0         0         -0.0313         0         0         0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

В результате решения матричных уравнений, полу-
ченных на основе дифференциальных уравнений, опре-
деляется спектральная характеристика выходного сиг-
нала YC  . 

Выходной сигнал Y определяется как произведение 
матрицы систем функций Уолша на спектральную ха-
рактеристику. 

.Y
nY W C 

   

Для решения задачи динамики для маятникового ак-
селерометра использована система базисных функций 
на основе смещенных ортогональных многочленов Ле-
жандра на временном отрезке  0 ;t T . 

2
0 0

n 2
0

( ) 2( )
( )= 1 1 .
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n n

n n
T t t tdP t

T tn dt

         

  

Разложение сигнала на временном отрезке  0 ;t T  
осуществляется по формуле с коэффициентами полино-
ма Лежандра nC . 
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Матрица оператора интегрирования в базисе из мно-
гочленов Лежандра имеет вид: 

0
и

11 0 0 0
3

11 0 0 0
5

10 0 0 0
3

10 0 0 0
5A

2

10 0 0 0
(2 3)

10 0 0 0
(2 3)

10 0 0 0
(2 3)

T t

n

m

n

  
 
  
 
 
 
 
   
 
 
   
 
  
 
  









     







 

Определение спектральной характеристики выход-
ного сигнала W

nC  происходит аналогично определению 
при разложении по системе базисных функций Уолша. 

Выходной сигнал ( )i t определяется по формуле: 

0
( ) ( ).

n
W
n n

k
i t C P t


  

 

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
Проведено моделирование переходных процессов в си-

стеме динамического моделирования с различными раз-
мерностями базисов и проведено сравнение полученных 
переходных процессов с эталонными. В случае одноосного 
гиростабилизатора промоделированы переходные процес-
сы передаточных функций, связывающих угол стабилиза-
ции с возмущающими моментами, в случае маятникового 
акселерометра промоделированы переходные процессы 
передаточной функции, связывающей ток задатчика мо-
мента с вектором кажущегося ускорения. Моделирование 
проводилось с различными размерностями базисов для 
нахождения оптимального соотношения ошибки вычисле-
ний и времени вычислений. На рис. 1–4 представлены из-
менения угла стабилизации гиростабилизатора при раз-
личных размерностях базиса на основе функций Уолша.  
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Рис. 1. Изменение угла стабилизации при N = 8 
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Рис. 2. Изменение угла стабилизации при N = 32 
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Рис. 3. Изменение угла стабилизации при N = 128 
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Рис. 4. Изменение угла стабилизации при N = 512 

На рис. 5 представлена кривая Парето зависимости 
времени вычислений и ошибки вычисления от размер-
ности базиса на основе функций Уолша. 

При использовании в качестве базисной системы 
функции Уолша на переходном процессе при неболь-
шой размерности базиса отчётливо просматривается 
дискретность процесса, что свойственно функциям Уо-
лша. При увеличении размерности базиса уменьшается 
влияние дискретности и уменьшается ошибка относи-
тельно эталонного переходного процесса. Однако при 
достаточно большой размерности базиса может накап-
ливаться ошибка и увеличиваться расхождение с эта-
лонным переходным процессом. Оптимальная размер-
ность базиса N = 856. 

Переходной процесс с использованием базисной си-
стемы на основе смещённых ортогональных многочле-
нов Лежандра имеет более гладкую форму. 

На рис. 6 представлены переходные процессы маятни-
кового акселерометра при различных размерностях базис-

ной системы на основе смещённых ортогональных много-
членов Лежандра. Оптимальная размерность базиса n = 20. 
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Рис. 5. Кривая Парето 
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Рис. 6. Переходные процессы маятникового акселерометра при 

различных размерностях базиса 

С увеличением размерности базиса также необходи-
мо учитывать вычислительные ресурсы, затрачиваемые 
на решение задач. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В результате моделирования с использованием си-

стем базисных функций и матричных операторов полу-
чены кривые Парето зависимости времени вычислений 
и ошибки вычисления от размерности базисов. Найдены 
оптимальные размеры базисов для функций Уолша и 
смещённых ортогональных многочленов Лежандра без 
потери точности вычислений. 

В результате работы можно сделать следующие вы-
воды: 

 приближенные вычисления на основе матричного 
описания систем, матричных операторов интегри-
рования, дифференцирования и т.д., а также спек-
трального представления сигналов в различных 
системах базисных функций. могут применяться 
для анализа систем автоматического управления 
без потери качества;  

 при использовании данного метода приближен-
ных вычислений необходимо предварительно 
определять оптимальное значение размерности 
базиса с учётом времени вычислений и требуемой 
точности вычислений; 

 применение слишком большой размерности базис-
ных функций может привести к накоплению ошиб-
ки вычисления и расхождению с эталонными зна-
чениями решения (аналитическими решениями). 
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Аннотация—В работе построена новая математиче-
ская модель пластинчатых акселерометров с присоеди-
ненной массой, находящихся в температурном поле из по-
ристого функционально-градиентного материала (PFGM). 
Под пластинчатыми структурами будем понимать пла-
стинки и пологие оболочки малой кривизны. Решена зада-
ча на собственные значения методом Бубнова-Галеркина в 
высших приближениях. Приводятся численные примеры.  

Ключевые слова—НЭМС, МЭМС, PFGM, математиче-
ская модель, нанопластина с присоединенными массами, 
модифицированная моментная теория упругости, соб-
ственные частоты.  

I.  ВВЕДЕНИЕ 
Бурное развитие авиакосмической отрасли промыш-

ленности привело к необходимости создания приборов 
навигации нового типа, в частности чувствительных 
элементов акселерометров с присоединенными массами. 
Это привело к построению математических моделей с 
учетом функционально – градиентных материалов, об-
ладающих высокой удельной прочностью и жесткостью. 
В научной литературе отсутствуют работы, посвящен-
ные исследованию пластинчато-оболочечных систем с 
присоединенными массами из пористого функциональ-
но-градиентного материала. 

II. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
Объектом исследования является прямоугольные в 

плане пластинчато-оболочечные структуры малой кривиз-
ны, занимающие в пространстве 3R  (рис. 1) область   

 0 ; 0 ;x a y b h z h                         (1) 

При построении математической модели приняты 
следующие гипотезы: материал пластины упругий и 
ортотропный; температурное поле определяется из ре-
шения трехмерного уравнения теплопроводности; учи-
тывается закон Дюамеля-Неймана; нано эффекты учи-
тываются на базе модифицированной моментной теории 
упругости Янга; присоединенная масса - с помощью 
дельта-функции Дирака; кинематическая модель - С.П. 
Тимошенко. 
    

  
Рис. 1. Расчетная схема 

Разрешающие уравнения движения нано пластинча-
то-оболочечной структуры получены из принципа 
Остроградского – Гамильтона: 

  
1

0

δ δ δ ' 0
t

t

K W dt    , (2) 

где K, П – кинетическая и потенциальная энергия соответ-
ственно, δ 'W  – работа внешних сил. Потенциальная энер-
гия (3) с учетом классической (подчеркнуто одной чертой) 
и модифицированной моментной теории упругости Yang 
[1] (подчеркнуто двумя чертами) записана в виде: 

1П σ ε χ
2 ij ij ij ijm d



    
   (3) 

Связь между напряжениями и деформациями для ор-
тотропного материала:  

  11 1111 11 1122 22σ , 1, 2A e A e 


,  

 13 1313 13 23 2323 23 12 1212 12σ , σ , σA e A e A e   . (4) 
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Кинетическая энергия системы: 
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(5) 

Вариация работы внешних сил: 

 
0 0

δ ' , δ
a b

W q x t wdydx       (6) 
Исследования выполнены при поддержке Российского научного 
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где ρ  – плотность материала оболочки,  ,q x t  – внеш-
няя нормальная нагрузка.  

Согласно функционально-градиентной теории [2, 3] 
модуль упругости, плотность и коэффициент Пуассона 
для изотропного материала с однородной пористостью 
записываются следующем виде (7): 

 ( ) 0.5 /

( ) / 2,

m

m m

k
E E E z hc
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 ν (ν ν ) 0.5 /
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k
z hc m

m c m

   

  
 

где Em , ρm , и νm  – модуль упругости, плотность и 

коэффициент Пуассона изотропного металла, Eс , ρс  и 

νс  – модуль упругости, плотность и коэффициент 
Пуассона керамики.  

Из принципа Гамильтона-Остроградского (2) полу-
чены вариационные, дифференциальные, граничные 
уравнения и начальные условия: 
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В качестве метода исследования выбран метод Буб-
нова-Галеркина в высших приближениях. Для получе-
ния достоверных результатов исследуется его сходи-
мость.  

 
Рис. 2 Влияние относительной толщины на линейную собственную 
частоту панели 

 
Рис. 3. Влияние присоединенной массы на линейную собственную 
частоту панели 

III. ЧИСЛЕННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 
Исследуем собственные колебания полноразмерной 

пластинчато-оболочечной структуры несущую присоеди-
ненные массы. На рис. 2 приведены частоты 

1111ω ρ / ωa A  , в зависимости от 1λ / 2a h

2λ / 2b h   полноразмерной цилиндрической панели  
( 6, 0x yk k  ) для ряда значений 13 23/ /G E G E 

'/G E . Сплошные линии 1 и 2 соответствуют собствен-
ным колебаниям для структуры с одной степенью свободы 
при '/G E = 0.2; 0.1, а для цилиндрической панели с при-
соединенной массой M = 0.5M0 в центре, штриховыми 
линиями 3 и 5. Штриховые линии 4 и 6  - колебания ци-
линдрической панели с девятью степенями свободы. На 
рис. 3 приведена зависимость основной частоты цилин-
дрической панели от величины присоединенной массы, 
для различных геометрических и физических параметров: 

1λ 10  (при '/ 0.2G E   – кривая 1, при '/ 0.1G E   – 
кривая 2) и 1 50   (при '/ 0.2G E   – кривая 3, при 

'/ 0.1G E   – кривая 4). 

На рис.4 приведены зависимости собственных ча-
стот нано пластинчато-оболочечной структуры без уче-
та температурного поля с параметрами кривизны 

0x yk k  , в зависимости от параметра k , приведен-
ного в (7). Кривая 1 соответствует  = 0.5, Г = 0.4, кри-
вая 2 -  = 0, Г = 0.4, кривая 3  = 0.5, Г = 0.1, кривая 4 – 
 = 0, Г = 0.1. 

 
Рис. 4. Влияние k на линейную собственною частоту пластины 

Исследование собственных частот в зависимости от 
коэффициента пористости Г, коэффициента соотноше-
ния долей керамической и металлической фаз k и раз-
мерно-зависимого параметра  показало, что сочетание 
параметров мелкая пористость (Г = 0.1) и высокое со-
держание керамики (k=0.1) приводит к частоте колеба-
ний пластины, которая выше, чем частота чисто кера-
мической пластины с присоединенными массами. Зави-
симость (k) имеет локальный минимум при k*=0.75. 

ВЫВОДЫ  
1. В работе построена математическая модель дина-

мики ортотропных пластинчато-оболочечной 
структур кинематической модели С.П. Тимошенко 
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с учетом присоединенной массы в центре. Данная 
математическая модель позволяет исследовать ди-
намику МЭМС/НЭМС, выполненных из орто-
тропного материала с учетом поперечных сдвигов. 

2. Построена математическая модель для пористых 
функционально-градиентных конструктивных 
элементов МЭМС/НЭМС с учетом поперечных 
сдвигов.  

3. Исследовано влияние величины пористости мате-
риала на собственные колебания нано пластинча-
то-оболочечных структур в зависимости от вели-
чины и места приложения присоединенных масс. 
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Аннотация—В настоящей работе построена математи-

ческая модель динамической деформации размерно-
зависимых планарных компонентов МЭМС/НЭМС. Урав-
нения движения были получены на основе полностью 
корректной нелокальной градиентной теории и теории 
деформаций пластин третьего порядка. Нанопластина 
рассматривается как зависящая от размера изотропная 
тонкая пластина. Построенная математическая модель 
динамической деформации размерозависимых плоских 
компонентов датчиков существенно нелинейна, в связи с 
чем возможны хаотические колебания даже при детерми-
нированном законе изменения движущей силы. Сформу-
лированы условия устойчивости. 

Ключевые слова—MEMS, NEMS, размерно-зависимая 
пластина, хаотические колебания, градиентная теория, 
теория деформации пластины третьего порядка. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Достижения в области технологий позволили разра-

ботать датчики MEMS/NEMS с компонентами, эффек-
тивные размеры которых находятся в диапазоне от 30 до 
200 нм. Одной из проблем использования таких компо-
нентов является отсутствие адекватных математических 
моделей для описания их динамической деформации. Это 
можно объяснить  несколькими причинами. Во-первых, 
необходимо использовать теории деформации пластин 
высокого порядка для описания деформации компонен-
тов, работающих как высокочастотные резонаторы. Во-
вторых, для объектов таких размеров нарушается основ-
ная гипотеза о сплошности среды, поэтому классические 
теории упругости в данном случае неприменимы. 

К настоящему времени разработано несколько не-
классических теорий нелокальной упругости [1-6]. 
Большинство этих теорий можно рассматривать как по-
пытки обобщения классической теории упругости. 
Практическое применение этих обобщенных теорий за-
труднено из-за множества новых параметров, вводимых 
для описания размерно-зависимых эффектов, определе-
ние которых затруднено. Одним из классов обобщенных 
теорий упругости является класс градиентных нелокаль-

ных теорий упругости. Количество новых параметров в 
градиентных нелокальных теориях может быть сведено к 
минимуму, что позволяет использовать их для практиче-
ского моделирования. Но, с другой стороны, градиент-
ная теория упругости может стать некорректной после 
уменьшения числа параметров, так как будут нарушены 
фундаментальные свойства симметрии механических 
свойств конструкций. 

Целью работы было разработать математическую 
модель движения размерно-зависимых компонентов 
МЭМС/НЭМС-датчиков и найти условия возможного 
возникновения их хаотических колебаний. 

Для достижения этой цели были сделаны следующие 
предположения. Рассматривались только компоненты, 
которые можно представить в виде тонких пластин. Ма-
териал предполагался изотропным. Общая корректная 
теория градиента с двумя дополнительными параметра-
ми, зависящими от размера, использовалась для отраже-
ния эффектов, зависящих от размера. Для описания ки-
нематики пластины использовалась теория деформации 
пластины третьего порядка. В качестве возмущающей 
силы рассматривалось электростатическое воздействие, 
нелинейно зависящее от прогиба пластины. 

II. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
Рассмотрим изотропную тонкую пластину с постоян-

ной толщиной h (Рис. 1) и плотностью ρ0. Возмущающая 
сила приложена на поверхность x3 = −h/2. Координатная 
система показана на рис. 1.  

 
Рис. 1. Планарный компонент MEMS/NEMS 
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Выражения для поля перемещений (u1,u2,u3) в соот-
ветствии с теорией деформации пластин 3го порядка 
имеет вид [7]: 

 3
0 3 3u u x cx w    ,               (1) 

где  u=u(t,x1,x2,x3)  вектор перемещения точки, ϕ – вектор 
поворота,  w = (u0

3,1; u0
3,2, 0)T, c=4/(3h2). 

Общая корректная нелокальная градиентная теория 
для изотропного тела может быть записана в виде [6]: 
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           (2) 

где λ, μ коэффициенты Ламэ; σij = Cijkluk,l=Cijklεkl тензор 
напряжений;  ai некие положительные константы, кото-
рые используются при определении тензора градиент-
ных модулей  A=Aijklm; μijk= Aijklmul,mn= Aijklmεlm,n – гради-
ентный тензор.  

Константы ai могут рассматриваться как размерно-
зависимые параметры. 

Условия симметрии: 

ui,jk = ui,kj, 

µijk = µikj = µkij. 
(3) 

Электростатическая движущая сила: 

          (4) 

Соотношения (1-4) являются основными для постро-
ения математической модели с использованием принци-
па виртуальных перемещений. 

Полученная математическая модель динамической 
деформации размерно-зависимых планарных компонен-
тов МЭМС/НЭМС имеет вид: 

 
 

 

 

 

(5) 

где  – неклассическая часть уравнений (5). Выражения 
для  носят нелинейный характер. Например, для  
выражение имеет вид: 

 
Выражения для N, M, P, R, S, K различны для класси-

ческой и неклассической частей математической модели 
(5) и выражаются через компоненты тензоров напряже-
ний и градиентов: 

       

   

   
где параметры ζl

ijk зависят от размерных параметров ai, и 
определяют зависимость компонент тензора градиента 
от координат. Ненулевые компоненты тензора градиента 
имеют вид: 

  

III. УСЛОВИЯ УСТОЙЧИВОСТИ 
Построенная нестационарная математическая модель 

(5) динамической деформации размерно-зависимых пла-
нарных компонентов датчиков существенно нелинейна. 
Первые условия устойчивости для тензора градиентов 
были сформулированы в [6]. Для определения других 
условий устойчивости систем уравнение (5) необходимо 
линеаризовать. Таким образом  можно установить соче-
тания значений размерно-зависимых параметров и пара-
метров возбуждения, приводящие к хаотическому дви-
жению. Движущую электростатическую силу линеари-
зовать следует с осторожностью, поскольку линеариза-
ция приводит к отсечке возможных хаотических колеба-
ний при численном моделировании. В результате 
предотвратить такие колебания, которые могут возник-
нуть в реальном устройстве, будет невозможно. 
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Аннотация—В докладе рассматривается современное 
состояние разработки волоконно-оптических гироскопов 
(ВОГ). Делается обзор современного рынка гироскопов 
для инерциальной навигации, отмечается ниша, занимае-
мая ВОГ. Кратко описывается принцип действия, приво-
дится классификация существующих видов ВОГ, рассмат-
риваются преимущества и недостатки, приводятся неко-
торые примеры существующих образцов. В докладе отме-
чены основные отечественные и зарубежные производите-
ли ВОГ. В завершение отмечены направления развития 
ВОГ и оценка развития рынка гироскопов в будущем. 

Ключевые слова—волоконно-оптический гироскоп. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Гироскопы – это устройства, которые определяют уг-

ловую скорость движения или изменение углового по-
ложения основания, на которое они установлены. Гиро-
скопы используются на многих подвижных объектах для 
стабилизации технических средств, определения их 
навигационных и динамических параметров движения. В 
настоящее время разработано и разрабатывается значи-
тельное количество различных типов гироскопов, но 
доминирующие объемы мирового рынка гироскопиче-
ской техники занимают оптические гироскопы, чей 
принцип действия основан на эффекте Саньяка [1]. Ла-
зерный гироскоп (ЛГ), обладающий в настоящее время 
дрейфом нуля 0,1–0,001°/ч, открыл возможность постро-
ения бесплатформенных инерциальных навигационных 
систем и стал безальтернативным датчиком в авиации 
[2]. Как видно из диаграммы, представленной на рис. 1, 
ЛГ в настоящее время занимают около половины рынка 
гироскопических датчиков и не собираются быстро сда-
вать свои позиции. 

 
Рис. 1. Распределение различных типов гироскопов на рынке инерци-
альных датчиков на 2019 год и прогноз на 2025 год 

Любой гироскоп проходит определенные стадии сво-
его жизненного цикла, как это представлено на рис. 2 [3]. 
Технология изготовления ЛГ освоена, ожидать дальней-
шего повышения его точности не приходится, и по про-
гнозам он движется к закату вслед за классическими ме-
ханическими гироскопами. Основными конкурентами 
ЛГ среди гироскопов, освоенных в производстве, явля-
ются волоконно-оптические гироскопы (ВОГ) интерфе-
рометрического типа (ИВОГ) и твердотельные волновые 
гироскопы (ТВГ). ТВГ на основе кварцевого полусфери-
ческого резонатора сочетают в себе высокую точность и 
уникальные эксплуатационные характеристики, но их 
применение пока ограничено высокой стоимостью. 
ИВОГ после своего появления классифицировались как 
гироскопы низкого и среднего класса точности. За счет 
увеличения длины оптического контура в катушке мож-
но обеспечить уникальную чувствительность, что делает 
ИВОГ привлекательной технологией для построения ги-
роскопических систем в тех случаях, когда требуется 
обеспечить длительную высокоточную автономную ра-
боту. Известны серийно изготавливаемые образцы с 
дрейфом меньше 10–4 °/ч (Marins M11, IXBlue, France) [4]. 
Развитие волоконно-оптических телекоммуникационных 
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сетей привело к значительному совершенствованию и 
удешевлению производства волоконно-оптических ком-
понентов, что, в свою очередь, позитивно сказывается на 
стоимости ВОГ. 

В настоящее время технология ИВОГ находится на 
стадии зрелости, другими словами, считается, что все 
основные научные разработки уже выполнены и повы-
шение характеристик идет за счет совершенствования 
технологии производства.  

 
Рис. 2. Стадии жизненного цикла гироскопов и акселерометров 

II. ПРИНЦИП ДЕЙСТВИЯ И КЛАССИФИКАЦИЯ ВОГ 
В основе работы оптических гироскопов лежит эф-

фект Саньяка. Он был открыт в 1913 г. Жоржем Санья-
ком в результате изучения динамики вращения Земли 
Майкельсоном и Морли [5] и наблюдения электромаг-
нитной волны в неинерциальных системах отсчета [6]. 
Принцип Саньяка, как вывод общей теории относитель-
ности, гласит, что два встречных оптических луча, рас-
пространяющихся в замкнутом контуре, изменяют свою 
относительную фазу, если контур вращается; таким об-
разом, можно связать изменение фазы с угловой скоро-
стью контура. 

В соответствие с эффектом Саньяка при распростра-
нении двух лучей света (световых волн) во встречных 
направлениях в катушке оптоволокна в случае поворота 
катушки за время распространения в ней световых волн 
одна волна приобретет сдвиг фазы Саньяка +φs/2, а дру-
гая - -φs/2. Зависимость φs от угловой скорости поворота 
катушки Ω выражается формулой 


c
LD

s λ
π2Δ , 

где λ – длина световой волны (средневзвешенная, в ва-
кууме); c – скорость распространения оптического излу-
чения в вакууме; L – длина волокна в катушке; D – диа-
метр катушки ВОГ. Чем больше длина волокна (больше 
число витков катушки), тем выше чувствительность 
ВОГ. 

Изменение интерференционной картины или разно-
сти фаз встречных волн определяется по изменению ин-
тенсивности света I на фотоприемнике, которая будет 
изменяться по формуле 

skIIIII  cos2 2121 , 

где I – интенсивности встречных волн, k – волновое число. 

Волоконно-оптические гироскопы отличаются от ла-
зерных тем, что имеют пассивный оптический контур, 
излучение в который вводится от внешнего источника. 
На рис. 3 приведена классификация ВОГ. Существую-
щие на настоящий момент и разрабатываемые ВОГ 
можно разделить по принципу выделения полезного 
сигнала на интерферометрические и резонансные. В ин-
терферометрических ВОГ в волоконном контуре распро-
страняются две встречные оптические волны, не взаимо-
действуя друг с другом, и интерференционное измене-
ние интенсивности регистрируется уже после прохожде-
ния контура. В ИВОГ за счет введения модуляции опти-
ческого сигнала рабочую точку переносят в область мак-
симальной линейности интерференционной картины для 
повышения чувствительности в области малых угловых 
скоростей. Такие гироскопы относят к ВОГ с открытой 
схемой обработки сигнала. Основные недостатки: огра-
ничение динамического диапазона, нелинейность вы-
ходного сигнала, обусловленная синусоидальной зави-
симостью измеряемого сигнала демодуляции от измеря-
емой скорости, ограниченная точность. 

Для расширения динамического диапазона, повыше-
ния линейности масштабного коэффициента и достиже-
ния средней и высокой точности (лучше 0,05°/ч) исполь-
зуется замкнутая схема обработки сигнала ВОГ, суть 
которой заключается в том, что модуляционный сигнал 
включен в контур обратной связи и всегда находится в 
точке с максимальной чувствительностью, а выходной 
сигнал вырабатывается по данным обратной связи [7]. 
Замкнутая схема характеризуется линейным откликом и 
хорошей стабильностью. Однако по линейности мас-
штабного коэффициента ИВОГ с обратной связью все 
равно уступают ЛГ. Потенциально достижимая точность 
ИВОГ с обратной связью находится на уровне 10–5 °/ч. 
Для достижения такой точности (разрешающей способ-
ности) необходимо использовать волоконный контур, 
достигающий в длину нескольких километров, что при-
водит к значительной чувствительности к изменению 
теплового поля и появлению термически индуцирован-
ного смещения нуля выходного сигнала и погрешности 
масштабного коэффициента.  

ВОГ

Интерференционные (IFOG)
(серийное производство)

Открытая Закрытая

Резонансные (RFOG) 
(на стадии разработки)

Микрооптические (MOEMS)
Integrated optical gyro
(на стадии разработки)

Резонансные (RMOG) Интерферометрические

 
Рис. 3. Классификация ВОГ 

Развитие ВОГ продолжается не только в части техно-
логических усовершенствований интерферометрических 
ВОГ. За последние несколько лет были предложены раз-
личные решения для улучшения характеристик ВОГ. 
Большие усилия направлены на развитие резонансных 
ВОГ (РВОГ) и особенно резонансных микрооптических 
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гироскопов (РМОГ). Причины этого в том, что РВОГ и 
РМОГ имеют больший потенциал в миниатюризации и 
удешевлении, чем классические ИВОГ. Обзор современ-
ного состояния оптических резонаторных гироскопов 
дан в [31], где отмечено, что резонаторными гироскопа-
ми уже достигнут уровень ИВОГ с открытой схемой 
управления. 

В резонансных ВОГ (РВОГ) аналогично резонатору 
ЛГ за счет варьирования частоты лазера в контуре воз-
буждается стоячая волна, и детектирование угловой ско-
рости осуществляется по смещению резонансного пика. 
Теоретически РВОГ позволяет достичь той же точности 
измерений, что и ИВОГ, при использовании волокна на 
несколько порядков меньшей длины [7, 8, 34]. РВОГ 
обладает большим потенциалом к снижению стоимости, 
габаритов, веса и потребляемой мощности. Кроме того, 
благодаря более короткой длине волокна он менее чув-
ствителен к термически индуцированной невзаимности.  

В [33] впервые представлен полнофункциональный 
прототип трехлазерного источника на основе кремние-
вой фотоники для использования в компактном РВОГ, 
предназначенном для коммерческих навигационных 
приложений. Источник света обеспечивает очень низкий 
фазовый шум, что позволяет достичь точности 0,15°/ч. 
Авторы ожидают, что дальнейшее усовершенствования 
такого источника излучения позволит создать РВОГ 
навигационного класса точности, достаточного для со-
здания систем курсоуказания. 

Микрооптические гироскопы пока не вышли из ста-
дии опытных образцов, но уже показывают неплохие 
результаты – стабильность дрейфа на уровне около 4°/ч 
при размерах резонатора на уровне единиц мм [9]. 

В эпоху миниатюризации возможность интеграции 
оптических волноводов приводит к еще более компакт-
ным решениям. На рис. 6 приведена структурная схема 
интерферометрического микрооптического ВОГ 
(ИМОГ), который реализован по технологии SOI. При 
размерах элемента 600 μm × 700 μm достигнута чувстви-
тельность 51,3°/с [10]. 

 
Рис. 6. Структурная схема ИМОГ 

Таким образом, РМОГ и ИМОГ являются многообе-
щающими кандидатами для приложений, требующих 
небольших, легких и надежных гироскопов. 

III. ПРЕИМУЩЕСТВА И НЕДОСТАТКИ ИВОГ 
Современные исследования и разработки в области 

ВОГ, как и любых других гироскопов, направлены на 
снижение критерия SWaP+C (size, weight and power + cost) 

и улучшение эксплуатационных характеристик при до-
стижении высоких точностей. При этом в области обес-
печения высокоточной инерциальной навигации точ-
ность является главным требованием.  

Преимуществом технологии ВОГ можно считать 
универсальность, которая позволяет создавать практиче-
ски на тех же элементах и по одинаковой технологии и 
высокоточные ВОГ, и миниатюрные дешевые датчики, 
которые могут конкурировать с наиболее точными пред-
ставителями микромеханических гироскопов (ММГ), 
превосходя последние по эксплуатационным характери-
стикам (устойчивость к вибрациям и перегрузкам). 

Основным преимуществом ИВОГ является потенци-
ально достижимая высокая точность на уровне 10–5 °/ч, что 
позволит достичь точности навигации на уровне одной 
морской мили в месяц [11–15]. При достижении подобной 
точности БИНС на ИВОГ может стать полноценной аль-
тернативой прецизионной ИНС на электростатическом 
гироскопе. Наиболее точный ИВОГ, исходя из анализа 
открытых публикаций, используется в БИНС Marins M11 
(IXBlue, France): дрейф ВОГ меньше 10–4 °/ч [4]. 

А в области систем курсоуказания и стабилизации 
превалирующим становится снижение габаритов и стои-
мости для применения в автономных воздушных, мор-
ских, наземных беспилотниках. Соответственно, требу-
ется повышение надежности и стойкости. Наиболее ми-
ниатюрные представители ВОГ интерферометрического 
типа – ВОГ ВГ091А («Физоптика», Россия) с размерами 
Ø 24×50 мм и с дрейфом нуля 3°/ч и ВОГ ER-FOG-25 
(Ericco, Китай) с размерами Ø24×40 мм и дрейфом нуля 
1...5°/ч [16, 17]. Оба ИВОГ используют открытую схему 
обработки выходного сигнала. Также стоит выделить 
БИНС Umix (IXBlue, France), которая имеет размеры 
Ø89×75 мм (трехосный инерциальный модуль показан 
на рис.4), дрейф ВОГ при стабильной температуре не 
превышает 0,005°/ч [18].   

 
Рис. 4. Внешний вид инерциального модуля Umix (IXBlue, France) 

Существенным преимуществом ВОГ является род-
ственность технологии и компонентов к телекоммуника-
ционному оборудованию. Бурное развитие волоконно-
оптических телекоммуникационных компонентов позво-
ляет также улучшать характеристики ВОГ. Соответ-
ственно, по сравнению со своими конкурентами ВОГ 
отличаются более низкой стоимостью технологии и 
меньшими затратами на ее развитие.  

ВОГ за счет отсутствия подвижных частей и доста-
точно простой конструкции с минимальным количе-
ством компонентов отличаются высокой надежностью. 
Так, БИНС Vega V5, Phins (IXBlue, France) имеет нара-
ботку до отказа (MTBF) не менее 100000 ч, а непосред-
ственно ВОГ – 500000 ч [4]. Отсутствие движущихся 
частей позволяет также обеспечить высокую стойкость к 
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ударам. Упомянутая БИНС Vega V5 (IXBlue, France) 
сохраняет работоспособность при воздействии ударов с 
ускорением до 40 g при длительности ударного воздей-
ствия 10 мс [4].  

Естественно, ВОГ обладают и рядом недостатков по 
сравнению с гироскопами других типов. Интерферомет-
рические ВОГ с открытой схемой обработки имеют не-
линейную выходную характеристику и ограниченный 
диапазон измеряемых угловых скоростей, который зави-
сит от длины оптического контура. При этом ВОГ с за-
мкнутой схемой обработки обладают высокой линейно-
стью и очень большим динамическим диапазоном и тре-
буют высокочастотной фазовой модуляции и высоко-
скоростных вычислений для замыкания обратной связи 
на собственной частоте контура. 

В силу высокой чувствительности оптического кон-
тура к внешним воздействиям все ВОГ имеют высокую 
чувствительность смещения нуля и масштабного коэф-
фициента к изменению температуры, возрастающую при 
увеличении длины используемого волоконного контура 
и снижении его диаметра. Среди причин возникновения 
погрешности ВОГ можно отметить термооптический 
эффект, эффект Фарадея, эффект Керра, обратные отра-
жения, поляризационные невзаимности в волоконном 
контуре и др. Соответственно на борьбу с влиянием этих 
эффектов направлены основные усилия разработчиков. 

IV. ОСНОВНЫЕ СОВРЕМЕННЫЕ ТЕНДЕНЦИИ РАЗВИТИЯ, 
ПРОИЗВОДИТЕЛИ И ТОЧНОСТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ВОГ 

Всего в мире более двух десятков компаний занимают-
ся разработкой и производством ВОГ. В табл. 1 приведены 
сводные данные по ВОГ, которые они производят. Основ-
ной акцент сделан на отечественные компании [4, 19–30]. 

TABLE I.  ПРОИЗВОДИТЕЛИ ВОГ И ДОСТИГНУТЫЕ ТОЧНОСТИ 

Компании Скоростной 
1 – 100 /ч

Тактический
0.01 – 1 /ч

Стратегический
0.0001 – 0.01 /ч

АО «Физоптика», Россия √ √
ООО «Оптолинк», Россия √ √
ПАО ПНППК, Россия √ √
АО «Концерн «ЦНИИ «Электроприбор» Россия √ √
НИИ ПМ(ЦЭНКИ), Россия √ √
IXBlue, Франция √ √
Honeywell, США √ √
Northrop Grumman, США √ √
KVH, США √ √
Al CIELO, Израиль √ √
CASC, Китай √ √
ERICCO, Китай √ √
StarNeto, Китай √ √ √  

Французская компания IXBLUE в настоящее время 
определенно является лидером в высокоточной волокон-
но-оптической навигации. Причем производимые ей 
системы покрывают широкий диапазон применений 
(морское, наземное, космическое): БИНС Marins M11, 
Vega V5, Astrix 200 (IXBlue, France) [4]. Внешний вид 
указанных БИНС показан на рис. 5. 

 
Рис. 5. Внешний вид БИНС Marins M11, Vega V5, Astrix 200 (IXBlue) 

Оценка, приведенная на рис. 2, была сделана в 2018 г. 
и касалась серийно выпускаемых ИВОГ. При этом воз-
можности оптических гироскопов еще не исчерпаны, и в 
ближайшем будущем возможно начало промышленного 
выпуска ВОГ резонансного типа и микрооптических 
гироскопов [8–11]. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В качестве завершения можно привести прогноз раз-

вития гироскопов от компании Yole до 2025 г. [1]. ВОГ 
не исчерпали своего потенциала. Они будут развиваться, 
заполнять новые ниши. Скорее всего, получат распро-
странение и подойдут к серийному изготовлению мик-
рооптические резонансные ВОГ.  

ВОГ будут развиваться в сторону поглощения рынка 
ЛГ по мере повышения стабильности характеристик.  

Основные конкуренты ВОГ – ММГ и ТВГ. ММГ мо-
гут в будущем поглотить рынок дешевых низкоточных 
приложений, если аналогичные характеристики будут 
достигнуты по более низкой цене (из-за серийного про-
изводства). ТВГ (HRG) могут поглотить рынок систем 
средней точности, если будет разработан сравнительно 
дешевый и распространенный способ производства вы-
сокоточных резонаторов, которые пока получены только 
несколькими производителями.  
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Аннотация—Системы ориентации, стабилизации, 

навигации и управления для различных областей про-
мышленного применения и спецтехники построены на 
широком спектре гироскопов: классических механических 
(МГ), динамически настраиваемых (ДНГ), различных ти-
пов поплавковых (ПГ), электростатических (ЭСГ), коль-
цевых лазерных (КЛГ), волоконно-оптических (ВОГ), 
микромеханических (ММГ). В конце прошлого века (1982 
год) группа специалистов компании «DELKO» (США) под 
руководством профессора Дэвида Линча разработала и 
представила мировому сообществу промышленный обра-
зец принципиально нового типа гироскопа – hemispherical 
resonator gyro (HRG). В отличие от всех вышеперечислен-
ных гироскопов, ВТГ основан на принципиально новом 
физическом явлении – сохранении инерционных свойств 
стоячими волнами, которые возбуждаются на кромке по-
лусферического резонатора. В зависимости от реализации 
схемы системы управления механической стоячей волной, 
прибор может работать в двух режимах: датчик полного 
угла (интегрирующий гироскоп) и датчик угловой скоро-
сти (ДУС). Современный ВТГ представляет собой вакуум-
ный корпус, в котором размещены чувствительный эле-
мент и блок электроники. Чувствительный элемент – 
цельный полусферический резонатор из плавленого квар-
цевого стекла, жестко закрепленный в вакуумно-плотном 
основании. Анализ колебаний полусферического резона-
тора позволяет определять угловые положения корпуса 
гироскопа относительно инерциального пространства. 
Отличительные особенности нового инерциального дат-
чика являются: высокая точность, широкий температур-
ный диапазон применения, высокая надежность работы 
(Р=0,995 в течение не менее 15 лет), меньшая стоимость, 
благодаря меньшей трудоемкости при промышленном 
изготовлении данного прибора.  

Ключевые слова—классические механические (МГ), ди-
намически настраиваемые (ДНГ), поплавковые (ПГ), элек-
тростатические (ЭСГ), кольцевые лазерные (КЛГ), воло-
конно-оптические (ВОГ), микромеханические (ММГ), вол-
новые твердотельные гироскопы (ВТГ). 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Современный этап развития гироскопии, пик которо-

го приходится на наше время, — это использование в 
автономных системах инерциальной навигации волно-
вых твердотельных гироскопов (ВТГ). На их примере 
можно видеть реальную спираль развития гироскопов, 
что называется, в натуральном виде: от механического 
гироскопа через оптико-электронный, снова к механиче-
скому, основанному на другом принципе (он описан ни-
же). Этот принцип был разработан в конце ХIX века, 
создание самих гироскопов стало возможным благодаря 
переходу на следующий этап развития средств обработ-

ки различных материалов, того же особо чистого плав-
леного кварцевого стекла. Ведь точность обработки ре-
зонаторов ВТГ достигает одного микрона. Но и этой 
точности для работы ВТГ недостаточно. Приходится 
выполнять дополнительную ионоплазменную баланси-
ровку с точностью до десятков ангстрем. Таким образом, 
к механической обработке резонатора добавилась клас-
сическая физическая.  

Известно, что изотропный осциллятор с двумя степе-
нями свободы, выполняющий в современных гироскопах 
роль маятника Фуко [1], может быть реализован в виде 
одной из форм собственных колебаний упругой среды, 
обладающей осевой симметрией. При этом, в отличие от 
классического маятника Фуко, вращение упругой среды 
вокруг оси симметрии датчика вовлекает реализованную 
форму собственных колебаний во вращение относитель-
но абсолютного (инерциального) пространства. В соот-
ветствующем выбранной форме колебаний собственном 
подпространстве принципиальные вопросы теории ново-
го датчика инерциальной информации могут рассматри-
ваться в рамках одних и тех же уравнений, аналогичных 
уравнениям классического маятника Фуко.  

По этой причине весь этот класс гироскопов может 
быть назван новыми инерциальными датчиками  семей-
ства «обобщенный» маятник Фуко [2].  

В современной практике мировой гироскопии по-
явился целый класс новых гироскопических приборов, в 
которых фактически реализована идея «обобщенного» 
маятника Фуко: струнный гироскоп [2], кольцевой гиро-
скоп [3,4], полусферический кварцевый резонатор (вол-
новой твердотельный гироскоп) [4], ВТГ с металличе-
ским цилиндрическим резонатором [2], квапазон [2], 
сферический кварцевый резонатор [5].  

Все указанные выше современные инерциальные дат-
чики ориентации весьма успешно конкурируют с извест-
ными классическими гироскопами, однако их теория су-
щественно отличается от фундаментальной теории сим-
метричных и несимметричных механических гироскопов. 

II. ВОЛНОВОЙ ТВЕРДОТЕЛЬНЫЙ ГИРОСКОП 
Эффект инертности упругих волн во вращающемся 

осесимметричном твердом теле был открыт на тридцать 
лет раньше эффекта Саньяка, но исследования возмож-
ности создания гироскопа на этом принципе,  начались 
на двадцать лет позже реализации первого образца КЛГ. 
С тех пор созданы волновые твердотельные гироскопы 
(ВТГ) средней и высокой точности на основе высоко-
добротного кварцевого полусферического резонатора и 
низкой точности с использованием цилиндрического 
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металлического резонатора. Разработку и производство 
ВТГ высокой точности ведут фирмы США и Франции. 

Первый высокоточный ВТГ был создан фирмой 
«Northrop Grumman» (США) для космических примене-
ний [5]. Сочетание высоких точностных и уникальных 
эксплуатационных характеристик прибора ВТГ-130Р 
является неоспоримым преимуществом ВТГ, однако 
высокая стоимость пока ограничивает его массовое 
применение. Вероятно поэтому не получила развития 
попытка использования этого гироскопа в гироинкли-
нометрах, обеспечивающих буровые работы. Важным 
достижением разработчиков ВТГ стало обеспечение 
способа автокалибровки дрейфа нуля и масштабного 
коэффициента в процессе эксплуатации гироскопа [4]. 
Сенсацией последних лет стало создание высокоточного 
ВТГ французской фирмой «Safran Electronics&Defence» 
[5]. Точностные параметры прибора «Ragys-20», 
нашедшего применение в инерциальной навигационной 
системе космического применения «Space Naute», пока 
уступают параметрам прибора 130Р (см. табл. 1), но уже 
заявлены значительно более высокие точностные харак-
теристики [6].  

По принципу действия и применению в различного 
рода гироскопических системах волновые твердотель-
ные гироскопы (ВТГ) подразделяются на ВТГ, работа-
ющие в режиме ДУС – датчика угловой скорости (ВТГ-
ДУС), и ВТГ, функционирующего в режиме ИГ – инте-
грирующего гироскопа (ВТГ-ИГ). Современные ВТГ-
ДУС обладают относительно невысокой точностью 
(случайная составляющая ухода на уровне не выше 0.1 
град/ч). ВТГ-ИГ имеют сравнительно высокую точность 
(случайная составляющая скорости ухода достигнута на 
уровне 0.001 град/ч).  

По этой причине высокоточные ВТГ-ИГ являются 
весьма перспективными базовыми чувствительными 
элементами для применения в бескарданных (бесплат-
форменных) инерциальных навигационных системах 
(БИНС) различного назначения. Первые попытки созда-
ния ВТГ-ДУС относятся к 1960 годам прошлого столе-
тия. К началу 1980-х гг. прошлого столетия благодаря 
развитию современных технологий и микроэлектроники 
появилась возможность создания первого макетного 
(предпромышленного) образца ВТГ-ИГ [1].  В публика-
ции [2] представлен принципиально новый гироскоп аме-
риканской фирмы «DELKO Electronics» (США), разра-
ботчикам которого благодаря выбору для изготовления 
полусферического резонатора высокодобротного матери-
ала из высококачественного плавленого кварца и замены 
позиционного возбуждения параметрическим удалось 
создать интегрирующий ВТГ навигационного класса 
точности. Разработчики интегрирующего гироскопа 
ошибочно сослались на использовании в приборе эффек-
та Дж. Брайана, хотя и привели эксперимент Линча-
Скотта [3], согласно которому при повороте вибрирую-
щего резонатора на фиксированный угол 90 градусов, 
происходил поворот стоячей волны на 30 град. Без каких-
либо изменений формы механической стоячей волны.  

Более подробно эффект Брайана и известный экспе-
римент Линча-Скотта изложены в монографии [1]. 
Функционирование интегрирующего волнового твердо-
тельного гироскопа (ВТГ) основано на использовании 
уникальных свойств инерции механических стоячих 
волн, возбуждённых в подвижной осесимметричной 

оболочке. Эффект прецессии упругих волн при посто-
янной угловой скорости подвижного основания был 
открыт английским учёным-механиком Г.Х. Брайаном в 
1890 г. и подтверждён экспериментально. Долгое время 
эффект Брайана не находил своего применения и лишь к 
середине 80-х прошлого века годов благодаря развитию 
новых технологий и электроники появилась возмож-
ность создания инерциального датчика в режиме сво-
бодной волны. В 1982 г. американская фирма «Delco 
Electronics»(США) впервые опубликовала в открытой 
печати сведения о создании предпромышленного образ-
ца интегрирующего ВТГ навигационного класса точно-
сти, в котором был использован высокодобротный 
кварцевый полусферический резонатор и применено 
параметрическое поддержание колебаний в режиме сво-
бодной волны. Фирма «Delco Electronics» вошла позд-
нее в состав известной навигационной фирмы «Litton» и 
концерн «Нортроп Грумман» (США). 

В настоящее время основные производители ВТГ 
расширяют область применения этого гироскопа. Уже 
разработаны БИНС на ВТГ для сухопутных и морских 
применений. Сообщается [16] о подтверждении дости-
жимости дрейфа нуля на уровне 10–4 град/ч. Подобная 
БИНС безусловно выигрывает по сравнению с БИНС на 
ВОГ по критерию известному критерию SWaP, но оста-
ется открытым вопрос о соотношении стоимости. 
Утверждение известных французских разработчиков 
высокоточных ВТГ о готовности заменить ИНС на 
электростатическом гироскопе пока на наш взгляд вы-
глядит преждевременным. 

III. ПРИНЦИП ДЕЙСТВИЯ ВТГ 
В основе работы волновых твердотельных гироско-

пов лежит использование механических колебаний сте-
нок сосудов, которые используются как резонаторы ко-
лебания. Хотя идея волнового твердотельного гироско-
па зародилась в конце XIX века и была высказана ан-
глийским ученым Дж. Х. Брайаном еще в 1892 году, 
реальные работы над интегрирующим ВТГ начались в 
80-е годы ХХ века. 

Брайан обратил внимание на то, что, если щелкнуть 
по бокалу, сделанному из хорошего хрусталя, он доста-
точно долго звенит и если его в это время поворачивать, 
то звон пульсирует. Наблюдая в микроскоп за краем 
бокала, он увидел, что при этом возникают изгибные 
колебания края бокала, которые представляют собой 
стоячую волну, и что при вращении бокала эта волна 
тоже вращается, но с меньшей скоростью. Брайан дока-
зал, что вращение бокала относительно основания с по-
стоянной угловой скоростью приводит к тому, что узлы 
колебаний на краю оболочки движутся с угловой скоро-
стью (или скоростью прецессии), меньшей, чем ско-
рость самой оболочки. Это явление по своим физиче-
ским основаниям сродни прецессии оси волчка.  

Из экспериментального наблюдения макетного об-
разца резонатора ВТГ физик Д. Линч (США) и высказал  
идею реализации нового гироскопа. 

Принципиальная теория этого нового открытия была 
разработана к концу XIX столетия, тем не менее должно 
было пройти еще много времени, прежде чем специали-
сты исследовательской компании «Delco» заново от-
крыли работу Брайана. В результате их разработок был 
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создан современный ВТГ, который затем нашел практи-
ческое применение. Важную роль в разработке фунда-
ментальной теории ВТГ сыграли ученые-механики Ин-
ститута проблем механики имени А.Ю. Ишлинского 
РАН – Д.М. Климов, В.Ф. Журавлев. 

ВТГ представляет собой инерциальный датчик, ра-
бота которого основана на следующих принципах: 

 резонатор имеет идеальную осесимметричность 
для обеспечения высоких характеристик по ба-
лансировке, изотропности собственной частоты и 
демпфирования. На практике резонатор требует 
точной настройки для улучшения балансировки; 

 резонатор связан с основанием посредством 
виброузла, обеспечивающего оптимальную раз-
вязку между резонатором и внешней средой; 

 управление упругой стоячей волной осуществля-
ется за счет электростатических сил, формируе-
мых электродами, которые находятся в непосред-
ственной близости от резонатора; 

 управление упругой стоячей волной происходит в 
режиме полного угла с целью минимизации тре-
буемой энергии. В таком режиме удается мини-
мизировать погрешности, связанные с электрони-
кой, не идеальностью датчиков и исполнительных 
устройств. Кроме того, этот режим обеспечивает 
очень хорошие характеристики масштабного ко-
эффициента (на основе коэффициента Брайана) и 
широкий диапазон измерений. 

Резонатор ВТГ имеет оптимизированные рабочие 
характеристики: 

 резонатор выполнен в форме полусферы; при та-
кой конструкции каждый грамм материала резо-
натора наиболее эффективно участвует в сохра-
нении энергии изгибных колебаний.  

 к полюсу полусферы присоединена ножка, с по-
мощью которой резонатор крепится к основанию 
прибора; 

 резонатор изготавливается из аморфного плавле-
ного кварца, что обеспечивает оптимальную изо-
тропию (отсутствие кристаллографической оси) и 
минимальное рассеяние энергии (низкое внутрен-
нее трение); 

 металлическое покрытие электрода резонатора 
должно быть как можно тоньше для минимизации 
рассеяния энергии внутри металла. 

В результате выполненной оптимизации были полу-
чены выдающиеся рабочие характеристики ВТГ, кото-
рые, самое удивительное, не зависят от размеров резона-
тора. Они связаны с качеством резонатора, показателем 
которого является добротность (или время затухания), а 
также с качеством управления волновой картиной, то 
есть с характеристиками управляющей электроники. 

Главным недостатком классического ВТГ является 
высокая стоимость, обусловленная в основном чрезвы-
чайно высокой точностью изготовления и сборки элек-
тродного узла, который должен точно соответствовать 
геометрии полусферической оболочки резонатора для 
формирования однородного полусферического зазора 

между этими двумя частями [5,7]. Корпорации «Safran» 
удалось найти инновационное конструктивное решение 
для устранения данного недостатка [3], а именно - элек-
троды располагаются на горизонтальной плоскости и 
электростатические силы формируются в экваториаль-
ной плоскости резонатора. В этом случае сборка полу-
сферической оболочки и плоского узла–съема с элек-
тродами превращается в простую двумерную операцию, 
в результате которой формируется постоянный зазор 
между обеими плоскостями. Оригинальная конструкция 
малогабаритного ВТГ фирмы «Safran» позволяет сни-
зить стоимость изготовления гироскопа, что делает его 
вполне доступным для массового производства. 

IV. ТЕХНИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ТЕОРИИ  
В ВОЛНОВЫХ ТВЕРДОТЕЛЬНЫХ ГИРОСКОПАХ 

Базовый конструктивный элемент современного 
двухдетального ВТГ, имеет кварцевый полусферический 
резонатор из высококачественного и высокодобротного 
плавленого кварца [8]. Рабочая поверхность резонатора 
напыляется тонким слоем золота или платины. Такое 
тонкое покрытие позволяет контролировать форму упру-
гой деформации кромки резонатора с помощью специ-
альной системы емкостных датчиков и управлять формой 
(модой) упругих рабочих колебаний, изменяя электриче-
ские потенциалы на управляющих электродах.  

Необходимое для функционирования ВТГ движение 
(колебания резонатора в пределах упругих деформаций 
кромки полусферы) не связано ни с износом, ни с дегра-
дацией материала, поэтому практически не ограничивает 
долговечности самого прибора [9].  

Такой уникальный физический принцип работы ВТГ 
дает новому гироскопу целый ряд основных преиму-
ществ: полное отсутствие вращающихся частей, малое 
время готовности, малые габаритно-массовые характери-
стики, весьма длительный рабочий ресурс прибора; вы-
сокая температурная стабильность основного конструк-
ционного материала полусферы (чистого плавленого 
кварца); высокая приборная точность и малая случайная 
погрешность; устойчивость к условиям окружающей 
среды (температура, удары, вибрации, гамма излучение и 
сильные магнитные поля); весьма небольшая потребляе-
мая мощность датчика; сохранение инерциальной ин-
формации при полном кратковременном отключении 
бортового электропитания.   

Все перечисленные выше преимущества переводят 
ВТГ в класс одних из наиболее перспективных гироско-
пов [9]. Для высоко динамичных объектов авиационно-
космического назначения реализована новая конструк-
ция ВТГ на базе двух детального промышленного инер-
циального датчика (ИД) нового поколения с полусфери-
ческим кварцевым 30-мм беззубцовым резонатором и 
полусферическими электродами разработки «НПП «Ме-
дикон». Гироскоп функционирует в интегрирующем 
режиме свободной волны.  

Новая функциональная электроника имеет многока-
нальную цифровую «пушпульную» схему управления 
по специальному алгоритму [10] съема, детектирования 
первичных сигналов инерциального датчика и опреде-
ления параметров стоячей волны. Данный алгоритм 
разработан и реализован сотрудниками «Лаборатории 
Механики Систем» В.Ф. Журавлевым и С.Е. Переляе-
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вым (Института Проблем Механики им. А.Ю. Ишлин-
ского РАН). Авторами синтезирована многоканальная 
система прямого цифрового управления. 

Аппаратная часть цифровой системы реализована на 
базе нового модуля контроллеров гироскопа (МКГ), 
включающего трехпроцессорную структуру обработки 
первичных синусных и косинусных сигналов одновре-
менно трех гироскопов в одной системе на кристалле 
(FPGA/ПЛИС) на базе нового поколения ПЛИС серии 
«Xilinx-7». Встроенные ПЛИС (FPGA) седьмой серии, 
созданные на основе современной высокопроизводи-
тельной и низкоэнергетической 28-нм технологии обес-
печивают беспрецедентное увеличение производитель-
ности системы, при этом потребляя на 50% меньше 
энергии. По сравнению с одноядерной структурой, ра-
ботающей даже с большей тактовой частотой, классиче-
ская реализация алгоритма имеет меньшую скорость 
выполнения команд из-за необходимости чаще обра-
щаться к медленным регистрам периферийных 
устройств самого процессора. 

Разработанный модуль МКГ-2 позволяет реализо-
вать новую «пушпульную» схему управления гироско-
пом на основе двумерного осциллятора Ван-дер-Поля. 
Обработка первичных сигналов и оценка вектора состо-
яния ВТГ производится цифровыми методами с помо-
щью высокоскоростного сбора данных.  

Данная задача решена с помощью быстродействую-
щего 16-разрядного АЦП с частотой сэмплирования не 
менее 3 млн. выборок в секунду. Аппаратная часть элек-
тронного модуля управления содержит процессор обра-
ботки сигналов, буферы аналого-цифровых преобразо-
вателей (АЦП), синтезатор частот, асинхронный микро-
контроллер последовательного интерфейса [8]. Цифро-
вой процессор по специальным алгоритмам обработки 
определяет углы ориентации волны, полную энергию и 
квадратурную составляющую колебаний кромки квар-
цевого резонатора и, используя эту информацию, вы-
числяет соответствующие весовые коэффициенты для 
эфективного управления стоячей волной прибора.  

Аппаратно-программная реализация бортового ма-
шинного алгоритма обработки информационных и фор-
мирования управляющих сигналов производится парал-
лельно в отдельном процессоре современной программи-
руемой логической интегральной схемы (ПЛИС) нового 
поколения. Каждый из каналов формирователей сигналов 
управления содержит ряд цифроаналоговых преобразова-
телей (ЦАП), на вход которых в цифровом виде поступа-
ет информация о весовых коэффициентах управления, и 
как опорные, сигналы синусов и косинусов и их произ-
водные с электродов информационных сигналов ИД, т.е. 
с выходов малогабаритных быстродействующих аналого-
цифровых преобразователей (АЦП).  

Алгоритм управления и приема данных от каждого 
АЦП реализован в ПЛИС (FPGA) типа “Kintex-7” с по-
мощью отдельного «конечного автомата» (finite state 
machine) [8,9]. Результаты преобразования каждого 
входного АЦП преобразуются «конечным автоматом» в 
параллельный 16-битный код, сопровождаемый призна-
ком готовности. Данная информация поступает на вхо-
ды быстродействующего цифрового процессора (ЦП) 
реального времени. В этом машинном реализованном на 
кристалле ЦП по специальному синтезированному ал-

горитму формируются законы прямого цифрового мно-
гоканального управления, которые в виде напряжений с 
выходов ЦАП подаются на управляющие электроды 
ИД, расположенные на плате кварцевого узла возбуж-
дения, съема и управления (ВСУ) прибора. Новый пол-
ностью цифровой модуль электроники – модуль кон-
троллеров гироскопов (МКГ-2) включает трехпроцес-
сорную структуру обработки выходных аналоговых 
сигналов трех инерциальных датчиков (гироскопов). 
Модуль МКГ-2 реализован на базе современной про-
граммируемой системы на кристалле (FPGA) типа 
“Kintex-7” с встроенными контроллерами, последова-
тельным интерфейсом и главным 64-битным цифровым 
процессором [8, 9]. Программа, реализующая алгоритм 
обработки информационных и формирования управля-
ющих сигналов каждого из трех каналов, выполняется 
параллельно в отдельном процессоре (“Micro-Blaze”). 
Малогабаритный модуль МКГ-2 обработки сигналов 
трех гироскопов с реализованными аппаратно на одном 
кристалле (система на кристалле – SoC) c встроенными 
контроллерами, последовательным интерфейсом и 
главным 64-битным процессором обеспечивает задан-
ную точность вычислений, а также формирования ко-
эффициентов управления и фазы сигнала, на уровне 
необходимом для получения нестабильности дрейфа 
нуля нового ВТГ не более 0.003 град/ч. 

V. ПЕРСПЕКТИВЫ РАЗВИТИЯ В ПРИКЛАДНОЙ ТЕОРИИ 
СОВРЕМЕННОЙ ГИРОСКОПИИ 

На основе современной технологии HRG-Crystal 
холдинг Safran Electronics & Defense разработал «двухъ-
ядерный» инерциальный измерительный модуль (ИИМ) 
нового поколения под названием HRG-Crystal™ / DUAL 
CORE, который включает две ортогональные триады 
высокоточных одноосных гироскопов ВТГ-20. Новый 
конструктив позволяет достигать прецизионных (более 
высоких на два порядка по отношению к ранее достиг-
нутым) выходных точностных характеристик. Анало-
гичные точности в настоящее время достигнуты с по-
мощью наукоемких и сложнейших промышленных тех-
нологий производства современных электростати-
ческих гироскопов ЭСГ (ESG). Такие прецизионные 
ЭСГ весьма успешно применяются в системах автоном-
ной навигации стратегических атомных подводных ло-
док [25]. Действительно, благодаря новым технологиям 
HRG-Crystal™ для гироскопов высокого навигационно-
го класса точности (СКО=0,005 град/ч), объединение и 
интеграция высокоточных датчиков ВТГ /ПРГ в одно 
«ядро», состоящее из шести одноосных гироскопов 
ПРГ-20/HRG-Crystal™ (вместо трех одноосных ПРГ-20 
для классической конструкции ИИМ) позволяет полу-
чить прецизионные точности. Принцип двухядерных 
блоков (DUAL CORE), запатентованный Safran 
Electronics & Defense основан на возможности высоко-
точных ВТГ/ПРГ гироскопов самостоятельно по специ-
альной программе выполнять «автокалибровку» в стан-
дартном автономном навигационном режиме функцио-
нирования системы. 

Таким образом, в новой двухъядерной инерциальной 
системе, когда первая – основная триада ВТГ/ПРГ-
гироскопов функционирует в основном автономном 
режиме инерциальных измерений и определения ориен-
тации подвижного объекта, вторая приборная триада 
одноосных ВТГ/ПРГ-гироскопов автоматически само-
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калибруется по уникальной закрытой технологии, что 
повышает точность автономной БИНС минимум на 
один-два порядка [25]. Таким образом, новая прорывная 
технология HRG Crystal™ DUAL CORE, реализованная 
холдингом Safran Electronics & Defense, позволяет ре-
шать самые сложные практические задачи в области 
автономной навигации с помощью совершенно новых 
«революционных» инерциальных датчиков.  

Например, для военно-морских применений холдинг 
Safran Electronics & Defense запустил программу 
«Euronaval-2018» на основе Black-Onyx и DUAL CORE 
создания новых ИНС для автономной навигации страте-
гических атомных подводных лодок. Данные перспек-
тивные ИНС предлагают современному рынку недо-
стижимые ранее характеристики на базе ВТГ-20/ HRG-
Crystal™ DUAL-Core: не более 0,5 морских миль/ 120 ч 
(пять суток) автономного плавания. 

При этом нет никаких сомнений в том, что в самом 
ближайшем будущем другие известные области приме-
нения, такие как авиационная, космическая и наземная, 
будут также широко охвачены весьма перспективными 
инерциальными технологиями HRG Crystal™ DUAL 
CORE, поскольку потребность в расширенных характе-
ристиках с улучшенными на несколько порядков вы-
ходными точностными данными становится все более 
востребованной.  

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Современное состояние прикладной гироскопии ха-

рактеризуется постепенным переходом от ранее создан-
ных механических и оптических гиродатчиков к техно-
логии ВТГ, на базе которых построены БИНС для авиа-
ционных, морских, космических и наземных примене-
ний. В этом классе гироскопов освоен диапазон точно-
стей 10–1…10–3 град/ч и завершаются работы по созда-
нию ВТГ высокого класса точности 10–4 град/ч. Конку-
ренцию известным оптическим гироскопам может со-
ставить волновой твердотельный гироскоп, широко ис-
пользуемый в космической технике США и Франции. 
Разработана высокоточная БИНС-ВТГ морского приме-
нения. Высокоточный ВТГ (10–3 град/ч) имеет безуслов-
ное преимущество перед оптическими гироскопами по 
массогабаритным характеристикам, но пока имеет более 
высокую технологическую стоимость при промышлен-
ном производстве. Безусловным преимуществом ВТГ 
гироскопа является устойчивость к сильным магнитным 
полям и различным механическим воздействиям.  
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