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Аннотация—Одна из актуальных задач изучения про-

исходящих на Земле процессов связана с контролем пере-
мещения животных. На РС МКС установлена аппаратура 
«Икарус», которая обеспечивает глобальный контроль из 
космоса за перемещением животных.  

Аппаратура «Икарус» создана в рамках cоглашения о 
сотрудничестве между Германским аэрокосмическим цен-
тром и государственной корпорацией Роскосмос (далее – 
cоглашение). Данное cоглашение объединяет российский 
космический эксперимент «Ураган» с германским проек-
том ICARUS (International Cooperation Research Using 
Space – «Международное сотрудничество в области науч-
ных исследований животных с использованием космиче-
ских технологий»). 

Аппаратура «Икарус» представляет собой систему, со-
стоящую из бортового и наземного сегментов. В бортовую 
часть входит управляющий компьютер OBC-I (On Board 
Сomputer Icarus), предназначенный для хранения и обра-
ботки данных, и антенный блок, обеспечивающий переда-
чу баллистических данных о положении МКС в простран-
стве миниатюрным приемопередающим датчикам (тэгам), 
устанавливаемым на отслеживаемых животных, а также 
получение данных с тэгов о координатах перемещения 
птиц и животных при их сезонной миграции. Наземный 
сегмент включает в себя множество небольших (массой до 
5 г) приемопередатчиков (тэгов), которые на Земле кре-
пятся на мигрирующих животных и птицах. Эти датчики 
могут также записывать дополнительную информацию, 

такую как ускорение по трем координатам, данные магни-
тометра, температура, давление и влажность. 

Часть информации с тэгов будет ежедневно переда-
ваться в Центр управления полетами Москвы (ЦУП-М) по 
высокоскоростному каналу РСПИ с последующей переда-
чей в центры пользователей в Германии и России. Боль-
шинство дополнительной информации, записанной в дат-
чике, будет храниться в памяти тэгов для наземного счи-
тывания с помощью портативных приемников на Земле. 

Ключевые слова—Международная космическая станция 
(МКС), космический эксперимент, перемещение и миграции 
животных, передатчик, тэг, Икарус, центр пользователей 

I. ВВЕДЕНИЕ 

Орбитальные станции (ОС) являются удобными ис-
следовательскими лабораториями для отработки новых 
космических технологий и научной аппаратуры (НА) 
[1]. Один из примеров использования для этой цели ОС 
«Мир» связан с успешным проведением совместного 
российско-немецкого проекта с аппаратурой MOMS [2]. 
В состав НА MOMS входила и система MOMSNAV, 
обеспечивающая точную географическую привязку 
наблюдаемых объектов, что было первым опытом при-
менения на орбитальных станциях спутниковых навига-
ционных систем [2], [3]. 
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В настоящее время на орбите функционирует МКС – 
самый крупный космический проект в истории. С уче-
том масштабности этого проекта, его международного 
характера целесообразно решение на его борту задач, 
являющихся важнейшими для всех людей нашей плане-
ты. Такими задачами, безусловно, является изучение 
Земли и происходящих на ней процессов. Отработка 
технологий и научной аппаратуры изучения Земли вы-
полняется в космическом эксперименте (КЭ) «Ураган» 
на российском сегменте (РС) МКС, в рамках которого 
изучаются также различные потенциально опасные и 
катастрофические явления на нашей планете [4].  

Новые возможности для изучения процессов, проис-
ходящих на нашей планете, связаны с контролем и изу-
чением перемещений животных. Энтузиастом и миро-
вым лидером данного направления изучения фундамен-
тальных вопросов биологии является директор немецко-
го Института поведения животных Макса Планка 
(MPIAB) профессор Мартин Викельски (рис. 1).  

 
Рис. 1. Соломенная фруктовая летучая мышь (крылан) с меткой 
GPS/GSM из Университета Констанца выпускается в Национальном 
парке Касанка (Замбия) профессором М. Викельски 

Для ответа на фундаментальные вопросы биологии 
ученые должны иметь информацию о местоположении 
наблюдаемого животного, его состоянии и т.п. Дикие 
животные, перемещающиеся на нашей планете, являются 
идеально приспособленными индикаторами для контроля 
и изучения изменений окружающей среды. Вопрос за-
ключается только в том, как получать информацию об их 
местоположении, внутреннем состоянии и т.д. Сеть мо-
бильной связи недоступна во многих частях планеты 
(моря, леса, пустыни, горы и т.п.), а системы спутниковой 
телефонной связи не могут быть достаточно миниатюри-
зированы. Для глобального наблюдения за мелкими объ-
ектами могут использоваться только космические аппа-
раты, функционирующие на низких орбитах. 

Используемые в настоящее время технологии гло-
бального слежения исключают приблизительно 75% ви-
дов птиц и млекопитающих, поскольку эти животные 
большей частью являются мелкими. Многие экологически 
и экономически важные виды являются вообще весьма 
мелкими, например летучие мыши, певчие птицы и ми-
грирующая саранча. Общим правилом при изучении ми-
грации животных является то, что устройства, прикрепля-
емые к животным (метки), не должны иметь массу более, 
чем приблизительно 3% массы тела этого животного, что-
бы не влиять на естественное поведение животных. 

По инициативе Института поведения животных 
Макса Планка (MPIAB) в рамках программы междуна-
родного сотрудничества ICARUS под руководством 
профессора М. Викельски были начаты работы по со-
зданию системы слежения за мелкими животными. 
Научным руководителем космического эксперимента 
«Ураган» на РС МКС профессором М.Ю. Беляевым бы-
ло предложено отработать такую технологию и систему 
на российском сегменте МКС. Это предложение осно-
вывалось на совпадении задач, решаемых в рамках обо-
их направлений исследований, а также на имеющихся 
возможностях отработки новых технологий и научной 
аппаратуры на российских орбитальных станциях [5–6]. 
В результате было подписано соглашение между кос-
мическими агентствами двух стран, позволившее начать 
работы по этому проекту. 

II. БОРТОВОЙ СЕГМЕНТ, ДОСТАВКА И МОНТАЖ 

АППАРАТУРЫ НА РС МКС 

Система контроля перемещения животных включает 
в свой состав бортовой и наземный сегмент. Бортовой 
сегмент состоит из бортового компьютера (ОВС-1), ан-
тенного комплекса, специальной мачты, устройства 
«Якорь-Икарус» и кабельной сети со специализирован-
ными интерфейсами. В состав ОВС-1 входят плата про-
цесса обработки данных, а также платы основного диа-
пазона передатчика и приемника и пользовательской 
панели приемника.  

Прием сигналов от передатчиков осуществляется ан-
теннами бортового оборудования «Икарус». Команды 
управления передаются тегу с помощью передающей 
антенны, а прием сигналов от передатчика тега осу-
ществляется приемными антеннами НА «Икарус». При 
разработке конструкции антенн и их размещении на 
поверхности РС МКС учитывались вопросы обеспече-
ния прочности, минимизации затенения полей зрения 
антенн элементами конструкции МКС в течение всего 
времени выполнения эксперимента, удобства работы 
космонавтов при монтаже антенн и т.д. На рис. 2 пока-
зано размещение антенн НА «Икарус» на РС МКС. 

Все антенны конструктивно соединяются между со-
бой и образуют антенный блок. 

Антенный блок представляет собой единую кон-
струкцию, состоящую из нескольких секций, скреплен-
ных между собой с помощью петель, которые в крайнем 
положении защелкиваются и придают жесткость кон-
струкции. Одно из основных требований к конструкции 
антенного блока состояло в том, чтобы он мог трансфор-
мироваться в зависимости от решаемых задач. В резуль-
тате антенный блок имел три конфигурации: 

 транспортное положение, в котором антенный 
блок размещался в транспортно-грузовом корабле 
(ТГК) «Прогресс», имеющим люк для загруз-
ки/разгрузки диаметром 800 мм (рис. 3, а); 

 положение для транспортировки из шлюзового 
отсека РС МКС с диаметром люка 1000 мм и пе-
ремещения по внешней поверхности служебного 
модуля до места монтажа (рис. 3, б); 

 рабочее положение (после монтажа антенного ком-
плекса на механический интерфейс (мачту) и рас-
крытия приемных и передающей антенн, рис. 2). 
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Рис. 2. Размещение бортового оборудования Икарус на служебном 
модуле РС МКС 

 

 
Рис. 3. Антенный блок в транспортном положении  

Антенный блок состоит из приемной и передающей 
антенн. Приемная антенна состоит из двух боковых 
принимающих антенных сборок и сборки центральной 
платы, на которой крепятся боковые антенны. Каждая 
боковая сборка содержит четыре принимающих элемен-
та, малошумящие усилители для каждого принимающе-
го элемента, распределительное устройство боковой 
антенны, линейный фильтр и линейный усилитель.  

Для центральной части диаграммы используется 
сигнал с двух боковых сборок, который объединяется с 
помощью центрального распределительного устройства. 
Таким образом, с приемной антенны по трем высокоча-
стотным-кабелям сигнал поступает в OBC-I.  

OBC-I состоит из блока питания и трех электронных 
печатных плат: 

 DHP (Data Handling Processor); 

 RXFE (Receiver Frontend); 

 TRXBB (Transmit/Receive Baseband). 

Плата RXFE обеспечивает декодирование высокоча-
стотных сигналов, поступающих от тэгов животных и 
птиц через антенный приемник. 

Плата TRXBB выполняет дальнейшее преобразова-
ние высокочастотного сигнала в двоичную последова-
тельность, а также получение конфигурационной ин-
формации для тэгов от платы DHP и преобразование ее 
для сброса через антенный передатчик и была специ-
ально разработана для этого проекта [6].  

Плата DHP обеспечивает функционирование аппара-
туры в целом, содержит микропроцессор, оперативную 
память, интерфейсы ввода–вывода, отвечает за загрузку 
операционной системы Linux, загрузку прикладного 
программного обеспечения, принимает и обрабатывает 
управляющую информацию, поступающую от служеб-
ных систем РС МКС, передает служебную и научную 
информацию в бортовые системы РС МКС для передачи 
ее в ЦУП-М. 

ТАБЛИЦА 1. ОСНОВНЫЕ ТЕХНИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ АНТЕННОГО 
БЛОКА АППАРАТУРЫ «ИКАРУС» 

Восходящая линия связи (прием данных) 
Частота, МГц 401,688-402,812 
Ширина полосы, МГц  1,1 
Скорость передачи символов, бод/с 1306 
Объем передаваемых данных за один 
пролет МКС над тегом, бит 

1784 

Метод подключения тега к каналу 
Множественный доступ с 
кодовым разделением 

Мгновенная область покрытия 
поверхности Земли 

30 км × 800 км  

Нисходящая линия связи (передача) 
Частота, МГц 468,065-468,135 
Ширина полосы, кГц  42 
Скорость передачи данных, бит/с 656 
Передающая антенна 
Тип Спиральная 
Размер  376 × 376 × 1002 мм3 

 

Антенный блок «Икарус», а также специально раз-
работанное оборудование для его монтажа и подключе-
ния (мачта, устройство фиксации космонавта «Якорь-
Икарус», устройство дооснащения универсальной ка-
бельной платформы (УКП), кабельные жгуты) были 

а) 

б) 
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доставлены на РС МКС транспортным грузовым кораб-
лем (ТГК) «Прогресс МС-08» в феврале 2018 г. 

Перед выходом в открытый космос космонавтами 
была проведена подготовка оборудования для его мон-
тажа на поверхности станции во время сеанса внекора-
бельной деятельности (ВКД). 

После подготовки оборудования космонавты сфор-
мировали две укладки. Первая включала устройство 
«Якорь-Икарус» и мачту. Ее вынесли в самом начале 
ВКД и приступили к установке мачты на универсальное 
рабочее место дооснащения (УРМ-Д) на служебном 
модуле. После монтажа мачты приступили к прокладке 
и стыковке низкочастотных кабелей. Следующим шагом 
установили устройство «Якорь-Икарус», закрепив его 
при помощи замков за кольцевые поручни и основание 
УРМ-Д. Далее на место установки была транспортиро-
вана вторая укладка с антенным блоком. Космонавт  
О.Г. Артемьев, закрепившись ногами в устройстве 
«Якорь-Икарус», а космонавт С.В. Прокопьев, находясь 
с противоположной стороны, установили антенный 
блок на мачту. В этом же положении космонавты со-
стыковали на фиксирующей плате антенного блока вто-
рые концы низкочастотных кабелей, обеспечивающие 
электропитание и передачу телеметрии. 

Специалисты ЦУП-М проверили правильность мон-
тажа и стыковки кабелей (рис. 4). 

 
Рис. 4. Специалисты по проведению экспериментов с НА «Икарус» из 
РКК «Энергия» (М.Ю. Беляев) и из ИГРАН (Г.М. Тертицкий и  
О.Н. Соломина) следят за выполнением монтажа НА «Икарус» в 
главном зале ЦУП-М 

Получение телеметрических параметров подтвер-
ждало правильность стыковки. Затем из ЦУП-М выдали 
команды на подачу питания на нагревателях антенного 
блока. После контроля включения питания нагревателей 
космонавты приступили к укладке пятнадцатиметрового 
кабельного жгута по внешней поверхности СМ. По ка-
белям в жгуте будет передаваться информация от антен-
ного блока (принятая от тэгов) в бортовой компьютер 
OBC-I. По завершении стыковки разъемов из ЦУП-М 
выдали команды на включение питания OBC-I, смонти-
рованного ранее внутри гермоотсека СМ. По телемет-
рическим параметрам OBC-I вышел на «рабочий ре-
жим» (спустя 10 мин), это означало, что стыковка ка-
бельного тракта выполнена верно. 

Заключительный этап монтажа аппаратуры «Ика-
рус» заключался в раскрытии четырех приемных пане-
лей и одной передающей панели антенного блока.  

Данную операцию космонавты отработали в гидро-
тренажерном комплексе Центра подготовки космонав-
тов на специально созданном макете антенного блока, 
обладающего нулевой плавучестью. 

В ходе более чем семичасового выхода в открытый 
космос космонавтами О.Г. Артемьевым и С.В. Прокопь-
евым успешно установлена и подключена крупногаба-
ритная научная аппаратура «Икарус» на внешней по-
верхности СМ МКС (рис. 5). 

 
Рис. 5. Научная аппаратура «Икарус» после установки на внешнюю 
поверхность СМ РС МКС 

Успешному выполнению работы предшествовала 
тщательная проработка конструкции, многочисленные 
наземные испытания, тренировки космонавтов и скру-
пулезное планирование каждой операции. При подго-
товке к ВКД с экипажем проводились различные трени-
ровки, включающие отработку стыковки разъемов, 
установку механических интерфейсов аппаратуры и т.п. 

III. НАЗЕМНЫЙ СЕГМЕНТ 

Наземный сегмент для выполнения исследований с 
аппаратурой «Икарус» состоит из двух основных ча-
стей: оборудование, предоставляемое пользователю 
(датчики, ручное оборудование и базовая станция), и 
наземная инфраструктура для проведения исследова-
ний, обработки и хранения получаемых результатов. 

Главной технической задачей эксперимента с НА 
«Икарус» является передача небольших пакетов данных 
между датчиком (тегом), закрепленном на животном, и 
приемником на МКС. При этом миниатюрный передат-
чик должен позволять связываться с бортовым оборудо-
ванием «Икарус» на расстоянии до 600 км для измере-
ния через регулярные промежутки времени своего абсо-
лютного положения при помощи GPS-приемника и по-
лучения измеряемых значений температур и ускорения, 
дающих представление о поведении животного. При 
этом масса тега составляет менее 5 г. Для решения этой 
сложной задачи в теге применяется интегральная схема 
специального назначения (application-specific integrated 
circuit – ASIC), выполняющая основные функции пере-
датчика. ASIC оптимизирована под низкое энергопо-
требление, где основными потребителями энергии явля-
ется система радиочастотной связи и GPS. Срок службы 
тега составляет не менее 9 месяцев. На рис. 6 представ-
лен общий вид передатчика и основных его элементов. 
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Рис. 6. Общий вид тега и основных его элементов 

ТАБЛИЦА 2. ОСНОВНЫЕ ТЕХНИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ТЭГА 

Масса, г < 5 

Размер, мм < 26 × 15 × 9 
Длина антенны, мм 200 
Длина антенны GPS, мм 7,5 

Датчики 

GPS-приемник, акселерометр, 
магнитометр; 
датчики температуры, давления, 
влажности 

Определение 
местоположения 

GPS / ГЛОНАСС (/ Galileo) 

Интервал определения 
местоположения, ч 

1 (регулируемый) 

Мощность батареи, мВт 20 
Площадь солнечных 
батарей, см2 

2 

Эффективность 
солнечных батарей, % 

> 35 

Мощность солнечных 
батарей, мВт 

90 

Аккумулятор 70 мАч, литий-полимерный 

Внешний интерфейс 
Последовательная синхронная шина 
IIC (Inter-Integrated Circuit) 

Мощность передатчика, 
мВт 

50 

Память 512 Мб 
Срок службы 
конструкции тега, месяц 

> 9 

Передаваемая с борта 
информация (команды) 

 включение/выключение 
пользователем внутреннего 
электропитания 

 интервалы между сбором данных 
 выбор режима передачи 
 стирание внутренней памяти 
 сброс состояния датчика 

Передаваемая на борт 
информация 

 последние 20 местоположений по 
GPS 

 состояние «не функционирует/ ра-
ботает» 

 идентификатор датчика 
 Обратная связь по командам 

Для связи с датчиками на Земле требуются перенос-
ные ручные устройства и базовые станции. С помощью 
ручных устройств пользователь может инициировать 
датчик перед прикреплением к животному и загружать в 
датчик самые свежие данные для вычислений сеансов 
связи с МКС и данные местоположения по GPS. После 
того как датчик закреплен на животном, данные могут 
быть прочитаны из памяти датчика с помощью ручного 
устройства на расстоянии вплоть до 3 км. 

Организация и обеспечение всех работ с НА «Ика-
рус» осуществляется Центром операций «ICARUS» 
(IOC). Этот IOC географически распределен в России и 
Германии. 

Наземный сегмент IOC, расположенный в России, 
решает следующие задачи: 

 формирование и отработка управляющей инфор-
мации; 

 оперативный и послесеансный анализ состояния 
параметров аппаратуры «Икарус»; 

 обработка целевых данных, поступающих от 
тэгов.  

Российская часть IOC находится в ЦУП-М, РКК 
«Энергия» и ИГРАН. 

Аппаратура «Икарус» работает круглосуточно, по-
этому требует круглосуточного контроля и периодиче-
ского управления с Земли. В соответствии с концепцией 
управления все команды (бинарные или в виде файлов) 
проходят отработку на стендах имитационного модели-
рования в РКК «Энергия» из состава наземного ком-
плекса отработки (НКО). Их отличительной особенно-
стью является возможность работы как с реальной ап-
паратурой, так и с моделью аппаратуры, что позволяет 
экономить машинное время и ускоряет процесс прове-
дения испытаний. 

Обеспечение отработки управляющей информации для 
аппаратуры «Икарус» стало возможно за счет интеграции 
математической модели НА «Икарус» в состав стенда. 
Модель содержит реальное программное обеспечение ап-
паратуры. Такой подход позволяет полностью моделиро-
вать работу управляющего компьютера «Икарус». 

Формирование файлов с управляющей информацией 
осуществляется аппаратно-программными средствами 
ЦУП-М на основе данных, которые предоставляют разра-
ботчики аппаратуры. НА «Икарус» поддерживает воз-
можность отслеживания положения до 120 наземных дат-
чиков одновременно, поэтому для охвата всех функцио-
нирующих тэгов требуется ежедневная реконфигурация 
списка опрашиваемых тэгов. Этот функционал реализует-
ся путем отправки командного файла на РС МКС, где 
средствами специальной информационно-управляющей 
системы (ИУС) файл маршрутизируется и доставляется 
до управляющего компьютера НА «Икарус». Файлы так-
же содержат команды для управления тэгами, команды на 
получение расширенного набора данных о состоянии раз-
личных модулей аппаратуры «Икарус», а также различ-
ные конфигурационные настройки. 

При проведении эксперимента с НА «Икарус» исполь-
зуются средства оценки контрольно-диагностических па-
раметров аппаратуры [7]. Для осуществления оперативно-
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го контроля за ходом проведения эксперимента, для 
выявления тенденций, которые могут повлечь за собой 
возникновение нештатных ситуаций, используются 
средства оценки параметров аппаратуры «Икарус» в 
постреальном времени. Анализ осуществляется на осно-
ве архивов, формируемых компьютером ИУС. Архивы 
поступают в ЦУП-М, после чего проходят обработку с 
помощью аппаратно-программных средств НКО. Ин-
формация записывается в базу данных, что обеспечива-
ет доступ специалистов к ней на протяжении всего вре-
мени проведения эксперимента. Средства также под-
держивают возможность отправки архивов разработчи-
кам аппаратуры для более детального анализа данных. 
Анализ данных позволяет выявлять тенденции и про-
гнозировать нештатные ситуации в работе аппаратуры. 
Помимо этого данные средства позволяют анализиро-
вать уже возникшие нештатные ситуации. 

В случае необходимости в IOC готовятся исходные 
данные по изменению конфигурации для конкретных 
датчиков. Эти исходные данные передаются в ЦУП-М, 
где по ним формируются команды, которые передаются 
на РС МКС в ОВС-I. 

Данные от тэгов поступают на РС МКС и с помощью 
российских средств связи передаются в ЦУП-М, а затем 
в Институт географии РАН и Институт поведения жи-
вотных Макса Планка (MPIAB) для хранения в своих 
базах данных. Разработанная и эксплуатируемая в 
MPIAB база данных «Movebank» [6] является открытой 
базой данных «internet» для отображения, редактирова-
ния, анализа и публикаций по миграциям животных. 

IV. ЦИКЛОГРАММА РАБОТЫ И ПЕРВЫЕ ВКЛЮЧЕНИЯ 

ОБОРУДОВАНИЯ 

Антенны после установки на служебном модуле 
ориентированы таким образом, что сначала тег попадает 
в поле зрения передающей антенны НА «Икарус», а за-
тем – приемной. Блок электроники обеспечивает обра-
ботку данных для обнаружения и распознавания слабых 
сигналов от 120 тегов, одновременно находящихся в 
поле зрения приемных антенн. В случае если в зоне 
приема одновременно будет находиться больше 120 
тегов, будет получена информация только от 120 тегов. 

Полет орбитальной станции происходит по почти 
круговой орбите с наклонением 51,6° на высоте около 
400 км от Земли. В течение суток МКС делает ︠︠~16 обо-
ротов вокруг земного шара. Конструкция антенн НА 
«Икарус» обеспечивает за 24 часа покрытие около 70% 
земной поверхности в диапазоне географических широт 
~ ±55,5° (рис. 7).  

 
Рис. 7. Суточное покрытие земной поверхности в эксперименте с НА 
«Икарус» 

Полное покрытие земной поверхности в данном 
диапазоне широт происходит за трое суток. 

Из рис. 7 видно, что за счет особенностей траекто-
рии полета МКС на высоких широтах антенны бортово-
го оборудования обеспечивают зону покрытия и число 
контактов с тегами больше, чем на экваторе. 

Как только тег, закрепленный на теле животного, 
попадает в поле зрения антенн НА «Икарус», он начи-
нает периодически принимать сигналы по нисходящей 
линии связи, отправляя на МКС координаты собствен-
ного местоположения и данные датчиков, собранные с 
момента последнего контакта. 

Бортовое оборудование «Икарус» сохраняет полу-
ченные от передатчика данные до следующего сеанса 
связи с Землей, а далее передает их с помощью телемет-
рической системы РС МКС на наземные приемные 
пункты. После этого через московский центр управле-
ния полетом ЦУП-М информация поступает в операци-
онный центр (IOC) для последующей обработки и хра-
нения в базе данных.  

В операционном центре ученые анализируют полу-
ченные данные и при необходимости готовят для переда-
чи на РС МКС команды по перепрограммированию те-
гов, корректируя параметры конфигурации передатчиков. 

Команды из операционного центра передаются через 
ЦУП-М бортовому оборудованию и посылаются на тэг 
при следующем контакте с орбитальной станцией после 
передачи им накопленных данных. 

На рис. 8 представлена последовательность этапов 
обеспечения связи тега с бортовым оборудованием, 
включающая в себя: 

1) спящий режим: передатчик находится в режиме 
низкого потребления энергии и ожидания момента, ко-
гда внутренний таймер «разбудит» тег к моменту ожи-
даемого контакта с МКС; 

2) поиск МКС (запланированный запуск): после 
«пробуждения» передатчика его приемное устройство 
начинает периодически принимать радиочастотные сиг-
налы для определения присутствия МКС в зоне его ви-
димости; 

3) поиск МКС (периодический прием сигналов): 
режим периодического приема сигналов продолжается 
до тех пор, пока связь с орбитальной станцией не будет 
установлена. В случае успешного приема сигнала пере-
датчик получает последнюю информацию о параметрах 
орбиты МКС; 

4) вычисление времени передачи данных: передат-
чик определяет свое местоположение относительно МКС, 
используя параметры орбиты станции и свои собственные 
GPS-координаты на земле, а также вычисляет время 
нахождения тега в зоне видимости приемных антенн бор-
тового оборудования «Икарус». После этого приемное 
устройство передатчика уходит в режим ожидания; 

5) передача данных: при достижении ожидаемого 
временного промежутка для сброса информации тег 
передает сохраненные координаты своего местополо-
жения и данные датчиков; 

6) передача команд: после передачи данных тег 
остается некоторое время в режиме приема сигналов, 
которые могут быть отправлены с бортового оборудо-
вания для его перепрограммирования; 
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7) уход в спящий режим: перед тем как уйти в 
спящий режим передатчик вычисляет временной интер-
вал до следующего контакта с МКС. Спящий режим 
периодически прерывается для определения местопо-
ложения тега и снятия показаний его датчиков. 

 
Рис. 8. Последовательность этапов обеспечения связи тега с бортовым 
оборудованием «Икарус» 

Первое включение и функционирование системы 
было начато 10 марта 2020 г. Работа проводилась с ими-
таторами тэгов и реальными тэгами. 

Тесты с аппаратурой «Икарус» будут выполняться 
до августа 2020 г. Уже первые проведенные тесты под-
твердили работоспособность аппаратуры и нормальное 
функционирование всей системы. После их завершения 
ученые из Института географии Российской академии 
наук, Общества научных исследований имени Макса 
Планка (Германия), а в дальнейшем и ученые со всего 
мира, зарегистрированные в центре пользователей, смо-
гут пользоваться данными, полученными в ходе экспе-
римента. 

В процессе экспериментов с аппаратурой «Икарус» 
будет реализовано несколько крупных научных проек-
тов. Использование глобальной системы контроля за 
перемещением объектов позволит решить важные науч-
ные проблемы. В процессе проведения космического 
эксперимента будет продемонстрирована возможность 
использования МКС в качестве орбитальной научной 
лаборатории для отработки новых систем и технологий, 
что является одной из целей космического эксперимен-

та «Ураган». Большие возможности в выполнении ис-
следований по контролю перемещения животных и птиц 
связаны также с одновременным использованием всего 
комплекса научной аппаратуры эксперимента «Ураган»: 
фотоспектрометрической аппаратуры ФСС, видеоспек-
трометрической аппаратуры ВСС, гиперспектрометра, 
аппаратуры ИК-диапазона РИВР и др [4], [8–10]. 
Наблюдение земной поверхности с помощью комплекса 
аппаратуры «Ураган» позволит не только контролиро-
вать перемещения животных и птиц, но и выяснить 
причины, приводящие к изменению их миграций. 

ЛИТЕРАТУРА 
[1] Беляев М.Ю. Научные эксперименты на космических кораблях и 

орбитальных станциях. М. :Машиностроение, 1984. 264 с. 

[2] Belyaev, M.Yu., Rulev, D.N., Matveeva, T.V., Sasonov, V.V., 
Foeckersperger, S., Frank, H., Paeffgen, W. Experience of 
investigations performed with the help of navigation system aboard 
the research Priroda module on the Mir Space station, 9th Saint 
Petersburg international conference on integrated navigation 
systems, 2002, pp. 105–110. 

[3] Беляев М.Ю., Рулев Д.Н., Чернопятов А.Н., Сазонов В.В., 
Феккерспергер С., Пеффген В. Определение движения 
орбитальной станции «Мир» по данным  измерений GPS // 
Космические исследования. 1999. Т. 37. № 3. С. 276–282. 

[4] Беляев М.Ю., Десинов Л.В.,  Караваев Д.Ю., Сармин Э.Э., 
Юрина О.А. Аппаратура и программно-математическое 
обеспечение для изучения земной поверхности с борта 
российского сегмента Международной космической станции по 
программе «Ураган» // Космонавтика и ракетостроение. 2015. 
№1. С. 63–70. 

[5] Беляев М.Ю., Викельски М., Лампен М., Легостаев В.П., Мюллер У., 
Науманн В., Тертицкий Г.М., Юрина О.А. Технология изучения 
перемещения животных и птиц на Земле с помощью аппаратуры 
ICARUS на российском сегмента МКС // Космическая техника и 
технологии. 2015. № 3. С. 38–51. 

[6] Weppler, J., Belyaev, M.Yu., Solomina, O.N., Wikelski, M., 
Naumann, W., Pitz, W. ICARUS - Animal Observation from ISS, 
Proceedings of the International Astronautical Congress, IAC 68, 
Unlocking Imagination, Fostering Innovation and Strengthening 
Security, 68th International Astronautical Congress, IAC 2017, 
Unlocking Imagination, Fostering Innovation and Strengthening 
Security, 2017, pp. 5312–5322. 

[7] Voronin, F.A., Kharchikov, M.A. Soprovozhdenie provedeniya 
nauchnyh ehksperimentov na Mezhdunarodnoj kosmicheskoj stancii, 
Rossijskaya akademiya nauk, Gosudarstvennaya korporaciya po 
kosmicheskoj deyatel'nosti «Roskosmos», Komissiya RAN po 
razrabotke nauchnogo naslediya pionerov osvoeniya kosmicheskogo 
prostranstva, Moskovskij gosudarstvennyj tekhnicheskij universitet 
imeni N.EH. Baumana [Russian Academy of Sciences, State 
Corporation for outer space activities "Roscosmos", the Commission 
of RAS on development of scientific heritage of pioneers of space 
exploration, Moscow state technical University named after N. Uh. 
Bauman], Moscow, 2016, p. 363. 

[8] Беляев М.Ю, Десинов Л.В., Караваев Д.Ю., Легостаев В.П. 
Использование съемки земной поверхности с МКС в интересах 
топливно-энергетического комплекса // Известия РАН. 
«Энергетика. №4. 2013. С.75–90. 

[9] Беляев М.Ю, Беляев Б.И., Десинов Л.В., Катковский Л.В.,  
Крот Ю.А., Сармин Э.Э. Результаты испытаний 
фотоспектральной системы на МКС // Исследование Земли из 
космоса. 2014. № 6. 

[10] Беляев М.Ю, Беляев Б.И., Десинов Л.В., Катковский Л.В., 
Сармин Э.Э. Обработка спектров и изображений с 
фотоспектральной системы в космическом эксперименте 
«Ураган» на МКС // Исследование Земли из космоса. 2014, № 6. 

 

XXVII Санкт-Петербургская международная конференция по интегрированным навигационным системам, 2020 г.

15



Некоторые результаты предварительных 
натурных испытаний алгоритмов разностно-

дальномерной ГАНС для обеспечения навигации 
групп АНПА 

Ю.В. Ваулин 
Дальневосточный федеральный университет 

Институт проблем морских технологий ДВО РАН 
Владивосток, Россия 

vaulin@marine.febras.ru 

Ф.С. Дубровин 
Институт проблем морских технологий ДВО РАН 

Владивосток, Россия 
f_dubrovin@mail.ru 

А.Ф. Щербатюк 
Дальневосточный федеральный университет 

Институт проблем морских технологий ДВО РАН 
Владивосток, Россия 

alex-scherba@yandex.ru 

Д.А. Щербатюк 
Дальневосточный федеральный университет 

Институт проблем морских технологий ДВО РАН 
Владивосток, Россия 

darya.shcherbatyuk@mail.ru 
 

Аннотация—Рассмотрена задача обеспечения навига-
ции групп автономных необитаемых подводных аппаратов 
(АНПА) при помощи разностно-дальномерной навигацион-
ной системы с длинной базой (ГАНС ДБ). Рассмотрены два 
навигационных алгоритма, реализующих переборный и 
аналитический методы решения разностно-дальномерной 
задачи. Приведено описание выполненных экспериментов, 
включающих работу описанных алгоритмов в натурных 
морских условиях, приложены некоторые результаты их 
работы. 

Ключевые слова—автономный необитаемый подводный 
аппарат (АНПА), групповая навигация, гидроакустическая 
навигационная система с длинной базой (ГАНС ДБ), раз-
ностно-дальномерная навигационная система, гидроаку-
стический модем 

I. ВВЕДЕНИЕ 

Обеспечение навигации групп автономных необита-
емых подводных аппаратов (АНПА) с применением гид-
роакустических навигационных систем с длинной базой 
(ГАНС ДБ) имеет свои определенные особенности. 
Прежде всего необходимо обеспечить одновременное 
определение координат на всех АНПА, входящих в 
группу. В результате проведенного сравнительного ана-
лиза известных подходов [1] установлено, что использо-
вание распространенного способа измерения дистанций 
между маяками ГАНС и АНПА в режиме «запрос–
ответ» не позволяет эффективно решить задачу группо-
вой навигации, поскольку предполагает поочередную 
работу с аппаратами. Наиболее подходящим методом 
обеспечения навигации группы АНПА является исполь-
зование синхронной ГАНС. При использовании такой 
схемы излучение обсервационного сигнала маяками 
производится в заранее известные моменты времени. 
Синхронизация работы маяков и АНПА требует наличия 
дорогостоящих систем точного времени. Однако без 
этих систем можно обойтись, если организовать работу 
навигационной системы в режиме разностно-
дальномерной ГАНС на базе гидроакустических (ГА) 
модемов с функцией измерения дистанций. 

Различные способы решения разностно-дальномерной 
навигационной задачи широко описаны в литературе  
[2–4]. В данной работе предлагается следующая схема 
организации работы разностно-дальномерной ГАНС для 
групп АНПА на базе ГА модемов [5]. В предполагаемом 
районе работ размещаются три акустических маяка 
ГАНС. Координаты маяков должны быть определены с 
требуемой точностью и внесены во встроенную память 
маяков перед началом работ. Особенность предложен-
ной схемы заключается в применении в качестве маяков 
разработанных ГА модемов с встроенной функцией из-
мерения дистанций. Маяки ГАНС на базе ГА модемов в 
момент обсервации каждый раз не только излучают 
навигационный сигнал, но и передают пакет данных, в 
которых содержится информация о текущих координатах 
маяков. Такой функционал позволяет строить разностно-
дальномерную ГАНС на основе не только стационарных 
донных маяков, но и мобильных маяков, в качестве кото-
рых могут выступать как АНПА, так и поверхностные 
водные аппараты, буи и т.п. 

Первый маяк является ведущим и задает период ра-
боты всей системы. С определенным периодом ведущий 
маяк излучает навигационный пакет, в котором содер-
жатся данные о собственных координатах. Этот обсер-
вационный пакет принимается всеми АНПА, а также 
вторым и третьим маяками ГАНС. Время прихода об-
сервационного пакета фиксируется. 

Второй и третий маяки являются ведомыми и посто-
янно находятся в режиме ожидания запроса от ведущего 
маяка. При получении такого запроса ведомые маяки 
излучают собственные навигационные пакеты, в кото-
рых передают информацию о себе и своих координатах. 
Эти пакеты также принимаются на всех аппаратах груп-
пы с фиксацией времени их прихода. Таким образом, в 
каждом обсервационном цикле на любом из АНПА фик-
сируются моменты прихода сигналов от трех маяков 
ГАНС, а также координаты маяков. И хотя время излу-
чения обсервационного запроса ведущим маяком неиз-
вестно, данных о времени прихода сигналов от трех мая-
ков обычно достаточно для определения координат 
АНПА разностно-дальномерным способом. 

Настоящее исследование выполнено при поддержке гранта  
Российского научного фонда (проект № 16-19-00038). 
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В рамках данной работы исследованы два различных 
метода решения навигационной задачи разностно-
дальномерной ГАНС. Первый подход позволяет решить 
задачу переборным методом, второй способ заключается 
в прямом (безытерационном) нахождении решения си-
стемы нелинейных уравнений в явном виде при помощи 
аналитических выражений (раздел 2). В разделе 3 приве-
дены некоторые результаты моделирования работы дан-
ных алгоритмов, а в разделе 4 рассмотрены данные, по-
лученные в ходе морских испытаний работы исследуе-
мой навигационной системы. 

II. АЛГОРИТМЫ РЕШЕНИЯ РАЗНОСТНО-ДАЛЬНОМЕРНОЙ 

ЗАДАЧИ 

Рассмотрим способ определения координат АНПА по 
данным о временах прихода сигналов от маяков син-
хронной ГАНС ДБ путем перебора решений и поиска 
величины рассинхронизации встроенных часов АНПА 
относительно часов ведущего маяка. 

На входе алгоритма имеем следующие данные: 

 xi, yi, zi – координаты маяков (i = 1, 2, 3); 

 c – скорость распространения звукового сигнала в 
воде; 

 tА1, tА2, tА3 – времена распространения сигналов, 
измеренные на борту АНПА по внутренним ча-
сам. 

Значения tАj (j = 1, 2, 3 – номера АНПА) связаны с ис-
тинными временами распространения сигналов t1, t2 и t3 
в соответствии с формулами 

 tАj = tj + ∆, (1) 

где ∆ – величина рассинхронизации часов ведущего мая-
ка и часов АНПА. Одной из задач алгоритма является 
поиск величины рассинхронизации ∆. 

Излучение сигналов маяками производится не одно-
временно, а последовательно (моменты излучения сиг-
налов маяками №2 и №3 привязаны к моменту приема 
сигнала от ведущего маяка №1). Поэтому значения t1, t2, 
t3 зависят не только от дистанций между маяками и 
АНПА, но и от взаимных дистанций между маяками. 
Поэтому t1 – это время распространения сигнала от ве-
дущего маяка №1 до АНПА; t2 – суммарное время рас-
пространения сигнала по маршруту «маяк №1  маяк 
№2  АНПА»; t3 – суммарное время распространения 
сигнала по маршруту «маяк №1  маяк №3  АНПА». 

Если D12 и D13 – заранее известные дистанции между 
ведущим маяком №1 и ведомыми маяками №2 и №3, а 
D1А, D2А, D3А – дистанции между маяками и АНПА, то: 

 t1 = D1А / c;  
 t2 = (D12 + D2А) / с;  (2) 
 t3 = (D13 + D3А) / с.  

Из выражений (2) с учетом соотношений (1) получа-
ем следующие формулы для вычисления расстояний 
между маяками и АНПА: 

 D1А = (tА1 – ∆) с;  
 D2А = (tА2 – ∆) с – D12; (3) 
 D3А = (tА3 – ∆) с – D13.  

С другой стороны, дистанции iAD  связаны с коорди-

натами маяков (xi, yi, zi) и координатами АНПА (x, y, z) 
системой уравнений 

      222 zzyyxxD iiiiA  , (i = 1, 2, 3). (4) 

Таким образом, если определить величину рассинхро-
низации ∆, то задачу измерения координат АНПА можно 
решить методом трилатерации по трем дистанциям до 
маяков ГАНС путем решения системы уравнений (4). 

Поскольку в реальности дистанции измеряются с не-
которыми ошибками, на практике координаты АНПА 
рассчитываются отдельно по каждой паре маяков (в слу-
чае маяков можно составить три пары: 1–2, 1–3 и 2–3). 
Из полученных в результате вычислений решений необ-
ходимо выделить три наиболее близко сгруппированных 
решения (точки), образующих «треугольник невязки». 
Поиск величины рассинхронизации часов выполняется 
путем перебора решений системы уравнений для раз-
личных значений ∆ в выражениях (3). 

В рамках каждой обсервации критерием выбора оп-
тимального значения величины ∆опт в предложенном 
алгоритме является минимум площади «треугольника 
невязки» для всех пар маяков. Шаг изменения ∆ для пе-
ребора выбирается исходя из характеристик акустиче-
ских модемов, а именно в зависимости от точности из-
мерения времени распространения сигнала. При модели-
ровании использовался шаг изменения ∆ = 1 мс. Диапа-
зон изменения ∆ зависит от максимально возможной 
величины рассинхронизации, и в предельном случае он 
может достигать периода обсервации. 
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Рис. 1. Линии положения АНПА (диапазон перебора ∆: [–100, 100] мс) 

На рис. 1 для одной обсервации показаны возможные 
местонахождения АНПА, полученные по результатам 
перебора решений для всех возможных ∆ в заданном 
диапазоне. Реальные координаты АНПА на указанной 
карте находятся в точке (0; 0), а расчетные координаты 
при различных значениях ∆ образуют так называемые 
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«линии положения». Координаты точки пересечения 
линий положения соответствуют действительному по-
ложению АНПА, а величина ∆, с учетом которой были 
рассчитаны координаты этой точки, отражают реальную 
величину рассинхронизации часов АНПА и часов веду-
щего маяка. Первоначально, когда величина рассинхро-
низации неизвестна, алгоритм требует больших вычис-
лительных ресурсов, и поиск решения может занять не-
сколько секунд. Однако после первого расчета на после-
дующих циклах обсервации диапазон перебора можно 
значительно уменьшить в зависимости от характеристик 
часов (скорости их ухода) и возможных погрешностей 
измерения дистанций. 

Решение разностно-дальномерной задачи аналитиче-
ским методом основано на составлении системы уравне-
ний, связывающих координаты АНПА, маяков и изме-
ренные разности времен приема подводным аппаратом 
акустических сигналов от маяков. Получаемая в резуль-
тате система нелинейных уравнений решается аналити-
ческим методом. 

Пусть для определения координат АНПА использу-
ются три маяка 

0M , 1M  и 
2M  с известными координа-

тами ),,( 000 zyx , ),,( 111 zyx  и ),,( 222 zyx  соответствен-

но. Обозначим ),,( zyx  – координаты АНПА, где z  – 
вертикальная координата (глубина), измеряемая с требу-
емой точностью, а ),( yx  – неизвестные горизонтальные 
координаты АНПА. 

Можно записать следующую систему из трех нели-
нейных уравнений, связывающих координаты АНПА, 
маяков и измеренные дистанции: 
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где 
kd

~
 – рассчитанная наклонная дальность до k-ого ма-

яка, d  – систематическая ошибка определения наклон-
ных дальностей, обусловленная рассинхронизацией ча-
сов АНПА относительно эталонных часов, задающих 
режим работы ГАНС. 

Полученная система содержит три неизвестных: го-
ризонтальные координаты АНПА ),( yx , а также ошиб-
ку определения наклонных дальностей d . Она может 
быть сведена к следующей равносильной системе урав-
нений: 
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Система решается стандартным образом и аналити-
ческое решение в явном виде допускает эффективную 
программную реализацию. 

III. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛЬНЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ 

На начальном этапе исследование работы разрабо-
танных алгоритмов было выполнено с помощью компь-
ютерного моделирования. По условиям моделирования 
маяки ГАНС устанавливались на расстоянии от 500 до 
1000 м друг от друга. АНПА двигался по квадрату со 
скоростью 1 м/с. Период обсервации составлял 30 с. 

В эксперименте №1 при исследовании переборного 
алгоритма величина случайной погрешности измерения 
дистанций составляла 5 мс. На рис. 2–3 показаны полу-
ченные результаты моделирования. Зеленые точки – ре-
альные координаты АНПА во время обсерваций. Сини-
ми ромбами для сравнения обозначены координаты 
АНПА, рассчитанные классическим методом трилатера-
ции для дальномерной ГАНС ДБ. Красными кружками 
обозначены координаты АНПА, полученные для раз-
ностно-дальномерной ГАНС методом перебора с приме-
нением фильтра, обеспечивающего интегрирование по-
лученных значений величины рассинхронизации ∆. 
Среднее отклонение от реальных значений координат 
для разностно-дальномерного метода с перебором реше-
ний составило 3,67 м. Для классической дальномерной 
ГАНС ДБ при тех же условиях среднее отклонение со-
ставило 3,62 м. 
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Рис. 2. Траектории движения АНПА, полученные различными методами 
в эксперименте №1 
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Рис. 3. Ошибки определения координат АНПА в эксперименте №1 

В эксперименте №2 условия моделирования были 
изменены. В заданную скорость звука была введена 
ошибка 20 м/с. Величина случайной погрешности изме-
рения дистанций составляла 2 мс. На рис. 4–5 показаны 
полученные результаты моделирования. 

На рис. 6–7 приведены результаты моделирования 
работы переборного и аналитического алгоритмов в ходе 
эксперимента №3, когда часть траектории АНПА проле-
гает вдали от маяковых баз ГАНС. Заданные погрешно-
сти измерения дистанций – также 2 мс. Для сравнения 
приведены данные расчета методом перебора с приме-
нением фильтра и без применения фильтра. Очевидно, 
что фильтрация полученных значений ∆ в таких услови-
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ях необходима. Также ясно, что при применении раз-
ностно-дальномерного метода следует уделять особое 
внимание рациональному расположению маяковой базы. 
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Рис. 4. Траектория движения АНПА, полученная в эксперименте №2 
(скорость звука задана с ошибкой 20 м/с) 
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Рис. 5. Ошибки определения координат АНПА в эксперименте №2 
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Рис. 6. Траектория движения АНПА рассчитанная для траектории, 
уходящей далеко от маяковых баз 
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Рис. 7. Ошибки определения координат АНПА в эксперименте №3 

Полученные в ходе моделирования данные показы-
вают, что переборный и аналитический алгоритмы дают 

практически одинаковые решения: расстояния между 
найденными точками не превышает 1 м. Данная ошибка 
обусловлена конечным шагом перебора параметра рас-
синхронизации, равным 1 мс. 

Результаты, полученные для переборного алгоритма 
в ходе модельных экспериментов №№1–3, приведены в 
табл. 1. В целом переборный метод для разностно-
дальномерной ГАНС показал результаты, сопоставимые 
с классической дальномерной ГАНС. В некоторых слу-
чаях точность измерения координат данного алгоритма 
оказалась даже выше в связи с тем, что он частично ком-
пенсирует погрешность, связанную с ошибкой задания 
скорости звука. 

ТАБЛИЦА 1. ПОГРЕШНОСТЬ ОПРЕДЕЛЕНИЯ КООРДИНАТ 

Среднее от-
клонение 

координат от 
истинных 
значений 

Условия эксперимента 
Погрешность 
фиксации 
моментов 
прихода от-
кликов МО 

5 мс 

Погрешность 
фиксации 
моментов 
прихода от-
кликов МО 

2 мс; ошибка 
скорости 
звука 20 м/с 

Погрешность 
фиксации 
моментов 
прихода от-
кликов МО 

2 мс; удален-
ная база мая-

ков 
Среднее от-
клонение ко-
ординат для 
разностно-

дальномерной 
ГАНС с пере-
бором реше-

ний, м 

3,62 6,64 5,74 

Среднее от-
клонение ко-
ординат для 
дальномерной 
ГАНС, м 

3,67 12,9 3,55 

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫХ НАТУРНЫХ 

ИСПЫТАНИЙ АЛГОРИТМОВ РАЗНОСТНО-ДАЛЬНОМЕРНОЙ 

ГАНС 

Осенью 2019 года в акватории Залива Петра Велико-
го были проведены предварительные натурные экспери-
менты с целью испытания работы алгоритмов навигации 
группы АНПА и апробирования протоколов связи под-
водной сети на базе разработанных гидроакустических 
модемов. Для организации эксперимента использовались 
следующие технические средства: 

 четыре гидроакустических модема в прочных 
корпусах (рис. 8); 

 

Рис. 8. Комплект используемых в ходе эксперимента гидроакустических 
модемов 
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 имитатор АНПА; 

 программное обеспечение, реализующее протоко-
лы связи и алгоритм взаимодействия абонентов 
ГА сети; 

 программное обеспечение, реализующее алгорит-
мы РД ГАНС. 

На рис. 9 изображена схема расположения элементов 
сети РД ГАНС. Маяковая база системы включала в себя 
три маяка, построенных на базе созданных ГА модемов. 
Один из маяков являлся ведущим и имитировал стацио-
нарный маяк, два других маяка были ведомыми и ими-
тировали автономные необитаемые водные аппараты 
(АНВА). Четвертый ГА модем располагался на имитато-
ре АНПА. В ходе эксперимента имитатор АНПА осу-
ществлял движение внутри образованного маяками тре-
угольника (см. рисунок 9). Координаты точек постанов-
ки всех трех маяков, а также имитатора АНПА в ходе 
эксперимента, измерялись при помощи высокоточного 
приемника спутниковой навигации, работающего в ре-
жиме кинематики реального времени и получающего 
дифференциальные поправки от развернутой на берегу 
базовой станции. При помощи мобильного ГА модема на 
имитаторе АНПА были произведены измерения момен-
тов прихода акустических сигналов для 20 циклов рабо-
ты РД ГАНС. На основе полученных в натурном экспе-
рименте данных был выполнен расчет координат точек 
нахождения имитатора АНПА разностно-дальномерным 
методом и произведено их сравнение с координатами, 
полученными от высокоточного приемника СНС. 
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Рис. 9. Траектория движения мобильного модема (имитатора АНПА) по 
данным DGPS (розовая линия) и его местоположение, рассчитанное на 
основе измеренных разностей моментов прихода сигналов от маяков 
(РД ГАНС) 

На рис. 10 приведен график изменения во времени 
расстояния между точками местонахождения имитатора 
АНПА, полученными на основе данных РД ГАНС и 
приемника спутниковой навигации DGPS. 
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Рис. 10. Расстояния между точками местонахождения имитатора АНПА, 
полученными на основе данных от РД ГАНС и от приемника спутниковой 
навигации DGPS 

В результате проведенных натурных испытаний по-
лучены следующие результаты: 

 подтверждена работоспособность разработанных 
протоколов связи; 

 проверено программное обеспечение, реализую-
щее алгоритмы взаимодействия абонентов под-
водной ГА сети; 

 получены точностные характеристики ГА моде-
мов при измерении дистанций; 

 в морских условиях исследована работа алгорит-
мов РД ГАНС. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Описанный подход позволяет обеспечить одновре-
менную навигацию для всех АНПА в группе без исполь-
зования дорогостоящих систем точного времени за счет 
организации работы ГАНС в разностно-дальномерном 
режиме. Работоспособность разработанных алгоритмов 
решения РД задачи исследована в модельных и натур-
ных экспериментах. 

Достоинством обоих разработанных алгоритмов яв-
ляется то, что, кроме оценки координат АНПА, произво-
дится оценка величины рассинхронизации часов АНПА 
относительно часов ведущего маяка. Благодаря этому 
можно постоянно синхронизировать работу часов АНПА 
и при кратковременной потере сигналов от одного из 
маяков переходить к расчету координат по дистанциям 
до двух других маяков (как в синхронных ГАНС ДБ). 

Важным элементом предложенной схемы навигации 
является применение в качестве маяков разработанных 
ГА модемов со встроенной функцией измерения дистан-
ций. Возможность информационного обмена во время 
навигационных обсерваций позволяет строить высоко-
мобильные, реконфигурируемые и адаптивные подвод-
ные сети. При этом узлами такой сети могут быть не 
только стационарные донные маяки, но и поверхностные 
водные аппараты и даже другие АНПА, координаты ко-
торых передаются в информационном пакете. 
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Настоящее исследование выполнено при поддержке 
гранта Российского научного фонда (проект № 16-19-
00038). 
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Оптимальная по расходу прецизионная посадка 
на Луну по сигналам окололунной спутниковой 

навигационной системы  
 

Е.А. Микрин, М.В. Михайлов, И.В. Орловский, С.Н. Рожков, И.А. Краснопольский 
РКК «Энергия» 
Королев, Россия 
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Аннотация—Рассмотрена возможная идеология реали-
зации лунной миссии, в которой интегрирование лунных 
модулей осуществляется на лунной орбитальной станции 
(ОС), устанавливаемой на высокой околокруговой орбите 
(HLO). Рассмотрена схема переходов с HLO на промежу-
точную низкую орбиту (LLO), перехода на спусковую ор-
биту, посадки в заданную точку Луны и возврата на ОС. 
Определена идеология, разработаны и промоделированы 
алгоритмы «грубого» и «точного» управления на различ-
ных участках полета. Определена идеология реализации 
оптимального по расходу спуска с LLO в заданную точку 
посадки, определена минимально возможная величина 
тормозного импульса для выполнения посадки. Разрабо-
таны алгоритмы квазиоптимальной посадки на участке 
торможения по измерениям от лунных навигационных 
спутников, близкой по величине тормозного импульса к 
оптимальной посадке. Исследована зависимость тормозно-
го импульса от соотношения тяги двигателя и массы лун-
ного взлетно-посадочного комплекса (ЛВПК). Исследована 
зависимость тормозного импульса квазиоптимальной по-
садки от соотношения тяги двигателя и массы ЛВПК. Раз-
работаны идеология и алгоритмы контроля обеспечения 
прилунения со стороны оператора, обеспечивающего воз-
можность визуальной оценки пригодности точки посадки 
с точки зрения безопасности прилунения и, при необходи-
мости, возможность вмешиваться оператору в процесс 
управления для реализации смещения точки прилунения 
на безопасную площадку. 

Ключевые слова—посадка на Луну, тормозной импульс, 
навигация  

I. ВВЕДЕНИЕ 
Основные положения «Основ государственной поли-

тики РФ в области космической деятельности на период 
до 2030 года и дальнейшую перспективу» [1] определяют 
освоение Луны в качестве одной из главных стратегиче-
ских целей космической деятельности России. В соответ-
ствии с этими положениями в период после 2030 года 
должно начаться осуществление регулярных пилотируе-
мых полетов на Луну и развертывание на ней постоянно 
действующей базы и научных лабораторий. Проблемы 
освоения Луны связаны с решением целого ряда фунда-
ментальных научных задач и создания новых уникаль-
ных космических технологий. Одной из таких техноло-
гий является задача посадки пилотируемого КА на лю-
бой участок Луны с высокой точностью и минимальны-
ми затратами рабочего тела. Задаче выполнения высоко-
точной посадки в любую заданную точку Луны с мини-
мальными затратами рабочего тела посвящена настоя-
щая работа. 

Посадка на Луну включает два основных аспекта: 

 схема подлета к Луне; 

 собственно реализация посадки с управлением на 
разных этапах полета для обеспечения высокой 
надежности и точности прилунения. 

Схема подлета – это важная часть лунного проекта. 
Правильное решение этой задачи существенно сказыва-
ется как на экономическом, так и на техническом ре-
зультате проекта. 

Посадка на Луну может выполняться различными 
способами, которые существенно зависят от идеологии 
организации полета к Луне, организации транспортной 
инфраструктуры перелета и сборки различных модулей. 

Транспортные инфраструктуры организации переле-
та к Луне также могут существенно отличаться друг от 
друга. Изначально программы «Apollo» и Н1-Л3 исполь-
зовали однопусковую схему перелета с использованием 
одного РН сверхтяжелого класса (РН СТК). Сегодня 
предполагается использование более сложной схемы с 
использованием, например, в качестве базы для органи-
зации многоразовых перелетов лунной станции (ЛС), 
осуществляющей интегрирование одноразовых и много-
разовых модулей, их подготовку для организации посад-
ки на Луну [2].   

II. СОСТАВ ЛУННОЙ СТАНЦИИ 
Авторы предлагают рассмотреть следующий вариант 

построения инфраструктуры лунных миссий. Ее опор-
ным элементом является лунная станция, представлен-
ная на рис. 1. 

 

Рис. 1. Возможный состав лунной станции 
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Стыковочный отсек (СО) имеет несколько стыковоч-
ных портов, к которым могут пристыковаться модули 
различного назначения: 

 ПТК – пилотируемый транспортный корабль 
(многоразовый); 

 ТГК – транспортный грузовой корабль (одноразо-
вый); 

 ЛВПК – лунный взлетно-посадочный комплекс; 

 ПРБ – перелетный блок (многоразовый). 

ЛВПК состоит из одноразовой посадочной ступени 
(ПС) и многоразового взлетного модуля (ВМ). 

Такая лунная станция обеспечивает одну из возмож-
ных схем лунной миссии. Рассматриваются и другие 
варианты организации полетов на Луну, включающие 
станцию, выводимую, например, на вытянутую эллипти-
ческую окололунную гало-орбиту (NRHO), обеспечива-
ющую экономичные переходы на орбиты подлета, спус-
ка и орбиты дальнего космоса [3]. Инфраструктура лун-
ной миссии может включать также модули, использую-
щие для экономичного выведения грузов электрореак-
тивные двигатели (ЭРД), а также некоторые другие це-
левые многоразовые модули. В данной работе мы будем 
рассматривать приведенный на рис. 1 состав лунных 
модулей, на основе которых реализуется одна из воз-
можных схем организации лунной миссии, приведенная 
на рис. 2.  

 
Рис. 2. Возможная схема реализации лунной миссии  

III. СХЕМА ПЕРЕЛЕТОВ ЛУННЫХ МОДУЛЕЙ 
Основными элементами лунной станции являются 

СМ с пристыкованным к нему СО, к которому стыкуют-
ся все остальные модули. С помощью РН различного 
класса осуществляется доставка модулей на ЛС. 

Спуск и посадка ЛВПК на Луну начинается с переле-
та ЛВПК с орбиты ЛС высотой 10000 км на низкую лун-
ную орбиту (LLO) высотой 100 км и наклонением i = 90. 
Перевод орбиты осуществляется с помощью ПРБ, кото-
рый в рассматриваемом варианте после вывода ЛВПК на 
LLO отстыковывается и остается на орбите до повторной 
стыковки с ВМ. С помощью посадочной ступени (ПС) 
ЛВПК обеспечивает посадку в заданную точку Луны. 
После завершения лунной миссии ВМ взлетает на LLO и 
стыкуется с ПРБ, переводящим ВМ на орбиту станции.  

ПС остается на Луне. Задачей ПС является обеспече-
ние посадки ЛВПК с промежуточной круговой орбиты 
высотой 100 км в заданную точку поверхности Луны с 
требуемой точностью по координатам и заданными ско-
ростями на момент касания Луны.  

После взлета с Луны на LLO ВМ стыкуется с ПРБ, 
который осуществляет обратный перелет к ЛС. Экипаж 
на ПТК возвращается на Землю, ТГК утилизируется. 

Перед очередной лунной экспедицией к ЛС прибыва-
ет ПТК с очередным экипажем, ТГК с топливом для СМ 
и ПРБ, заправленная ПС, которая пристыковывается к 
ВМ для его повторного использования.  

IV. ЭТАПЫ ВЫПОЛНЕНИЯ ПОСАДКИ.  
ОПТИМАЛЬНАЯ ПОСАДКА 

Посадка ЛВПК осуществляется в четыре этапа:  

 переход ЛВПК посредством ПРБ на LLO; 

 переход с LLO на участок гашения скорости; 

 гашение продольной скорости ЛВПК; 

 конечный участок прилунения. 

На каждом из этапов выполняется управление ЛВПК, 
последовательно обеспечивающее решение задачи без-
опасного прилунения в заданной точке Луны.  

Перевод ЛВПК с HLO на LLO осуществляет ПРБ. 
Момент перевода определяется условиями обеспечения 
приведения точки посадки к трассе ЛВПК на спусковом 
витке за счет вращения Луны. То есть перевод ЛВПК на 
LLO представляет собой первый грубый этап приведе-
ния ЛВПК к заданной точке посадки по боковой дально-
сти. Будем считать, что в процессе схода ЛВПК с LLO 
заданная точка посадки приближается к трассе полета и 
совмещается с трассой в момент посадки. 

Вторым элементом грубого управления спуском яв-
ляется выбор момента начала спускового витка. Посадка 
ЛВПК от момента схода с LLO может выполняться раз-
личными способами, требующими разных затрат рабоче-
го тела. 

Очевидно, что оптимальным по расходу рабочего те-
ла будет спуск, в котором на LLO реализуется первый 
тормозной импульс V1 за полвитка до пролета над точ-
кой посадки (см. рис. 3). Величина тормозного импульса 
выбирается из условия, что периселений спусковой ор-
биты будет совпадать с точкой посадки. Для этого вели-
чина импульса должна быть 23 м/с. Орбита ЛВПК 
пройдет через точку посадки (по касательной), где будет 
иметь скорость 1700 м/с. Представим себе гипотетиче-
ский случай, когда тормозной импульс реализуется 
мгновенно и ЛВПК после гашения скорости окажется в 
точке посадки.  

Суммарные затраты импульса скорости для реализа-
ции посадки с орбиты высотой 100 км составят  
Vmin  1723 м/с. 

Конечно, полученная величина является предельно 
минимальной и в реальности достигнута быть не может, 
хотя бы потому, что тормозной импульс не может быть 
мгновенным, и вряд ли кто решится выполнять посадку 
без запаса по высоте и возможности реализации манев-
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рирования в окрестности точки посадки. Тем не менее 
показанный предельно минимальный расход посадочно-
го импульса может являться ориентиром для разработ-
чиков реальных систем посадки на Луну. Например, 
суммарный импульс для реализации посадки Apollo со-
ставлял VА = 2150 м/с [4]. В настоящее время именно 
эта величина служит ориентиром для разработчиков 
ЛВПК. Легко оценить, какой выигрыш в весе полезной 
нагрузки ЛВПК (в весе ВМ) дает оптимальный импульс 
по сравнению с VА. Представим, что предспусковой 
вес ЛВПК равен М0 = 28 т, удельная тяга тормозных дви-
гателей Rуд = 3300 м/с. 
 

 
Рис. 3 Оптимальная по расходу рабочего тела управляемая посадка 

Для тормозного импульса VА = 2150 м/с, используя 
формулу Циолковского, посадочная масса ЛВПК 

0 14595
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Для оптимального посадочного импульса Vmin ко-
нечная сухая масса ЛВПК, рассчитанная согласно (1), 
составит 16611 кг. Это означает, что при оптимальном 
спуске ЛВПК взлетная масса ВМ может быть увеличена 
более чем на 2 т. Однако реализация траекторий, близких 
к оптимальным, может быть выполнена, если система 
управления с высокой точностью определяет текущий 
вектор состояния объекта и реализует точное управление. 
Для высокоточного определения вектора состояния тре-
буются соответствующие навигационные средства. При-
мером таких навигационных средств для космической 
техники является аппаратура спутниковой навигации, 
работающая по сигналам глобальных спутниковых нави-
гационных систем (ГСНС), таких как ГЛОНАСС или 
GPS [5]. Они обеспечивают высокоточное определение 
текущего вектора состояния с точностями порядка еди-
ниц метров по положению и единиц см/с по скорости. 
При таких точностях знания вектора состояния многие 
динамические операции, такие как маневрирование, 
сближение, спуск на Землю, выполняются путем реали-
зации оптимальных по расходу рабочего тела методов 
управления [6]. При низкой точности наведения управле-
ние должно выполняться с большими запасами как по 
расходу рабочего тела, так и по времени. Именно этим 
объясняется превышение более чем на 400 м/с запаса 
управляющего импульса по сравнению с минимально 

возможным его запасом (1723 м/с) для полетов в рамках 
программы Apollo. При полетах на Луну, учитывая вы-
сокую стоимость лунных миссий, создание экономичных 
прецизионных систем управления, позволяющих значи-
тельно экономить вес доставляемого к Луне груза и топ-
лива, является актуальной технической и экономической 
задачей. В рамках использования для навигации и 
управления движением сигналов радионавигационных 
систем возможны два принципиальных подхода. С од-
ной стороны, в работе [7] было показано, что на орбите 
Луны может быть развернута достаточно экономичная 
система спутниковой навигации и связи на базе системы 
двенадцати малых навигационно-связных спутников 
(НСС), обеспечивающая мгновенное определение векто-
ра состояния окололунных объектов с высокой точно-
стью, а также глобальную связь с Землей любого коли-
чества лунных объектов. Создание такой навигационно-
связной системы позволит реализовать квазиоптималь-
ное автономное управление лунными объектами при 
выполнении сложных технологических операций на ор-
битах Луны, таких как сближение КА, маневрирование 
на низких и высоких орбитах, спуск в заданную точку и 
навигация на поверхности Луны. С другой стороны, на 
первых этапах освоения Луны возможно использование 
околоземных ГНСС, с приемлемой точностью. По оцен-
кам авторов, приведенным в работах [8, 9], может быть 
получена оценка вектора состояния КА, оборудованного 
аппаратурой спутниковой навигации, с погрешностями, 
не превышающими 50 м по координатам и 0,5 см/с по 
скорости.  

Возникает вопрос, насколько в реальном спуске при 
точном измерении вектора состояния суммарный тор-
мозной импульс может быть приближен к оптимальному 
значению Vmin. 

V. КВАЗИОПТИМАЛЬНАЯ ПОСАДКА. АЛГОРИТМЫ 
УПРАВЛЕНИЯ СПУСКОМ НА ЭТАПЕ ГАШЕНИЯ СКОРОСТИ 

Определим стратегию спуска с предспусковой орби-
ты. Выше отмечалось, что момент перехода с орбиты 
HLO на LLO выбирается таким образом, чтобы трасса 
орбиты в конце спуска проходила через заданную точку 
посадки. В зависимости от координат точки посадки 
определяется момент выдачи импульса 

1V , при кото-
ром, с учетом участка спуска, посадка осуществляется в 
заданную точку. Так как в данном случае предспусковая 
орбита определена, определены все остальные парамет-
ры спусковой траектории, то выбор момента выдачи им-
пульса 

1V  и его величины представляет собой элемент 
«грубого» управления продольной дальностью. Величи-
на импульса 

1V  определяет высоту периселения, в 
окрестности которого реализуется основной тормозной 
импульс (величиной 1700 м/с). Величина периселения 
выбирается с учетом знания топографической обстанов-
ки в окрестности точки посадки. Сегодня топографиче-
ская карта высот поверхности Луны известна с точно-
стью до 34 м [10]. Разброс высот точек поверхности по 
этой карте составляет 8 км относительно среднего ра-
диуса Луны Rл = 1738 км. Поэтому перед конкретным 
полетом необходимо тщательно исследовать вопрос вы-
бора высоты периселения с точки зрения обеспечения 
безопасного подлета к точке посадки. Будем предпола-
гать, что в нашем случае безопасная высота над уровнем 

=3 км 
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«средней» Луны составила 3 км. Для такого периселения 
легко определить величину импульса 

1V   21 м/с. Через 
полвитка после выдачи импульса 

1V  в окрестности пе-
риселения вновь включается тормозной двигатель, зада-
чей которого является гашение продольной скорости, 
которая в момент включения двигателя равна  
V01700 м/с. При этом управление тягой двигателя от-
сутствует, а возможность управления заключается в из-
менении направления тяги относительно орбитальной 
системы координат путем поворотов ЛВПК с помощью 
двигателей ориентации. Основная составляющая тяги 
двигателя должна идти на гашение начальной горизон-
тальной скорости V0, но одновременно необходимо 
удерживать корабль от падения на Луну и обеспечивать 
спуск с некоторой комфортной скоростью до высоты, 
близкой к нулевой, создавая управляемую подъемную 
силу. Будем предполагать, что в системе управления 
спуском ЛВПК имеется полная информация о движении 
корабля относительно лунной системы координат 
Moon_ME. Нам известны векторы координат и скорости 
ЛВПК, а также ориентация корабля. Принцип управления 
посадкой ЛВПК в окрестности периселения демонстриру-
ет рис. 4. Пусть в окрестности периселения мы имеем вы-
соту Н0~3 км и горизонтальную скорость V0 = 1700 м/с. 
Задачей управления на этом участке является гашение 
горизонтальной скорости V0 и обеспечение плавного 
спуска до высоты ~ 100 м – участка прилунения. Эта 
операция должна быть выполнена двигательной уста-
новкой, реализующей постоянную тягу. К моменту t0, 
рассчитав время включения двигателя, система управле-
ния обеспечивает ориентацию ЛВПК, в которой тяга 
двигателя направлена против вектора 0V . При включе-
нии двигателя скорость начнет гаситься, но под действи-
ем силы тяжести корабль начнет падать на поверхность 
Луны. Для управления «падением» система ориентации 
ЛВПК реализует развороты по тангажу на угол  таким 
образом, чтобы возникшая подъемная сила Рsin урав-
новешивала «падение». Но при этом тормозящая сила 
становится равной Рcos, что снижает эффективность 
торможения. Чтобы торможение оставалось эффектив-
ным, необходимо, чтобы угол  был мал. Тогда тормо-
зящая сила Рcos будет близка к Р, а расход рабочего 
тела на торможение скорости V0 будет близок к опти-
мальному. Но, для того чтобы сила Рsinбыла доста-
точна для управления спуском при малых значениях , 
необходимо, чтобы тяга тормозного двигателя Р удовле-
творяла условию 

РРЛ, (2) 

где РЛ – вес ЛВПК на поверхности Луны. 
 

 

Рис. 4. Схема квазиоптимального спуска с управлением высотой путем 
варьирования угла  между направлением тяги тормозного двигателя  
и местным горизонтом 

Например, если масса ЛВПК составляет 28 т, его вес 
на поверхности Луны будет составлять 4,3 т. Тогда для 
выполнения (2) необходимо, чтобы тяга тормозного дви-
гателя ЛВПК была как минимум 8-10 т. 

Рассмотрим алгоритмы управления углом тангажа  
на участке гашения скорости ЛВПК. 

При малых  можно считать, что sin. Тогда 
подъемная сила от двигателя будет равна Р. 

Суммарная вертикальная сила, действующая на 
ЛВПК, будет равна 

2
H Л ЛF R V P P H      

(3) 

где RЛ – радиус Луны; 
V – горизонтальная скорость ЛВПК; 
Н – текущая высота полета. 

Зная начальную высоту Н0, конечное время гашения 
горизонтальной скорости tk, а также высоту Нmin  100 м 
перехода на участок прилунения, сформируем плавную 
кривую номинального спуска с высоты Н0 до высоты 
Нmin. Примерный вид номинальной кривой спуска при-
веден на рис. 5. Для этой кривой формируется кривая 
производной высоты номинального спуска, примерный 
вид которой приведен на рис. 6 
 

 

Рис. 5. Номинальная траектории спуска с высоты Н0 до высоты Нmin 

 

 

Рис. 6 Производная номинальной траектории спуска 

Скорость изменения угла тангажа  меняем по алго-
ритму 

   2 22 nom nom Л ЛP H H H H R V P          (4) 

где Н и H  – измеряемые текущие значения высоты и 
скорости изменения высоты; 
 – собственная частота отслеживания траектории спуска.  

Подставив значение Р в (3), получим уравнение из-
менения высоты полета 

   22 0nom nomH H H H H         (5) 
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Уравнение (5) преобразуем к виду 

2 22 2 nom nomH H H H H       


(6) 

Левая часть (6) представляет собой апериодическое 
звено второго порядка с постоянной времени 2 /T    . 
Правая часть (6) является медленно меняющейся пере-
менной с характеристическим временем изменения 
Тсп300 с. При значении постоянной времени ТТсп ре-
альные значения высоты Н и скорости изменения высо-
ты H  будут отслеживать задаваемые номинальные зна-
чения Нnom и nomH  соответственно. В результате в мо-
мент завершения гашения горизонтальной скорости вы-
сота ЛВПК будет составлять Нmin (100 м), начиная с 
которой выполняется четвертый этап прилунения. 

VI. ЗАВИСИМОСТЬ РАСХОДА ОТ ТЯГИ ТОРМОЗНОГО 
ДВИГАТЕЛЯ 

Выше отмечалось, что оптимальный расход топлива 
на гашение горизонтальной скорости ЛВПК обеспечива-
ется при выполнении (2), то есть чем больше тяга двига-
телей, тем меньше расход. Для определения количе-
ственных соотношений между тягой двигателя и расхо-
дом в работе было проведено моделирование для ЛВПК 
с предспусковой массой 28 т и тормозными двигателями 
тягой 8, 10 и 12 т. 

На рис. 7 приведены графики углов тангажа  на 
участке торможения для трех значений тяги двигателей. 
Из графиков видно, что с увеличением тяги двигателя 
уменьшается угол  и уменьшается длительность тор-
можения. Оба фактора способствуют снижению расхода 
на торможение и его приближению к минимальному 
значению. 

 

Рис. 7. Углы тангажа  на участке торможения для трех значений тяги 
двигателей (12, 10 и 8 т) 

На рис. 8 для конечного участка торможения приве-
дены графики расхода рабочего тела на торможение про-
дольной скорости для рассмотренных трех значений тяги. 
Легко посчитать минимальный расход рабочего тела, 
определив массу ЛВПК в момент завершения работы 
двигателя. Согласно (1) получим Мк = 16727 кг. В иде-
альном случае, когда  = 0 и 100% тяги двигателя идет на 
гашение начальной горизонтальной скорости, масса ис-
траченного рабочего тела составит Мн – Мк = 11273 кг.  
С учетом результатов, приведенных на рис. 8, легко 
определить зависимость расхода рабочего тела от тяги 
двигателя, график которого приведен на рис. 9. 

Полученный график дает возможность выбора тор-
мозных двигателей (с учетом их веса) для максимизации 
полезного груза ЛВПК.  

В табл. 1 для полученных расходов топлива приведем 
значения суммарного импульса. 

ТАБЛИЦА 1 

Q, кг 11273 11375 11470 11600 
V, м/с 1700 1720 1739 1765 

 

 

Рис. 8. Графики расхода рабочего тела для трех значений тяги двигателя 
(12, 10 и 8 т) 

 

 

Рис. 9 График зависимости расхода рабочего тела на торможение от 
тяги двигателя для массы ЛВПК 28 т 

После гашения горизонтальной скорости на высоте 
Hmin реализуется четвертый этап прилунения, обеспечи-
вающий точное управление продольной и боковой даль-
ностью в момент прилунения, а также требуемые значе-
ния конечной скорости для безопасного прилунения. 
Маневр прилунения должен выполняться под контролем 
оператора (ЛВПК или ЦУП), обеспечивающего исклю-
чение возможности прилунения на площадку, непригод-
ную для посадки ЛВПК. 

VII. АЛГОРИТМЫ УПРАВЛЕНИЯ СПУСКОМ  
И ГОРИЗОНТАЛЬНЫМ ПОЛЕТОМ НА УЧАСТКЕ ПРИЛУНЕНИЯ. 

КОНТРОЛЬ ПРИЛУНЕНИЯ ОПЕРАТОРОМ 
После гашения скорости система ориентации ЛВПК 

обеспечивает его установку в вертикальное положение. 
Одновременно осуществляется перевод двигателей в 
режим малой тяги, так как лунный вес ЛВПК после га-
шения скорости составляет примерно четверть от вели-
чины полной тяги двигателя. В режиме малой тяги ее 
величина регулируется в зависимости от текущей высо-
ты и скорости спуска. Спуск должен выполняться со 
скоростью, близкой к номинальной, график зависимости 
которой от высоты приведен на рис. 10. 
 

 
Рис. 10. Зависимость номинальной скорости спуска от текущей высоты 

XXVII Санкт-Петербургская международная конференция по интегрированным навигационным системам, 2020 г.

26



Тяга двигателя формируется по алгоритму 

 om
0

Л n
P g H H   


   (7) 

где М0 – текущая масса ЛВПК;  

omnH  – номинальная скорость спуска 
H  – измеренная скорость спуска; 

gЛ – ускорение свободного падения на Луне; 

2 / T   , где Т – постоянная времени управления. 

Учитывая, что вертикальная составляющая ускоре-

ния 
0

Л
PH q

M
  , из (7) получим уравнение регулирова-

ния высоты 

nomH H H       (8) 

Уравнение (8) представляет собой апериодическое 
звено первого порядка с медленно меняющейся правой 

частью. При условии 1



, где  – характеристическое 

время изменения 
nomH , реальная скорость спуска ЛВПК 

будет с достаточно хорошей точностью отслеживать 
заданную номинальную скорость спуска nomH , обеспе-
чив на конечном этапе спуска скорость прилунения 

0.2 /H м с . 

На конечном участке прилунения осуществляется 
точное управление посадкой по продольной и боковой 
дальностям. Управление осуществляется вариацией уг-
лов тангажа Т и крена К в некотором малом диапазоне 
углов 10. Отклонение тяги двигателя от вертикали 
приводит к созданию продольного и бокового ускоре-
ния. Углы тангажа и рысканья варьируются по отклоне-
ниям реальных текущих координат и скорости центра 
масс ЛВПК от заданных номинальных значений. Для 
этого, так же как и при управлении высотой, формиру-
ются номинальные значения продольной дальности 
Lxnom, Lynom и их скорости x nomL и, 

y nomL , конечные зна-
чения которых – Lxk, Lyk, x kL , 

y kL  – удовлетворяют за-
данным граничным условиям: 

 координаты Lxk, Lyk соответствуют координатам 
заданной точки посадки; 

 скорости x kL , 
y kL  не должны превышать по мо-

дулю некоторого предельного значения 0,1 м/с. 

Продольное и боковое ускорения определяются уг-
лами тангажа и крена: 

,

.
x T Л

y K Л

L g
L g

 

 




 (9) 

Управление углами тангажа и крена осуществляется 
по отклонениям текущих значений координат и скоро-
стей от их номинальных значений: 

   
   

2

2

2 ,

2 ,

T Л x nom x x nom x

k Л y nom y y nom y

g L L L L

g L L L L

      

      

 

 
 (10) 

где 2 / T   , Т – постоянная времени управления. 

При управлении по алгоритму (10) уравнения гори-
зонтального движения ЛВПК будут иметь вид: 

2 2

2 2

2 2 ,

2 2 .
x x x x nom x nom

y y y y nom y nom

L L L L L

L L L L L

     

       

  

  
 (11) 

Система уравнений (11) состоит из двух независимых 
уравнений управления продольной и боковой дально-
стью, каждое из которых представляет собой апериоди-
ческое звено второго порядка с медленно меняющейся 
правой частью. Для значения 0,2 с–1 эта система урав-
нений устойчива, а выбранное управление обеспечивает 
прилунение в заданной точке с точностями измерения 
текущих координат ЛВПК. Если ошибка измерений ко-
ординат будет составлять величину 10 м, то такого же 
порядка будет и точность посадки.  

VIII. ОЦЕНКА КОНЕЧНОГО ВЕСА ЛВПК ПОСЛЕ ПРИЗЕМЛЕНИЯ 
ДЛЯ ТЯГИ ДВИГАТЕЛЕЙ 8 ТОНН 

Оценим расход рабочего тела на конечном участке 
спуска. Пусть начальная масса ЛВПК составляла 28 т, а 
тяга тормозных двигателей 8 т. В соответствии с гра-
фиком расхода рабочего тела, приведенным на рис. 8 для 
двигателя тягой 8 т, расход на торможение горизонталь-
ной скорости составил 11600 кг. Тогда масса ЛВПК на 
конечном участке спуска будет равна 16,4 т, а его лун-
ный вес – 2,7 т. Соответственно, тяга двигателей в 
начальный момент конечного участка также составляет 
2,7 т, а секундный расход рабочего тела 8 кг/с. При 
длительности конечного участка 50 с расход составит 
400 кг. Таким образом, суммарный расход на спуск со-
ставит 12 т вместо величины оптимального расхода 
11273 кг. А конечный вес ЛВПК после прилунения со-
ставит Мк = 16000 кг. Снижение расхода может быть 
достигнуто при выборе тормозного двигателя с тягой 
большей, чем 8 т, а также за счет уменьшения длитель-
ности конечного участка спуска. При точном измерении 
вектора состояния и идеальном управлении длитель-
ность конечного участка может быть практически при-
ближена к нулю. Тогда, выбрав тягу тормозных двигате-
лей на 20…30% больше, можно практически достичь 
оптимального значения расхода рабочего тела на посад-
ку. При этом нужно учитывать, что увеличение тяги до-
стигается за счет увеличения, например, числа корректи-
рующих двигателей. Если тяга одного двигателя равна 2, 
то обеспечение спуска с тягой 8 т требует установки че-
тырех двигателей, 10 т – пяти двигателей, 12 т – шести 
двигателей. Двигатель с тягой две тонны весит 70…90 кг. 
Установка дополнительных двигателей увеличивает 
сухую массу ЛВПК, что снижает реальный вес полезной 
нагрузки. В соответствии с данными, приведенными в 
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табл. 1, установка пятого двигателя позволит увеличить 
вес ЛВПК на 130 кг. Но из этих 130 кг дополнительный 
двигатель сам по себе весит 90 кг. Отсюда выигрыш в 
массе полезного груза составит всего 40 кг. Для шести 
двигателей эффект будет уже обратным. Тяга шести дви-
гателей, согласно табл. 1, обеспечит увеличение поса-
дочной массы на 80 кг, что примерно равно массе добав-
ляемого двигателя. Таким образом, добавление шестого 
двигателя не ведет к увеличению массы полезной 
нагрузки. Поэтому оптимальным выбором является тяга 
в 8…10 т. При тяге одного двигателя в две тонны двига-
тельная установка ЛВПК должна состоять из 4-5 двига-
телей.  

IX. СРАВНЕНИЕ ДОСТИГАЕМОГО ЭКОНОМИЧЕСКОГО 
ЭФФЕКТА С ЗАТРАТАМИ НА ОКОЛОЛУННУЮ СПУТНИКОВУЮ 

НАВИГАЦИОННУЮ СИСТЕМУ  
Рассмотренный квазиоптимальный метод посадки, ре-

ализуемый при знании текущего вектора состояния с вы-
сокой точностью (что обеспечивает лунная система спут-
никовой навигации и связи), при начальном весе ЛВПК 28 
т обеспечивает прилунение полезного груза весом 16 т. 
При проектировании ЛВПК из расчета суммарного им-
пульса 2150 м/с посадочная масса, согласно (1), составля-
ет 14,6 т. Выигрыш от реализации составит 1,4 т, то есть 
10% от посадочной массы ЛВПК. Сегодня за базу для 
сравнения можно взять затраты на реализацию экспеди-
ций на Луну по программе «Apollo». В ценах 2019 года 
полный бюджет программы составил ~150 млрд долларов 
[11]. Всего было проведено шесть экспедиций. Тогда сто-
имость каждой экспедиции можно оценить в 25 млрд 
долларов. 

Количественным критерием эффективности экспеди-
ции мы возьмем посадочный вес ЛВПК. Все затраты на 
лунные экспедиции идут на то, чтобы доставить ЛВПК 
такой-то массы на Луну. Поэтому экономия 10% массы 
ЛВПК пропорционально соответствует экономии затра-
ченных средств. То есть экономия от предложенного в 
работе метода позволит сэкономить 10% средств или 
порядка 2,5 млрд долларов. 

Проведем сравнение полученной экономии с затра-
тами на разработку и развертывание спутниковой нави-
гационной системы лунных навигационных спутников 
(ЛНС), обеспечивающей высокоточное определение век-
тора состоянии КА, за счет чего и достигается указанный 
выше экономический эффект.  

В работе [7] показано, что группировка ЛНС может 
состоять из 12 малых спутников общим весом ~3 т, выво-
димых на орбиту Луны высотой 6000 км двумя РН «Со-
юз-2» с разгонным блоком «Фрегат». Стоимость пусков 
известна и может быть оценена в 48,5 млн долларов за 
каждый. За базу оценки стоимости малых спутников 
ЛНС возьмем стоимость изготовления спутника 
«ГЛОНАСС». По разным источникам она составляет 
12…30 млн долларов. Поэтому если брать стоимость од-
ного ЛНС по верхней планке, то стоимость группировки 
составит 360 млн долларов. Тогда суммарная стоимость 
группировки и средств выведения составит ~450 млн 
долларов, что в 5 с лишним раз меньше стоимости эко-
номии только в рамках одной посадки ЛВПК на Луну.  

Данный пример демонстрирует экономическую эф-
фективность окололунной спутниковой навигационной 

системы. Экономический эффект от ее использования 
при реализации лунных миссий многократно превышает 
стоимость ее разработки и развертывания.  

X. ОБЕСПЕЧЕНИЕ БЕЗОПАСНОСТИ ПРИЛУНЕНИЯ  
Полностью автоматическая посадка без оценки в ре-

альном времени пригодности точки посадки для прилу-
нения может оказаться недопустимой с точки зрения 
безопасности.  

Существует достаточно большая вероятность прилу-
нения в глубокий кратер или на неровную каменистую 
поверхность, посадка на которую приведет к аварии. 
Поэтому целесообразно последний участок спуска про-
водить под контролем оператора (ЛВПК, ОС или ЦУП). 
Для этого на ЛВПК должна быть установлена телекаме-
ра, снимающая место посадки. В РКК «Энергия» разра-
ботаны алгоритмы, позволяющие по текущему изобра-
жению места посадки и измеряемому вектору состояния 
объекта осуществить прогноз точки посадки. Оператор 
визуально может оценить пригодность точки прилуне-
ния для безопасной посадки и, при необходимости, вме-
шаться в процесс управления, выдав команду на смеще-
ние точки прилунения на безопасную площадку. Алго-
ритмы такого вмешательства реализованы в разработан-
ной модели посадки.  

На рис. 11 приведен фрагмент лунной поверхности, 
на котором прогноз точки посадки в виде маркера ло-
жится на затененный кратер. В этом случае оператор в 
процессе спуска с помощью органов управления перево-
дит маркер на ровный участок поверхности, после чего 
ЛВПК автоматически выполняет посадку в новую точку 
установки маркер (см. рис. 12). 

 

Рис. 11. Посадка без контроля оператора 

 

Рис. 12. Посадка под контролем оператора 

XXVII Санкт-Петербургская международная конференция по интегрированным навигационным системам, 2020 г.

28



XI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
1. Рассмотрена одна из возможных концепций орга-

низации лунных экспедиций, в которой интегрирование 
лунных одноразовых и многоразовых модулей осу-
ществляется на высокой окололунной орбите (HLO). 
Предложен состав и функциональное назначение каждо-
го из модулей. 

2. Рассмотрена схема перелетов посадочных модулей 
с HLO на промежуточную низкую орбиту (LLO), пере-
хода на спусковую орбиту, посадки в заданную точку 
Луны и возвращения на ОС. 

3. Определена идеология «грубого» управления по-
садкой в заданную точку, в которой прохождение трассы 
посадочного витка через точку посадки определяется 
моментом схода с HLO, а обеспечение завершения га-
шения скорости лунного взлетно-посадочного комплекса 
(ЛВПК) над заданной точкой посадки определяется мо-
ментом схода с LLO. 

4. Определена идеология реализации оптимального 
по расходу спуска с LLO в заданную точку посадки, 
определена минимально возможная величина тормозно-
го импульса для выполнения посадки. 

5. Определены алгоритмы квазиоптимальной посадки 
на участке торможения по измерениям от лунных нави-
гационных спутников, близкой по величине тормозного 
импульса к оптимальной посадке. Исследована зависи-
мость тормозного импульса от соотношения тяги двига-
теля и массы ЛВПК. 

6. Определены алгоритмы «точного» управления 
продольной и боковой дальностью на конечном участке 
спуска. 

7. Проведено сравнение экономической эффекта, до-
стигаемого от реализации управления за счет группи-
ровки ЛНС, со стоимостью разработки и развертывания 
самой системы ЛНС. Показано что экономический эф-
фект только в рамках одной экспедиции и посадки 
ЛВПК более чем в пять раз превышает затраты на созда-
ние окололунной навигационной системы. 

8. Разработаны идеология и алгоритмы контроля 
обеспечения прилунения со стороны оператора, обеспе-
чивающие возможность визуальной оценки пригодности 

места посадки с точки зрения безопасности прилунения 
и, при необходимости, возможность вмешательства опе-
ратора в процесс управления для реализации смещения 
точки прилунения на безопасную площадку. 
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Аннотация—Работа посвящена проблеме повышения 

достоверности контроля и локализации нарушений в 
инерциально-спутниковых навигационных системах. 
Предлагаемые решения проблемы опираются на декомпо-
зицию диагностических моделей таких систем и примене-
ние комбинированных статистических критериев. Приво-
дятся и анализируются результаты натурных эксперимен-
тов с интегрированной инерциально-спутниковой навига-
ционной системой БИНС-500НС. 

Ключевые слова—инерциальная навигационная система, 
спутниковая навигационная система, информационная 
целостность, контроль, обобщенный фильтр Калмана 

I. ВВЕДЕНИЕ 

Современное состояние бортового оборудования ха-
рактеризуется применением навигационных комплексов 
(НК) нового поколения. Ядром таких НК являются ин-
тегрированные инерциально-спутниковые навигацион-
ные системы (ИСНС) [1, 2]. Интеграция основана на 
различии спектральных характеристик ошибок бесплат-
форменных инерциальных (БИНС) и спутниковых 
(СНС) навигационных систем. В БИНС такие ошибки 
лежат в низкочастотной, а в СНС – в высокочастотной 
области спектра. Однако в практических применениях 
возникают трудности спутниковой поддержки БИНС, 
связанные с нестабильностью информации от СНС по 
следующим причинам [3]: 

 естественные и имитационные помехи;  

 переотражение сигналов;  

 пропадание сигналов из-за затенений и в туннелях; 

 появления аномальных сигналов при изменении 
спутниковых созвездий и плохом геометрическом 
факторе. 

Использование аномальных сигналов при формиро-
вании инерциально-спутниковых наблюдений может 
привести к нарушению информационной целостности 
[3–6] ИСНС, когда при аппаратурной исправности полу-
чаемые оценки навигационных параметров являются 
недостоверными. Поэтому возникает задача обнаруже-
ния и парирования аномальных наблюдений, а также 
локализации связанных с такими наблюдениями систем 

и их адаптации к текущей помеховой обстановке. Ин-
формационная целостность опирается на решение ука-
занной задачи для защиты НК от недостоверной инфор-
мации, которая может поступать от СНС и БИНС. 

В настоящее время для контроля информационной 
целостности СНС применяются следующие аппаратные 
() и аналитические () средства:   

 избыточное количество каналов первичных спут-
никовых измерений [6,7]; 

 адаптивные антенные решетки [5]; 
 информация БИНС [9,10] и других систем [30]. 

Следует отметить, что имитационные помехи, как 
правило, не обнаруживаются аппаратными средствами 
[11, 12].  В то же время при использовании БИНС для 
контроля информационной целостности СНС полагает-
ся, что инерциальная информация является достоверной 
[9,10]. Поэтому при комплексировании инерциальных и 
спутниковых навигационных систем возникает необхо-
димость селекции нарушений в указанных системах. 

Цель работы – повышение точностных характеристик 
ИСНС на основе локализации и парирования аномаль-
ных наблюдений, а также настройки параметров оцени-
вающего фильтра на текущую помеховую обстановку.  

II. ИНЕРЦИАЛЬНО-СПУТНИКОВАЯ НАВИГАЦИОННАЯ 
СИСТЕМА КАК ОБЪЕКТ ИССЛЕДОВАНИЙ 

БИНС в структуре ИСНС является типовой наблю-
даемой динамической системой (ДС), которая в общем 
виде описывается следующими уравнениями:  

 уравнением БИНС 

 )(ξ)()]([)( рp ttGtYFtY   

 моделью ошибок БИНС 

)(ξ)()()()(/ ttGtxtAtxdtdx   

 сигналами наблюдения 

СНСp )]([)]([)( tYhtYhtZ  
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 моделью сигналов наблюдений 

 )()()()( ttxtHtZ   

где Y(t) – вектор параметров движения; )(р tY  – вектор 

параметров БИНС; )()()()( р tYtYtYtx   – вектор 

ошибок БИНС; ( ) ( )р
( ) [ ( )]/ Y t Y tA t F Y t Y     – матрица 

коэффициентов, характеризующих динамику изменения 

ошибок БИНС; T
r ttt )](ξ)(ξ[)(ξ 1   – вектор возмуще-

ний в БИНС, характеризующийся ковариационной мат-

рицей )τ(δ)()]τ(ξ)(ξ[  ttQttM T ; )τ(δ t  – дельта-
функция; ][M  – оператор математического ожидания; 
G(t) – матрица интенсивностей возмущений; 

)(р)(

)]([
)(

tYtY
Y

tYh
tH





  – матрица связи наблюдае-

мых параметров с вектором ошибок БИНС; )(t  – век-
тор возмущений в канале наблюдений, имеющий кова-

риационную матрицу )τ(δ)()τ()([  ttRttM T . 

Дискретное представление уравнения (2) имеет вид 


11

ξ



iiiii

xx  

где iФ  – переходная матрица для вектора ошибок, опре-

деляемая из решения дифференциального уравнения 

),()()( 1 itttAt  при Ett ii  ),Ф( 11 ; Е – единичная 

матрица соответствующей размерности; ( )i ix x t ; i  – 

переходная матрица для вектора возмущений iξ .  

Типовая схема ИСНС с контуром формирования 
инерциально-спутниковых наблюдений для оценки векто-
ра ошибок БИНС представлена на рис. 1, где ОФК – 
обобщенный фильтр Калмана [13]; ПК – преобразова-
тель координат;   – символ оценки. 

 

Рис. 1. Типовая схема ИСНС 

Контроль информационной целостности может быть 
основан на оценивании ошибок ИСНС. Однако в этом 
случае каждому множеству состояний ИСНС необходи-

мо будет ставить в соответствие свои уравнения вида 
(2). Кроме того, возникает задача согласования текуще-
го состояния ИСНС с соответствующей моделью из 
«банка» оценивающих фильтров [4, 13], что трудно реа-
лизуемо на практике. Поэтому алгоритмы контроля це-
лесообразно строить на основе уравнений вида (3), 
настроенных на исправное состояние ИСНС. С учетом 
этого могут быть сформированы диагностические пара-
метры, которые должны отражать отклонение реального 
состояния ИСНС от исправного. Указанные параметры 
выбираются так, чтобы для них можно было обосновать 
формализованные допуски. 

III. КОНТРОЛЬ НАБЛЮДЕНИЙ ПО КРИТЕРИЮ 
2χ   

Статистические свойства ОФК позволяют сформи-
ровать диагностические параметры на базе вектора не-
вязок  

 T
ilijiiiiiii xHZ ]ννν1[νˆ-ν )()()(2)(1/

  

где 
1/11/

ˆˆ
 

iiiii
xx  – прогнозируемая оценка на i-м 

шаге по (i – 1)-м наблюдениям 
1i

Z . 

Известно [14, 15], что для ДС, модель ошибок кото-
рой настроена на исправное состояние, вектор невязок 
имеет гауссовское распределение с нулевым математи-
ческим ожиданием и ковариационной матрицей iα , т.е. 

 )α,0(ν
ii N  

Учитывая принцип ортогональности оптимальных 

оценок 0][ T
iieM  , можно показать [15], что   

 i
T
iiii

T
iii RHPHM  1/]ν[να  

где 1/ˆ  iiii xxe ;  

T
iii

T
iiiii

T
iiii QPeeMP 

 11/1/ ][  – прогнозируе-

мая ковариационная матрица. 

Применение традиционного ОФК предполагает одно-
временную обработку всех элементов вектора наблюде-
ния iZ  с учетом прогнозных значений оценок 1/ˆ iix . 
Поэтому для контроля состояния ДС необходимо было 
бы проверять, является ли вектор i  l-мерной гауссов-
ской последовательностью. Однако на практике решение 
данной задачи затруднительно. В связи с этим на базе 
вектора невязок формируют более компактные в вычис-
лительном отношении диагностические параметры. Та-
кие параметры опираются на следующую свертку векто-
ра невязок iν  с помощью ковариационной матрицы iα : 

 1ν α νT
i i i iJ   

В квадратичной форме (9) элементы матрицы iα  
рассматриваются как нормирующие коэффициенты, 

XXVII Санкт-Петербургская международная конференция по интегрированным навигационным системам, 2020 г.

31



учитывающие информацию о требуемых статистиче-
ских характеристиках ДС. 

Можно показать [16], что если вектор невязок νi  
имеет гауссовское (нормальное) распределение, то 

квадратичная форма (9) имеет распределение 2χ  с l сте-
пенями свободы  

 )2,(χ2 llJi   

т.е. размерность вектора невязок l равна математическо-
му ожиданию параметра iJ  и половине его дисперсии. 

Таким образом, соотношение (10) определяет необ-
ходимое условие правильного функционирования ДС. 
Поскольку квадратичная форма iJ  объединяет все l 

элементов вектора невязок iν , то ее можно рассматри-
вать в качестве обобщенного параметра состояния ДС. 
Правильному функционированию ДС можно поставить 
в соответствие область допустимых значений параметра 

iJ . При обосновании допуска на указанный параметр 
необходимо учитывать числовые характеристики для 

распределения 2χ  и заданный уровень значимости для 
критерия качества контроля. При реализации этих тре-
бований могут быть использованы свойства квантиля 

a(l) для распределения 2χ , а именно 

 })(,{ laJJP Ti   

где )(, laJT  – табличное значение параметра iJ  для за-

данного квантиля a(l) и числа степеней свободы l; a(l) – 
квантиль порядка a, )1,0(a . 

Анализ табличных данных показывает, что с доста-
точно высокой точностью квантиль (11) отражает пра-
вило трех сигм. Такое правило применяется при обра-
ботке нормально распределенных скалярных случайных 
величин и сводится к следующему. Нормально распре-
деленная случайная величина ξ  с большой вероятно-
стью принимает значения, близкие к своему математи-
ческому ожиданию, а именно [17]: 













.3,...0027.0

;2,...0455.0

;1,...3173.0

σ}M[ξ[-ξ{

k

k

k

kP  

При k=3 соотношение (12) отражает правило σ3  для 
нормального закона распределения. 

По аналогии с правилом (12) и с учетом квантиля 
0.02(l) [18] можно утверждать, что с доверительной ве-
роятностью 0,98 необходимым условием принадлежно-

сти параметра iJ  к распределению 2χ  является следу-
ющее: 

 llJDJМJ iili 23][3][γ2   

где D […] – оператор дисперсии. 

Таким образом, величина 2γl  определяет область до-

пустимых значений параметра iJ  при правильном 

функционировании ДС. С учетом допуска 2γl  контроль 

ДС по обобщенному параметру на основе критерия 2χ  
сводится к проверке следующих условий:  










нарушения. есть ДС в , γ если

нарушений; нет  ДС в  , γ если
2

2

li

li

J

J
 

Контроль по обобщенному параметру iJ  позволяет 
оценить состояние ДС в целом, без анализа, по какому 
из параметров вектора наблюдений наиболее вероятно 
произошло нарушение. Такой подход является типовым 
[7, 14] при контроле целостности ИСНС. На практике 
возникает необходимость оценки состояния ИСНС по 
каждому из элементов вектора 

i
Z , т.е. выполнить диа-

гностирование ИСНС с глубиной до наблюдаемого па-
раметра. 

IV. ДИАГНОСТИКА НАБЛЮДЕНИЙ ПО КРИТЕРИЮ 
2χ  

Задача диагностирования может быть решена, если 
ошибки наблюдений статистически независимы (некор-
релированы), т.е. матрица iR  в соотношении (8) являет-
ся диагональной. Если наблюдения взаимно коррелиро-
ваны, то выполняется их предварительная декомпозиция 
[16]. С учетом этого представляется возможным выпол-
нять поканальную (поэлементную) обработку вектора 
невязок (6) и анализировать состояние каждого из l из-
мерительных каналов. Например, для контроля j-го из-
мерительного канала может быть использована норми-

рованная невязка 
jjj α/νβ  . Невязка jν  пред-

ставляет собой разность jjj zz ˆν   между реальным 

jz  и прогнозируемым jjj mHz ˆˆ   значениями наблю-

дений, где jm , iix /ˆ  – оценки вектора ошибок ДС ix  на 
i-м шаге после обработки соответственно j-го элемента 
и всего вектора наблюдений iZ ; jH  – вектор – строка 
коэффициентов связи;  

j
T
jjjj RHMH  1α  lj ,1 

1/0 


ii
PM  

Статистические свойства параметра 2β j  могут быть 
использованы для построения решающих правил. По 
аналогии с обобщенным параметром (9) при l=1 может 
быть сформировано необходимое условие правильного 
функционирования ДС по каждому из каналов наблю-
дений, а именно 
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 )2,1(χβ 22 j  

или по правилу σ3  для квантиля 02.0)1( а : 

2.5231]β[3]β[γβ 222
1

2  jjj DM 

Опираясь на справочник [18], можно утверждать, что 
для квантилей 01.0)1( а  и 001.0)1( а  допуски будут 
иметь значения ≈7.6 и ≈ 11.8 соответственно. 

С учетом допуска 2
1γ  диагностирование ДС по кри-

терию 2χ  сводится к проверке следующих условий: 









нарушения. есть наблюдении м- в , γβ если

нарушений; нет наблюдении м- в , γβ если
2
1

2

2
1

2

j

j

j

j  

Декомпозиция невязок позволяет применить скаляр-
ные критерии согласия для повышения достоверности 
контроля. 

V. ДИАГНОСТИКА НАБЛЮДЕНИЙ ПО КРИТЕРИЮ 
2  

Применение критерия 2χ  позволяет обнаруживать 
текущие нарушения в ДС. На практике возникает также 
необходимость накапливать и анализировать информа-
цию о функционировании ДС за определенный период 
времени. На основе ретроспективных данных могут 
определяться соответствующие диагностические пара-
метры. Технология последовательной обработки эле-
ментов вектора наблюдений позволяет формировать 
такие параметры по выборке невязок на скользящем 
временном интервале. Для этого могут быть использо-
ваны эргодические свойства ОФК, априорно настроен-
ного на правильное функционирование ДС, и дисперсии 
невязок для каждого наблюдения. Прогнозируемое зна-
чение дисперсии jα  в j-м наблюдении в i-й момент 
времени определяется по соотношению (15), а ее оценка 

)(α̂ ij  – по выборке невязок, т.е. 

 





i

Nik
ijkjij lj

N 1

2
)()()( ,1;]ν[

1

1
α̂  , 

где 


i

Nik
kjij

N 1
)()( ν

1
ν  – оценка математического 

ожидания невязки в j-м наблюдении в i-й момент вре-
мени; N – количество отсчетов невязки на скользящем 
временном интервале ]1[ it,N-itT  . 

В качестве параметра, характеризующего состояние 
ДС на временном интервале Т, может быть принято от-
ношение реальной и прогнозируемой дисперсий  

 jjjF α/α̂  

Известно [16], что при выполнении условия (19) па-

раметр (18) имеет распределение 2  (распределение 
Фишера), а именно 

 ),(2 baFj   

где 
2


N

N
a ;

)4()2(

)1(4
2 




NN

NN
b  – табулированные 

значения математического ожидания и дисперсии для 
параметра jF .  

Используя правило σ3 , для квантиля а = 0.02 усло-
вие (19) может быть представлено в виде 

 baFDFMF jjj 3][3][η2
1   

С учетом допуска 2
1η  диагностирование ДС по кри-

терию 2  сводится к проверке следующих условий: 























нарушения. были][  

интервале на наблюдении м вη 

нарушений; было не][ 

 интервале на наблюдении м ,η 

1

 
2

1

1

2
1

iN-i

j

iN-i

j

t,tT

jF

t,tT
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Процедура (21) дополняет проверку (17) в интересах 
повышения достоверности диагностирования. 

VI. ДИАГНОСТИКА НАБЛЮДЕНИЙ ПО            

КОМБИНИРОВАННОМУ КРИТЕРИЮ 
22/χ   

ИСНС является типовой ДС, поэтому для нее спра-
ведливы процедуры контроля (17), (21). В то же время 
при контроле инерциально-спутниковых наблюдений 
возникает задача различения нарушений в БИНС и 
СНС. Решение указанной задачи может быть основано 

на комплексировании критериев 2χ  и 2 . Аномальные 
сигналы, связанные с СНС, являются, как правило, им-
пульсными. На рис. 2 показаны типовые ошибки СНС 
[19]. В то же время нарушения, связанные с БИНС, яв-
ляются постепенными и медленно меняющимися из-за 
ухудшения точностных характеристик чувствительных 
элементов: гироскопов и акселерометров.  

 

Рис. 2. Типовые ошибки СНС 

Контроль по критерию 2χ  позволяет обнаруживать 
как аномальные наблюдения, так и постепенные нару-
шения. Диагностический параметр jF , формируемый 
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по критерию 2 , определяется по множеству невязок 

jν  на скользящем временном интервале. Сбойные сиг-
налы, используемые для вычисления такого параметра, 
усредняются и несущественно влияют на результаты 

контроля по критерию 2 . В то же время постепенные 
нарушения, характеризующиеся постоянными смеще-
ниями невязок относительно их номинальных значений, 
приводят к отклонению параметра jF  от допуска. По-
этому, если нарушение в j-м наблюдении выявляется по 
обоим критериям, то оно наиболее вероятно связано с 

БИНС, если только по критерию 2χ , то с СНС.   

Парирование нарушений в ИСНС сводится к следу-
ющему алгоритму адаптивно-робастной обработки 
наблюдений: 

 при отсутствии нарушений невязка jν  обрабаты-
вается с помощью ОФК; 

 аномальные наблюдения, выявленные по критерию 
2χ , исключаются из обработки или обрабатывают-

ся с коэффициентами робастного доверия [16, 20]; 

 нарушения, выявленные по обоим критериям 2χ  

и 2 , парируются путем адаптации параметров 
ОФК к реальным измерительным процессам в 
БИНС, а именно: при обработке j-го наблюдения 
и нарушении условия (20) из соотношений (18) и 

(20) определяется приращение α j , корректиру-

ющее в алгоритме ОФК дисперсию невязки (15) 

относительно допуска 2
1η  [21]:   

 2 2
1 1ˆα (α η α ) / ηj j j    : +α α αj j j  

Представленная технология контроля наблюдений 
позволяет обнаруживать только естественные для БИНС 
и СНС помехи. В то же время возникает необходимость 
обнаруживать и парировать имитационные помехи типа 
«spoofing» [8–10]. Можно показать, что рассмотренные 
диагностические процедуры могут быть применены для 
локализации имитационных помех. 

VII. ДИАГНОСТИКА ИМИТАЦИОННЫХ ПОМЕХ НАБЛЮДЕНИЙ  

A. Диагностика на основе приращений сигналов 

Имитационные помехи связаны, как правило, со 
смещениями навигационных параметров относительно 
их истинных значений. Поэтому такие помехи могут 
быть обнаружены с помощью диагностических пара-

метров, формируемых по критерию 2 . Однако в этом 
случае возникает задача идентификации системы, из-за 
которой нарушилось условие (20). Решение такой зада-
чи может быть основано на использовании в системе 
контроля дополнительных диагностических параметров, 
формируемых по приращениям наблюдений, в которых 
смещения удаляются. 

В ИСНС типовым является индикаторный режим 
[22] коррекции БИНС по инерциально-спутниковым 
наблюдениям, который имеет вид: 

прогноз: 1/11/0
ˆФˆ   iiiii xxm ; 

коррекция: jjjj Kmm  1 ; lj ,1 ; 

lii mx /ˆ ; iiiiii xYY /1// ˆˆˆ   , 

где 
ii

x
/

ˆ  – скорректированная оценка на i – м шаге по i 

наблюдениям 
i

Z ; iK  – коэффициент усиления ОФК.  

В таком режиме коррекции ошибки БИНС имеют 
возрастающий, колебательный характер. В то же время 
имитационные помехи СНС имеют, как правило, харак-
тер постоянных смещений. Для приращений наблюде-

ний диагностический параметр для критерия 2  будет 
иметь вид 

 jjjF α~/α̂~
~

  

где   )1()(z~  ijijj zz ;       (24) 

jjjj mHz
~~ν~   



i

Nik
kjij

N 1
)()( ν~

1
ν~ 

 





i

Nik
ijkjij

N 1

2
)()()( ;]~ν~[

1

1
α̂~  

1
)1()(

~ 
  iijijj HHH 

j
T
jjjj RHMH 2

~~
α~ 1    lj ,1 

1-Ф
i

 – обратная переходная матрица, определяемая из 

решения дифференциального уравнения 

)(),(Ф),( 1
1-

1
1 tAtttt ii 

    при Ett ii  ),(Ф 11
1- . 

Парирование имитационных помех в ИСНС сводит-
ся к следующему алгоритму обработки наблюдений с 
помощью ОФК: 

 если 2
1ηjF  & 2

1η
~

jF , то нарушения в БИНС 

и : +α α αj j j ; 

 если 2
1ηjF  & 2

1η
~

jF , то нарушения в СНС и 

)(: ~z ijj z ; :α αj j  . 

Алгоритмы диагностирования, рассмотренные в  
п. IV – VII – A, выполняются в «прямом» (фильтрация) 
времени и позволяют обнаруживать нарушения с глуби-
ной до элемента вектора наблюдений. 
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B. Обратная диагностика наблюдений 

Диагностирование ИСНС с глубиной до элементов 
вектора состояния (ВС) может быть выполнено на основе 
совместной обработки сигналов наблюдений в «прямом» 
(фильтрация) и «обратном» (сглаживание) времени. При-
чем на этапе сглаживания множество элементов ВС мо-
жет быть расширено относительно базового ВС, форми-
руемого при фильтрации. В вектор состояния ИСНС мо-
гут быть дополнительно включены ошибки СНС.   

Обобщенные параметры, реагирующие на разладку 
оценок ВС, конструктивно входят в следующую квадра-
тичную форму: 

 Nii
T

Nii PJ /
1

/ νν  

где 
iiNiiiifNi xx

//1
1

1)(s)(/ δδν 





; 

iiiif xx
/)( ˆδ  ;  

)ˆ(δ /11
1
1)( Niiis ixx 


  ; 

T
iNiiiii PPP



  /1

1
/ ; 

Niii xx // ˆ ,ˆ  – оценки ВС xi в i-й момент времени по i 
наблюдениям, полученные соответственно на этапах 
фильтрации и сглаживания; Niii PP //  , – ковариационные 

матрицы указанных оценок; ТТ )Ф(Ф -1 . 

Устойчивое сглаживание (  3), отражающее 
отсутствие аномальных сигналов наблюдений, характе-

ризуется следующими распределениями невязки Ni /ν  и 

квадратичной формы )(isJ : 

);0(/ iNi PN   )2;(χ2
)( nnJ is  

где n – размерность ВС. 

С учетом статистических свойств распределения 2χ  

и правила 3 могут быть сформированы необходимые 
условия кондиционных наблюдений (отсутствие ано-

мальных сигналов) ВС в целом nnJ is 23)(   и j-го 
элемента ВС, в частности 

jjDJJ
jjijNijisjis 23γ/ν~ 2

)(
2

)(/)1/()/(   

где NiiNi U /
1

/ νν~  ; nj ,1 ; 11  ;   ii DU  – соответ-
ственно верхняя треугольная с единичной диагональю и 
диагональная матрицы, получаемые путем ортогональ-
ного преобразования 
 

 111   ii
T

ii UDUP 

1
)(

 jiD  – j-й элемент диагональной матрицы 
1 iD . 

С учетом разложения (27) и свойств статистики Фи-
шера [17]  

),(
α̂ 2

)/(

)/(
)( ba

D
F

ji

ji
js 


 

может быть сформировано необходимое условие рабо-
тоспособного состояния ИСНС ДС по j-му элементу ВС: 

 baF jjs 3η2
)(   

где )/(α̂ ji  – оценка дисперсии невязки )(/ν~ jNi  на 
скользящем временном интервале. 

Реализация соотношений (25), (27) требует обраще-
ния ковариационных матриц. Указанные вычислительно 
неустойчивые операции могут быть исключены при 
включении процедур диагностирования в структуру U-D 
алгоритмов сглаживания [16, 23]. 
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где 1
j

U  – j-я строка матрицы 1
/


ii
U ; 1

j
D  – j-й элемент 

диагональной матрицы 1
/


ii
D ; MWGS – процедура орто-

гонального преобразования [16,24] совокупности мат-

риц – прямоугольной 
j

W  размерности n(n+r) и диаго-

нальной 
j

D  размерности (n+r)(n+r) – в совокупность 

матриц – верхней треугольной 
j

U
~

 с единичными диа-

гональными элементами и диагональной 
j

D
~

 размерно-

сти nn; n – размерность вектора состояния. 

Для реализации U-D алгоритма сглаживания необ-

ходимо определять 1
/


iiU , 1
/


iiD  компоненты апостериор-

ной ковариационной матрицы ошибок оценивания 1
/


iiP . 

Для этого в U-D алгоритм фильтрации [16] дополни-
тельно включаются следующие процедуры.  
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где MWGSL – аналогичная MWGS процедура формиро-
вания матриц: нижней треугольной с единичными диа-

гональными элементами T
jU   и диагональной 1

jD . 

Обратная диагностика выполняется при обнаруже-
нии нарушений, выявленных в «прямом времени».  

Возможная схема контроля информационной це-
лостности инерциально-спутниковых наблюдений мо-

жет быть основана на включении в состав ИСНС допол-
нительных навигационных систем [21].  

Контроль целостности ОФК может быть основана на 
адаптивно-робастных процедурах [25]. 

VIII. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ ИССЛЕДОВАНИЙ 

A. Полунатурная отработка 

В качестве объекта контроля рассматривается инер-
циально-спутниковая навигационная система БИНС-
500НС [26] (см. рис. 3) разработки ООО «Эксперимен-
тальная мастерская «Наука-Софт» (Москва). Инерци-
альный измерительный модуль (ИИМ) системы БИНС-
500НС выполнен на базе волоконно-оптических гиро-
скопов (ВОГ) разработки НПК «Оптолинк» (Зелено-
град). Частота обновления и регистрации данных на 
встроенную в систему флэш-память для ИИМ – 1кГц, 
для СНС ≤1Гц. Наличие встроенной флэш-памяти поз-
волило получить и проанализировать зарегистрирован-
ные данные с учетом реальных условий эксплуатации. 
Кроме того, это позволило модернизировать и исследо-
вать программно-математическое обеспечение (ПМО) 
на множестве траекторий и разработанных алгоритмов. 

 
Рис. 3. Инерциально-спутниковая навигационная система БИНС-500НС 

В системе БИНС-500НС реализованы следующие 
режимы работы.  

Режим грубой начальной выставки реализуется на 
основе метода аналитического гирокомпасирования по 
выходным сигналам чувствительных элементов (ЧЭ) 
БИНС. По сигналам ЧЭ выполняется приближенное 
определение элементов соответствующей матрицы 
направляющих косинусов (МНК), а затем углов ориен-
тации ИИМ относительно опорного навигационного 
трехгранника. 

Режим точной начальной выставки реализуется на 
основе метода векторного согласования вычисленных 
по информации БИНС и априорно известных геофизи-
ческих инвариантов: 

T

1

T

0)( ]00[)()(
i

it

it
i tdCZ  


   

T
ТНВ

T
БИНС)( ]λ[]λ[ iiiiikZ   
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T
БИНС )(ζηξ)( ][ iiV VVVZ  

где ТНВ – обозначение точки начальной выставки; 
Т][

zyx
   – вектор выходных сигналов ВОГ;   – 

величина угловой скорости вращения Земли; 

1 iii ttt  – шаг наблюдения; 
0

C  – МНК, характери-

зующая угловую ориентацию связанной с ИИМ систе-
мы координат относительно инерциальной; λ,  – гео-
дезические широта и долгота местоположения БИНС; 

Т
ζηξ
][ VVVV   – вектор относительной скорости в про-

екциях на оси полусвободного в азимуте сопровождаю-
щего трехгранника ξηζo  [27]. 

Особенность указанного режима связана с реализа-
цией «псевдосчисления» параметров ориентации и 
навигации по сигналам ЧЭ при неподвижном основании 
системы.  

Режим инерциально-спутниковой навигации реали-
зуется путем обработки с помощью ОФК следующих 
наблюдений: 

T
СНС

T
БИНС)(

]λ[]λ[
iiiiiiiК

hhZ  

T

)СНС(
T

)БИНС(ζηξ1)(
][][

iHNEi
T

iV
VVVVVVCZ  

где 
1

C  – МНК, характеризующая взаимную угловую 

ориентацию опорного ξηζo  и геодезического оENH 
трехгранников; h – высота над земным эллипсоидом. 

Базовый вектор состояния БИНС включает 18 пара-
метров, а именно: ошибки счисления составляющих век-
тора относительной скорости, ошибки счисления элемен-
тов кватернионов навигации и ориентации, угловые 
дрейфы ВОГ, смещения сигналов акселерометров, ошиб-
ку счисления высоты относительно земного эллипсоида. 

Эксперименты проводились в наземных условиях с 
размещением оборудования в подвижной лаборатории 
на базе автомобиля. Циклограмма работы системы 
БИНС-500НС включала следующие этапы: грубая 
начальная выставка (t=0300с); точная начальная вы-
ставка (t=300760с); навигационный режим (t >760 с) 

Некоторые результаты эксперимента по контролю и 
защите информационной целостности инерциально-
спутниковых наблюдений в системе БИНС-500НС 
представлены на рис. 4–7. Результаты сравнительного 
анализа различных схем контроля получены на основе 
счисления параметров движения по зарегистрирован-
ным сигналам ЧЭ ИИМ и СНС. 

На рис. 4 показана горизонтальная траектория дви-
жения испытательной лаборатории в городских услови-
ях, где 

Rtt )]()([Δ 0R   
cos)](λ)(λ[Δλ

0
Rtt

R




R – величина радиуса-вектор местоположения ИСНС. 

 
Рис. 4. Горизонтальная траектория движения испытательной 
лаборатории в городских условиях 

На рис. 5–7 показаны круговые ошибки оценки ме-
стоположения БИНС S  в инерциально-спутниковом 
режиме, а именно: на рис. 5 – без контроля целостности 
наблюдений; на рис. 6 – с контролем целостности наблю-

дений и допуском 8.11γ2
1  ; на рис. 7 – с контролем це-

лостности наблюдений по комбинированному критерию 
22/χ   и адаптивно-робастной настройкой ОФК, где 

2
λ

2ˆ  S  R)(
СНСБИНС

  

СНССНСБИНСλ cos)λλ( R 

 

Рис. 5. Позиционная ошибка в инерциально-спутниковом режиме без 
контроля целостности наблюдений 

 

Рис. 6. Позиционная ошибка в инерциально-спутниковом режиме с 
контролем целостности наблюдений 

 

Рис. 7. Позиционная ошибка в инерциально-спутниковом режиме с 
контролем целостности наблюдений и адаптивно-робастной настройкой 
ОФК 
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Можно видеть, что реализация алгоритмов контроля 
информационной целостности наблюдений позволила 
не менее чем на порядок уменьшить круговую позици-
онную ошибку БИНС в автономном режиме навигации 
с периодической коррекцией от СНС. Добавление к та-
ким алгоритмам адаптивных процедур настройки ОФК 
(22) позволило дополнительно уменьшить такую ошиб-
ку до единиц метров. 

B. Математическое моделирование 

В качестве объекта математического моделирования 
рассматривается одноканальная инерциальная навига-
ционная система (ИНС) [28, 29]. Функционирование 
такой ИНС основано на моделировании маятника Шу-
лера системой «гироскоп–акселерометр» (Г-А), которая 
обеспечивает инвариантность моделируемой вертикали 
к движению основания акселерометра относительно 
Земли при вычислении скорости и угловой координаты 
(например, географической широты  ). Для этого на 
датчик момента гироскопа подается сигнал, пропорцио-
нальный угловой скорости перемещения ИНС относи-
тельно земной поверхности RV / . При наблюдении 

вектора ошибок такой системы TaVtx ]Δω  δ [)(  по 

сигналам скорости )()()( СНСИНС tVtVtz   параметры 
уравнений (2), (4) будут иметь вид: 
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где R – величина радиуса-вектора местоположения Г-А 
системы; g – ускорение силы тяжести;  – угловая 
ошибка определения вертикали; V  – ошибка счисле-
ния скорости; a  – ошибка акселерометра; Δω  – дрейф 

гироскопа; τ,τa  – соответственно время корреляции 

ошибки акселерометра и дрейфа гироскопа; ωσ,σa  – 
среднеквадратические значения ошибок соответственно 
акселерометра и гироскопа; (...)  – символ ошибки.  

На рис. 8 и 9 представлены характерные результаты 
исследований алгоритма диагностирования ИНС по за-
регистрированным данным. Моделировался отказ аксе-
лерометра на 500-й секунде, соответствующий имита-
ционной помехе. Такой отказ косвенно проявляется в 
процессе фильтрации по каналу наблюдения скорости, 

когда обобщенный параметр 2βV  превышает допуск.  

 
Рис. 8. Оценки ошибки акселерометра 

При обработке зарегистрированных оценок в «обрат-
ном времени» и диагностировании по правилам (26), (28) 
определяется, какой из чувствительных элементов ИНС – 
акселерометр или гироскоп – наиболее вероятно привел к 
нарушению. На рис. 8 и 9 показана динамика изменения 
оценок соответственно смещения выходного сигнала ак-
селерометра xa  и дрейфа гироскопа xω  при обработке 
наблюдений скорости в «прямом времени» и уточнении 
указанных оценок в «обратном времени». При диагно-
стировании по зарегистрированным данным отказавший 
акселерометр локализуется при превышении допусков 

обобщенными параметрами 
j

SaJ  (критерий 2χ ) и 
j

SaF  

(критерий 2 ) (см. рис. 8). Можно также видеть (см. рис. 
9), что отказ акселерометра несущественно повлиял на 
изменение обобщенных параметров 

j
SJ ω

 и 
j

SF ω
, харак-

теризующих состояние гироскопа xω .  

Таким образом, комбинированная обработка наблю-
дений в «прямом» и «обратном» времени позволяет ре-
шать задачи диагностирования с глубиной до элемента 
вектора состояния динамической системы. Такой систе-
мой является ИСНС. 
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Рис. 9. Оценки ошибки гироскопа 

IX. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 Рассмотренные подходы к контролю информацион-
ной целостности инерциально-спутниковых наблюде-
ний направлены на повышение навигационной безопас-
ности подвижных объектов. Проведенные исследования 
подтвердили следующие возможности предлагаемых 
подходов: 

 обнаружение и исключение или обработка с опре-
деленными коэффициентами доверия аномальных 
наблюдений; 

 селекция случайных сбоев на фоне постепенных 
смещений сигналов наблюдений. Принятие на этой 
основе решения о нарушениях в БИНС и СНС; 

 обнаружение и парирование имитационных помех 
на основе формирования и обработки разностных 
наблюдений; 

 обнаружение и парирование имитационных помех 
на основе совместных процедур оптимальной 
фильтрации наблюдений и сглаживания оценок; 

 повышение достоверности оценок на основе адап-
тивной настройки параметров ОФК на реальный 
измерительный процесс. 

Предлагаемые подходы к обработке наблюдений опи-
раются на применение комбинированных критериев со-
гласия и соответствующих диагностических параметров. 

Следует отметить, что возможности представленных 
алгоритмов контроля показаны на уровне вторичной 
обработки наблюдений. Такие возможности могут быть 
использованы и на уровне первичной обработки сигна-
лов навигационных измерителей [31].  
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Аннотация—Исследуется задача пешеходной навига-

ции при помощи бескарданных инерциальных навигаци-
онных систем (БИНС), закрепленных на стопах человека. 
Для увеличения точности навигации в таких случаях 
обычно используется коррекция по нулевой скорости сто-
пы в фазе опоры (ZUPT). Эта информация обрабатывается 
с помощью расширенного фильтра Калмана (EKF). Усло-
вие нулевой скорости записано в двух формах – в опорной 
и приборной системе координат, и показано, что примене-
ние общепринятой в навигации пешехода первой формы 
дает некорректный результат. Вторая форма приводит к 
корректному ZUPT-алгоритму, естественно записываемо-
му в так называемых динамических ошибках. Проведен 
анализ алгоритма комплексирования БИНС, основанного 
на информации о максимальном расстоянии между стопа-
ми. Показано, как здесь может проявиться некорректность 
EKF и как ее можно избежать, опять перейдя к динамиче-
ским ошибкам. Результаты получены аналитически мето-
дами теории наблюдаемости и ковариационного анализа. 

Ключевые слова—БИНС, EKF, стопа, пешеходная нави-
гация, ковариации, состоятельность 

I. ВВЕДЕНИЕ 

Навигация пешехода – быстро развивающаяся об-
ласть навигации, где для определения местоположения и 
скорости используются различные средства: специали-
зированные инерциальные датчики, смартфоны и их 
навигационные сенсоры, сигналы беспроводных сетей. 
Следуя [1, 2], мы занимались исследованием задачи пе-
шеходной навигации c использованием бескарданных 
инерциальных навигационных систем (БИНС), прикреп-
ленных к стопам. Для увеличения точности в подобных 
системах применяется коррекция по нулевой скорости 
(ZUPT) [3]. Идея ZUPT-коррекции состоит в использо-
вании информации о нулевой скорости стопы в момент 
фазы опоры. Эта информация обрабатывается расши-
ренным фильтром Калмана (EKF) или сигма-точечным 
фильтром Калмана (UKF) [4]. Вектор состояния фильтра 
обычно включает координаты, скорости и параметры 
ориентации БИНС. Некоторые авторы добавляли в век-
тор состояния ошибки БИНС, но это не давало суще-
ственного прироста точности без использования допол-
нительных измерений. 

Один из подходов к увеличению точности заключа-
ется в использовании двух БИНС, закрепленных на раз-
ных стопах. Ключевая идея – знание того, что расстоя-
ние между стопами ограничено. Существуют различные 

алгоритмы, реализующие коррекцию с помощью этой 
информации [6, 7]. 

Стандартный подход к тестированию и улучшению 
алгоритмов пешеходной навигации – проверка их рабо-
ты на реальных данных. При этом теоретических иссле-
дований в этой области не так много. Сложность полу-
чения теоретических результатов объясняется тем, что 
уравнения нестационарны, так что формулы ковариаци-
онного анализа не дают аналитических решений. 

Недавно были опубликованы некоторые теоретиче-
ские результаты. Интересный результат, касающийся 
комплексирования показаний множества инерциальных 
блоков, представлен в [5]. В [8] ковариационный анализ 
пешеходной навигации проведен аналитически с неко-
торыми упрощающими предположениями. Одним из 
предположений было то, что БИНС достаточно точна, 
чтобы отличием вычисленной ею скорости от реальной 
скорости в фазе опоры можно было пренебречь. В наших 
экспериментах указанное допущение нарушается, и его 
использование может привести к парадоксам. Например, 
ковариация ошибки оценки угла курса не растет линей-
но, как будто этот параметр наблюдается. Последнее 
неверно. По определению [9], алгоритм оценивания 
называется несостоятельным, когда он дает ложную 
наблюдаемость некоторых переменных. Таким образом, 
наши эксперименты показали, что реализованный EKF с 
ZUPT-коррекцией несостоятелен. Цель работы – изучить 
механизм этой несостоятельности. 

Несостоятельность, или псевдонаблюдаемость EKF – 
хорошо известное явление, к примеру, в теории одно-
временной навигации и картографирования (SLAM) 
[12]1. Так же как и в пешеходной навигации, некоторые 
ненаблюдаемые переменные кажутся наблюдаемыми 
при анализе ковариаций, генерируемых EKF. В [12] 
предлагается модификация EKF, сохраняющая свойства 
наблюдаемости системы. Результат достигается за счет 
специального выбора точки линеаризации EKF. Наш 
подход отличается тем, что мы достигаем той же цели (в 
другой постановке) с помощью преобразования коорди-
нат. Насколько нам известно, результаты по состоятель-
ности пешеходной навигации еще не публиковались. 

Наши результаты чисто аналитические. Для аналити-
ческого подхода пришлось сделать некоторые допуще-
ния, например, считать фазу опоры мгновенной. По-
                                                                          
1 Авторы благодарны Михаилу Пихлевскому (pikhletsky.mikhail 
@huawei.com), обратившему наше внимание на эти работы.  

XXVII Санкт-Петербургская международная конференция по интегрированным навигационным системам, 2020 г.

41



следнего предположения не было в [8], где фаза опоры 
имела конечную длительность. Мы приводим аналити-
ческие формулы для матриц наблюдаемости, инвариант-
ных ненаблюдаемых подпространств, ковариаций оши-
бок координат, скоростей и углов. 

Важной особенностью нашего подхода является пре-
образование координат – переход к так называемым ди-
намическим ошибкам. Это преобразование было пред-
ложено Н.А.Парусниковым в 1973 году [10] и использу-
ется в практике высокоточной инерциальной навигации 
[11], но, насколько нам известно, является новым в пе-
шеходной навигации. Оказывается, что в случае записи 
условия нулевой скорости в динамических ошибках 
ложная наблюдаемость курса пропадает. Использование 
динамических ошибок позволило разбить уравнения 
ошибок на 4 подсистемы и для каждой из них получить 
аналитические формулы для ковариаций ошибок оценок. 

Далее мы исследовали вопрос комплексирования 
данных двух БИНС. Следуя [7], мы использовали огра-
ниченность расстояния между стопами. Применив раз-
личные алгоритмы, использовавшие это ограничения на 
базе EKF, мы обнаружили, что все они несостоятельны: 
EKF-ковариации ошибок курса обеих БИНС были огра-
ничены во времени, хотя ошибки курса не наблюдаемы, 
то есть ковариации должны расти. Мы аналитически 
нашли причину ложной наблюдаемости и предложили 
способ ее избежать. Для этого опять использовались ди-
намические ошибки, на этот раз в системе меньшего по-
рядка, вектор состояния которой содержал только коор-
динаты и курс. 

II. ОБОЗНАЧЕНИЯ 

A. Определения 

Пусть один или два инерциальных измерительных 
блока закреплены на стопах, каждый блок содержит 
трехкомпонентный микроэлектромеханический акселе-
рометр и трехкомпонентный микроэлектромехани-
ческий датчик угловой скорости (ДУС). Вначале рас-
смотрим случай применения одной БИНС. 

Обозначения: 

 M  – приведенная чувствительная масса акселе-
рометров. Положение БИНС – это положение 
точки M ; 

 O  – некоторая точка, фиксированная на Земле. 
Мы будем считать точку O  стартовой точкой 
траектории пешехода; 

 1 2 3On n n  – навигационная система координат 

(н.с.к.), связанная с Землей. Ось 3On  направлена 
вверх; 

 ,n np v  – координаты и скорости точки M в н.с.к. 
Здесь и далее нижние индексы у векторов будут 
обозначать принадлежность к системе координат; 

 1 2 3Ms s s  – приборная система координат (п.с.к.), 

связанная с корпусом БИНС. Оси 1 2 3, ,Ms Ms Ms  
совпадают с осями чувствительности акселеро-
метров. Ориентация п.с.к. относительно н.с.к. 
определяется кватернионом nsq . Вектор угловой 

скорости п.с.к. относительно н.с.к. в осях п.с.к. 
обозначим s ; 

 1 2 3M s M s s s       – модель приборной с.к. (м.с.к.). 

Координаты np  точки M   – это модельные зна-
чения координат точки M . Ориентация м.с.к. от-
носительно приборной определяется вектором 
малого поворота s . Угловую скорость м.с.к. от-

носительно н.с.к. в осях м.с.к. обозначим s ; 

 1 2 3Mp Mp p p  – так называемая виртуальная ги-
роплатформа. Эта с.к. близка к опорной. Ориен-
тация виртуальной гироплатформы относительно 
н.с.к. определяется вектором малого поворота n . 
Ориентация приборной с.к. относительно вирту-
альной гироплатформы определяется кватернио-
ном nsq  . 

Поместим начала всех систем координат в точку O . 
Связь с.к. представлена на диаграмме: 

n

s

ns ns

On Op

q q

Os Os



 



 

   

Обозначим  ns nsR R q матрицу поворота, соответ-

ствующую кватерниону nsq . Преобразование координат 

может быть записано так: n ns sp R p . Обозначим 

 sq   кватернион, соответствующий вектору малого 

поворота s . 

Пусть sf , s  – удельная сила, действующая на чув-
ствительную массу и абсолютная угловая скорость 
БИНС. Измерения акселерометров и ДУС можно запи-
сать ( sr , s  – ошибки акселерометров и ДУС) так: 

,s s s s s sf f r        . 

B. Уравнения инерциальной навигации и уравнения 
ошибок 

Пусть X  – вектор состояния и X   – модельный век-
тор состояния: 

, .
n n

n n

ns ns

p p

X v X v
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Опорные и модельные уравнения имеют вид [1, 2]: 
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Здесь   – кватернион вида  1 2 30, , ,   ,   – опера-

ция умножения кватернионов,  0,0,
T

ng g   – вектор 

силы тяжести. 

Для коррекции навигационных решений и исследо-
вания точности нам необходимы вектора ошибок БИНС 
и уравнения ошибок [2]. В нашей работе вектор ошибок 

следующий:  , ,
T

n n nx p v    , где 

,n n n n n np p p v v v        

и n  – вектор малого поворота между навигационной 

с.к. и виртуальной гироплатформой  ns n nsq q q     . 

Заметим, что размерности ,X x  разные, поэтому форму-
лы этапа коррекции для расширенного фильтра Калмана 
будут немного отличаться от стандартных. 

Уравнения ошибок можно написать так: 

,

,

.

n n

n n n n

n n

p v

v f r

  
   

  





 (3) 

Следуя отчету Н.А.Парусникова от 1973 года [10], 
сделаем замену переменных в (3), перейдя к так называ-
емым динамическим ошибкам np , nv  [11]: 

,

.
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Замену проще понять с помощью следующих фор-
мул, где используется виртуальная гироплатформа: 
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В динамических ошибках (3) примет вид: 

,

,

.

n n n n
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n n
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 (5) 

Ниже мы называем ,n np v   полными ошибками. 

C. Измерения нулевой скорости 

В фазе опоры скорость стопы v  близка к нулю, что 
можно использовать как измерение – ZUPT. 

Если мы напишем условие нулевой скорости в н.с.к., 
получим 0n n nZ v    , где n nv   – ошибка нулевой 
скорости. Измерение нулевой скорости в терминах век-
тора ошибок имеет вид (см, например [2]): 

.n n n n n nz v Z v v         (6) 

Если мы напишем условие нулевой скорости в п.с.к., 
получим 0s s sZ v    , где s sv   – ошибка нулевой 

скорости. Измерение нулевой скорости в терминах век-
тора ошибок примет вид 

.s s s s s s s s s s s sz v Z v v v v v                

Заметим, что s  – вектор малого поворота между 
п.с.к. и м.с.к. Спроектировав последнее уравнение в 
н.с.к., получим n n nz v    . 

Следствие 1. При записи условия нулевой скорости в 
н.с.к. получим форму F. При записи условия нулевой 
скорости в п.с.к. получим форму D: 

форма D : ,

форма F : .
n n

n n n n

z v

z v v

   
     

 
(7) 

(8) 

Заметим, что уравнения (5), (8) эквивалентны (3), (6) 
соответственно. 

D. Наблюдаемость и состоятельность EKF 

Условия состоятельности EKF, взятые из [9], [12], 
сжато изложены в приложении. Ниже все величины за-
писываются в н.с.к., поэтому опускаем нижний индекс 
 n
 . Матрица системы в форме D есть 

3 3 3 3 3
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Здесь     обозначает кососимметрическую матрицу 

векторного произведения. Пусть kt  – время окончания 
k -й фазы опоры. Будем использовать нижний индекс 

 k
  для обозначения величин в момент kt . Пусть 

длительность шага будет 1k k kt t    . Переходная 
матрица, и матрица измерений системы в дискретном 
времени k  в форме D может быть записана так: 

2
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Матрица наблюдаемости имеет вид 
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Следствие 2. В форме D инвариантное ненаблюдае-
мое подпространство порождается столбцами матрицы 
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Обратимся к форме F. Уравнения ошибок могут быть 
написаны в двух формах: в динамических ошибках, как в 
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(5), (8), или в полных ошибках, как в (3), (6). Рассмотрим 
первый случай. Матрица системы в форме F имеет вид 

3 3 3 3 3

3 3 3 3

3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0

I p

g v IA B
IC D

I v I

  
               

. 

В дискретном времени k t  переходная матрица и 
матрица измерений системы в форме F будут иметь вид 

2

3 3

1,
3 3

3 3 3

3 3

2
0

0 0

0

k
k

k k
k

k

k

I I g

F I g
H I

I v



 
   

      
  
 

  

. 

Здесь kv  – скорость в конце k -й фазы опоры. Мат-
рица наблюдаемости имеет вид 

 

3 3

1 1, 3 3 1

3 3 1 22 2,

0

0

0

k k

k k k k k

k k kk k k

H I v

H F I g v

I g vH F
  

  

   
         
          

. 

Следствие 3. В случае, когда , kg v  неколлинеарны 
хотя бы в один момент времени k , ненаблюдаемое ин-
вариантное подпространство в форме F порождается 
столбцами матрицы 

3

3

3

0

0
F

I

N

 
   
  

. 

Ненаблюдаемое инвариантное подпространство по-
лучается трехмерным, что неверно. 

Этот результат имеет простое объяснение: когда мо-
дельная горизонтальная скорость не равна нулю, ошибка 
курса попадает в измерения (8), хотя очевидно, что угол 
курса не наблюдается. Легко видеть (показано ниже), что 
условия состоятельности [9] EKF нарушаются. 

Посмотрим на проблемы с механической точки зре-
ния. Если скорость измеряется каким-то внешним датчи-
ком типа глобальной спутниковой навигационной си-
стемы (ГНСС), измерения следует относить к н.с.к., и мы 
получаем форму F; если скорость измеряется каким-то 
внутренним сенсором, например одометром, измерения 
следует относить к п.с.к., и мы получаем форму D. Из 
сказанного выше следует, что измерения ZUPT нужно 
относить к п.с.к. и использовать форму D. 

Отметим некоторые преимущества использования 
динамических ошибок. Во-первых, измерения акселеро-
метров, являющиеся быстро меняющейся функцией вре-
мени, отсутствуют в (5). Во-вторых, матрица перехода 
стационарна. В-третьих, проблемы с наблюдаемостью 
возникают не в динамических уравнениях, а в уравнени-
ях измерений. В-четвертых, уравнения могут быть раз-
ложены на горизонтальный и вертикальный каналы, как 
показано в следующем разделе. 

Ниже, приведя явные формулы для ковариаций, мы 
докажем, что в форме F ковариация ошибки оценки кур-
са не растет во времени, что подтверждает несостоятель-
ность EKF; в форме D ковариация ошибки оценки курса 
растет линейно. 

III. КОВАРИАЦИОНЫЙ АНАЛИЗ 

A. Ковриационый анализ: форма D 

Для теоретического анализа предположим, что дли-
тельность шага k    постоянна, фаза опоры очень ко-

роткая, шумы nr , n  в (3) являются белыми с интенсив-

ностью 2
f , 2

  соответственно. Ошибка измерения ну-

левой скорости n  моделируется случайным вектором с 

нулевым средним и СКО 2
z . Для компактности опустим 

штрихи при обозначении модельных переменных, запи-
сывая 1p  вместо 1p , и т.д. 

Вначале рассмотрим систему (5), (7). Мы можем раз-
бить ее на три слабосвязанных и одну независимую систе-
му уравнений горизонтального движения  2 2 1, ,p v   , 

 1 1 2, ,p v   , курса 3  и вертикального движения 

 3 3,p v  . Поскольку нам интересно горизонтальное 

движение, запишем первые три системы: 

1 1 2 3 3 2

1 2 2 3 3 2 1

2 2

1 1 1

,

,

,

;

p v p p

v g v v r

z v

      
        
  

   



  (9) 

2 2 1 3 3 1

2 1 3 1 1 3 2

1 1

2 2 2

,

,

,

;

p v p p

v g v v r

z v

      
       
  

   



  (10) 

3 3.    (11) 

Системы нестационарны, но периодичны; измерения 
происходят каждые ,kt k  0,1,2,...k  . Рекуррентные 
соотношения для ковариационных матриц x  в стандарт-
ной записи имеют вид: 

 
1 1 1

1

1 1 1 1

,

.

T T
k k k k

T T
k k k k k k k k k k

P FP F GQG

P P P H HP H R HP

  



   

 

  
 (12) 

Здесь k kP  – апостериорная оценка ковариаций в мо-

мент kt  (после ZUPT); 1k kP   – априорная оценка ковари-

аций в момент kt  (до ZUPT). Везде, где возможно, мы 
будем опускать индекс k . Система наблюдаема, если 
ковариационная матрица стремится к стационарному 
решению. Это решение можно найти как стационарную 
точку (12). 

Начнем анализ с (9), (10). Предположим, что пешеход 
идет по горизонтальной поверхности, поэтому 

3 1 2,v v v  и можно пренебречь членами 3 2 3 1,v v   в 
уравнениях для скорости. Опуская уравнения для коор-
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динат (рассмотрим их позже) и пренебрегая ошибкой 
измерения нулевой скорости в уравнениях измерений 
(последнее предположение спорно, т.к. в реальности 
стопа пешехода в фазе опоры совершает 
микродвижения, но без него дальнейшая аналитика не-
возможна), получим: 

1 2 2 3 1

2 2

1 1

,

,

;

v g v r

z v

      
  

 


  (13) 

2 1 1 3 2

1 1

2 2

,

,

.

v g v r

z v

     
  

 


  (14) 

Решение (12) для (13), (14) может быть записано в 
апостериорных оценках ковариаций так: 

 
2

20, 0, 1 4 1 ,
2i j i iv v iP P P 

   

 
       (15) 

В априорных оценках соответствующие ковариации 
имеют вид: 

 
 
 

2 3
2 2

2
2

2
2

1 4 1 ,
2

1 4 3 ,
2

1 4 1 .
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i j
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i

v i
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 (16) 

Здесь i j  и равны 1 или 2. Обозначим 

2
2 2 2 2

2 2 2
, .i

i f j iv
g




      

 
 (17) 

Здесь верхняя черта обозначает среднее значение функ-
ции за шаг. Рассмотрим (11). Система не наблюдаема, 

3 k  – броуновское движение: 


3, 1 1 3,

2 .
k k k k

P P
        

Следствие 4. Для измерения нулевой скорости в 
форме D ковариация ошибки оценки угла курса растет 
линейно. 

B. Ковариационный анализ: форма F 

Кратко рассмотрим форму F, определяемую (5), (8) 
(более детальный анализ проведен в [14]). Как и в случае 
с формой D, мы можем разбить (5), (8) на три слабосвя-
занные и одну независимую систему уравнений в 3 , 

 2 2 1, ,p v   ,  1 1 2, ,p v   ,  3 3,p v   [14]. Для ковариа-

ционного анализа мы опять предположим, что 1 2,v v  ма-
лы в фазе опоры. Отсюда получим: 

Предложение 1. Когда модельная скорость в фазе 
опоры близка к нулю, стационарные значения ковариа-
ций 1 2 2 1, , ,v v     в форме F существуют и определяются 
асимптотическими формулами (15). 

Имея этот результат, мы можем написать уравнения 
измерений в 3  так: 

 

3 3

1 1 2 3

2 2 1 3

2 3
2 2

,

,

,

1 4 1 .
2iv i i

z v v

z v v

g
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 (19) 

Здесь 1v , 2v  могут считаться шумами измерений с 
известными интенсивностями. Снова рассматривая ста-
ционарные решения (12) для (19), опуская члены более 
высокого порядка по 1 2,v v , получим 

3

1 2

1 2
2 2
2 1

v v

v v
P

P P



 
 

 
     

 
 (20) 

Следствие 5. Для измерения нулевой скорости в 
форме F ковариация ошибки оценки угла курса ограни-
чена во времени. Следовательно, соответствующий EKF 
несостоятелен. 

Мы видим, что запись условия нулевой скорости в 
форме D предпочтительна. Этот результат проиллю-
стрирован на рис. 2, где сравнивается СКО ошибки 
оценки угла курса для форм D и F. Траектория (ходьба в 
течение трех минут по прямой вперед и назад) показана 
на рис. 1. Далее будем использовать только форму D. 

 

Рис. 1. Координаты БИНС левой и правой ноги в направлении 1On . 
Это была трехминутная ходьба по прямой туда и обратно. Ошибка в 
конце составила 2,5 м 

 

Рис. 2. СКО курсового угла для форм D и F измерений ZUPT. Ходьба 
вперед-назад в течение трех минут. Видно, что в случае F СКО не 
растет монотонно, что противоречит ненаблюдаемости угла курса 
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C. Ковариации динамичкеских ошибок координат 

Динамические ошибки координат 1 2,p p   не наблю-
даемы и ведут себя как броуновское движение. Чтобы 
найти его параметры, снова обратимся к формулам для 
расчета ковариаций, на этот раз для (9). Возьмем в каче-
стве ковариаций 1 2 1 2, , ,v v     их стационарные значе-
ния, определенные формулами (15). В результате не-
сложных вычислений получим 
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2 2

1 2 1 2

1 3 1 3

2 3 2 3

2 2
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2 2
1 21

2
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2
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p k p k
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 (21) 

Здесь введено обозначение 

22 3

2 2

1 4 1
, 1,2.

4 2 1 4 1

ii
i

i i

Q i
   

 
    

 (22) 

D. Ковариации полных ошибок координат 

Для приложений важны полные, а не динамические 
ошибки координат. По определению 

1 1 2 3 2 2 1 3,p p p p p p          . 

Видно, что ошибка координат зависит от текущих 
значений координат. Для выяснения вида этой связи 
предположим, что пешеход идет вдоль координатной 
оси 1On , то есть 2 ( ) 0p t  . Тогда для серии k  шагов 
(считая начальные ошибки нулевыми) получим: 

 
1 2 1 3 1

2 3 3
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1

2 2
1 1
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0, 0, ,
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p p p p
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P Q k k p p p p

    

    

 

  

      

       
 

 

Здесь p  – среднее по всей траектории ходьбы. 

Следствие 6. Ошибки координат в направлении 
движения не коррелированы с ошибкой курса. Ошибки 
координат в направлении, перпендикулярном направле-
нию движению, коррелированы с ошибкой курса. Коэф-
фициент корреляции 2 3,p   определяется формулой 

   2 3

1

2
22

22
1 1

2 2

1 1 1 1

1p

Q

p p
K

p p p p




 

 
  
   
  
  

. 

Когда пешеход ушел от стартовой точки максималь-
но далеко ( 1 maxp  ), коэффициент достигает максиму-
ма; когда пешеход возвращается к средней точке траек-

тории ( 1 1p p ), коэффициент становится нулевым: 

ошибки оценок координат и курса становятся некорре-
лированными. Отличия ковариаций полных и динамиче-
ских ошибок оценок координат можно видеть на рис. 3. 

 
Рис. 3. СКО полных и динамических ошибок координат в формах D и F. 
СКО полной ошибки координат меняется в зависимости от координаты 
в силу пристутствия члена 

1 3p   в формуле для соответствующей 

ошибки. Движение длилось 3 мин – ходьба по прямой туда и обратно 

IV. DUMP – РЕДУКЦИЯ К КООРДИНАТАМ И КУРСУ 

Редукция порядка системы, примененная в данной 
работе (мы называем эту процедуру DUMP), была пред-
ложена и протестирована многими авторами (см., 
например, [13]). Идея алгоритма состоит в исключении 
из рассмотрения наблюдаемых в результате ZUPT-
коррекции переменных.  

Основания для уменьшения размерности вектора со-
стояния таковы: 

 после ZUPT-коррекции СКО ошибок крена, тан-
гажа и скоростей близки к нулю; 

 ошибки координат и курса ведут себя как бро-
уновское движение; 

 коэффициенты корреляции между первой и вто-
рой группой переменных близки к нулю. 

DUMP-система существует в дискретном времени k , 
где kt  – последний момент k -й фазы опоры. Вектор 

состояния kY  DUMP-системы состоит из координат kp  

и угла курса k  в последний момент k -й фазы опоры. 

A. Уравнения DUMP системы 

Для вывода уравнений DUMP-системы введем си-
стему координат шага (с.к.ш.) с началом в точке с мо-
дельными координатами БИНС в конце k -й фазы опо-
ры, повернутую относительно н.с.к. на модельный 
курс k . 

Пусть 0 ( )p t , 0 ( )v t , 0 ( )q t  – координаты, скорость и 

кватернион в с.к.ш. в момент 1k kt t t   . Эти перемен-
ные могут быть получены решением модельных уравне-
ний с нулевыми начальными условиями по координатам 

0
1( ) 0kp t   , скоростям 0

1( ) 0kv t    и углу курса 
0

1( ) 0kt   . Крен и тангаж 0
1( )kt  , 0

1( )kt   принимают 

значения с предыдущего шага. Обозначим 0 0 ( )k kp p t , 
0 0 ( )k kv v t , 0 0 ( )k kq q t , 0 0 ( )k kt    определенные выше 

XXVII Санкт-Петербургская международная конференция по интегрированным навигационным системам, 2020 г.

46



переменные в конце k -го шага. Вектор состояния 
DUMP-системы в конце 1k  -й фазы опоры вычисляется 
следующим образом: 

  0
1 1 1 1

0
1 1 1 1

, ,

, .
k k k k k k

k k k k k

p p p p R p   

   

   
      

 
   (23) 

Здесь kp  – координаты БИНС в момент kt  в системе 

координат On ;  kR   – матрица перехода от с.к.ш. к 

н.с.к., 1kp 


 – приращение координат, спроектированное 
из с.к.ш. в н.с.к. Введем векторы: 
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Взаимодействие полного и укороченного векторов 
состояния показано на следующей диаграмме: 
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B. Уравнения ошибок DUMP-системы 

Уравнения ошибок DUMP-системы в н.с.к. можно 
записать следующим образом: 

11 1

11

,

.

kk k k k k k k k

kk k k k

p p p p  



      

    

ψ
 

  (24) 

Здесь 0
1 1( )k kk kp R p    

, 1k  – ошибки оценок 

приращений координат и курса за 1k  -й шаг, где 0
1kp   – 

ошибка оценки приращения координат в с.к.ш., 
[0,0, ]T

k k k k  ψ . Из (24) 1 1k k k k k kp p p    , поэтому 

уравнения ошибок можно переписать так: 
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Взаимодействие векторов ошибок оценок полной и 
редуцированной систем показано на диаграмме 
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Здесь kd  – дополнительное измерение, например изме-
рение расстояния между стопами. 

V. КОРРЕКЦИЯ ПО РАССТОЯНИЮ МЕЖДУ СТОПАМИ 

Рассмотрим случай, когда БИНС закреплены на обе-
их стопах пешехода: ,l rp p  – координаты БИНС, за-
крепленных на левой и правой стопах соответственно. 
Идея заключается в использовании информации о том, 
что расстояние между стопами не может превышать 
максимальной длины шага d  [7]. Этот подход проиллю-
стрирован на рис. 4. Мы называем алгоритм коррекции 
DUPT (distance update). Помимо указанной, часто ис-
пользуется и другая информация [15]. 

 

Рис. 4. Принцип DUPT: когда оценка расстояния между стопами 
превышает заданное d, проводится псевдоизмерение || ||l rp p d   

A. Опорные уравнения и уравнения ошибок двух БИНС 

Будем анализировать DUPT в DUMP-форме. Рас-
сматриваются состояния в дискретные моменты време-
ни, соответствующие концу фазы опоры. Поэтому век-
торы состояния левой и правой БИНС соответствуют 
разным моментам времени l

it , r
jt . Объединим эти мно-

жества и получим множество  }kt , где каждый его эле-

мент может соответствовать фазе опоры левой или пра-
вой ноги. Обозначим  ,   множества k , отвечающие 

,l r
i jt t  соответственно. Пусть  

как в (24),

0,

l
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Опорные уравнения БИНС могут быть записаны так: 
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Введем обозначения для ,l r
k kp p  

, ,l r
k k  

: 
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как в (25),
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Уравнения ошибок левой и правой БИНС имеют вид: 
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Обозначим векторы состояния для объединенной си-
стемы двух БИНС в DUMP-форме: 

, ,
l r l
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Обозначим векторы ошибок для объединенной си-
стемы двух БИНС в DUMP-форме 
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Матрица перехода 1,k kF   для уравнений ошибок 

3 3 3 3 3 3 11

1 3 1 3
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0 1 0 0

0 0 ( )

0 0 0 1
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 (28) 

Здесь 3( )   обозначает третий столбец матрицы век-
торного произведения. Легко видеть, что (28) не удовле-
творяет полугрупповому свойству (36). Перепишем 
уравнения ошибок в другой форме (идея взята из [12]): 
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Матрица перехода 1,k kF   примет вид 
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. (29) 

Предложение 2. Новая матрица состояния (29) удо-
влетворяет полугрупповому свойству (36). 

B. DUPT-измерение для расширенного ФК 

Ограничение на расстояние между стопами (DUPT) в 
момент k -й фазы опоры: || ||l r

k kp p d  . Существует 
несколько подходов к использованию этой информации. 
Одни базируются на квадратичном программировании 
[7], другие – на Байесовском методе [6] и т.д. Следуя 
основной цели работы, рассмотрим подход, основанный 
на применении EKF. 

Рассмотрим нетривиальный случай: || ||l r
k kp p d  . 

Запишем DUPT-измерение в виде || ||l r
k k k kp p d  . После 

перехода к ошибкам измерение будет иметь вид 
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где 1 1|| ||l r
k k k k kz d p p    . Уравнение (30) можно пере-

писать в виде 

1 1
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 (31) 

Здесь  3 3 3 1 3 3 3 10 0L I I     , k  – шум, введен-

ный искусственно. 

Предложение 3. Пара 1,( , )k k kF H , определенная (28), 

(31) или (29), (31), не удовлетворяет свойству инвари-
антности ненаблюдаемого подпространства (37). Соот-
ветствующий расширенный ФК несостоятелен. 

 

Рис. 5. СКО ошибки курса в режиме использования одной БИНС и в 
режиме комплексирования двух БИНС 

C. Уравнения DUMP-системы в динамических ошибках 

Чтобы преодолеть несостоятельность расширенного 
ФК с ограничениями на расстояние между стопами, об-
ратимся снова к динамическим ошибкам: 
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Уравнения ошибок примут вид: 
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Матрица перехода примет вид 1, 8 8k kF I  , и 

очевидно, что верно следующее: 

Предложение 4. В динамических ошибках матрица 
перехода удовлетворяет полугрупповому свойству (36). 
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Запишем в динамических ошибках DUPT-измерение 
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 (32) 

Предложение 5. Для DUPT-измерений в форме (32) 
разность координат l rp p  и разность курсов l r   

наблюдаемы. Координаты ,l rp p  и курсы ,l r   по от-
дельности не наблюдаемы. 

Видно, что ненаблюдаемое инвариантное подпро-
странство включает в себя столбцы матрицы 

3 3 3 1

1 3

3 3 3 1

1 3
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0 1
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0 1

k
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Если ,l rp p  меняются во времени, ненаблюдаемое 

подпространство порождается столбцами матрицы kN . 

При этом kN  – постоянная матрица. 

Следствие 7. Пара 1,( , )k k kF H  в динамических ошиб-

ках удовлетворяет полугрупповому свойству и свойству 
инвариантности ненаблюдаемого подпространства. 

Теорема 1. В динамических ошибках EKF для 
DUMP-DUPT-системы удовлетворяет необходимым 
условиям состоятельности фильтра. 

 

Рис. 6. Траектория для пятиминутного трека. Треугольники обозначают 
точки DUPT коррекции 

VI. ЭКСПЕРИМЕНТЫ 

Эксперименты проводились в МГУ им. Ломоносова в 
рамках проекта RuDaCoP Российского исследователь-
ского института компании Huawei. Использовались 
инерциальные измерительные блоки MPU9250. Ошибка 
навигации определялась как разница между начальной и 
конечной точкой замкнутой траектории. В таблице ниже 
представлены осредненные результаты для 5- и 10-
минутных треков. Эксперименты показали небольшое, 

но стабильное улучшение точности при использовании 
формы D. Однако нужно отметить, что многое зависит 
от выбора интенсивностей шума датчиков f  и  , ис-

пользуемых в EKF. 

ТАБЛИЦА 1. 

Средняя ошибка для 5 и 10 минутных треков [м] 
Длительность трека Форма D Форма F 
5 min 13.2 14.6 
10 min 12.5 13.6 

VII. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Проведено аналитическое исследование состоятель-
ности алгоритмов пешеходной навигации с применением 
БИНС, закрепленных на стопах, в рамках определенных 
гипотез. Основной результат – нужно корректно записы-
вать условие ZUPT и измерение для EKF в случае ис-
пользования грубых датчиков. При записи в навигаци-
онной с.к. (как делается обычно) эти уравнения приводят 
к несостоятельному EKF. Предложена состоятельная 
форма ZUPT. Его нужно записывать в приборной систе-
ме координат в динамических ошибках. Отметим также, 
что при использовании динамических ошибок уравнения 
ошибок можно разбить на четыре слабосвязанных си-
стемы для упрощения ковариационного анализа. 

Следуя другим авторам, мы уменьшили порядок 
опорных уравнений и уравнений ошибок, оставив в век-
торе состояния только координаты и угол курса. В таком 
режиме было рассмотрено комплексирование данных 
двух БИНС, прикрепленных к разным стопам, на основе 
биомеханического ограничения на длину шага. Ограни-
чение на расстояние между стопами записано в форме, 
пригодной для EKF. Далее EKF был проверен на пред-
мет состоятельности. Так же как и в случае с ZUPT-
коррекцией, оказалось, что при помощи динамических 
ошибок можно избежать несостоятельности EKF. 

Эксперименты подтвердили теоретические результа-
ты. Однако на практике состоятельный EKF не всегда 
позволяет увеличить точность навигации: в некоторых 
случаях несостоятельный EKF давал лучший результат. 
Это явление требует дальнейшего анализа. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ. СОСТОЯТЕЛЬНОСТЬ EKF 

Рассмотрим задачу оценивания в нелинейной системе 
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k k k k

k k k

X f X q

Z h X r
 

 
 (33) 

Уравнения ошибок EKF имеют вид: 
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Здесь 1, , ,k k k kF G H  – матрицы частных производных, 

зависящие от оценок kX . Ковариации ошибок оценок 
вычисляются по известным формулам: 

1, 1,1
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Определение 1. [9] EKF (при условии соответствия 
матриц шумов ,k kQ R  истинным шумам системы) состо-

ятелен, если вычисленные ковариации kP  равны (или 
близки) к истинным значениям. 

Матрица наблюдаемости на k -м шаге 

1 1,
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k

k k k
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k k k
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H F
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H F
 

 

 
 
 
 
  



Пусть kN  – ненаблюдаемое инвариантное подпро-

странство – ядро оператора kO . 

Предложение 6. [9] EKF состоятелен, если для всех 
k  , 1k kF   удовлетворяет полугрупповому свойству 

, 2 , 1 1, 2k k k k k kF F F      (36) 

и kN  инвариантно во времени: 

1, 1k k k kF N N    (37) 
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Аннотация—В этой публикации рассматривается пер-
воначальная проблема функционирования интегрирован-
ной навигационной системы ИНС/СНС в городских усло-
виях, когда измерения LOS/NLOS могут быть смешанны-
ми и последовательно доступными. Чтобы решить эту 
проблему, несколько алгоритмов фильтрации Калмана 
были исследованы и протестированы на реальной плат-
форме под названием nano-iBB, которая является инте-
грированной системой навигации и записи, разработанной 
лабораторией LASSENA в Монреале. При использовании 
универсального инерциального измерительного модуля с 
девятью степенями свободы и GPS-приемника подход 
«сильносвязанная интегрированная система» был реали-
зован и сравнен для длительной навигации в городе Мон-
реале, в районах с препятствиями и без помех. Экспери-
ментальные данные, собранные из четырех (04) систем 
iBB, использовались для свободного анализа и проверки 
сильносвязанного метода объединения информации для 
интегрированной системы ИНС/GPS. Чтобы достичь это-
го, были приняты различные сценарии и условия наблю-
даемости, которые затем были реализованы в различных 
системах фильтрации Калмана при постобработке. Для 
достижения наилучшего обнаружения NLOS был выбран 
вид камеры «рыбий глаз» для обнаружения областей 
NLOS и выбора наилучших адаптивных или робастных 
нелинейных фильтров для сильносвязанной интеграции. 
Важно отметить, что нет отключения спутников, вместо 
этого были разработаны и применены адаптивные коэф-
фициенты затухания и варианты квадратурных фильтров 
Калмана–Гаусса «H-бесконечность». В ходе испытаний 
интегрированные навигационные системы и регистрато-
ры micro-iBB продемонстрировали хорошие характери-
стики с использованием EKF/UKF фильтров Калмана, а 
затем с гораздо более высокой эффективностью – при ис-
пользовании кубатурных фильтров Калмана высокого 
порядка. Было обнаружено, что он является хорошим 
кандидатом для систем оценки вождения и регистрации 
данных, анализа данных в реальном времени и постобра-
ботки для обнаружения аварийных ситуаций даже в усло-
виях плотной городской среды.  

Ключевые слова—Доплер, ИНС, ГНСС, слияние, филь-
трация Калмана  

I. ВВЕДЕНИЕ 
Интегрированные навигационные системы пред-

ставляют основной интерес для большого навигацион-
ного сообщества. INS считаются основными и главны-

ми навигационными системами во многих навигацион-
ных задачах. В сочетании со вспомогательными навига-
ционными системами благодаря разработке алгоритмов 
объединения информации они становятся мощным ре-
шением для оценки качества навигации. Среди многих 
применений в определенных условиях пешеходная и 
автомобильная навигация в затрудненной среде ГНСС, 
такой как в городских районах с плотной застройкой, 
стала очень сложной. Как правило, спутники ГСНС и 
инерционные модули измерения представляют собой 
современный уровень интеграции такого рода [1, 6]. 
Однако на навигационные системы ГНСС с низкой ви-
димостью и доступностью могут влиять помехи много-
лучевого распространения, а также отсутствие линии 
визирования NLOS [1, 6].  

 
Рис. 1. ИНС / ГНСС связанные системы NOVATEL SPAN-CPT и micro-
iBB на борту лабораторного автомобиля Lassena-ETS в процессе навига-
ции в плотных городских районах города Монреаля 

В течение последних десятилетий с разработкой но-
вого поколения приемников ГНСС для наземных при-
ложений были разработаны различные методы для об-
наружения и смягчения воздействия переотраженных 
сигналов, и они были адаптированы к структуре филь-
трации Калмана, которая необходима для ИНС/ГНСС и 
других датчиков данных для слияния.  

В этой работе были разработаны и реализованы 
адаптивные модифицированные расширенные, сигма-
точечные и кубатурные фильтры Калмана во время ре-
альной навигации и на встроенном анализаторе и реги-
страторе данных привода CDADR (называемом micro-
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iBB, см. рис. 2). Реальные тесты и вождение в городе 
Монреале продемонстрировали эффективность и точ-
ность предлагаемых подходов фильтрации Калмана в 
режимах и конфигурациях сильносвязанных 
ИНС/ГНСС [1, 3–4, 13]. 

Благодаря интенсивным исследованиям было про-
демонстрировано, что сигналы ГНСС являются наибо-
лее подходящими навигационными средствами для 
комплексирования с ИНС. Приемник ГНСС должен 
быть связан с инерциальной навигационной системой 
из-за границы ошибки позиционирования и их свойства 
сходимости во времени. Существуют различные кон-
струкции, которые были исследованы в течение по-
следних двадцати лет, в которых использовались сла-
бые, жесткие, сверхплотные и глубоко связанные под-
ходы. Во всех конфигурациях модель пространства со-
стояний на основе ошибок была принята по разным 
причинам и продемонстрировала свою эффективность в 
большинстве случаев и сценариев. Однако в этой статье 
мы рассмотрим метод прямой фильтрации, введенный в 
[6, 19] для получения преимуществ. Кроме того, мы 
разработали интегрированную навигационную систему 
ИНС/ГНСС Direct Loosely и Direct Tightly, основанную 
на адаптивных алгоритмах EKF/UKF, преимущество 
которой было подтверждено во время нашего вождения 
в городе Монреале в меняющихся густо застроенных 
районах. Исходя из этого, в данной разработке рассмат-
риваются последовательные измерения LOS/NLOS 
ГНСС. Адаптивные EKF/UKF и HCDKF являются про-
изводными для обнаружения и смягчения эффектов 
NLOS благодаря использованию уровней последова-
тельности инноваций и нескольких факторов затухания. 
Слабосвязанные архитектуры проектирования 
ИНС/ГНСС модифицированы в адаптивные формы, 
реализованы в рамках прямой фильтрации «Прямая 
оценка состояния INS». Это новое решение может быть 
непосредственно применено для оценки движения в 
плотной городской среде, а также для надежного обна-
ружения аварийных ситуаций или аварий в очень слож-
ных условиях [6, 19]. 

II. ИННОВАЦИОННАЯ АДАПТИВНАЯ НЕЛИНЕЙНАЯ 
ФИЛЬТРАЦИЯ КАЛМАНА 

Постановка задачи нелинейной фильтрации в ин-
формационном пространстве остается неизменной и 
описывается следующими уравнениями: 

xk= f(xk−1) + vk−1, 
(1) 

zk,m = hm(xk) + nk,m. 

В этой статье вместо разработки байесовской оцен-
ки были использованы 04 фильтра без производных в 
дополнение к фильтру Гаусса–Эрмита–Калмана со сте-
пенью 3, который уже был реализован в литературе (Jia 
et al, 2013):  

 адаптивный надежный расширенный фильтр 
Калмана AEKF; 

 адаптивный робастный сигма-точечный фильтр 
Калмана AUKF; 

 адаптивный робастный фильтр Калмана 3-й сте-
пени на основе правил кубатуры; 

 адаптивный робастный фильтр Калмана 5-й сте-
пени на основе правил кубатуры; 

 адаптивный робастный фильтр Калмана 7-й сте-
пени на основе правил кубатуры. 

Эти нелинейные фильтры более высоких степеней 
предлагаются в качестве превосходных альтернатив 
CKF и UKF, например, в [13, 17, 19, 22, 23]. Даже не-
смотря на многочисленные результаты моделирования 
в различных публикациях, которые были выполнены с 
теоретически обоснованным преимуществом свободных 
производных фильтров с кубатурой высокой степени, 
критерии селективности не обсуждались. Как выбрать 
квадратурные точки и градусы, все еще остается слож-
ной задачей нелинейной оценки. В этой статье мы пред-
ставляем обобщенный алгоритм квадратурного фильтра 
с функциями генерации нескольких квадратурных точек, 
основанных на одновременных критериях степени нели-
нейности и степени размерности состояния. 

III. ВНУТРЕННЯЯ / СИЛЬНОСВЯЗАННАЯ  
БЕСПЛАТФОРМЕННАЯ ИНС / ГНСС (SINS) 

Схему бесплатформенной ИНС можно увидеть на 
рис. 2, как описано в [3, 4]. IMU (инерциальный изме-
рительный модуль), состоящий из акселерометров и 
гироскопов, объединяется с приемником GPS  (ГНСС) с 
использованием свободно или сильносвязанных подхо-
дов. Оба метода обусловлены распространением сигна-
лов и городской средой, которая, как предполагается в 
нашей работе, обнаруживается и идентифицируется с 
помощью камер «рыбий глаз». [4, 13, 16]. 

 
Рис. 2. Свободно и тесно связанная система интеграции ГНСС / SINS 

1) Формулировка проблемы. Из-за степени наблюдае-
мости при использовании приемников ГНСС, а также из-
за наблюдаемых состояний навигации становится воз-
можным разработать оценку полного состояния с исполь-
зованием алгоритмов фильтрации Калмана для объедине-
ния между датчиками инерциального модуля и приемни-
ками ГНСС. Магнитометры также могут быть использо-
ваны для оценки курса автомобиля и обнаружения ано-
малий магнитного поля. Таким образом, объединение 
нескольких датчиков можно интегрировать с ИНС/ГНСС 
путем увеличения числа состояний и изменения нелиней-
ных функций измерения. Кроме того, мы рассматриваем 
четыре (04) различных устройства micro-iBB, например, 
мы можем реализовать объединение данных между этими 
интегрированными системами и определить, какое из них 
следует отклонить, а какое – принять.  

A. Инерциальная модель пространства состояний с дис-
кретным временем  
Уравнения механизации ИНС хорошо известны для 

интеграции состояний навигации, таких как позиция, 
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скорости и углы ориентации в рамках задачи навига-
ции. Можно рассматривать и реализовывать уравнения 
с (2) по (14), чтобы получать состояния навигации из 
кинематических уравнений с дискретным временем на 
основе выходов гироскопов и акселерометров. Важно 
отметить, что в зависимости от транспортного средства 
и его соответствующей динамики могут быть выбраны 
разные модели интеграции ориентации, такие как пред-
ставление кватернионов или представление и интегра-
ция углов Эйлера. Обе модели эффективны с преиму-
ществами кватернионного алгебраического математи-
ческого представления, используемого, чтобы избежать 
сингулярности, встречающейся в формулировке отно-
шения Эйлера. Таким образом, путем интегрирования 
скорости мы получаем положение транспортного сред-
ства в локальной системе навигации. Более подробную 
информацию можно найти в [13, 17]:  

Теперь, используя косинусную матрицу направле-
ния, можно рассчитать измерения, выраженные в нави-
гационной системе (восток–север–вверх): 

ଵିܦ = ൦
0 ଵ

ோಾା
0

ଵ
(ோಿା) ୡ୭ୱఝ

0 0
0 0 1

൪,                  (2) 

 
(݇)ݎ̇ = ݇)ݎ̇ − 1) + (݇)ܥ) ∙ ܽ(݇) − ݃⃗) ∙  (3)      ,ݐ∆

 
(݇)ݎ = ݇)ݎ − 1) + ଵିܦ ∙ (̇()ା̇(ିଵ))

ଶ
∙  (4)          .ݐ∆

Значение Cb
n(k) распространяется с использованием 

уравнения [1] 

(݇)ܥ = ݇)ܥ − 1)ஐౘౘ (୩)∙∆୲,              (5) 
 

Ω୬ୠୠ (k) = [ωୠ(k) ×] = 
0 −ω(k) ω୷(k)

ω(k) 0 −ω୶(k)
−ω୷(k) ω୶(k) 0

.          (6) 

 

  
Тогда решение уравнения (4) можно выразить, как в 

[1], 

݁ஐ್್ ∙∆௧ = ܫ ୱ୧୬	(‖ఠ∆்‖)‖ఠ‖
Ω + (ଵି௦(‖ఠ∆்‖)

‖ఠ‖మ
൫Ω ൯ଶ   (7) 

или по формуле Паде: 

(݇)ܥ = ݇)ܥ − 1) ∙ ଶூయ×యାஐ(୩)
ଶூయ×యିஐ(୩)

                  (8) 

где wx, wy и wz – оси X, Y и Z измерений гироскопов с b-
рамой соответственно. Наконец, если Cb

n отклоняется 
от нормы, применяют два различных подхода к оценке 
ориентации и то, что обычно называется AHRS (Спра-
вочная система указателей ориентации). Затем можно 
построить оценку состояния (фильтр Калмана) или 
расширенный фильтр Калмана в зависимости от модели 
пространства состояний, созданной и принятой в про-
екте интеграции между ИНС и ГНСС. Таким образом, 
как можно заметить в уравнениях (9)–(14), вместо пред-
ставления углов Эйлера выбирается ориентация на ос-
нове дискретного временного кватерниона, что дает 

преимущество в исключении случаев сингулярности, 
например, при использовании углов Эйлера [12].  

 

Рис. 3. Регистратор данных и навигационные системы в режиме реально-
го времени: четыре (04) системы micro-iBB, разработанные в Lassena-ETS 

 

Рис. 4. Четыре (04) системы данных в реальном времени, записанных 
навигационными системами micro-iBB: сделано в Лассена-ETS 

Ниже описаны все кинематические уравнения с дис-
кретным временем, используемые в настоящей задаче 
слияния датчиков: 

ାଵݍ = ݍ +
ଵ
ଶ
ቂ2 ቀܿݏ ‖ఠ‖

ଶ
− 1ቁܫ + ଶ

‖ఠ‖
݊݅ݏ ‖ఠ‖

ଶ
ܵ(‖߱‖)ቃݍ,   (9) 

ݒ∆ = ܴ ݂∆ݐ − ൫2Ω୧ୣ୪ +Ωୣ୪୪ ൯ܸ∆ݐ + ݃∆(10)    ,ݐ 

ାଵݒ = ݒ +
ଵ
ଶ
൫∆ݒ + ାଵݒ∆ ൯	,              (11) 

߮ାଵ = ߮ +
ଵ
ଶ
ൣ௩,ೖା௩,ೖశభ൧

ோಿା
 (12)               ,ݐ∆

ାଵߣ = ߣ +
ଵ
ଶ
ൣ௩,ೖା௩,ೖశభ൧
(ோಿା)௦ఝ

 (13)               ,ݐ∆

ℎାଵ = ℎ +
ଵ
ଶ
൫ݒ௨, +  (14)             .ݐ∆௨,ାଵ൯ݒ

В ходе этой работы рассматривались различные 
наблюдаемые сценарии с использованием измерения 
положения, скорости и курса от приемников ГНСС. 
Интересные результаты были получены с адаптивными 
формами расширенного фильтра Калмана EKF и сигма-
точечного фильтра Калмана. Особенно когда объедине-
ние датчиков было реализовано с использованием ме-
тодов прямой фильтрации с применением свободно и 
сильно связанной методологии. Различные условия 
наблюдаемости при последовательном измерении 
LOS/NLOS сделали эту работу сложной и интересной в 
связи с новыми результатами, полученными по резуль-

XXVII Санкт-Петербургская международная конференция по интегрированным навигационным системам, 2020 г.

53



татам длительной навигации в Монреале из-за частого 
простоя с очень многочисленными неблагоприятными 
для движения  зонами.  

IV. МОДЕЛИ ПРОСТРАНСТВА СОСТОЯНИЙ И ИЗМЕРЕНИЙ 
Для реализации модели пространства состояния 

ошибки ИНС остаток, который состоит в разнице меж-
ду измеренными псевдодальностями GPS (ГНСС) – из-
мерениями доплеровского сдвига и предсказанными 
диапазонами с доплеровскими скоростями сдвига [8–
19] от распространения ИНС, описывается следующим 
уравнением: 

ܼ =

⎣
⎢
⎢
⎢
ேௌௌீߩ⎡

ଵ − ூேௌଵߩ

ேௌௌଵீߩ̇ − ூேௌଵߩ̇

⋮
ேௌௌீߩ − ூேௌߩ

ேௌௌீߩ̇ − ூேௌߩ̇ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤



+ ݒ .                     (15) 

Примечание: где Zk+1 – обновление измерений в 
фильтре Калмана, ܵܵܰܩߩ, ,ܵܵܰܩߩ̇  ܵܵܰܩߩ̈   представляют 
диапазон измерения позиции и диапазон измерения 
скорости спутника GNSS n; ܵܰܫߩ̈ ,,ܵܰܫߩ̇ ,,ܵܰܫߩ – это про-
гнозируемые соответствующие значения, основанные 
на уравнениях механизации ИНС и положении спутни-
ка ГСНС на орбите (SGP4-TLE). Как видно на рис. 4, 
адаптивные фильтры, основанные на обнаружении и 
селективности LOS/NLOS, разрабатываются, когда не-
линейные измерения представляют диапазоны и скоро-
сти яркости.  

A. Методы анализа видимости небесной маски  
В этой работе было выбрано несколько опорных то-

чек для анализа видимости спутника и обнаружения 
линии прямой видимости (NLOS). Как описано и разра-
ботано в [30, 31, 32, 34], обработка «рыбий глаз» функ-
ционирует так.  

Обработка изображения неба «рыбий глаз». Далее, 
чтобы спроецировать видимость спутника на бинаризо-
ванное изображение «рыбий глаз», важно рассчитать и 
спроецировать спутники GPS (ГНСС) на локальные 
координаты восток–север–верх (ENU), выбрав проис-
хождение в месте расположения камеры «рыбий глаз» 
(во время испытаний или во время применения вирту-
ального искажения). Позиции спутников и параметры 
орбиты получены из файлов TLE, доступны онлайн. 
Затем вторым шагом является преобразование коорди-
нат ECEF в локальные координаты ENU с использова-
нием следующих уравнений: 


௦௧,ாேݔ
௦௧,ாேݕ
௦௧,ாேݖ

൩ = ாாிாேܥ 
௦௧,ாாிݔ − ,ாாிݔ
௦௧,ாாிݕ − ,ாாிݕ
௦௧,ாாிݖ − ,ாாிݖ

൩, 

где Cாாிாே  – матрица вращения, обозначенная как 

. 

Примечание: x0, y0, z0, λ0; и φ0 – входное местопо-
ложение в ECEF и геодезические координаты соответ-
ственно. Наконец, необходимо преобразовать положе-
ния спутника из ECEF в азимут azsat и углы elsat возвы-
шения, как описано ниже: 

௦௧ݖܽ = arctan	(ݕ௦௧,ாே/ݔ௦௧,ாே), 

݈݁௦௧ = arctan	(ݖ௦௧,ாே/ටݔ௦௧,ாேଶ + ௦௧,ாேଶݕ ). 

Затем спутники в зоне видимости наносятся на то 
же изображение неба, которое дает камера «рыбий 
глаз». Затем видимость подтверждается сравнением 
пикселей в бинаризованном изображении вида неба. 
Следуя методам, разработанным авторами в [30, 34], 
можно построить вид неба «рыбий глаз» в любом месте, 
используя Google Earth или другой API, такой как вид 
карты улиц.  

Алгоритмы обработки изображений [34]: 

1) Морфологическая обработка изображений. Этот 
шаг помогает очистить изображение от любых неболь-
ших объектов, которые могут повлиять на процесс сег-
ментации.  

2) Сегментация Канни. Как показано на рис. 7 и 8, 
обнаружение границ широко выполняется с помощью 
алгоритма детектора Канни. Это было использовано в 
нашем процессе обнаружения линий. 

3) Обнаружение грубых линий. Преобразование Хафа 
используется для обнаружения линий на изображениях. 
Существуют различные версии, которые можно исполь-
зовать, такие как линейное преобразование Хафа, цикли-
ческое преобразование Хафа и обобщенное преобразова-
ние Хафа для любого обнаружения края или кривой. 
Преобразование Хафа становится более надежным и 
мощным методом в сочетании с алгоритмом фильтрации 
Калмана в пространстве параметров Хафа.  

4) Морфологическое вскрытие: дополнительная шу-
моподавляемость сегментированных изображений.  

5) Операция заливки. Изменяет цвет определенного 
региона на черный, пока не будет найден край. Эта опе-
рация помогает окончательно определить область от-
крытого неба из зон NLOS. Более подробная информа-
ция приведена в [34].  

1. Обнаружение NLOS 
В этой статье мы предполагаем, что обнаружение 

NLOS улучшено за счет интеграции камеры «рыбий 
глаз» и визуальных датчиков, чтобы улучшить селек-
тивность лучшей навигационной архитектуры: слабо- и 
сильносвязанная при стандартных и/или адаптивных 
конструкциях. Как показано на рис. 5, предложенная 
авторами в [33, 34] конструкция была воспроизведена с 
модификацией и адаптацией детектора NLOS. Фактиче-
ски мы предлагаем решить проблему NLOS, используя 
адаптивные нелинейные фильтры с функцией повтор-
ного взвешивания. Кроме того, для этого применения 
разработано использование ܪஶ -EKF, UKF, CKF и 
GHKF. Цель состоит в том, чтобы выполнить наилуч-
шее обнаружение без отклонения спутников от различ-
ных совокупностей ГНСС. И компенсировать смещения 
(после оценки) эффектов NLOS.  
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2. Преобразование Хафа [37] 
Поскольку мы предполагаем, что преобразования 

Хафа недостаточно для отслеживания линий, кривых, а 
только для обнаружения, EKF и другие алгоритмы не-
линейной фильтрации связаны с преобразованием Ха-
фа. Следующие параметры ߩ , ߠ  для 1 ≤ ݅ ≤ ݊  каждой 
линии и их движение (поступательное и вращательное) 
затем оцениваются. Эти параметры рассматриваются 
как центр вращения (x; y); скорость вращения ω и по-
ступательная скорость (u; v). Состояния в последующие 
моменты времени, которые мы можем определить с 
помощью следующих уравнений, таких как предложен-
ные в [37]: 

.

 
Линейные параметры преобразования Хафа затем 

оцениваются непрерывно, как указано ниже: 

mt= [ρ1,t,θ1,t,...,ρn,t,θn,t]T = h(st). 
Поскольку возникает нелинейность, для этой реали-

зации необходимы по крайней мере EKF или лучшие 
алгоритмы, свободные от нелинейных производных. 
Для справки: уравнения EKF подробно представлены 
авторами в [37] и у Уэлча и Бишопа [38]. Это приводит 
к определению следующих векторов: 

௧ݓ = ௨ߝൣ , ௩ߝ , ఠߝ , ఘభߝ , ఏభߝ ఘߝ… , ఏ൧ߝ
்
 и 

௧ݒ = ൣ ఘ݁భ , ݁ … ఘ݁ , ݁ఏ൧
்
. 

Предполагается, что все эти члены ошибки являются 
независимыми, с нулевым средним и гауссовскими. 
Однако из-за высокой степени нелинейности, возмож-
ной во время обработки изображения и обнаружения и 
отслеживания нелинейных кривых, исследуются усо-
вершенствованные версии фильтров с нелинейными 
производными, таких как UKF, CDKF, CKF, CKF с бо-
лее высокими степенями и другие.  

B. Разработка адаптивных алгоритмов SPKF 
В методах сигма-точечной фильтрации Калмана 

разработан неоптимальный коэффициент затухания ߣ୩, 
чтобы уменьшить усилие фильтра на исторических 
данных измерений, чтобы остаточная последователь-
ность всегда поддерживалась ортогональной.  

 

Рис. 5. Селективность камеры «рыбий глаз» NLOS для адаптивных нели-
нейных фильтров, применяемых к интегрированной навигационной си-
стеме ИНС/ГНСС с сильной взаимосвязью (адаптивный вариант кон-
струкции разработан в [36]) 

 

Рис. 6. Вид неба в центре Монреаля, для которого в качестве примера 
была разработана обработка изображений 

 

Рис. 7. Результаты детектора краев Канни с последующим линейным 
преобразованием Хафа для онлайн-обнаружения линий и отслеживания. 
На правом рисунке точки, обнаруженные в пространстве Хафа, представ-
лены квадратами 

 

Рис. 8. Дополнительные результаты детектора краев Канни с последую-
щим линейным преобразованием Хафа с настройкой различных парамет-
ров для лучшего обнаружения линий в режиме онлайн и отслеживания. 
На правом рисунке точки, обнаруженные в пространстве Хафа, представ-
лены квадратами 

Таким образом, можно определить прогнозируемую 
ошибку ковариационной матрицы после включения 
коэффициента затухания, как указано ниже: 

Pk|k−1 = λkFk|k−1Pk−1F
kT|k−1 + Qk−1.   (16) 

Затем коэффициент затухания (или вариант с не-
сколькими коэффициентами затухания)	ߣ୩ определяется 
по ортогональному принципу, разработанному автора-
ми в [28]: 

ߣ = ൜ܿߙ , ܿߙ ≥ 1
1, ܿߙ < 1 , ܿ =

௧[ேೖ]
௧[ெೖ]

,                   (17) 

где (1) обозначает коэффициент пропорциональности 
коэффициента затухания, который является константой и 
может быть предопределен предшествующим знанием: 

ܰ = ܸ ܳ|ିଵ்ܪ− −  ,                   (18)ܴߚ

ܯ = |ିଵܨܪ ܲିଵܨ|ିଵ்  ,்ܪ
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ܸ = ቊ ଵ்ߝଵߝ , ݇ = 0
ߩ ܸିଵ ܸ ܸ

் , ݇ ≥ 1
,      (19) 

где Vk обозначает ковариационную матрицу последова-
тельности остаточных ошибок, β представляет коэффи-
циент смягчения остаточной последовательности, этот 
параметр используется для повышения точности оценки 
состояния и особенно гладкости, обычно = 4,5 [28]. ρ 
является коэффициентом затухания, удовлетворяющим 
некоторым условиям: ρ обычно устанавливается рав-
ным 0,95 [29].  

C. Гауссовская многократная квадратурная фильтра-
ция Калмана  
1) Шаг обновления времени. Предположим, что в 

момент времени k известна функция апостериорной 
плотности: 

ܲିଵ/ିଵ = ඥ ܲିଵ/ିଵ(ඥ ܲିଵ/ିଵ)் .             (20) 

Квадратурные точки ൛ ܺ,ିଵ/ିଵൟୀଵ


приведены в 
уравнении (23). Квадратный корень матрицы – это 
нижний треугольный фактор Холецкого, представлен-
ный в уравнении (24). Оценка среднего значения про-
гнозируемого состояния и оценка ковариации прогно-
зируемой ошибки приведены в уравнениях (25) и (26) 
соответственно: 

ܺ,ିଵ/ିଵ = ඥ ܲିଵ/ିଵߦ +  ොିଵ/ିଵ,            (21)ݔ

ܺ,ିଵ/ିଵ	
∗ = ݂ ൬ܺ,ିభೖିଵ

, ,ିଵݑ ݇ − 1൰,          (22) 

ො/ିଵݔ = ∑ ߱ ܺ,/ିଵ
∗

ୀଵ ,                   (23) 

௫ܲೖ
ି =߱ ܺ,/ିଵ

∗


ୀଵ

	 ܺ,/ିଵ
் − ො/ିଵ்ݔො/ିଵݔ +ܳିଵ. 

(24) 

Факторизация Холецкого ܲ/ିଵ, квадратурные точ-
ки ܺ,/ିଵ, прогнозируемое измерение ܻ,/ିଵ, среднее 
прогнозирование ݕො/ିଵି , ковариационная матрица ин-
новаций, ܵ/ିଵ , кросс-ковариационная матрица 
௫ܲ௬,/ିଵ , квадратурное усиление Калмана Wk, состоя-

ние ݔො  и ковариация ошибок ܲ/  обновляются следу-
ющим образом: 

ܲ/ିଵ = ඥ ܲ/ିଵ(ඥ ܲ/ିଵ)் ,               (25) 

ܺ,/ିଵ = ඥ ܲ/ିଵߦ +  ො/ିଵ,             (26)ݔ
ܻ ,/ିଵ = ℎ( ܺ,/ିଵ),                       (27) 

ො/ିଵିݕ = ∑ ߱ ܻ,/ିଵ

ୀଵ  ,                  (28) 

ܵ/ିଵ = ∑ ߱ ܻ,/ିଵ ܻ,/ିଵ
் −

ୀଵ ො/ିଵ்ݕො/ିଵݕ +ܴ ,	  
(29) 

௫ܲ௬,/ିଵ = ∑ ߱ ܺ,/ିଵ	 ܻ,/ିଵ் −
ୀଵ ்,ො/ିଵݕො/ିଵݔ     (30) 

ܹ = ௫ܲ௬,/ିଵܵ/ିଵିଵ ,                          (31) 
ොݔ = ො/ିଵݔ + ܹ(ݕ −  ො/ିଵ),             (32)ݕ
ܲ/ = ܲ/ିଵ − ܹܵ/ିଵ ܹ

் .               (33) 

V. H∞ НЕЛИНЕЙНЫЙ АЛГОРИТМ ФИЛЬТРАЦИИ  
xk – вектор состояния, который включает перемен-

ные состояния инерциальной навигации w; f(·) – функ-

ция перехода нелинейного состояния; uk – вектор входа 
системы; zk – вектор измерения, включая положение 
GNSS, скорость или псевдодиапазон ГНСС и скорость 
псевдодальности; h(·) – векторная функция измерения, 
wk и vk – системные шумы и помехи измерения с кова-
риационными матрицами Qk и Rk соответственно. Это 
зависит от того, какой метод соединения был использо-
ван: подход со слабой или сильной связью.  

Структура фильтрации ܪஶ  от неопределенности. 
Цель фильтра H∞ – получить оценку состояния, мини-
мизируя следующую функцию стоимости: 

ஶܬ =
∑ (‖௫ೖି௫ොೖ‖ಾೖ

మಿషభ
ೖసబ

‖௫బି௫ොబ‖ೊబ
మ ା∑ (‖ఠೖ‖ೂೖ

మ ା‖ೖ‖ೃೖ
మಿషభ

ೖసబ ))
.            (34) 

Определяя эту новую функцию стоимости, обычный 
фильтр Калмана может быть модифицирован и преоб-
разован в надежную версию. Характеристики и надеж-
ность новых переформулированных и производных 
фильтров становятся более согласованными и сходя-
щимися при больших начальных состояниях неопреде-
ленности или во время негауссовых процессов и/или 
шумов измерения, изменяющихся во времени. Потому 
что вышеописанная проблема оптимизации, как извест-
но, является сложной для решения. Альтернативное 
решение – вывести верхнюю границу и оценить состоя-
ние при этих ограничениях: 

J∞ < γ2, (35) 
где γ – производительность, что должна быть выведе-
на. Следовательно, возникает следующее уравнение: 

ܬ = − ଵ
ఏ
ݔ‖ − ො‖బݔ

ଶ +∑ ݔ‖) − ො‖ெೖݔ
ଶ −ேିଵ

ୀ
ଵ
ఏ
(‖߱‖ொೖ

ଶ + ‖݊‖ோೖ
ଶ )) < 1.     (36) 

Кроме того, исходная задача оптимизации затем ре-
шается путем принятия следующей минимаксной задачи: 

∗ܬ = min௫ොೖmax௫బ,ఠೖ,ೖ  (37)                       .ܬ

Фаза обновления времени кубатурного фильтра ܪஶ 
(CHܪஶF) в следующем только уравнении обновления 
измерений описывается и задается как 

௭ܲ௭ = ܪ ܲ|ିଵܪ் +ܴ , 
ܭ = ௫ܲ௭ ௭ܲ௭

ିଵ, 
ො|ݔ = ො|ିଵݔ ݖ)ܭ+ − ℎ൫ݔො|ିଵ൯),             (38) 
|ିଵࡼ = |ିଵିଵࡼ ࡴିଵࡾ்ܪ+ −  .࣑ଶିߛ

Применив описание фильтра Калмана к описанному 
выше CHܪஶF, можно легко разработать несколько вер-
сий нелинейных фильтров ܪஶ. В конце несколько вер-
сий, включая фильтры UKF ‒ܪஶ, CDKF ‒ܪஶ, CKF ‒ܪஶ, 
GHKF ‒ܪஶ, разработаны и применены к соответству-
ющей проблеме, описанной в этом документе.  

VI. ИЗМЕРЕНИЕ ДИАПАЗОНА LOS/NLOS 
На основе математических моделей, приведенных в 

литературе, удалось построить адаптивную и очень 
надежную навигационную систему, реализованную на 
устройствах micro-iBB (ИНС/GPS и другие датчики). 
Эта система была разработана для оценки вождения и 

XXVII Санкт-Петербургская международная конференция по интегрированным навигационным системам, 2020 г.

56



записи данных о движении в случае опасного динами-
ческого поведения транспортного средства или анализа 
данных об авариях, проведенного экспертами и страхо-
выми компаниями.  

A-модель и измерение состояния (1). Смещение 
спутниковых часов и ионосферные ошибки можно рас-
считать из навигационного сообщения спутника, а по-
грешность тропосферы также можно оценить с помо-
щью соответствующей модели [25]. Следовательно, 
после исправления всех ошибок, кроме ошибок часов 
приемника, исправленные псевдодальности 

ௌீߩ = ݎ‖ − ‖ௌீݎ + ௌீܾߜ + ௌ,ఘீߝ .                        (39) 

 

Рис. 9. Данные GPS-приемника во время навигации в центре Монреаля в 
плотной городской среде 

 

Рис. 10. Четыре (04) INS / GPS-рекордера траектории iBB в центре Мон-
реаля в плотной городской среде и тяжелых ситуациях NLOS 

В этой работе реализованы самые последние алго-
ритмы NLF: CKF, CKF высокой степени и GHKF с раз-
личными степенями. Основная идея предлагаемого 
нами решения заключается в рассмотрении слияния 
между слежением и навигацией, как это было предло-
жено в [22–32]. Модель пространства состояний может 
быть выражена как совместная задача отслеживания и 
навигации с помощью комбинации моделей дальности 
и скоростей дальности, описанных в [22–23]. Средне-
квадратичная ошибка (RMSE) оценки состояния ис-
пользуется для измерения производительности алго-
ритмов нелинейной фильтрации слежения, а также ме-
тодов навигационной фильтрации и слияния. Средне-
квадратическое значение положения определяется в 
такой форме, как 

ොݔ)ܧܵܯܴ , (ොݕ = ටଵ
ே
∑ ݔ)] − ො)ଶݔ + ݕ) − ො)ଶ]ேݕ
ୀଵ .   (40) 

Основываясь на уравнениях (3) и (4), можно опреде-
лить матрицу Якоби функции измерения, приведенную 
в уравнении (40). Кроме того, можно создавать непря-
мые и прямые интегрированные навигационные систе-
мы ИНС/Range-Doppler, используя измерение дально-
сти, измерение доплеровского сдвига (диапазон скоро-
сти) и/или измерение доплеровской скорости (Range 
rate-rate), которое рассматривается в другой работе.  

VII. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ВАЛИДАЦИЯ ИНТЕГРИРО-
ВАННОЙ НАВИГАЦИОННОЙ СИСТЕМЫ ИНС/ГНСС 

В этой экспериментальной работе интеграция между 
приемниками ИНС и ГНСС была реализована с исполь-
зованием адаптивных нелинейных фильтров: EKF, UKF 
и HCKF. Во время ситуаций и сценариев NLOS новая 
система была способна поддерживать возможности по-
зиционирования и навигации автомобиля Lassena в те-
чение длительного периода навигации в центре Монре-
аля. Параллельные слабо- и сильносвязанные подходы 
были реализованы с использованием подходов прямой 
фильтрации, что отличается от стандартной реализации 
модели пространства состояний ошибок. Было проде-
монстрировано, что, когда приемник находился между 
высокими зданиями и с ограниченной видимостью 
спутника, адаптивные фильтры работали хорошо по 
сравнению с единственным решением GPS или траек-
торией дрейфа INS. Поскольку устройства micro-iBB 
были разработаны в LASSENAETS для оценки вожде-
ния, предлагаемое решение поддерживает эксплуатаци-
онные условия в сильно затрудненных районах в плот-
ной городской среде. На рис. 11–18 можно наблюдать 
эффективность предложенных фильтров в оценке пози-
ции и курса.  

 

Рис. 11. Множественные квадратурные фильтры Калмана: результаты 
оценки EKF, UKF, CKF, HCKF для двумерного положения и курса авто-
мобиля Лассена 

 

Рис. 12. Множественные адаптивные квадратурные фильтры Калмана: 
EKF, UKF, CKF, HCKF (видны только EKF, UKF). Результаты оценки 
курса в градусах автомобиля Лассена 
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Рис. 13. Реконструкция трехмерного маршрута в зоне препятствий во 
время навигации в городе Монреале с использованием адаптивного 
EKF/UKF 

 

Рис. 14. Зона 1 – наилучшие траектории, отфильтрованные по INS/GPS, в 
центре Монреаля в плотной городской среде с полной ситуацией LOS 

 

Рис. 15. Зона 2 – наилучшие траектории, отфильтрованные по INS/GPS, в 
центре Монреаля в плотной городской среде с ситуацией LOS/слабая 
NLOS 

 

Рис. 16. Зона 3 – наилучшие траектории, отфильтрованные по 
INS/GPS, в центре Монреаля в плотной городской среде с последова-
тельной ситуацией LOS/NLOS 

 

Рис. 17. Зона 4 – наилучшие траектории, отфильтрованные по INS/GPS, в 
центре Монреаля в плотной городской среде с ситуацией NLOS 

 

Рис. 18. Зона 5 – наихудшие траектории, отфильтрованные по INS/GPS, в 
центре Монреаля в плотной городской среде с ситуацией NLOS 

VIII. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
После анализа наблюдаемости, траектории и видимо-

сти спутников ГНСС вычисление дальности/дальности в 
качестве вектора измерения, извлеченного из созвездий 
ГНСС, было обработано и интегрировано с навигацион-
ными данными состояния ИНС, что позволяет привести 
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следующие важные достижения в последовательном из-
мерении LOS/NLOS из-за высокой плотности городской 
среды: 1) улучшение точности на 5-20 м без каких-либо 
обширных вычислительных ресурсов; 2) UKF работает 
лучше, чем EKF, особенно в оценке курса, с возможно-
стью разработки алгоритмов с использованием трехмер-
ной модели с использованием множества ограничений, 
включая высоту и положение здания на карте во время 
навигации; 3) Интеграция нескольких конструкций 
ИНС/ГНСС слабосвязана для возможного глобального 
объединения данных в будущем. 
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Abstract—Данная статья посвящена синтезу алгоритма 
комплексирования радиоизмерений от угломерно-
дальномерной СШП навигационной системы с измерения-
ми от инерциальной системы, на которой реализован алго-
ритм пешеходного счисления пути. Основные формулы 
алгоритма приведены во второй секции работы («Синтез 
алгоритма»). Во введении приведен обзор существующих 
подходов к локальной навигации и доказана актуальность и 
целесообразность проведенных исследований, о которых 
идет речь в статье. В четвертой секции («Эксперимент») 
настоящей статьи предложена и определена количественно 
по результатам эксперимента метрика, характеризующая 
точность синтезированного комплексного алгоритма.  
В секции «Экспериментальный стенд» показано оборудова-
ние, на котором был проведен эксперимент, подтверждаю-
щий правильность работы синтезированного алгоритма. 

Keywords—локальная навигация внутри помещений, 
комплексирование, СШП, угломерно-дальномерная систе-
ма, пешеходная инерциальная навигация 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Сегодня подавляющее большинство задач навигации 

можно разделить на две большие группы: позициониро-
вание в открытом пространстве и позиционирование 
внутри закрытых помещений. Задачи первого типа ха-
рактеризуются доступностью сигналов ГНСС, и навига-
ционные системы на базе ГНСС и их дополнений явля-
ются де-факто стандартом позиционирования для дан-
ных приложений [1]. В задачах второго типа осуще-
ствить прием ГНСС-сигналов невозможно и, как прави-
ло, точности позиционирования с помощью НАП ГНСС 

недостаточно. Ввиду этого задачи позиционирования 
внутри помещений решаются с помощью локальных 
навигационных систем на базе различных технологий. 
Выбор конкретной системы обуславливается целесооб-
разностью применения той или иной технологии для 
определенных задач позиционирования.  

На сегодняшний день наиболее известны следующие 
решения задачи позиционирования внутри помещений: 

 оптические системы, 

 ультразвуковые системы, 

 узкополосные радиосистемы, 

 сверхширокополосные радиосистемы, 

 инерциальные системы, 

 одометрические системы, 

 магнитометрические системы. 

Существуют два наиболее распространенных вари-
анта оптических систем позиционирования. Первый из 
них – это система на базе лидаров [2]. Лидар, по сути, 
является лазерным дальномером, осуществляющим из-
мерение расстояния до препятствий вокруг по задержке 
светового луча. В наиболее сложном исполнении данное 
устройство сканирует окружающее пространство за счет 
вращающихся конструкций систем зеркал. В таких си-
стемах навигация реализуется обзорно-сравнительным 
методом с применением подходов SLAM, в которых по-
требитель производит съем профиля помещения, одно-
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временно строя карту помещения и позиционируя себя в 
ней. Также известны оптические системы, применяемые 
в основном в индустрии захвата движений, в которых 
отслеживается перемещение маркеров с помощью не-
скольких видеокамер, располагаемых на известных рас-
стояниях между ними [3]. Маркеры закрепляются на теле 
человека и могут быть как пассивными и представлять 
собой ретрорефлектор или катафот с высокой отражаю-
щей способностью, так и активными, являющимися, по 
сути, диодами высокой яркости. Данный вариант оптиче-
ских систем относится к позиционным, и навигация осу-
ществляется угломерным методом. Оптические системы 
обладают высокой точностью позиционирования, но в то 
же время страдают от чрезмерно яркого освещения в по-
мещении и не могут функционировать при заслонении 
устройств. Кроме того, стоит отметить, что для работы 
системы на базе лидаров не требуется предварительного 
развертывания дополнительной инфраструктуры. 

Хорошо изучены и достаточно широко распростра-
нены ультразвуковые системы позиционирования [4]. 
Наиболее часто встречаются позиционные варианты 
ультразвуковых систем с дальномерным или, реже, уг-
ломерным методами навигации, но физический принцип 
функционирования не исключает возможности создания 
и обзорно-сравнительного варианта, аналогичного си-
стеме на базе лидаров. Позиционная ультразвуковая си-
стема основана на измерении приемником потребителя 
задержек звукового сигнала от стационарных излучате-
лей, которые заранее расставлены в точки с координата-
ми, найденными сторонними измерительными средства-
ми. Данные системы имеют сравнительно высокую точ-
ность позиционирования, но есть ряд существенных не-
достатков, наиболее значимые из которых – низкая 
дальность действия, высокая задержка из-за быстрого 
затухания звуковых волн, невозможность функциониро-
вания системы при заслонении линий прямой видимости 
между излучателями и приемником, а также негативное 
влияние на точность позиционирования при наличии 
поблизости высокочастотных источников звука.  

Решения на базе инерциальных систем реализуют 
метод счисления пути [5, 6]. Такие системы включают в 
себя набор датчиков, а именно соосные трехосевые аксе-
лерометр и датчик угловых скоростей. Дважды интегри-
руя показания акселерометра (ускорения потребителя), 
можно получить координаты потребителя, а интегрируя 
показания датчика угловых скоростей, можно получить 
ориентацию объекта. Зачастую в состав таких систем 
привлекают датчики, основанные на иных физических 
принципах и дающие дополнительную информацию о 
местоположении и ориентации потребителя в простран-
стве, такие как магнитометр и барометр. Инерциальные 
системы полностью автономны (не требуют для работы 
сторонних устройств и не зависят от внешних факторов), 
но страдают от накапливающейся со временем ошибки, 
вызванной дрейфом нулевого уровня датчиков. 

Одометрические решения аналогично инерциальным 
системам осуществляют навигацию методом счисления 
пути [7]. Данный вариант применим для потребителей, 
являющихся колесными средствами (например, колесная 
робоплатформа), а измерителями являются энкодеры, 
считывающие угол поворота вала двигателя. Путем ин-
крементирования количества оборотов и с учетом знания 
радиуса колеса робота можно получить местоположение 

робота. Достоинства и недостатки одометрических си-
стем схожи с инерциальными системами, но в данном 
случае ошибки в основном вызваны проскальзыванием 
или заклиниванием колес потребителя. Как общую ха-
рактерную черту инерциальных и одометрических си-
стем стоит отметить их накапливающуюся со временем 
ошибку, которая не позволяет длительно использовать 
описанные технологии без привлечения дополнительной 
информации от иных навигационных систем. Поэтому 
зачастую они играют роль систем поддержки, а не как 
законченное решение.  

Относительно новый, но уже достаточно конкурен-
тоспособный вариант решения задачи локального пози-
ционирования – это системы, основанные на измерении 
локального магнитного поля [8]. На данный момент 
наблюдается разделение на три основных кластера.  
В частности, в первом кластере позиционирование до-
стигается с использованием только магнитного поля 
Земли или локальных аномалий окружающего магнит-
ного поля. Во втором кластере используются генериру-
емые магнитные поля постоянного тока, в то время как 
третий кластер основан на генерируемых магнитных 
полях переменного тока. Кроме того, существует чет-
вертый кластер, в котором для функционирования тре-
буется предварительное измерение магнитного поля в 
окружающем пространстве. На базе систем позициони-
рования, основанных на магнитных полях, реализованы 
и обзорно-сравнительный метод навигации (причем из-
вестны как “fingerprinting”-подходы, так и подходы с 
привлечением SLAM-алгоритмов), и позиционный без-
запросный дальномерный метод (в системах с генериру-
емым переменным магнитным полем). Данная группа 
систем не подвержена влиянию многолучевости и без-
различна к заслонениям устройств неметаллическими 
предметами, но крайне чувствительна к воздействию 
ферромагнитных материалов, резко ухудшающих точ-
ность позиционирования, кроме того, системы второго и 
третьего кластера обладают относительно низкой даль-
ностью действия. 

Наиболее широко распространенные по количеству 
существующих решений и насыщенные по возможным 
методам навигации из указанных выше вариантов реше-
ния задачи позиционирования внутри помещения – это 
системы, основанные на передаче радиосигналов [9]. 
Подавляющее большинство таких систем строится на 
позиционных методах навигации, и принцип заключает-
ся в следующем. В параметрах сигналов, которые потре-
битель принимает от базовых станций с известными ко-
ординатами, содержится информация о геометрических 
величинах или их производных, функционально связан-
ных с навигационными элементами (координатами по-
требителя, компонентами вектора скорости потребителя) 
(см. табл. 1). В локальных радионавигационных систе-
мах в зависимости от типа и специфики задач, для реше-
ния которых они применяется, могут измеряться различ-
ные радионавигационные параметры и их комбинации. 
На основе того, какие параметры измеряют системы, 
различают следующие подходы к нахождению коорди-
нат (решению навигационной задачи): дальномерный, 
разностно-дальномерный, угломерный, дальномерно-
угломерный (в зарубежной литературе устоялись обо-
значения ToA – Time of Arrival, TDoA – Time Difference 
of Arrival, AoA – Angle of Arrival) (см. табл. 2).  
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ТАБЛИЦА 1. СВЯЗЬ ПАРАМЕТРОВ И ЭЛЕМЕНТОВ В РАДИОНАВИГАЦИИ 

Параметры и элементы в радионавигации 
Радионавигационный 

параметр 
Навигационный пара-

метр 
Навигационный 

элемент 

Задержка сигнала τ Дальность 
R = cτ 

0
10

0 10
P RSS

R R

   

Координаты 
x, y, z Мощность сигнала 

RSS 

Доплеровская 
частота fд 

Радиальная скорость  
Vр = fдλ 

Компоненты 
вектора скоро-

сти 
 Vx, Vy, Vz 

Разность фаз Δφ 
Угловое направление 

(пеленг) 
 α = asin(Δφ/(βBase)) 

Координаты 
x, y, z 

ТАБЛИЦА 2. ПОДХОДЫ К РЕШЕНИЮ НАВИГАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ 

Подходы решения навигационной зада-
чи 

Измеряемые навигацион-
ные параметры 

Дальномерный (ToA) 
Дальности от потребите-
ля до базовых станций 

 Ri  

Разностно-дальномерный (TDoA) 

Разности дальностей от 
потребителя до базовых 

станций 
 ΔRi 

Угломерный (AoA) 
Угловые направления 

(пеленг) на потребителя 
 αi 

Дальномерно-угломерный (ToA/AoA) 
Дальности от потребите-
ля до базовых станций 

 Ri и пеленги αi 

Существует целый ряд радиосигналов определенных 
IEEE-стандартов, а именно Wi-Fi, ZigBee, Bluetooth, 
UWB и RFID, на базе которых строят локальные радио-
системы (см. табл. 3). 

ТАБЛИЦА 3. РАДИОЧАСТОТНЫЕ СТАНДАРТЫ 

Технология 
(стандарт) Частотный диапазон Дальность 

действия 

Bluetooth v.1.1 
(802.15.1) 

2.4 ГГц  

< 10 м 

Bluetooth v.2.0 
(802.15.1) 

< 100 м 
Bluetooth v.3.0 

(802.15.1) 

Wi-Fi 
(802.11 

a/b/g/n/ac) 
2.4-5 ГГц < 100 м 

UWB 
(802.15.3) 3.1 – 10.6 ГГц < 30 м  

ZigBee 
(802.15.4) 868-915 МГц, 2.4 ГГц < 100 м 

LF RFID 
(Low-Frequency) 30 – 500 кГц (тип. 125 кГц) Активные 

системы: 
100-500 м 

 
Пассивные 
системы: 

< 10 м 

HF RFID 
(High-Frequency) 3 – 30 МГц (тип. 13.56 МГц) 

UHF RFID 
(Low-Frequency) 433/850 – 950 МГц  

Технология 
(стандарт) Частотный диапазон Дальность 

действия 

S-UHF RFID 
(Super Ultrahigh 

Frequency) 
2.4-2.5 ГГц и 5.8 ГГц 

Все решения на стандартах Bluetooth, Wi-Fi, ZigBee и 
RFID используют либо позиционный дальномерный ме-
тод навигации, либо обзорно-сравнительный метод нави-
гации. В обоих подходах потребителем-приемником из-
меряется мощность принятых от базовых станций сигна-
лов (RSS – Received Signal Strength), но в первом случае 
производится пересчет этих мощностей через известные 
модели потерь на распространение в дальности с после-
дующим решением дальномерной навигационной задачи 
известными алгоритмами, а во втором случае, в котором 
применяется “fingerprinting”-подход, осуществляется 
сравнение принятых мощностей с заранее записанными 
значениями, привязанными к конкретным точкам плана 
помещения (то есть производится корреляционная обра-
ботка измерений с предварительно составленной картой 
мощностей в помещении). Системы на базе измерения 
мощностей обладают метровой точностью позициониро-
вания и зачастую невысокой дальностью действия, что 
значительно ограничивает возможности их применения. 

Наивысшей точностью позиционирования (порядка 
единиц сантиметров) из локальных навигационных си-
стем на базе представленных стандартов обладают 
сверхширокополосные радионавигационные системы 
[10]. Столь высокой точности удается добиться за счет 
определенных свойств сигнала: сверхширокий спектр 
излучаемого сигнала означает, что данный сигнал состо-
ит из сверхкоротких импульсов. Этот факт позволяет 
эффективно бороться с такой насущной в условиях нави-
гации в закрытых помещениях проблемой, как многолу-
чевость. Преимущество сверхширокополосных сигналов 
показано на рис. 1. Отраженный от окружающих препят-
ствий и стен импульс узкополосного сигнала, принятый 
потребителем, с высокой вероятностью наложится во 
временной области на прямой импульс в отличие от 
сверхширокополосного сигнала, обладающего высокой 
разрешающей способность по дальности и у которого 
эти импульсы не перекрываются.  

 

 
Рис. 1. Преимущество свехширокополосного сигнала перед узкополосным 
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Несмотря на высокую точность позиционирования 
сверхширокополосных навигационных систем, можно 
добиться ее повышения за счет привлечения дополни-
тельной информации от датчиков с иной природой изме-
рений. Такой подход к обработке информации позволяет 
избавиться от слабых сторон каждой из систем в отдель-
ности и называется комплексированием [11]. В данной 
работе исследуется комплексирование измерений угло-
мерно-дальномерной СШП локальной навигационной 
системы с инерциальной системой, на которой реализо-
вано пешеходное счисление пути. 

II. СИНТЕЗ АЛГОРИТМА 
Постановка задачи в текущем исследовании звучит 

следующим образом. Имеется потребитель угломерно-
дальномерной радиосистемы и инерциальных измере-
ний, которого требуется позиционировать в 2D-
плоскости плана помещения.  

Упомянутая радиосистема позволяет одновременно 
измерять как дальность R до цели-потребителя по вре-
менной задержке радиоимпульса, так и угол пеленга θ 
(угловое направление на цель), который определяется 
как угол между нормалью к базе антенной решетки и 
направлением на цель, с помощью разности фаз PD при-
хода сигнала на каждый из элементов решетки (рис. 2). 
Этим измерениям можно поставить в соответствие коор-
динаты в полуплоскости локальной системы координат с 
началом в центре базы антенной решетки. Функцио-
нальная зависимость измеряемых описываемой системой 
величин от данных координат выражается как 

2 2

2 2

360
R X Y

X BPD
X Y

 


 


, (1) 

где B – это база антенной решетки, а λ – длина волны 
используемого сигнала. 

 
Рис. 2. Схема измерений угломерно-дальномерной радиосистемы 

Модель радиоизмерений представима в виде 

R
rad rad

PD

nR
r r n

PD n
  

      
   

  , (2) 

где Rn  и PDn  – аддитивные белые гауссовы шумы 
наблюдений дальностей и разностей фаз с нулевыми 
математическими ожиданиями и дисперсиями 2

R  и 2
PD . 

Одновременно с радиосистемой работает инерциаль-
ная навигационная система, реализующая пешеходное 
счисление пути. Алгоритм подразумевает нахождение 
местоположения потребителя в собственной системе 
координат путем прибавления проекций нового детекти-
рованного шага jL , найденных с учетом угла курса j , 
который, в свою очередь, получают путем интегрирова-
ния угловой скорости вращения потребителя вокруг ре-
ференсной (локальной) вертикальной оси ref : 

1

1

1

1

cos( )

sin( )
j j

j j

j

j

pdr pdr j j

pdr pdr j j

t

j j ref
t

x x L

y y L

dt









   

   

    


. 
(3) 

В этих выражениях под j понимается такт, в котором 
был детектирован шаг пользователя. ref  находят путем 
перемножения измерений ДУС на матрицу поворота, 
рассчитанную через кватернион, который, в свою оче-
редь, можно получить любым ориентационным алго-
ритмом [12, 13]. Шаг детектируется по двум перепадам 
модуля ускорения по алгоритму шагомера, представлен-
ного в [14], а длина шага определяется по теореме Пифа-
гора с предшествующим двойным интегрированием вер-
тикального ускорения, как показано в [15] (рис. 3). 

 
Рис. 3. Определение длины шага 

1

1

2 2 2

2

2 ( ) 2

j

j

j

j
j

j

t

vert vert
t

t
vert

j
t

j j j j

V a dt

V
h dt

L K l l h lh h









     



 . (4) 

Алгоритм комплексного фильтра Калмана [16], сов-
местно обрабатывающего измерения двух описанных 
выше систем, выглядит следующим образом. 

Вектор состояния включает в себя 5 элементов и 
имеет вид 

k

k

k k

k

k

x
y
V

 
 
 
  
  
  

, (5) 
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где kx  и ky  – координаты потребителя в локальной си-
стеме координат, kV  – величина скорости потребителя, 

k  – угол курса потребителя в локальной системе коор-
динат и k  – угловая скорость вращения вокруг локаль-
ной вертикальной оси. 

Динамика системы описывается следующими урав-
нениями: 

1 1

1 1

1

1 1

1

cos( ) ,
sin( ) ,
,

,
.

k

k

k k k k

k k k k

k k V

k k k

k k

x x V T
y y V T
V V T

T
T

 

 



 

 

  

  

  

    

    

 (6) 

В векторно-матричной форме приведенные выше 
уравнения выглядят, как показано ниже: 

1( )k k kf G     , (7) 

k

k

V
k



 
     

, (8) 

где k  – вектор формирующих шумов величины линей-
ной скорости потребителя 

kV  и угловой скорости вра-
щения потребителя вокруг локальной вертикальной оси 

k
  с нулевыми математическими ожиданиями и дис-

персиями 2
V

 и 2


 . Под f(*) понимается переходная 
функция и под G – матрица формирующих шумов, кото-
рая записывается следующим образом: 

0 0
0 0

0
0 0
0

G T

T

 
 
 
 
 
 
  

. (9) 

Каждую итерацию алгоритма фильтра Калмана мож-
но разделить на две части: этап прогнозирования (экс-
траполяция) и этап коррекции прогноза (оценка). Пер-
вый этап включает в себя нахождение экстраполирован-
ных оценок вектора состояния и матрицы дисперсий 
шумов фильтрации, который можно записать как 

1 11
ˆˆˆ cos( )kk kkx x V T    , 

1 11
ˆˆ s ( )ˆ inkk kk yy V T    , 

1
ˆ

k kV V  , 

1 1
ˆ ˆk kk T   , 

1ˆk k    . 

(10) 

В векторно-матричной форме выражение для нахож-
дения экстраполированных оценок k  и kD  представле-
но ниже: 

1
ˆ( )k kf    , (11) 

1
ˆ

T
T

k kD df df
d d

D GD G  
 

 , (12) 

где df
d

 – матрица производных переходной функции по 

элементам вектора состояния, D  – матрица дисперсий 
формирующих шумов, которые определяются как 

1 1 1

1 1 1

ˆ ˆˆ1 0 cos( ) sin( ) 0
ˆ ˆˆ0 1 sin( ) cos( ) 0

0 0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0 1

k k k

k k k

T V T

T V Tdf
d

T

  

  

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
, (13) 

2

2

0

0
VD








 
  

  
. (14) 

Во второй части итерации алгоритма фильтра Калма-
на осуществляется коррекция экстраполированных оце-
нок вектора состояния и матрицы дисперсии с учетом 
принятых в данный такт наблюдений, которую можно 
записать следующим образом: 

  1T T
k k k k k k nK D H H D H D


   , (15) 

ˆ
k k k k kD D K H D   , (16) 

ˆ
k k k kK S    , (17) 

где kK  – матрица весовых коэффициентов фильтра, kS  – 
невязка между наблюдениями и экстраполированными 
измерениями, kH  – матрица наблюдений и nD  – матри-
ца дисперсий шумов наблюдений. В зависимости от то-
го, какие измерения доступны в данном такте, упомяну-
тые матрицы имеют различный размер и, соответствен-
но, наполнение. 

В такты, когда приходят измерения инерциальные и 
радиоизмерения, матрицы kS , kH , nD  имеют вид: 

2 2 2 2

2 2 2 2

360 360
k k k k

k

k k
k k

k k k k
k

k k

x y x yR
x xB B

S r PD
x y x y

        
                           

   
 

   
 

 , (18) 

   

1 1
2 2 2 2

1 1 1 1

2
1 1 1

3 3
2 2 2 22 2

1 1 1 1

ˆ ˆ
0 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ360 360 0 0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ

0 0 0 0 1

k k

k k k k

k k k
k

k k k k

x y
x y x y

y x yB BH
x y x y

 

   

  

   

 
   
   

   
 
 
  

, 

(19) 
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2

2

2

0 0
0 0
0 0

R

n PDD



 
   
  

 

В такты, когда приходят измерения инерциальные и 
радиоизмерения и алгоритм пешеходного счисления пути 
детектирует шаг, матрицы kS , kH , nD  принимают вид: 

2 2 2 2

2 2 2 2

360 360

k

k

k k k k
k

k k
k

k k k k
k k

k k
pdr

k k
pdr

k k

x y x yR
x xB B

PD
x y x yS r

x
x xy
y y

        
     
                      
            

   
 

    
 
 
 


, 

(21) 

   

1 1
2 2 2 2

1 1 1 1

2
1 1 1

3 3
2 2 2 22 2

1 1 1 1

ˆ ˆ
0 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ360 360 0 0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ

0 0 0 0 1
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0 1 0 0 0
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(22) 
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В выражении (21) 
kpdrx  и 

kpdry  – координаты, полу-
ченные алгоритмом пешеходного счисления пути и пе-
ресчитанные из системы координат PDR в систему коор-
динат, в которой работает радиосистема. Данный пере-
счет производится по следующим выражениям: 

2 2 ; ,

cos( ),

sin( ),

pdr
pdr pdr

pdr

pdr const

pdr const

y
dr x y arctg

x
x x dr

y y dr

   

    

   

 
(24) 

где dr  и   – длина радиус-вектора и его угол поворота, 
описывающие положение потребителя в системе коор-
динат алгоритма PDR,  ( , )const constx y и   – изначальное 
смещение начала координат и поворот упомянутой си-
стемы координат относительно системы координат ра-
диосистемы. 

III. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЙ СТЕНД 
Для подтверждения работоспособности алгоритма и 

определения его характеристик на практике был прове-
ден соответствующий эксперимент на следующей ком-
понентной базе, состоящей из двух основных частей: 
радиоизмерительной и инерциальной. 

Радиоизмерительная часть представлена угломерно-
дальномерной системой, произведенной фирмой 
Decawave и включающей в свой состав комплект из двух 
модулей. Оба модуля являются радиочастотными прие-
мопередатчиками, различными как по исполнению, так и 
по выполняемым функциям. Модуль-метка обладает 
одной антенной и предназначен для ношения потребите-
лем, модуль-узел, в свою очередь, стационарен и осу-
ществляет запрос и прием ответа от метки с последую-
щим проведением измерений (угла пеленга и дальности) 
по принятым сообщениям. Внешний вид описанных мо-
дулей показан на рис. 4 и 5. 

 
Рис. 4. Внешний вид модуля-
метки (Tag) DWM 1003 

Рис. 5. Внешний вид модуля-узла 
(Node) DWM 1002 

Инерциальная часть экспериментального стенда 
представляет собой инерциальный измерительный блок, 
произведенный фирмой ST Microelectronics. Он включа-
ет в свой состав плату расширения X-NUCLEO IKS01A2, 
на которой присутствуют соосные трехосевые акселеро-
метры и датчики угловых скоростей, и отладочную пла-
ту STM32 NUCLEO F401RE, позволяющую передавать 
измерения датчиков через последовательный USB-порт 
на ПК (рис. 6).  

 
Рис. 6. Внешний вид инерциальной системы на базе плат STM  
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IV. ЭКСПЕРИМЕНТ 
Проведенный эксперимент, подтверждающий рабо-

тоспособность предложенного алгоритма, заключался в 
следующем. Потребитель с модулем-меткой (Tag) и 
внешним инерциальным измерительным блоком прошел 
по референсной траектории в коридоре закрытого поме-
щения. ПК потребителя записывал измерения от инерци-
альной системы, демпфированной в картонной коробке и 
закрепленной на талии, а также радиоизмерения, измеря-
емые модулем-узлом (Node) и передаваемые по TCP/IP 
ноутбуком, к которому подключен модуль-узел (рис. 7).  

 
Рис. 7. Потребитель с измерительной аппаратурой во время эксперимента 

Начало траектории, пройденной потребителем физиче-
ски, было в 25 м от модуля-узла и под нулевым углом пе-
ленга. Дальнейшее движение осуществлялось по прямой 
по направлению к узлу, с обходом препятствия в виде че-
ловека в середине траектории и движением по окружности 
в конечной части траектории прямо перед узлом (рис. 8).  

 
Рис. 8. Траектория оценки координат на выходе предложенного ком-
плексного фильтра (синяя линия), на выходе алгоритма пешеходного 
счисления пути (PDR) (зеленая линия) и радиоизмерения угломерно-
дальномерной системы, полученные в проведенном эксперименте 

По полученным оценкам координат (рис. 8) видно, 
что измерения угломерно-дальномерной радиосистемы 
по оси Х локальной системы координат имеют боль-
ший разброс, чем по оси Y. Причем чем дальше мо-
дуль-метка, закрепленный на потребителе, находится 
от статичного модуля-узла, расположенного в начале 
локальной системы координат, тем больше этот раз-
брос. Это вызвано прежде всего большей чувствитель-
ностью фазовых измерений к переотражениям излу-
ченных сигналов (многолучевость) по сравнению с 
измерениями дальностей, получаемых из задержек 
ультракоротких импульсов, что пояснялось во введе-
нии настоящей статьи. 

В качестве метрики, характеризующей точность 
предложенного алгоритма, был выбран выигрыш в СКО 
оценок координат на начальном прямолинейном участке 
пройденной траектории (относительно референсной тра-
ектории, полученной с помощью PDR-алгоритма) ком-
плексного фильтра (угломерно-дальномерная СШП ра-
диосистема и инерциальная система) перед радиоизме-
рениями угломерно-дальномерной системы. 

Зависимости оценок комплексного фильтра и радио-
измерений от времени на начальном прямолинейном 
участке пройденной траектории показаны на рис. 9 и 10, 
а полученные в результате эксперимента СКО этих зави-
симостей и интересующий нас выигрыш приведены в 
табл. 4. 

 
Рис. 9. Временные зависимости оценки координаты X на выходе пред-
ложенного комплексного фильтра (синяя линия), на выходе алгоритма 
пешеходного счисления пути (PDR) (зеленая линия) и радиоизмерения 
угломерно-дальномерной системы, полученные в проведенном экспе-
рименте 

 
Рис. 10. Временные зависимости оценки координаты Y на выходе 
предложенного комплексного фильтра (синяя линия), на выходе алго-
ритма пешеходного счисления пути (PDR) (зеленая линия) и радиоиз-
мерения угломерно-дальномерной системы, полученные в проведен-
ном эксперименте. 
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ТАБЛИЦА 4. СКО ОЦЕНОК КООРДИНАТ И ВЫИГРЫШ КОМПЛЕКСНОГО 
АЛОГРИТМА 

 
СКО координат 
относительно 

референса 

Выигрыш ком-
плексного алгорит-
ма перед радиоиз-

мерениями 
Радиоизмере-

ния 
(ToA/AoA) 

σ x 

1.19 

15.39 Комплексный 
алгоритм 

(ToA/AoA + 
PDR) 

0.08 

Радиоизмере-
ния 

(ToA/AoA) 
σ y 

0.17 

1.89 Комплексный 
алгоритм 

(ToA/AoA + 
PDR) 

0.09 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Предложенный алгоритм подтвердил свою работо-

способность в поставленном эксперименте. Найденный 
выигрыш в СКО оценок координат комплексированной 
угломерно-дальномерной системы с инерциальными из-
мерениями (пешеходное счисление пути) перед чистыми 
радиоизмерениями в проведенном эксперименте соста-
вил 15.39 и 1.89 для координат X и Y соответственно. 

В качестве последующих шагов в будущей работе по 
этому направлению планируется имплементировать всю 
существующую обработку в модуль-метку и привлечь 
дополнительные измерения от магнитометра и баромет-
ра для повышения точности. 
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Аннотация—Исследованы особенности эксплуатации 
летательных аппаратов авианосного базирования в усло-
виях сильного волнения моря. Разработан высокоэффек-
тивный релейный алгоритм прогноза параметров качки 
палубы авианосца. В алгоритме релейным образом выбира-
ются модели различного уровня подробности в зависимо-
сти от горизонта прогноза. В релейном алгоритме для 
прогноза используются линейные тренды и нелинейные 
модели, построенные алгоритмом самоорганизации. Ли-
нейные тренды позволяют осуществлять прогноз за ми-
нимальное время. Результаты математического модели-
рования продемонстрировали эффективность разработан-
ного релейного алгоритма при прогнозировании параметров 
качки палубы авианосца. 

Keywords—летательный аппарат, авианосец, заход на 
посадку, качка, прогноз параметров качки, горизонт про-
гноза, самоорганизация, линейный тренд 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В России и Индии эксплуатируется тяжелые авиане-

сущие крейсеры (ТАКР) проекта 1143 с использованием 
самолетов Су-33, МиГ-29КР, МиГ-29КУБР, МиГ-29К и 
МиГ-29КУБ. Взлет и посадка летательных аппаратов 
(ЛА) в условиях движения корабля являются наиболее 
сложными элементами при осуществлении полета и вы-
двигают дополнительные требования к бортовому обору-
дованию и алгоритмическому обеспечению этих ЛА.   

Посадка ЛА на движущийся авианосец является 
наиболее опасным маневром. В процессе осуществления 
подготовки к заходу на посадку ЛА должен выйти в 
заданную область пространства с высокой точностью. 
Затем выполнить движение по глиссаде и посадку на 
палубу авианосца. Выход в заданную область простран-
ства осуществляется с помощью навигационного ком-
плекса (НК) ЛА, снабженного высокоточным алгорит-
мическим обеспечением [1, 2, 3, 4]. НК включает инер-
циальную навигационную системы (ИНС), приемник 
GPS и другие измерительные системы, а также алгорит-
мы коррекции ИНС, например адаптивный нелинейный 
фильтр Калмана [5, 6, 7]. Полет по глиссаде осуществ-
ляется с помощью оптической системы посадки: летчик 
управляет ЛА по информации с блока указательных 
огней системы, установленной на авианосце. Таким об-
разом, оптическая система посадки позволяет ЛА дер-

жаться на глиссаде. Последний этап – посадка на палубу 
реализуется с использованием аэрофинишеров. ЛА цеп-
ляется за 4 троса, которые замедляют его движение по 
палубе. 

Выполнение перечисленных этапов при реализации 
посадки ЛА на движущийся авианосец осложняется 
внешними возмущающими факторами. Наиболее суще-
ственными факторами являются атмосферные ветровые 
возмущения, влияющие на динамику ЛА, а также силь-
ное волнение моря, обуславливающее качку палубы 
авианосца. 

В условиях сильного волнения моря возникает качка 
авианосца. Кормовой срез авианосца совершает верти-
кальные перемещения в диапазоне 2 м. Возмущения, 
обусловленные вертикальным перемещением точки ка-
сания ЛА палубы предложено компенсировать путем 
поворота блока указательных огней оптической систе-
мы. Также осуществляется прогнозирование простран-
ственного положения палубы авианосца в момент каса-
ния. Для осуществления прогноза необходимо исполь-
зовать прогнозирующую модель. В практических при-
ложениях для прогноза качки корабля используют алго-
ритмы на основе авторегрессии со скользящим средним. 
Параметры модели выбирают с помощью информаци-
онного критерия Акаике. Эти алгоритмы обеспечивают 
прогноз качки авианосца в режиме реального времени, 
при этом горизонт прогноза динамически меняется в 
процессе сближения ЛА с авианосцем. От точности про-
гноза положения палубы в большой степени зависит 
эффективность выполнения посадки ЛА на авианосец в 
условиях качки. 

Поэтому в условиях качки авианосца повышение 
точности алгоритмов прогнозирования является акту-
альной задачей для безопасной реализации посадочных 
операций палубной авиации.   

II. МОДЕЛИ КАЧКИ АВИАНОСЦА 
Модель линейных скоростей и ускорений качки па-

лубы авианосца определяется различными способами, 
например инерциальным методом. Используется ин-
формация от ИНС или системы датчиков угловых ско-
ростей и других измерительных систем, установленных 
на авианосце.     
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Представленные модели имеют априорную структу-
ру, которая может быть неадекватна реальному процес-
су качки и сделанный с помощью таких моделей про-
гноз имеет невысокую точность. Поэтому предложено 
определять структуру и параметры модели в процессе 
совершения предпосадочного маневрирования и реали-
зации посадки ЛА на авианосец с помощью метода са-
моорганизации [8, 9]. 

III. АЛГОРИТМ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ КАЧКИ 
Классические тренды имеют невысокую точность в 

условиях сильного волнения моря и интенсивного ма-
неврирования ЛА. Поэтому применять классические 
тренды в практических приложениях можно лишь толь-
ко для краткосрочного прогнозирования при сближении 
ЛА с авианосцем, т.е. на коротких дистанциях.  

На дальних дистанциях имеется достаточное время 
построения модели, поэтому используются нелинейные 
модели, имеющие высокую точность. 

Таким образом, при осуществлении предпосадочно-
го маневрирования ЛА целесообразно использовать 
комбинированный алгоритм прогноза [10, 11]. Линей-
ные модели строятся с помощью линейных трендов, а 
нелинейные – алгоритмами самоорганизации. Переклю-
чение моделей проводится релейным образом в зависи-
мости от изменяемого горизонта прогноза. При умень-
шении горизонта прогноза происходит сокращение вре-
мени, которое отводится для построения модели.  

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
Представлены результаты работы алгоритма самоор-

ганизации, модифицированного тренда и линейного 
тренда на последнем этапе прогнозирования погрешно-
стей ИНС  

При совершении ЛА маневров измерительные вы-
борки ограничены. В этом случае используются линей-
ные тренды для прогнозирования погрешностей навига-
ционных систем, а когда набираются достаточные изме-
рительные данные, целесообразно использовать нели-
нейные поправки, которые реализуются с помощью ме-
тода самоорганизации. Использование модифицирован-
ных трендов позволяет повысить точность прогноза. 
Модели переключаются в реальном времени в зависи-
мости от интенсивности маневрирования ЛА. Данный 
алгоритм отличается простотой и способностью быстро 
и надежно прогнозировать погрешности навигационных 
систем при интенсивном маневрировании ЛА. Предла-
гаемый алгоритм может эффективно функционировать с 
необходимой точностью и не требует больших вычис-
лительных ресурсов. Структура модифицированного 
алгоритма самоорганизации представлена на рис. 1. 

 
Рис.1. Структура модифицированного алгоритма самоорганизации 

По сравнению с известным алгоритмом самооргани-
зации алгоритм на рис. 1 отличается добавленным бло-
ком ALM, который осуществляет резервирование ли-
нейных трендов. Блок S предназначен для реализации 
переключения моделей. M

trendY  является линейной про-
гнозирующей моделью, построенной с помощью линей-
ных трендов, M

nonlinearY  – нелинейная поправка, получен-
ная посредством метода самоорганизации. Использова-
ние модели, являющейся комбинацией M

nonlinear
M

trend YY  , 
позволяет повысить точность прогноза. 

Алгоритм самоорганизации может быть реализован 
на различных опорных функциях. При предварительной 
обработке имеющейся априорной информации можно 
правильно выбрать опорные функции, которые более 
точно отражают исследуемые процессы. 

Функция тренда имеет вид 

  

Метод самоорганизации позволяет уточнять линей-
ный тренд [2, 12]. Уточнение тренда проводится за счет 
его усложнения с помощью нелинейной части. Нели-
нейная часть модели строится методом самоорганиза-
ции. В качестве алгоритма самоорганизации использо-
ван классический алгоритм, реализующий МГУА. Для 
построения модели с помощью классического алгорит-
ма самоорганизации с полным базисом необходимо 
длительное время, которое в некоторых практических 
приложениях жестко ограничено. 

Известный алгоритм модифицированных трендов 
имеет вид 

  

где  – прогноз переменной состояния системы; 1kc  – 
функция, характеризующая крутизну тренда. Посред-
ством коэффициента крутизны тренда определяется тен-
денция происходящих изменений переменной состояния. 
Использование вместо коэффициента функции позволяет 
уточнить характер происходящих изменений. Функции 
выбираются из стандартного набора базисных функций. 

Прогнозирующая модель в классическом алгоритме 
самоорганизации имеет вид 

 (3) 

Здесь L – число базисных функций;  – базисные функ-
ции из параметризованного множества ; 

, набор базисных функций. 
Каждая базисная функция определяется в соответствие 
с двухмерным вектором параметров , где  – 
амплитуда,  – частота. 

Такой алгоритм позволяет построить тренд, а затем и 
нелинейную модель в условиях дефицита времени и 
машинной памяти БЦВМ. 
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При функционировании ИНС в процессе полета ЛА 
происходит автоматический выбор прогнозирующей 
модели в зависимости от дальности до авианосца. 

Например: 

 (4) 

 выбирается из практических соображений. 

На рис. 2, 3 представлены результаты моделирова-
ния погрешностей ИНС. 

 
Рис. 2. Прогноз ошибок ИНС в определении скорости с различными 
моделями прогноза 

 
Рис. 3. Оценки ошибок ИНС в определении скорости при 
долгосрочном прогнозе  с различными моделями прогноза 

На рис. 2, 3 введены следующие обозначения: 1 – 
погрешности ИНС; 2 – результаты прогноза с помощью 
тренда, модифицированного алгоритмом самоорганиза-
ции; 3 – результаты прогноза погрешностей ИНС с по-
мощью линейного тренда; 4 – результаты прогноза по-
грешностей ИНС с помощью последней оценки. 

Считаем, что результатом прогноза модели являются 
30 значений, полученные после подачи на вход исход-
ных данных. 

Время, затраченное для построения прогнозирую-
щей модели различными способами, представлено в 
таблице. 

Вид прогнозирующей модели Время, необходимое для 
получения модели 

Последняя оценка 15,647 10  
Линейный тренд 15,173 10  

Модифицированный тренд 14,562 10  
Самоорганизующаяся модель 13,825 10  
 
Время, затраченное для построения прогнозирую-

щей модели различными способами, удовлетворяет тре-
бованиям к алгоритмам построения модели качки палу-
бы авианосца. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Исследована задача повышения точности выполне-

ния посадки ЛА на движущийся авианосец в условиях 
сильного волнения моря. В условиях качки авианосца 
посадка ЛА существенно усложняется из-за вертикаль-
ных перемещений точки касания палубы. При движении 
ЛА в посадочном коридоре проводится прогнозирова-
ние положения кормового среза. Горизонт прогноза ме-
няется при сближении ЛА с авианосцем. Параметры 
качки определяются с помощью ИНС, установленной на 
борту авианосца. Для построения прогнозирующих мо-
делей предложено использовать разработанный в этой 
статье релейный алгоритм прогноза. На дальних ди-
станциях используются нелинейные модели качки, по-
строенные алгоритмом самоорганизации, а на ближних 
дистанциях в условиях временных ограничений строят-
ся линейные тренды. Результаты моделирования проде-
монстрировали работоспособность и достаточно высо-
кую точность разработанного алгоритма. 

Таким образом, релейный алгоритм применяется для 
коррекции ИНС и построения модели качки авианосца. 
Для прогноза используются модели различной подробно-
сти, построенные на борту ЛА. В условиях дефицита 
времени используются линейные модели. Построение 
нелинейных моделей с помощью алгоритма самооргани-
зации требует большего времени. Разработанный релей-
ный алгоритм прогноза позволяет повысить точность 
выполнения ЛА посадки на движущийся авианосец. 
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Аннотация—Исследована задача обработки информа-
ции от оптической системы посадки при осуществлении 
выполнения посадки БЛА на движущийся беспилотный 
автомобиль. Обычно алгоритмы анализа цветных изобра-
жений отличаются высокой точностью, но не способны 
работать в реальном времени или требуют повышенной 
производительности спецвычислителя. Разработанный 
компактный быстродействующий алгоритм распознава-
ния цветных изображений основан на использовании ме-
тода предварительной обработки – функции «downsample» 
выполняющей процесс децимации; модели HSV; метода 
Оцу – алгоритма вычисления порога бинаризации для 
полутонового изображения и метода выделения связных 
компонентов – метода Two-Pass. 

Результаты моделирования продемонстрировали рабо-
тоспособность и достаточно высокую эффективность раз-
работанного алгоритма. Существенного сокращения вре-
мени реализации алгоритма удается достичь за счет ис-
пользования функции децимации и модели HSV.  

Ключевые слова—беспилотный летательный аппарат, 
беспилотный автомобиль, оптическая система посадки, 
алгоритм распознавания цветовых сигналов, децимация, 
связные компоненты, бинаризация полутонового изобра-
жения 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Для обеспечения автономной посадки БЛА на дви-

жущийся беспилотный автомобиль необходимо распо-
знавать сигналы оптической системы в реальном мас-
штабе времени по изображениям, поступающим от ка-
меры, которая устанавливается на борту БЛА. Особен-
ности сигналов, формируемых оптической системой 
посадки, а именно их цветная составляющая, являются 
определяющими для выбора метода распознавания. 

Обработке цветных оптических изображений посвя-
щено много работ [1, 2, 3], большинство разработанных 
алгоритмов предназначены для автоматического управ-
ления беспилотными автомобилями и использования в 
автоматических системах железнодорожного транспор-
та [4, 5, 6]. Эти алгоритмы отличаются высокой точно-
стью, однако требуют повышенной производительности 

БЦВМ. Алгоритм распознавания цветных изображений 
оптической системы посадки на авианосец должен ра-
ботать в реальном времени и требовать для реализации 
незначительные вычислительные ресурсы спецвычис-
лителя или БЦВМ БЛА. Поэтому разработка простого 
компактного быстродействующего алгоритма распозна-
вания цветных изображений является актуальной зада-
чей для реализации посадочной операции БЛА на дви-
жущийся беспилотный автомобиль.   

II. ЦВЕТОВЫЕ ОСОБЕННОСТИ СИГНАЛОВ  
ОПТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

Особенности световых сигналов, а именно их цвет-
ная составляющая, являются определяющими для выбо-
ра метода распознавания. 

Цветовое пространство – это модель представления 
цвета, основанная на использовании цветовых коорди-
нат [7, 8]. Основная задача цветовых моделей – сделать 
возможным задание цветов унифицированным образом. 
Цветовые модели задают определенные системы коор-
динат, которые позволяют однозначно определить цвет. 
Как известно, цветовые пространства описываются 
набором цветовых координат и правилами построения 
цветов. Количество координат задает размерность про-
странства. Например, самая известная цветовая модель 
RGB представляется в виде трехмерного цветового про-
странства, где каждый цвет описан набором из трех ко-
ординат – каждая из них отвечает компоненте цвета в 
разложении на красный, зеленый и синий цвета. Уровни 
цветов распределены в пределе от 0 до 255 (или при 
нормализации от 0 до 1), а три оси координаты совпада-
ет с тремя цветами. Таким образом, черный цвет нахо-
дится в координате (0, 0, 0), а белый цвет находится в 
координате (255, 255, 255). Каждые целочисленные точ-
ки в данной системе координаты являются одним допу-
стимым цветом в RGB цветовом пространстве.  

На практике часто применяется производное цвето-
вое пространство – CIE XYZ, в котором используются 
относительные цветовые координаты. 
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III. ТРЕБОВАНИЯ К АЛГОРИТМУ РАСПОЗНАВАНИЯ 
Алгоритм распознавания должен удовлетворять сле-

дующим требованиям:  

 время для распознавания, т.е. допустимый вре-
менной интервал для задания управляющего воз-
действия, который определяется скоростными ха-
рактеристиками БЛА; 

 точность распознавания, обеспечивающая эффек-
тивную посадку БЛА; 

 универсальность или адаптируемость к различ-
ным условиям: погода, время суток и т.п. 

Для сокращения времени, необходимого для распо-
знавания, из кадра выделяются определенные фрагмен-
ты, содержащие нужную информацию. При распознава-
нии оптических систем, на изображении выделяются 
участки, соответствующие определенным шаблонам. 
Время обработки изображения можно сократить, ис-
пользуя методы предварительной обработки изображе-
ния. Таким образом, задачу распознавания можно раз-
делить на три этапа: 1) предварительная обработка 
изображения; 2) задача сегментации изображения, то 
есть нахождения областей, соответствующих заданным 
шаблонам; 3) выделение светофора из найденных обла-
стей и определение его значения. 

IV. МЕТОД ЦВЕТОВОЙ СЕГМЕНТАЦИИ ИЗОБРАЖЕНИЙ 
Качество сегментации изображений по цвету в 

большой мере определяется выбором цветового про-
странства, следовательно, прежде всего надо выбрать 
цветовую модель. Для пространства RGB характерна 
неравномерностью, которая очевидно имеется и у про-
странства CIE XYZ. Неравномерность значит, что раз-
ность цветов в соответствии с определенным расстояни-
ем в диаграмме цветности на рис. 1 является неодинако-
вой. Поэтому при использовании RGB или CIE XYZ 
между изменениями расстояний до целевого объекта и 
соответствующими разностями цветности будет нели-
нейная связь, что приведет к увеличению времени рас-
чета. 

Надо заметить, в пространстве RGB скрыта инфор-
мация яркости. По сравнению с ними в пространстве 
HSV и Lab яркость является отдельном параметром, 
благодаря этому их параметры являются независимыми 
друг от друга. Очевидно, что отдельный параметр, 
управляющий цветностью, позволяет сократить время 
распознавания. Для модели RGB необходимо устано-
вить пороговые значения для трех параметров, а для 
модели HSV – только один. 

В процессе осуществления цветовой сегментации 
при использовании только одного параметра (цветового 
тона) цветового пространства в условиях сложного фона 
будет получен скорее всего плохой результат. Поэтому 
при цветовой сегментации зачастую налагают порог на 
все параметры цветового пространства. Однако модель 
HSV строится на основе RGB, и для определения порога 
цветового тона (H) используются пороговые значения 
для красного, зеленого и синего цвета.  

Оптическая система посадки (как и светофор) – это 
светящийся объект, следовательно, он отличается от 
фона свойствами насыщенности и яркости. Однако при 

движении фон изображения постоянно изменяется, по-
этому трудно определить единственные и стандартные 
пороги, обеспечивающие качество сегментации при 
всех ситуациях. Следовательно, надо найти адаптивный 
метод сегментации по насыщенности и яркости. 

Метод Оцу, называемый в честь японского ученого 
Ноубуки Оцу [9, 10, 11, 12], представляет собой алго-
ритм вычисления порога бинаризации для полутонового 
изображения. Метод отличается способностью к авто-
матической подстройке к заданному изображению. Ос-
новной идеей метода Оцу является нахождение опти-
мального порога, позволяющего дисперсии между зад-
ним и передним планами достигать максимальной вели-
чины. Оттенок серого, по которому получается 
наибольшая дисперсия, считается оптимальным поро-
гом для бинаризации. Процесс расчета методом Оцу 
выполняется по формуле (1): 

  

где g – дисперсия при текущем пороге; 
 – удельный вес двух групп пикселей при теку-

щем пороге; 
 – средний оттенок серого двух групп пикселей 

при текущем пороге.  

Метод Оцу предназначен для изображений, которые 
включают как минимум две степени яркости, что осо-
бенно важно для условий распознавания в реальных 
условиях, когда в кадре присутствует множество источ-
ников света. 

V. МЕТОД ВЫДЕЛЕНИЯ СВЯЗНЫХ КОМПОНЕНТОВ 
В результате применения описанного метода полу-

чается набор выделенных областей, среди которых надо 
найти светофоры. Для этого используются шаблоны 
формы. Для выделения нужных объектов шаблоны 
формы описываются соотношением сторон и площади, 
которые получаются путем вычисления количества пик-
селей и длины вектора-строки или вектора-столбца. Для 
того чтобы отличить пиксели, принадлежащие выде-
ленным областям, используется метод выделения связ-
ных компонентов.  

Метод оперирует такими понятиями, как смежность, 
связность, область, границы. Смежность состоит в от-
ношении между соседними пикселями. Например, в 
бинарном изображении значение яркости пикселя = 1, 
следовательно, смежными считаются соседние пиксели с 
единичным значением яркости. Определение окрестно-
сти смежности можно разделить на два типа: 4-
смежность и 8-смежность. По 4-смежности смежными 
считаются только пиксели, находящиеся внизу, вверху, 
справа и слева от данного пикселя, а по 8-смежности рас-
сматриваются все направления. Дискретным путем (или 
кривой) от пикселя p до пикселя q называется неповто-
ряющаяся последовательность пикселей с координатами 
p и q. Координаты p, q являются связными, если все пик-
сели, составляющие этот дискретный путь, относятся к 
одному подмножеству пикселей изображения – S.  

Метод Two-Pass является методом определения 
связных компонентов, с помощью которого все пиксели 
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проверяются два раза. Алгоритм определения связных 
компонент выполняется за два шага. 

Первый шаг – проверка: если значение яркости те-
кущего пиксели равно единице, то: а) – присвоить ему 
новую метку, начиная с единицы, если нет ни одного 
связного с ним соседнего пикселя; б) – присвоить ему 
наименьшую из меток, присвоенных к связанным с ним 
пикселям. Потом зафиксировать состояние: все метки 
выше являются адекватными.  

Второй шаг – проверка: если метка текущего пиксе-
ли больше, чем единица, то заменить ее наименьшей 
меткой, которая была одинаковой с данной меткой по 
записи в пункте 1, б; затем связные области исследуют-
ся на соответствие следующим ограничениям: 



где, width и length – длина и ширина наименьшего пря-
моугольника, содержащего все пиксели данного связан-
ного компонента; area – количество пикселей, содержа-
щихся в данном связанном компоненте.  

При проведении моделирования для выделения 
связных компонент или областей можно использовать 
функции из matlab, bwlabel и приписывать к ним разные 
метки. С помощью функции regionprops можно вычис-
лить все свойства найденных связных компонентов.  

Моделирование показало, что метод связных компо-
нент улучшает результат распознавания, особенно на 
фоне, похожем на один из цветов сигналов светофора 
(рис. 1). 

 
Рис. 1. Результат тестирования выделения связанных компонентов 

Постоянно работающая камера формирует на выходе 
видеопоток. Повторять все перечисленные операции для 
каждого кадра не эффективно. Полный поиск в кадре 
может быть выполнен один раз на серию кадров, а в сле-
дующих кадрах серии анализируются только области 
интереса. Количество кадров в серии очевидно зависит от 
скорости движения камеры. Сокращение объема обраба-
тываемой информации делает предлагаемый алгоритм 
пригодным для работы в режиме реального времени. 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Исследована задача обработки информации от опти-

ческой системы посадки при осуществлении выполне-
ния посадки БЛА на движущийся беспилотный автомо-
биль. Обычно алгоритмы анализа цветных изображений 
отличаются высокой точностью, но не способны рабо-
тать в реальном времени или требуют повышенной про-
изводительности спецвычислителя БЛА. Разработанный 
компактный быстродействующий алгоритм распознава-
ния цветных изображений основан на использовании 
метода предварительной обработки – функции 
«downsample», выполняющей процесс децимации; мо-
дели HSV; метода Оцу – алгоритма вычисления порога 
бинаризации для полутонового изображения и метода 
выделения связных компонентов – метода Two-Pass. 

Результаты моделирования продемонстрировали ра-
ботоспособность и достаточно высокую эффективность 
разработанного алгоритма. Существенного сокращения 
времени реализации алгоритма удается достичь за счет 
использования функции децимации и модели HSV.  

Разработанный алгоритм позволяет реализовать этап 
посадки БЛА на движущийся беспилотный автомобиль. 
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Аннотация—Оптимизация движения автотранспорта 
является одной из важных проблем современной цивили-
зации. Удовлетворительное решение этой проблемы еще 
не достигнуто. Успешное решение может быть получено 
только с использованием новейших достижений в техно-
логиях навигации, связи, управления и компьютерных 
технологиях. В статье предлагаются новые методы моде-
лирования и оптимизации систем управления комплекс-
ной интеллектуальной транспортной системой посред-
ством регулирования параметров транспортной сети и 
директивного управления движением отдельных транс-
портных средств. Рассмотрены методы управления ком-
плексной интеллектуальной транспортной системой как 
динамической системой переменной структуры с распре-
деленными параметрами. 

Ключевые слова—intelligent transportation systems, intelli-
gent optimization and applications, mathematical optimization, 
stochastic processes, performance, relative motion control, dis-
tributed control systems 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Предлагаемый проект решает проблему оптимально-

го управления на основе полной информации о движе-
нии каждого автомобиля. Особое внимание уделяется 
определению параметров движения каждого автомобиля 
с использованием всей доступной автономной и внеш-
ней информации о местонахождении транспортных 
средств на пересекающихся дорогах и планируемых 
маршрутах со всеми современными средствами навига-
ции и связи. 

При решении используется опыт решения задач оп-
тимизации в авиационной отрасли, в том числе пробле-
мы обеспечения целостности и доступности навигаци-

онной информации. Проведенные исследования влияния 
реального состава навигационных датчиков и других 
источников информации на степень наблюдаемости па-
раметров вектора состояния транспортной динамической 
системы [1, 7–11]. Это позволяет найти и при необходи-
мости реально обеспечить потенциально достижимое 
качество решение задачи управления. 

В этой статье рассматривается подход к преодолению 
недостатков существующей системы управления дорож-
ным движением.  

В отчетах организации WHO проанализировала при-
чины более 1 млн смертей на дорогах и установила, что 
62% из них связана с недостатками системы управления 
дорожным движением. Решение задач управления дви-
жением в реальных условиях изменяются в зависимости 
от времени суток, дней недели, сезонов (зима, весна, 
лето, осень) и от проведения различных мероприятий 
(праздников, демонстраций и т.д.), от возникновения 
аварий, погодных условий, ремонтов и состояния дорог, 
движения специальной техники и т.д.  

Часть этих изменений в транспортной обстановке 
может быть заранее предсказана и обычно используется 
при составлении циклограмм управления светофорами и 
в рекомендациях по выбору маршрутов каждого автомо-
биля. Значительная часть факторов, влияющих на до-
рожную ситуацию, практически непредсказуема и тре-
бует оперативного принятия решений для оптимизации 
движения.  

Традиционная система управления движением имеет 
существенный недостаток, поскольку ей не хватает 
адаптивного характера для трафика в часы пик [2–7]. 
Еще одной серьезной проблемой является прокладка 
пути для машин скорой помощи и очистка полосы дви-
жения. Следовательно, предлагается адаптивная интел-
лектуальная система управления трафиком.  

Работа была поддержана Российским научным фондом по проек-
ту №16-19-10381 и РФФИ по проекту №18-08-00234 в части создания 
методики компьютерного моделирования распределенной нестацио-
нарной системы управления. 
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Проект направлен на преодоление различных недо-
статков в существующей системе, и использование об-
ширных данных, собранных в процессе оперативного 
сбора и обработки информации может помочь в продле-
нии будущей работы. Работа также предполагает вклю-
чение в систему существующих протоколов, созданных 
различными органами власти и правоохранительными 
органами. По этой причине используемые в настоящее 
время подходы, основанные на серьезных статистиче-
ских методах обработки транспортных потоков, пока 
нельзя признать эффективными. Наряду с внедрением 
новых технических и программных средств необходимо 
корректировать и дорожные стандарты. Такая комплекс-
ная реорганизация всей системы управления дорожным 
движением поможет увеличить пропускную способность 
городских районов с большими потоками транспорта, 
сократить среднее время пробега автомобилей, улуч-
шить экологию и, в конечном итоге, сократить аварий-
ность и количество жертв на дорогах. 

Быстрое развитие методов системного анализа и ма-
тематических методов нахождения оптимальных реше-
ний при оптимизации стохастических систем сложной 
структуры позволяет утверждать о потенциальной воз-
можности нахождения оптимального (по любому разум-
ному принятому критерию) решения задач управления 
движением городского транспорта при наличии доста-
точно полной информации о состоянии транспортной 
системы и параметрах движения каждого объекта управ-
ления, о целях движения для всех участников. 

II. СТРУКТУРА ИНТЕГРИРОВАННОЙ СИСТЕМЫ НАВИГАЦИИ 
И РАСПРЕДЕЛЕННОГО УПРАВЛЕНИЯ 

Необходимым условием обеспечения такого «гло-
бального» или «регионального» общего решения задачи 
управления транспортными потоками является создание 
следующих компонент структуры управления [1, 8–13]: 

 высокоточная навигация каждого участника дви-
жения с повышенными точностными и надеж-
ностными характеристиками (ошибки в определе-
нии координат менее одного метра); 

 надежная передача координат, целей и парамет-
ров движения каждого участника в реальном 
масштабе времени в некий «командный пункт» на 
основе создаваемых новых телекоммуникацион-
ных систем; 

 мощная вычислительная система «командного 
пункта», позволяющая решить задачу оптимиза-
ции движения для всех участников на основе 
принятого критерия; 

 телекоммуникационная система передачи каждо-
му участнику движения директив по оптимизации 
параметров и траектории (маршрута) движения, с 
вариантами директорного управления (рекомен-
дации водителю) или полностью автоматического 
управления.  

Предлагается использовать имеющийся опыт разра-
боток систем управления сложными распределенными 
динамическими системами с аэроавтоупругими свой-
ствами. Разработанные методы и алгоритмы синтеза та-
ких систем, а также алгоритмы оптимизации выбора и 
распределения датчиков и органов управления могут 

быть использованы, если рассматривать комплексную 
интеллектуальную транспортную систему как динамиче-
скую систему переменной структуры с распределенными 
параметрами. 

В статье рассматривается перечень частных задач, 
входящих в информационно-управляющий комплекс, 
построенный на основе описанных выше принципов. 

Модель распределенной «интеллектуальной» дина-
мической транспортной системы показана ниже. 

Эффективность синтезируемых алгоритмов управле-
ния в значительной степени зависит от достоверности 
математических модели управляемого объекта. В насто-
ящее время не существует достаточно полной математи-
ческой модели «интеллектуальной» транспортной си-
стемы как распределенной динамической системы пере-
менной структуры с распределенными параметрами. 

Разрабатываемая модель предназначена для реализа-
ции методов моделирования и оптимизации систем 
управления комплексной интеллектуальной транспорт-
ной системой посредством регулирования параметров 
транспортной сети и командного управления движением 
отдельных транспортных средств. 

Модель основывается на статистической обработке 
известных достоверных результатов экспериментальных 
исследований дорожного траффика и аналитических 
исследованиях результатов численного моделирования 
для различных концепций движения «интеллектуаль-
ных» транспортных средств. Это позволяет сократить 
число экспериментальных исследований и натурных 
экспериментов. 

«Интеллектуальные» транспортные средства рас-
сматриваются как точечные массы, перемещающиеся по 
ребрам транспортного графа под действием сил, завися-
щих от выбранного маршрута, взаимного расположения 
транспортных средств и их относительных скоростей. 
Взаимодействие между транспортными средствами при-
водит к сервоупругим колебаниям, если под состоянием 
равновесия считать движение интеллектуальных транс-
портных средств на безопасной дистанции и с постоян-
ными оптимальными скоростями. 

Взаимодействия с узлами транспортной сети можно 
рассматривать как внешние и управляющие воздействия, 
определяемые топологией сети, пересечением транс-
портных потоков, «правилами движения» и централизо-
ванным управлением. Перестроения, смена «лидера», 
смешивание транспортных потоков и другие переключе-
ния, происходящие в транспортной системе, приводят к 
изменению структуры системы. 

К настоящему времени разработана математическая 
модель движения и взаимодействия транспортных 
средств, следующих по оптимальным маршрутам, выби-
раемым исходя из минимизации общих транспортных 
расходов в динамически меняющейся транспортной сети. 

Программные модули, разработанные в среде 
Simulink, соответствуют моделям динамики и взаимо-
действия интеллектуальных транспортных средств меж-
ду собой и с элементами транспортной сети. 

На рис. 1 представлена блок-диаграмма of Integrated 
Automation System управления дорожным движением в 
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городских условиях плотным движением транспорта и 
наличием высокоскоростной связи передачи данных. 

 

Рис. 1. Блок-схема интегрированной интеллектуальной транспортной 
системы управления 

В центре управления в реальном времени собирается 
информация о движении всех транспортных средств, их 
типах, конечной точке следования, приоритетах для спе-
циальных транспортных средств и т.д. На основе анализа 
текущей обстановки в центре управления вырабатыва-
ются the command signals or recommendations of the 
movement for each vehicle, которые передаются на соот-
ветствующие индикаторы для каждого водителя или 
систему управления автомобилем.  

Полученные сигналы воспроизводятся с соответ-
ствующим запаздыванием и ошибками. Реальная ско-
рость, местоположение и направление движения изме-
ряются с помощью спутниковых систем навигации и 
автономных средств, таких как спидометр и курсовая 
система. Для снижения шумовых и систематических 
ошибок измерения параметров движения автомобиля и 
связанных с этим флуктуаций командных сигналов 
предусматривается использование специальных алго-
ритмов оценивания и фильтрации навигационных пара-
метров.  

Такие алгоритмы широко используются в авиации, 
их высокая эффективность подтверждена на практике. 
Предполагается реализовать такие алгоритмы на базе 
микромеханических инерциальных систем навигации. 
Стоимость таких систем невысока и может быть уста-
новлена на каждом автомобиле. 

После фильтрации данные о движении передаются в 
центр управления дорожным движением для выработки 
командных сигналов. 

III. ПРОГРАММА МОДЕЛИРОВАНИЯ ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНОЙ 
ТРАНСПОРТНОЙ СИСТЕМЫ 

В соответствии с основной целью статьи, заключаю-
щейся в исследования процессов управления в ком-
плексной интеллектуальной распределенной транспорт-
ной системе, составлена упрощенная Simulink схема, на 
которой показаны связи между основными модулями. 
Эта схема приведена на рис. 2. В этой схеме не учиты-
ваются процессы навигационных измерений и их ком-
плексирования, а также процессы передачи данных и 
транспортное запаздывание. 

Эти задачи планируется решить на следующем этапе 
работы. Модель динамики разделена на отдельные блоки 
для удобства исследования ее динамических свойств. 

Внутренняя структура каждого из этих блоков достаточ-
но сложная и выходит за рамки статьи. 

В блоке «Relations Analyzer» выполняется анализ те-
кущей ситуации с управлением транспортными потока-
ми. Определены расстояния автомобиля до предыдущей 
и следующей контрольных точек. Определены скорости 
автомобиля и сгенерированы данные для расчета ко-
мандных сигналов. В блоке «Cross Data Processing» вы-
полняется анализ возможных задержек на перекрестках 
и генерируются данные для следующего блока. 

Блок «Vehicle Forces» учитывает особенности пове-
дения одного водителя и точность выполнения им ко-
манд. Динамические характеристики автомобиля учиты-
ваются в блоке «Vehicle Dynamics». Наличие такого бло-
ка позволяет назначать реально выполнимые команды 
каждому транспортному средству. Все команды для 
спортивного автомобиля и тяжелого контейнеровоза 
будут разными. Внутренняя структура основного интел-
лектуального модуля представлена на рис. 3. 

Интеллект, заложенный в каждое транспортное сред-
ство, моделируется в блоке Vehicle Controller. Имеются 
четыре различные ситуации, в которых принимается 
решение об управлении транспортным средством. Алго-
ритмы управления  для этих четырех ситуаций реализо-
ваны в units «Finish Mode», «Crossroad Mode», «Pass In-
teractions Mode», «Cross Interactions Mode». 

В модуле «Finish Mode» реализуется взаимодействие 
между конечной точкой и транспортным средством. Це-
лью каждого транспортного средства является переме-
щение в конечную точку за минимальное время. 

 

Рис. 2. Модель динамики взаимодействия интеллектуальных 
транспортных средств. Блок-схема в среде Simulink. Основные модули 

В модуле «Crossroad Mode» осуществляется взаимо-
действие транспортного средства с перекрестком. На 
перекрестке может быть установлен светофор или могут 
действовать правила проезда нерегулируемого пере-
крестка. В этом блоке устанавливается режим ускорения 
или торможения. 

В модуле «Pas Interactions Mode» учитывается взаи-
модействие каждого транспортного средства с осталь-
ными транспортными средствами, движущимися в од-
ном потоке. 

В модуле «Cross Interactions Mode» учитывается вза-
имодействие каждого транспортного средства с осталь-
ными транспортными средствами, движущимися в пере-
секающемся потоке. 
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Рис. 3. Упрощенная схема «интеллектуального» контроллера 
транспортного средства, определяющего автономное управление 
движением до момента остановки в заданной точке (Vehicle Controller) 

Программный пакет позволяет экспортировать топо-
логию отдельных фрагментов всемирной наземной 
транспортной системы дорожного движения, разделен-
ных географической сеткой (на основе открытого интер-
нет проекта OpenStreetMap). В процессе управления на 
мониторе точками отображаются все транспортные 
средства в реальном времени. Для каждого транспортно-
го средства доступны все необходимые параметры.  
В качестве примера приводится анимация движения 100 
транспортных средств в Адмиралтейском районе Санкт-
Петербурга, показанная на рис. 4. 

 

Рис. 4. Графический интерфейс программы. Анимация 100 
автомобилей в Адмиралтейском районе Санкт-Петербурга. Фрагмент 
карты города с элементами дорожной сети (Event Analyzer and 
Graphical Interface) 

При моделировании была рекомендована скорость 
движения 30 км/ч, а максимальная скорость – 70 км/ч. 
Указанные ограничения могут изменяться в зависимости 
от изменения дорожной обстановки. 

Разработанные программные модули позволяют ре-
шить следующие задачи. 

1) Использовать уточненные уравнения динамики 
транспортных средств, реализованные в Simulink-
блоках, основывающиеся на микроскопических моделях 
движения в транспортных потоках, таких как модель 
оптимальной скорости Ньюэлла, модели следования за 
лидером Дженерал Моторс, «модели разумного водите-
ля» Трайберга, и моделях клеточных автоматов, адапти-
рованных для движения с учетом пересечения транс-
портных потоков и дорожного регулирования на основе 
наших интуитивных представлений. Они выглядят как 
уравнения динамики движения системы твердых тел, 
силы взаимодействия между которыми определяются 
кусочно непрерывными оптимальными законами управ-
ления в интервалах между переключениями транспорт-
ного потока. 

2) Составлять математическую модель дорожной 
сети в виде ориентированного взвешенного графа с из-
меняемыми и управляемыми параметрами, позволяю-
щую описывать изменяющуюся дорожную обстановку. 
Вершины графа соответствуют пересечениям транс-
портных потоков, ребра графа соответствуют пропуск-
ной способности соответствующих полос движения 
транспортных средств, зависящей от текущей интенсив-
ности транспортного потока. 

3) Использовать подготовленный законченный про-
граммный пакет, позволяющий экспортировать тополо-
гию отдельных фрагментов всемирной наземной транс-
портной системы дорожного движения, разделенных гео-
графической сеткой (на основе открытого интернет про-
екта OpenStreetMap); возможности и особенности экспор-
та фрагментов данных OpenStreetMap имеются на сайте 
https://www.openstreetmap.org. Имеется возможность по-
лучить матрицу смежности сети inconnectivity_matrix ори-
ентированного графа, представляющего транспортную 
сеть и уникальные узлы, соответствующие пересечениям 
сети intersection_nodes, а также всю дополнительную ин-
формацию, которая визуально представлена на карте в 
доступном формате и может быть использована для орга-
низации транспортных потоков. 

4) Использовать законченный программный пакет 
для моделирования движения транспортных средств в 
ограниченном фрагменте транспортной сети с возмож-
ностью централизованного управления изменением от-
дельных параметров транспортной сети и выборочного 
директорного управления транспортными средствами 
изменением параметров контроллеров транспортных 
средств (рекомендуемых водителю параметров движе-
ния). Централизованное управление определяется управ-
лением светофорным регулированием, знаковым регу-
лированием и рекомендациями по движению для води-
телей отдельных транспортных средств, касающихся 
выбора маршрута, рекомендуемой скорости и других 
параметров модели динамики транспортных средств. 

Математическая модель «интеллекта» транспортного 
средства, определяющая взаимодействие между транс-
портными средствами и взаимодействие транспортных 
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средств с узлами транспортной сети, определяется сово-
купностью основных правил дорожного движения, дик-
тующих правильные действия водителю по обеспече-
нию скорости, дистанции движения транспортных 
средств, его реакцию на дорожные знаки и светофорное 
регулирование. 

Синтез системы управления состоит в разработке ал-
горитмов централизованного управления транспортной 
сетью, обеспечивающих стабилизацию транспортных 
потоков посредством регулирования трафика в опреде-
ленных узлах сети и командного управления отдельны-
ми транспортными средствами. 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Развитие теории оптимизации систем распределенно-

го управления и измерения будет заключаться в разра-
ботке методов оптимизации выбора наблюдаемых и ко-
мандно-управляемых транспортных средств, а также в 
разработке методов оптимизации выбора наблюдаемых 
и управляемых узлов транспортной сети. Разработка 
методов редукции модели динамики транспортной си-
стемы, идентификации распределенных параметров 
(определяющих интеллектуальные взаимодействия меж-
ду транспортными средствами), разработка робастных и 
адаптивных методов синтеза должны стать продолжени-
ем проводимых исследований. 
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Abstract—Данная работа направлена на повышение ка-
чества работы гидроакустических систем навигации и 
связи автономных необитаемых подводных аппаратов 
(АНПА) и посвящена вопросу оценивания точности опре-
деления дистанции между гидроакустическими модемами, 
работающими в частотном диапазоне 12 кГц на дистанци-
ях до 10 км. Оценивание осуществлялось при помощи раз-
работанных группой гидроакустических модемов. В работе 
приводятся описания проведенных морских эксперимен-
тов, а также основные полученные результаты, позволя-
ющие судить о точности измерения дистанций гидроаку-
стическими средствами и о характере распределения соот-
ветствующих ошибок измерений. 

Ключевые слова—автономный необитаемый подводный 
аппарат, гидроакустический модем, подводная навигация, 
подводная связь, измерение дистанции 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Для решения задач подводной навигации автоном-

ных необитаемых подводных аппаратов (АНПА) в 
настоящее время используется гидроакустическое обо-
рудование, выполненное на основе дальномерных си-
стем (ГАНС) [1, 2].  

Анализ отклонений в измерении дистанции под во-
дой гидроакустическими модемами недостаточно широ-
ко освещен в литературе и ранее выполнялся группой 
для малых дистанций (до 500 м) в частотном диапазоне 
28 кГц [3].  

Научным коллективом, в который входят авторы ра-
боты, выполнена разработка оборудования гидроакусти-
ческой связи и навигации (гидроакустического модема), 
работающего в различных частотных диапазонах. Ранее 
были выполнены работы на данном оборудовании в ча-
стотном диапазоне 28 кГц по оценке достоверности ин-
формационного обмена и измерению точности опреде-
ления дистанции (СКО не превышает 2 см для расстоя-
ния 500 м), также данные оценки были выполнены в мо-

бильном режиме на скоростях до 1,5 м/с. Значительная 
точность измерения времени распространения сигнала 
при помощи гидроакустических модемов обеспечивается 
за счет использования псевдослучайных последователь-
ностей малой длины (до 50) и специальных методов 
свертки во временной области, а также методов цифро-
вой обработки сигналов, реализуемых на современной 
элементной базе. 

Данная работа посвящена анализу точности опреде-
ления дистанций при помощи гидроакустических моде-
мов, работающих в частотном диапазоне 12 кГц на рас-
стояниях до 10 км. Работа была проведена в виде мор-
ского подледного эксперимента, организованного в бух-
те г. Владивостока. 

Цифровые системы обработки сигналов широко ис-
пользуют псевдослучайные последовательности в си-
стемах связи и навигации. Чаще используют последова-
тельности большой длины (до 1023 элементов) для обес-
печения достаточного отношения «сигнал–шум» на вы-
ходе согласованных фильтров. В экспериментах приме-
нялись гидроакустические модемы ATM1014 собствен-
ного изготовления «Aquatelecom LLC» (рис. 1) с рабочей 
частотой 12кГц и полосой частот излучения f 4 кГц. 

Авторами были использованы в качестве навигаци-
онных сигналов псевдослучайные бинарные коды дли-
ной 103 элемента [4]. 

Для гауссовского подводного канала связи при от-
сутствии многолучевости, погрешности позиционирова-
ния определяются текущим отношением «сигнал–шум» 
(SNR) на выходе коррелятора. При оценке потенциаль-
ной погрешности позиционирования временного откли-
ка коррелятора при условии оптимального приема 
(определение положения максимума с использованием 
дополнительной алгоритмической обработки обеспечи-
вает максимум отношения правдоподобия) можно ис-
пользовать приближение   1

37,1


  SNRft  [5]. Так 
Исследование поддержано грантом Российского научного фонда, 
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потенциальная погрешность (при SNR = 3) определения 
времени прихода сигнала для вышеописанной системы 
составит 105err  мкс (около 16 см для скорости звука 
1500 м/с). 

 

Рис. 1. Гидроакустический модем 

II. МОРСКОЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 
Эксперимент проводился в зимних условиях с ледо-

вым покровом на морской поверхности в заливе г. Вла-
дивостока. 

В ходе данного эксперимента выполнялась серия из-
мерений времен распространения акустических сигналов 
между точками, находящимися на различных удалениях 
друг от друга (1, 5 и 10 км). Координаты точек располо-
жения гидроакустических антенн фиксировались с по-
мощью высокоточного приемника системы спутникового 
позиционирования Trimble SPS 855, работающего в ре-
жиме кинематики реального времени (RTK) и получаю-
щего дифференциальные поправки от опорной базовой 
станции. Фиксированное положение точек расположения 
гидроакустических антенн обеспечивалась за счет нали-
чия на всей площади акватории сплошного ледового по-
крова. Несомненным достоинством такого способа орга-
низации морского эксперимента является возможность 
обеспечения долгосрочного высокоточного позициони-
рования гидроакустических модемов и одновременного 
получения истинных и измеряемых дальностей. Значение 
толщины ледового покрова составляло 0,5-0,7 м, гидро-
акустические модемы погружались на глубину 4 м. Рас-
пределение скорости звука по вертикальной оси в районе 
работ измерялось профиломером Valeport miniSVP. Зна-
чение скорости звука на глубине 4 м составляло 1440 м/с.  

Измерения проводились в асинхронном режиме по 
схеме «запрос–ответ». 

III. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТА 
Было проведено по 126 измерений, соответствующих 
различным дистанциям между модемами (рис. 2). Сред-
няя дистанция, рассчитанная на основе акустических 
измерений, находится в хорошем соответствии с ожида-

емыми дистанциями (полученными на основе данных от 
приемников СНС). На рис. 3 приведены графики функ-
ции распределения вероятностей отклонений в серии 
измерений для дистанций 1, 5, 10 км. В экспериментах 
для всех трех дистанций ошибка измерения распределена 
по закону, близкому к нормальному с СКО 1,2 см, 2,4 см 
и 4,7 см соответственно. Некоторое несоответствие ди-
станций по данным СНС и полученных на основе аку-
стических измерений связано с погрешностями самой 
системы DGPS, погрешностями установления антенн 
модемов относительно вертикали, а также ввиду выбора 
средней величины скорости звука на трассе.  

 

Рис. 2. Графики отклонений в сериях измерений при медианном 
значении дистанций ≈1, 5 и 10 км для значения скорости звука 1440 м/с 

 

Рис. 3. Графики функции распределения вероятностей отклонений в 
серии измерений для дистанций 1, 5, 10 км. 

 
Отклонения в серии измерений при медианном значении дистан-

ции 1020,11 м (1022,17 м по DGPS) 

 
Отклонения в серии измерений при медианном значении дистан-

ции 5113,07 м (5100,33 м по DGPS) 

 
Отклонения в серии измерений при медианном значении дистан-

ции 9960,53 м (9984,12 м по DGPS) 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ  
Данные, полученные в рамках описанной в данной 

работе морского эксперимента, свидетельствуют о высо-
кой потенциальной точности измерения дистанции меж-
ду подводными объектами при помощи гидроакустиче-
ских средств, работающих в частотном диапазоне 12 кГц 
и на дальностях до 10 км. Инструментальная точность 
гидроакустического модемного оборудования для ди-
станций 10 км может достигать единиц сантиметров 
(СКО 4,7 см). Достигнутая точность обеспечивалась ста-
ционарностью гидроакустического канала связи на зна-
чительных дистанциях при наличии ледового покрова и 
малой многолучевости. В условиях многолучевого кана-
ла связи и для точной оценки местоположений передат-
чика и приемника основной проблемой будет вычисле-
ние истинных траекторий лучей в подводном акустиче-
ском канале и проблема выбора основного луча. 

Авторы выражают свою признательность всем со-
трудникам ИПМТ ДВО РАН и ДВФУ, принимавшим 
участие в подготовке и проведении морских испытаний. 
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Аннотация—В докладе описывается разработка пер-
спективного метода оптимизации профиля полета средне-
магистрального авиалайнера. Приводятся основные све-
дения о профиле полета, рассматриваются критерии оп-
тимизации, применяемые в оптимизационной модели. 
Предлагается концепция многокритериальной оптимиза-
ционной модели. Рассматривается реализация такой моде-
ли с применением вариационного генетического алгорит-
ма в качестве метода расчета. Приводятся результаты 
моделирования, доказывающие эффективность предлага-
емого подхода. 

Ключевые слова—многокритериальная оптимизация, 
Оптимизация профиля полета, генетический алгоритм, 
современные методы оптимизации полета 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Одной из актуальных проблем автоматизированных 

систем управления среднемагистральных авиалайнеров 
является необходимость обеспечения экономичности и 
экологичности выполнения полетных задач. Решение 
такого рода проблем осуществляется с помощью опти-
мизации плана (горизонтальной проекции) и профиля 
(вертикально-скоростной проекции) полета ЛА по кри-
териям оптимизации, представляющим собой совокуп-
ность параметров, которые используются при построе-
нии траектории движения ЛА.  

Значимость решения задачи оптимизации траекторий 
полета существенно возрастет с переходом к новым тех-
нологиям УВД, например, в рамках концепции «Free 
Flight» [1], когда отпадает необходимость жесткого вы-
держивания заданных исходными планами условий по-
лета и появляется возможность существенно менять тра-
екторию полета, подстраивая ее под изменившиеся по-
годные или иные условия. Однако расчетные оптималь-
ные траекторные и высотно-скоростные параметры об-
ладают рядом недостатков, в частности имеются слож-
ности при динамическом переисчислении таких пара-
метров.  

Также затруднения вызывают построение многокри-
териальной оптимизационной модели и учет ограниче-
ний на траектории движения ЛА [2]. Особенно это каса-
ется воздушного пространства в зонах с высокой интен-
сивностью полетов. Но существуют области, где интен-
сивность движения не столь велика, а протяженность 
маршрутов является достаточно большой. К таким обла-
стям относятся океанические зоны и некоторые матери-
ковые области, в частности восточные регионы России. 

В таких областях оптимизация траектории полета может 
дать существенный экономический, экологический и 
социальный эффект. 

С учетом развития современных ВСС и вычисли-
тельных методов становится возможным создание опти-
мизационных моделей с устранением подобных недо-
статков.  

На сегодняшний момент существует множество ме-
тодов автоматического построения профиля полета 
среднемагистральных авиалайнеров, основными из ко-
торых являются: использование заранее рассчитанного 
профиля с корректировкой его при помощи барометри-
ческих датчиков и радионавигационных систем в зонах 
аэродромов [3]; использование методик пересчета на 
основе накопленной статистической информации либо 
решения вариационной задачи [4]; построение траекто-
рии на основе баз данных и данных локальных навига-
ционных систем [5]. 

Эти подходы успешно используются ведущими миро-
выми авиакомпаниями, такими как Boeing и Airbus [6–7]. 
Стоит учитывать, что описанные методы демонстрируют 
разную эффективность и универсальность в зависимости 
от типа решаемой задачи, состояния окружающей среды 
и ЛТХ ЛА. 

Имеется класс перспективных методов, основанных 
на использовании искусственного интеллекта или биоло-
гических закономерностей, также успешно применяемых 
вышеуказанными авиакомпаниями. К ним относятся: 
эвристический метод [8–9], использование нейронных 
сетей [10–11], использование биологических принципов 
в оптимизации (метод муравьиных колоний, генетиче-
ские и эволюционные алгоритмы) [12–13], безоператор-
ный (UAS) метод [14–15].  

В докладе, в отличие от описываемых выше подхо-
дов, предлагается многокритериальная оптимизации 
вертикального профиля [2], использующая вариацион-
ный генетический алгоритм для нахождения оптималь-
ного значения параметров вектора управления в зонах с 
соответствующей организацией УВД.  

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ОПТИМИЗАЦИИ 
Задача оптимизации профиля полета заключается в 

перестроении рассчитанного по введенным на этапе 
формирования маршрута точкам планового профиля в 
соответствии с применяемым критерием оптимизации, 
что сводится к выбору оптимальных навигационных 

РФФИ. Исследовательский проект № 19-08-01223. 
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параметров траектории, в частности оптимальной высо-
ты и скорости полета, характеризующих управление 
центром масс самолета и влияющих с учетом законов 
управления на экономию ресурса двигателей. На теку-
щий момент применяются модели оптимизации, приме-
няющие один оптимизационный критерий на всю полет-
ную задачу.  

Для улучшения качества процесса оптимизации была 
разработана концепция многокритериальной оптимиза-
ционной модели, позволяющей осуществлять комбини-
рование критериев оптимизации в зависимости от усло-
вий полета и целесообразности использования критерия 
оптимизации на определенном характерном участке 
профиля полета.  

Ниже приводится описание общих сведений о про-
филе полета и об оптимизационных критериях. 

A. Профиль полета. Общие сведения 
В режимах VNAV и LNAV движение самолета осу-

ществляется по пространственной траектории, сформи-
рованной в соответствии с заданным планом полета. Па-
раметры траектории идеального пространственного дви-
жения самолета, относительно которой ВСС формирует 
сигналы управления для системы автоматического 
управления (САУ), рассчитываются с учетом особенно-
стей аэродинамики самолета на каждом из этапов полета. 

Формирование траектории представляет собой про-
цесс описания или нахождения опорных точек движения 
подвижного объекта, из которых впоследствии произво-
дится построение геометрического профиля, различаю-
щегося в зависимости от выполняемой полетной задачи 
и критериев, накладываемых на него с целью обеспече-
ния оптимального движения ЛА. Обычно траектория 
задается в двух плоскостях: 

 маршрут полета (горизонтальная траектория), ос-
новными параметрами которой являются боковое 
отклонение от линии заданного пути и путевой 
угол; 

 профиль полета (вертикальная траектория), ос-
новными параметрами которого являются ско-
рость и высота полета.  

Траектория профиля полета ЛА в общем виде приве-
дена на рис. 1–3. На рис. 1–2 представлены участки 
набора высоты и снижения, на которых отмечены харак-
терные ограничения и максимальный угол наклона тра-
ектории θmax.  

 

Рис. 1. Вид профиля полета ЛА на участке набора высоты 

Рис. 3 демонстрирует полный общий вид профиля 
полета с указанием стандартных характерных участков 
маршрута: taxi – участок руления (выполнение наземных 
операций), take-off – взлет, trip – участок от взлета до 

посадки, approach – зона подхода на посадку, включая 
ВПП, destination – аэропорт посадки, alternate – запасной 
аэродром посадки, holding – зона ожидания у запасного 
аэродрома посадки. 

 

Рис. 2. Вид профиля полета ЛА на участке снижения 

 

Рис. 3. Общий вид профиля полета ЛА (с указанием альтернативного 
маршрута посадки) 

При использовании классической методики расчета 
профиля полета и его оптимизации, большая часть вы-
числений производится во время предполетной подго-
товки ввиду большого количества времени, затрачивае-
мого на расчет. Указанный выше расчет плана полета и 
этапы движения по маршруту применяются вне зависи-
мости от используемого метода оптимизации профиля 
полета. Получаемые в результате расчета сведения яв-
ляются номинальными и применяются при дальнейшей 
оптимизации. 

B. Описание критериев оптимизации 
В основе любых алгоритмов оптимизации профиля 

полета лежат оптимизационные критерии, определяю-
щие параметр или набор параметров, по которым и про-
изводится оптимизация. 

Проводя анализ, можно отметить, что обобщением 
при формировании критериев оптимизации является 
решение задач минимизации расхода топлива (и связан-
ная с ней задача повышения экологичности полета), уве-
личения маршрутной дальности и уменьшения времени 
полета, по этой причине они и были выбраны в качестве 
основных в предлагаемой модели оптимизации.  

Далее приводится описание критериев минимального 
расхода топлива (Qmin), максимальной маршрутной даль-
ности полета (LRC) и экономического (стоимость часа 
полета). 

1) Минимальный расход топлива 
При полете на заданную дальность минимальный 

расход топлива можно определить как 

км

0

min
L

V

q VQmin
W

   
  , (1) 

XXVII Санкт-Петербургская международная конференция по интегрированным навигационным системам, 2020 г.

85



где qкм – километровый расход топлива в кг/км, который 
в условиях штиля является функцией высоты H (м), ис-
тинной воздушной скорости V (км/час), полетной массы 
G (кг), температуры наружного воздуха Тн (°С), l – пере-
менная интегрирования (км), L – длина этапа (км), W – 
путевая скорость (км/ч). 

2) Максимальная маршрутная дальность (LRC) 
Критерий LRC, так же как критерий Qmin, для своей 

реализации использует характеристику удельной даль-
ности UD в виде номограммы. Оптимум характеристики 
UD–UD0 достигается на пониженных скоростях. Ско-
рость VLRC(G)>VQmin(G), при которой отличие от оптиму-
ма UD0 составляет 1%, считается оптимальной по крите-
рию максимальной маршрутной дальности полета LRC 
(Long Range Cruise). Оптимальная высота Hопт при 
назначении критерия LRC определяется из условия до-
стижения минимума критерия LRC по двум параметрам: 
высоте и скорости. 

3) Экономический критерий 
Критерий ECON позволяет учитывать стоимостные за-

траты по времени и топливу, приходящиеся на один полет. 
Полная стоимость полета по этапу имеет выражение 

час топС С T C Q   (2) 

где Счас – стоимость одного часа полета (без учета стои-
мости топлива) в руб./час, Стоп – стоимость одного кило-
грамма топлива в руб./кг, Т – время полета по этапу в 
часах, L – длина полета по этапу в км. При отнесении 
минимума к подынтегральному выражению и с учетом 
выражений qчас = qкмV, и dt=dl/W экономический крите-
рий примет вид 

кмmin
V

K q VECON
W
   

 
 (3) 

где qкм – километровый расход топлива в условиях шти-
ля (кг/км), К – индекс стоимости (кг/час): К=Счас/Стоп, 
VECON – оптимальная скорость по критерию ECON (эко-
номичная скорость). Высота HECON, на которой достига-
ется минимум критерия ECON, называется оптимальной 
по экономическому критерию. 

Экономический критерий позволяет авиакомпаниям 
оценивать рентабельность эксплуатации каждого кон-
кретного ЛА и перераспределить имеющиеся у нее ре-
сурсы с учетом убыточных статей затрат. Индекс стои-
мости К назначается диспетчером или устанавливается 
авиационной компанией и представляет собой отноше-
ние приведенной стоимости топлива к номинальному ее 
значению. 

 Описанные выше критерии пригодны к реализации в 
любом методе оптимизации профиля.  

Далее в докладе приводится описание разработанной 
методики оптимизации. 

III. МНОГОКРИТЕРИАЛЬНАЯ МОДЕЛЬ ОПТИМИЗАЦИИ 
Разработанная методика оптимизации представляет 

собой разбиение профиля на характерные участки поле-
та (взлет/набор высоты, маршрут, снижение) с примене-

нием целесообразного на таком участке критерия. Целе-
сообразность применения критерия рассчитывается из 
совокупности условий выполнения полета, но принятие 
окончательного решения об утверждении того или иного 
режима осуществляет пилот.  

Производится нахождение решений как для локаль-
ного характерного участка, так и для всего полета, т.е. 
нахождение локального и глобального оптимума. Также 
возможна комбинация применения глобального крите-
рия оптимизации (одного на весь маршрут движения) с 
использованием критериев, локально примененных на 
характерном участке полета. По результатам расчета 
осуществляется выдача полученного решения пилоту, 
который утверждает выполнение движения по опти-
мальному профилю.  

Пересчет решения производится с учетом изменяю-
щихся условий полета, что существенно улучшает каче-
ство оптимизации.  

На рис. 4 представлены варианты возможных комби-
наций. 

 

Рис. 4. Варианты комбинаций оптимизационных критериев на участке 
от взлета до посадки 

Классически, в качестве метода решения задачи оп-
тимизации применяется решение вариационной задачи с 
реализацией вычислений посредством динамического 
программирования, но его применение в рамках разраба-
тываемой концепции затруднительно, так как расчет 
(согласно произведенному вычислительному экспери-
менту) занимает в среднем 33,6 мин. Ситуацию видоиз-
меняет применение генетического алгоритма в качестве 
метода решения задачи.  

В случае его использования время решения сокраща-
ется до 11,6 мин. Тем не менее генетический алгоритм 
обладает рядом существенных недостатков, таких как 
увеличение длин кодов записи математических выраже-
ний в процессе скрещивания, возможная расходимость 
алгоритма, необходимость анализа всех символов записи 
с целью их преобразования в целостное математическое 
выражение и т.д. 

Особенностью разрабатываемого алгоритма оптими-
зации является достижение возможности проведения 
динамического пересчета оптимального профиля с уче-
том реальных условий полета. Эта возможность достига-
ется благодаря использованию вариационного генетиче-
ского алгоритма – модификации генетического алгорит-
ма, реализующей вычислительный процесс с учетом по-
лученного ранее (на этапе предполетной подготовки) 
базисного решения, что существенно ускоряет вычисли-
тельный процесс (в среднем решение находится за 8,63 с) 
и избавляет от описанных выше недостатков. 
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IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
На текущий момент разработка находится в процессе 

доработки, так как требуется уточнение вычислительной 
модели вариационного генетического алгоритма, однако 
предварительные данные, полученные в результате мо-
делирования работы алгоритма с учетом реальных усло-
вий полета, продемонстрировали соответствие требова-
ниям к качеству решения оптимизационной задачи, что 
показано на рис. 5, 6 и 7. 

 

Рис. 5. Результаты моделирования 

 

Рис. 6. Результаты моделирования  

 
Рис. 7. Результаты моделирования (сравнение экономии топлива) 

На рис. 5 представлены результаты моделирования в 
виде расчетного профиля (data1) и его сравнения с опти-
мизированными его вариантами (data2–data4), где пока-
зана оптимизация по критериям qmin (data2), ECON 
(data3) и по их комбинации (data4). Из результатов моде-
лирования в параметрическом сравнении (рис. 6–7) вид-
но, что оптимизация при помощи разрабатываемой ме-
тодики имеет большую эффективность по сравнению с 
однокритериальной. Тем не менее требуется доработка 
модели оптимизации и расширение критериальной мо-
дели, что будет отражено в дальнейших публикациях. 
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Аннотация—Рассматривается динамическая система,
в частности космический аппарат, для которого возникает
задача комплексирования информации датчиков навига-
ционных систем. В качестве основных навигационных
систем берется инерциальная навигационная система и
звездный датчик. Предлагается алгоритм гарантирован-
ного оценивания при комплексировании информации
инерциальной навигационной системы и звездного датчи-
ка. При решении задачи оценивания с помощью мини-
максного фильтра построение информационного множе-
ства, которое гарантированно содержит истинное состоя-
ние системы является вычислительно сложной задачей
для систем большой размерности. Поэтому вместо точного
построения информационных множеств используется их
приближенное значение, то есть аппроксимация в виде
выпуклого многогранника, полученного путем аппрокси-
мации сверху «точного», но заданного неявно системой
линейных уравнений и неравенств информационного
множества. Результат гарантированного оценивания
сравнивается с результатом оценивания с помощью филь-
тра Калмана.

Ключевые слова—динамические системы, гарантиро-
ванное оценивание, фильтр Калмана, динамические изме-
рения

I. ВВЕДЕНИЕ

Комплексные навигационные системы реализуют
принцип избыточности, когда один и тот же навигаци-
онный параметр определяется несколькими навигацион-
ными системами, основанными на различных физиче-
ских принципах. К числу основных навигационных си-
стем различных подвижных объектов относятся инерци-
альные навигационные системы. Они автономны, не
требуют информации о магнитном поле Земли, не излу-
чают энергию, но накапливают погрешность. Объедине-
ние инерциальной навигационной системы с навигаци-
онными системами, основанными на других физических
принципах (системы спутниковой навигации, звездные
датчики и др.), позволяет устранить этот недостаток [7].

Математическая обработка с помощью алгоритмов
фильтрации информации с инерциальные навигацион-
ной системы и звездного датчика позволяет определять
параметры ориентации и угловой скорости с высокой
точностью, которая необходима для работы системы
управления движением космического аппарата.

Алгоритмами фильтрации при комплексировании
могут быть метод наименьших квадратов, фильтр Кал-
мана, а также гарантированный фильтр [1–5, 7–11, 17–
20]. В реальных условиях статистическая информация об
ошибках измерений [4, 5] может отсутствовать, поэтому
применение фильтра Калмана может быть необоснован-
ным, а истинное состояние может находиться за преде-
лами доверительных множеств. Тогда задачу оценивания
рассматривают в гарантирующей или минимаксной по-
становке, результатом которой является информацион-
ное множество [3, 9], гарантированно содержащее ис-
тинное значение вектора состояния динамической си-
стемы. Минимаксный фильтр включает в себя выполне-
ние линейного преобразования, операций суммы мно-
жеств в смысле Минковского и пересечение множеств.
Однако построение информационных множеств является
вычислительно сложной задачей для систем большей
размерности и при этом вместо точного построения ин-
формационных множеств используют приближенное
значение, то есть аппроксимацию [1, 2].

В работе рассматривается алгоритм комплексирова-
ния информации с инерциальной навигационной систе-
мы и звездного датчика в задаче точного определения
ориентации космического аппарата, позволяющий эф-
фективно фильтровать ошибку звездного датчика [7].

II. ОПИСАНИЕ ЗАДАЧИ

Задачей комплексирования навигационной информа-
ции инерциальной навигационной системы и звездного
датчика заключается в совместной обработке данных для
определения ориентации движущегося объекта с макси-
мально возможной точностью [12–14, 16]. Эта точность
зависит от качества навигационных измерителей и алго-
ритмов обработки навигационных сигналов.

В качестве вектора состояния системы принимается
вектор малого поворота [7], рассчитанный по данным от
звездного датчика и инерциальной навигационной си-
стем . Уравнения движения и измерения
для вектора малого поворота
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где – соответственно
вектор состояния системы, вектор измерений, вектор
ошибок измерений, составляющие вектора скорости
малого поворота, полученные по результатам измерений
инерциальной навигационной системы; матрица A рав-
на [7]

Вектор ошибок измерений состоит только из высо-
кочастотных ошибок звездного датчика

Шумы измерений инерциальной
навигационной системы отличаются от шумов звездного
датчика более чем на два порядка, поэтому они прини-
маются равными нулю.

III. АЛГОРИТМ ГАРАНТИРОВАННОГО ОЦЕНИВАНИЯ

Рассмотрим задачу оценивания состояния системы
(1). Заданы следующие ограничения:

, (2)

где множества, заданные в виде выпуклых мно-
гогранников. Для каждого момента времени
принимают любое значение из множеств (2).

Требуется получить оценку в виде информационного
множества , в котором гарантированно находится век-
тор состояния .

На основе предыдущего информационного множе-
ства рассчитывается множество прогнозов (рис. 1)
вектора состояния системы (1)

. (3)

По результатам измерений рассчитывается
множество состояний совместимых с измерением

(4)

Затем находим информационное множество (рис. 1)
как область пересечения множества прогнозов и множе-
ства, совместимого с измерениями

(5)

Операции в (4)–(6) проводятся над множествами: ли-
нейное преобразование и пересечение множеств.

Известно [8], что если множества (2) – выпуклые
многогранники, то и информационное множество –
выпуклый многогранник. Как правило, форма информа-
ционных множеств достаточно сложна, то есть
множество может содержать большое количество вер-
шин и граней, а операции над множествами являются
вычислительно сложными для систем большой размер-
ности в реальном времени. Вместо точного построения
информационных множеств используют [10] при-
ближенное значение ⊇ , т.е. аппроксимацию
сверху.

Рассмотрим алгоритм, описывающий аппроксима-
цию информационного множества на основе теку-
щего измерения для системы (1). Векторы

являются неизвестными.

Рис. 1. Пример построения множества прогнозов

Когда исходные множества (3) являются многогран-
никами, они могут быть заданы системами линейных
неравенств

, (6)

где – заданная матрица, – заданные вектора со-
ответствующих размерностей, измерение инерци-
альной навигационной системы на k-м шаге, ниж-
няя и верхняя границы множества ошибок измерений.

Рассмотрим алгоритм аппроксимации, где учитыва-
ется информация об измерениях , помехах ,
полученная не с одного предыдущего шага, а с несколь-
ких предыдущих шагов. Теперь необходимо увеличить
размерность системы (1), (6), включив в нее переменные

где – число предыдущих
шагов. С помощью этого алгоритма найдем более точ-
ную оценку информационного множества .

Зададим число предыдущих шагов , значения изме-
рений которых будут использованы для
вычисления текущей оценки. Составим систему линей-
ных неравенств, описывающих систему (1), (2) на по-
следних шагах:

.

(7)

Составим систему линейных неравенств, описываю-
щих множества на последних шагах:

.

(8)

Построим аппроксимацию информационного множе-
ства на основе систем (7), (8):
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. (9)

Для каждого направления ( -я строка матрицы
решаем задачу линейного программирования

(10)

при ограничениях (9), (10), где скалярное про-
изведение векторов и Тогда -я координата вектора

равна

(11)

Далее переходим на следующий шаг .

Описанный принцип позволяет построить аппрокси-
мацию информационного множества в виде многогран-
ника любой формы без выполнения операции пересече-
ния множеств. Поскольку форма множества неиз-
вестна, то выбирать направления следует исходя из
требований задачи. Чем ближе к истинному информаци-
онному множеству задана форма аппроксимирующего
многогранника, тем меньше будет накапливаться ошиб-
ка оценивания.

IV. КОМПЛЕКСИРОВАНИЕ ИНФОРМАЦИИ ИНЕРЦИАЛЬНОЙ
НАВИГАЦИОННОЙ СИСТЕМЫ

При комплексировании информации сравниваются
два способа оценивания: гарантированный и статистиче-
ский (фильтр Калмана) для системы (1). Вводится до-
полнительное условие к работе алгоритмов фильтрации,
заключающееся в том, что работа осуществляется на
участке измерений при постоянной скорости, без возму-
щений движения КА, вызванных движениями солнечных
батарей, антенн и работой реактивной двигательной си-
стемы. Матрица A имеет вид


Ограничения (3) имеют следующие значения:




Начальное значение вектора состояния

:

 (14)

 (15)

 (16)

где начальный вектор состояния , ошибки
измерения , – заданы.

Матрицы ковариаций зададим таким образом,
чтобы случайные величины на уровне попадали
во множества .

Система (1) с заданной матрицей А является неустой-
чивой. Реализованные ошибки измерений являются бе-
лым гауссовским шумом.

Приведен график ошибок оценивания вектора со-
стояния на каждом шаге для гарантированного оценива-
ния и фильтра Калмана, рассчитанные по формуле

, где истинное значение вектора со-
стояния, оценка вектора состояния.

Среднее значение ошибки оценивания где
ошибка оценивания фильтра Калмана, где ошиб-
ка оценивания минимаксного фильтра для каждой из 3-х
координат:

,

Как уже отмечалось, в реальных условиях статисти-
ческая информация об ошибках измерений [4, 5] может
отсутствовать, поэтому применение фильтра Калмана
может быть необоснованным, а истинное состояние мо-
жет находиться за пределами доверительных множеств.
Таким образом, если ошибки измерений не являются бе-
лым гауссовским шумом, а имеют иной закон распреде-
ления, то фильтр Калмана может работать некорректно.
Рассмотрим ситуацию, когда ошибки измерений изменя-
ются по равномерному закону распределения (рис. 2, 3).

Среднее значение ошибки оценивания где
ошибка оценивания фильтра Калмана, где ошиб-
ка оценивания минимаксного фильтра для каждой из 3-х
координат:

В результате моделирования ошибка оценивания
фильтра Калмана оказалась выше относительно ошибки
оценивания минимаксного фильтра, что вызвано изме-
нением закона распределения ошибок измерений.

Рассмотрим ситуацию, когда ошибки измерений яв-
ляются динамическим хаосом с начальным значением

и законом распределения

(12)

Среднее значение ошибки оценивания где
ошибка оценивания фильтра Калмана, где ошиб-
ка оценивания минимаксного фильтра для каждой из 3-х
координат:

В результате эксперимента ошибка оценивания
фильтра Калмана оказалась соразмерна относительно
ошибки оценивания минимаксного фильтра для первой и
второй координаты и значительно выше для третьей ко-
ординаты.

Время расчета фильтра Калмана на 100 шагах
, минимаксного фильтра .
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Рис. 2. Ошибки измерений (синий) равномерное распределение, ошибки
гарантированного оценивания (оранжевый)

Рис. 3. Ошибки измерений (синий) равномерное распределение, ошибки
фильтра Калмана (оранжевый)

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Гарантированное оценивание при комплексировании
информации инерциальной навигационной системы и
звездного датчика позволяет получить оценку с ошибкой
меньше в 3,75 раза, чем ошибка оценивания фильтра
Калмана. Тем не менее решение задачи гарантированного
оценивания требует больших вычислительных затрат –
в 104 раз больше, чем фильтр Калмана. Одним из вариан-
тов снижения вычислительных затрат может быть разра-
ботка алгоритма снижения порядка системы линейных
неравенств, которыми задаются грани множества про-
гнозов и множества, совместного с измерениями для
получения информационного множества. Для повыше-
ния скорости решения задачи гарантированного оцени-
вания перспективным считается нейросетевой подход,
описанный в работе [10].
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Аннотация—В работе приведены условия проведения 
сертификационных испытаний летательных аппаратов, 
методы и средства их обеспечения. В качестве примера рас-
сматривается определение аэродинамических погрешностей 
измерения высоты и скорости на самолете Ил-78М-90А.   

Ключевые слова—летные испытания, навигационные 
характеристики, аэродинамические погрешности 

I. ВВЕДЕНИЕ  
В настоящее время полеты самолетов осуществляют-

ся в Глобальной системе организации воздушного дви-
жения, построенной на основе технологий системы свя-
зи, навигации и наблюдения (CNS/ATM). Переход к гло-
бальной системе организации воздушного движения 
позволил увеличить объем воздушных перевозок, без-
опасность самолетовождения. 

Возросшие требования к задачам самолетовождения 
в Глобальной системе после внедрения концепции нави-
гации, основанной на характеристиках, требуют непре-
рывного совершенствования существующих и создания 
новых методических подходов, технологий, методов и 
средств проведения летных испытаний.  

В сертификационных испытаниях самолетов решает-
ся комплекс задач, связанных с различными системами 
пилотажно-навигационного оборудования. Для каждой 
системы предъявляются отдельные нормативные требо-
вания и используются свои методические подходы к 
проведению испытаний. 

С целью обеспечения всех видов летных испытаний 
авионики перспективных летательных аппаратов в АО 
«Летно-исследовательский институт имени М.М. Громо-
ва» на основе комплекса бортовых траекторных измере-
ний (КБТИ) с применением спутниковых технологий 
создана интегральная система обеспечения летных ис-
пытаний, которая апробирована в большом количестве 
полетов летательных аппаратов различного типа. В со-
став интегральной системы испытаний авионики входят: 
бортовой блок КБТИ; базовые контрольные станции; 
стенды сопровождения летных испытаний; вычисли-
тельная сеть; автоматизированные рабочие места обра-
ботки и анализа; методическое обеспечение; программ-
но-математическое обеспечение обработки и анализа 
материалов летных испытаний [1–3]. 

Интегральная система нашла широкое применение 
при проведении сертификационных летных испытаний. 
Внедрение системы привело к изменению технологии 
летных испытаний при решении целого ряда задач. 
Один из наиболее ярких примеров – определение аэро-
динамических погрешностей приемников воздушного 
давления, измерения барометрической высоты и при-
борной скорости. Задачи определения действительных 
значений воздушных параметров, аэродинамических 
погрешностей измерения высоты и скорости, оценива-
ния средств определения воздушных параметров, зани-
мают значительное место в сертификационных летных 
испытаниях авиационной техники. От точности борто-
вых измерений воздушных параметров зависит безопас-
ность пилотирования и самолетовождения. 
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II. ПРОВЕДЕНИЕ СЕРТИФИКАЦИОННЫХ ЛЕТНЫХ 
ИСПЫТАНИЙ  

В сертификационных испытаниях выполняется оцен-
ка соответствия характеристик бортового оборудования 
требованиям сертификационного базиса и норм летной 
годности самолетов. В сертификационный базис вклю-
чают функциональные и эксплуатационные требования, 
отвечающие целям разработки авиационной техники, 
обеспечивающие безопасность пилотирования и самоле-
товождения в ожидаемых условиях эксплуатации. 

Сертификационные испытания разбиваются на этапы, 
состоящие из анализа документации, стендовых, назем-
ных и летных испытаний, моделирования, включающие 
анализ отказобезопасности и экспертные оценки. 

После формирования сертификационного базиса раз-
рабатывается программа наземных и летных испытаний, 
включающая в себя необходимые наземные работы, ви-
ды испытательных режимов и их количество, методиче-
ские указания по проведению испытаний и выполнению 
испытательных режимов, описание средств обеспечения 
летных испытаний. В наземных и летных испытаниях 
производится определение основных технических харак-
теристик пилотажно-навигационного оборудования ле-
тательного аппарата для оценки возможности его после-
дующей эксплуатации в условиях глобальной аэронави-
гационной системы CNS/ATM.  

Выполнение полетов в глобальной системе преду-
сматривает изменения в системах связи, навигации и 
наблюдения. В радиосвязи предусматривается переход 
от аналогового речевого радиообмена к цифровым лини-
ям передачи данных, что дает возможность осуществ-
лять глобальный цифровой радиообмен, а не только в 
пределах линии визирования. В области навигации 
предусматривается переход от использования наземных 
радиотехнических средств навигации и посадки к гло-
бальным навигационным спутниковым системам. 
Наблюдение за выполнением полета производится с по-
мощью автоматического зависимого наблюдения с при-
менением спутниковых навигационных систем и цифро-
вых линий передачи данных. 

В бортовой авионике блоки связи, навигации и 
наблюдения объединяются в единую систему вычисли-
телем самолетовождения, управляются автоматически и 
экипажем с помощью пультов, выдают информацию на 
индикаторы системы отображения информации и сигна-
лизации. Функциональные блоки связи и наблюдения 
совместно обеспечивают работу двусторонних линий 
передачи данных для служб воздушного движения [4]. 

Усиление требований к бортовой аппаратуре влечет 
за собой постоянное совершенствование методов и 
средств обеспечения сертификационных летных испыта-
ний летательных аппаратов. В ЛИИ им. М.М. Громова 
создана интегральная система обеспечения летных ис-
пытаний всех типов современных, модернизируемых и 
перспективных летательных аппаратов и их бортового 
оборудования. 

III. ИНТЕГРАЛЬНАЯ СИСТЕМА ОБЕСПЕЧЕНИЯ ЛЕТНЫХ 
ИСПЫТАНИЙ АВИОНИКИ 

Система предназначена для решения широкого круга 
задач, возникающих при проведении сертификационных 

испытаний летательных аппаратов. С помощью системы 
определяются характеристики пилотажно-навигационного 
оборудования и комплексов: ИНС, СНС, радиотехниче-
ских систем, систем автоматического управления, вы-
числительных систем самолетовождения и др., а также 
летно-технические характеристики летательных аппара-
тов. Составляющие элементы интегральной системы 
приведены на рис. 1. 

Бортовой блок КБТИ выполняет регистрацию ин-
формации оцениваемых бортовых систем с необходимой 
частотой и определение траекторных параметров по 
данным СНС. 

 
Формирование действительных значений траекторных 

параметров летательного аппарата выполняется на основе 
информации встроенного в КБТИ приемника СНС. 

Для получения данных дифференциального режима 
СНС в районе проведения летных испытаний устанавли-
вается базовая контрольно-корректирующая станция 
(БКС), координаты антенны приемника СНС которой 
определены с геодезической точностью. БКС размеща-
ется стационарно, в отдельных случаях, когда испыта-
тельные полеты проводятся в отдаленном регионе, роль 
БКС выполняет стационарно установленный на время 
испытаний автомобиль – мобильная базовая контрольная 
станция (МБКС). Погрешность определения координат 
летательного аппарата не превышает 0,7 м, погрешность 
определения скорости не более 0,2 м/с. 

Оборудование МБКС позволяет использовать автомо-
биль для предварительных наземных испытаний БИНС и 
приемников СНС до их установки на борт самолета. 

Одна из составляющих частей интегральной системы – 
пункт управления летным экспериментом (ПУЛЭ). 
Пункт позволяет проводить сбор, обработку и анализ 
полетной информации в реальном времени и осуществ-

 
Рис. 1. Интегральная система обеспечения сертификационных летных 
испытаний 
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лять контроль хода летного эксперимента и, при необхо-
димости, активно воздействовать на него. В настоящее 
время ПУЛЭ – это мощный комплекс методических, 
технических и программных средств, позволяющих на 
основе автоматизированного анализа бортовых и внешне 
траекторных измерений с учетом априорных данных об 
объекте испытаний принимать и реализовывать в про-
цессе полета решения, направленные на оптимизацию 
летного эксперимента и повышение его безопасности и 
информационной эффективности. 

Стенд сопровождающего моделирования предназна-
чен для отработки задач пилотирования при посадке в 
сложных метеоусловиях, проектирования и отработки 
систем индикации и управления; тренировок и подго-
товки летного состава и руководителей полетов. При 
сопровождающем моделировании по реальной инфор-
мации, зарегистрированной в полете на КБТИ, осу-
ществляется воспроизведение полета в виртуальной ви-
зуальной среде, которая реализована в имитаторе каби-
ны испытываемого летательного аппарата. Совместно с 
летным составом проводится разбор выполненного по-
лета и подготавливается полетное задание следующего 
летного эксперимента. 

После полета материалы, накопленные в КБТИ, по-
падают на сервер локальной вычислительной сети. На 
автоматизированных рабочих местах (АРМ) специали-
сты по системам и режимам полета обрабатывают и ана-
лизируют данные полета с помощью специально разра-
ботанных программно-математических комплексов. 

Методическое обеспечение включает в себя разра-
ботку методик, методических указаний в программу 
наземных и летных испытаний, корректировку полетных 
заданий при проведении летных испытаний. 

IV. ПРИМЕР. ОЦЕНКА СРЕДСТВ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ВОЗДУШНЫХ 
ПАРАМЕТРОВ 

Рассмотрим одну из важных задач, решаемых в про-
цессе сертификационных летных испытаний – определе-
ние аэродинамических погрешностей измерения высоты 
и скорости для последующей оценки средств определе-
ния воздушных параметров. 

A. Общий подход к определению аэродинамических 
погрешностей ПВД  
Определение барометрической высоты и приборной 

скорости системами воздушных данных на самолете про-
изводится на основе измерений полного и статического 
давления. Из-за искажений воздушного потока в местах 
установки приемников статического давления возникают 
аэродинамические погрешности восприятия атмосферно-
го давления, которые приводят к дополнительным по-
грешностям измерения высоты и скорости, называемыми 
аэродинамическими. Дополнительным фактором, услож-
няющим процедуру определения аэродинамических по-
грешностей измерения высоты и скорости, служит нали-
чие потерь у приемников полного давления. Определение 
аэродинамических погрешностей в ожидаемых условиях 
эксплуатации летательного аппарата – одна из важных 
задач сертификационных летных испытаний. 

В ЛИИ им. М.М. Громова при проведении летных 
испытаний применяется технология определения аэро-
динамических погрешностей приемников воздушных 

давлений и оценки средств определения воздушных па-
раметров с использованием данных траекторных изме-
рений СНС [5]. Технология представляет собой ком-
плекс взаимосвязанных методов, методик испытаний, 
позволяющих оценивать средства определения воздуш-
ных параметров на режимах горизонтального устано-
вившегося полета, выхода на большие углы атаки, 
скольжения, взлета–посадки. Структурная схема оценки 
средств определения воздушных параметров представ-
лена на рис. 2. 

 

Основными этапами испытаний являются: определе-
ние аэродинамических погрешностей восприятия стати-
ческого давления, измерения высоты и скорости; разра-
ботка законов коррекции аэродинамических погрешно-
стей восприятия статического давления; определение 
остаточных аэродинамических погрешностей измерения 
высоты и скорости и их последующая оценка на соот-
ветствие требованиям сертификационного базиса. 

Определение характеристик производится за счет 
комплексной обработки информации от бортовых си-
стем воздушных данных, инерциальных систем, тра-
екторных измерений с помощью спутниковых навигаци-
онных систем, данных метеослужбы аэродрома. КБТИ 
позволяет обеспечить регистрацию синхронизированных 
потоков данных от бортовых систем и встроенной в 
КБТИ приемника СНС. 

Оценивание средств измерения высотно-скоростных 
параметров с помощью представленной интегральной 
системы обеспечения летных испытаний проводится 
практически на всех новых и модернизированных отече-
ственных самолетах гражданской и военно-транспортной 
авиации. Имеется опыт работы на боевых самолетах и 
вертолетах. 

B. Определение аэродинамических погрешностей ПВД 
для самолета Ил-78М-90А  
Испытания самолета Ил-78М-90А в части определе-

ния аэродинамических погрешностей ПВД, оценки си-
стемы воздушных данных самолета проводились в 2018–
2019 годах.  

 

Рис. 2 Структурная схема оценки средств определения воздушных 
параметров и аэродинамических погрешностей ПВД. 
ПВД – приемник воздушных давлений; ДАУ – датчик 
аэродинамических углов; СВП – средства определения воздушных 
параметров; СВЭ – средства вертикального эшелонирования; ОВСД – 
погрешности восприятия статического давления; ГП – режимы 
горизонтального установившегося полета; БУА – большие углы 
атаки; ЛТХ, ВПХ – летно-технические и взлетно-посадочные 
характеристики 
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На самолете установлены три системы воздушных 
данных СВС-96, каждая из которых имеет свой комплект 
приемников статического и полного давления, датчиков 
измерения угла атаки и температуры наружного воздуха. 

В соответствии с программой основной объем испы-
тательных режимов для определения аэродинамических 
погрешностей ПВД составляли режимы горизонтального 
установившегося полета без скольжения в полетной 
конфигурации самолета (с убранными закрылками, 
предкрылками, шасси) в эксплуатационном диапазоне 
высот и скоростей самолета Ил-78М-90А. Было выпол-
нено 4 полета общей продолжительностью 20 часов. 

В качестве примера для системы СВС, подключенной 
к линиям статического и полного давления, на рис. 3, 4 
представлены значения аэродинамических погрешностей 
измерения высоты и скорости, полученные по результа-
там комплексной обработки данных летных испытаний. 

 

Рис. 3. Аэродинамическая погрешность СВС по высоте 

 

Рис. 4. Аэродинамическая погрешность СВС по скорости 

На основании полученных результатов были разра-
ботаны законы коррекции погрешностей восприятия 
статического и полного давления. На рис. 5, 6 для систе-
мы СВС №1 показаны законы коррекции виде зависимо-
стей относительной аэродинамической погрешности 
восприятия статического давления f от числа Маха и 
истинного угла атаки и относительной погрешности вос-
приятия полного давления от числа Маха. 

 

Рис. 5. Закон изменения погрешностей СВС восприятия статического 
давления 

 

Рис. 6. Закон изменения погрешностей СВС восприятия полного 
давления 
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где РН, РН0 – измеренные значения статического и пол-
ного давлений, РН real, РН0 real – действительные значения. 

После реализации разработанных законов коррекции 
в системах воздушных данных самолета Ил-78М-90А 
был выполне полет для определения остаточных аэроди-
намических погрешностей измерения высоты и скоро-
сти. Значения остаточных погрешностей для системы 
СВС приведены на рис. 7, 8.  

 

 

V. ВЫВОДЫ  
Сертификационные испытания летательных аппара-

тов производятся в Глобальной системе организации 
воздушного движения, построенной на основе техноло-
гий системы связи, навигации и наблюдения. Интеграль-
ная система, разработанная в АО «ЛИИ им. М.М. Гро-
мова», обеспечивает определение характеристик борто-
вого оборудования и оценивание соответствия заданным 
требованиям. 
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Аннотация—Рассматриваются особенности построения 
алгоритмов комплексной обработки информации бес-
платформенной инерциальной навигационной системы 
(БИНС) и глобальной навигационной спутниковой систе-
мы (ГНСС), связанные с учетом таких свойств, как несин-
хронность позиционной и скоростной информации ГНСС 
и БИНС, а также смещение антенны ГНСС относительно 
приведенного центра БИНС. 

Ключевые слова—бесплатформенная инерциальная 
навигационная система, спутниковая навигационная си-
стема (СНС), комплексная обработка информации (КОИ), 
фильтр Калмана, точность оценивания 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Современные навигационные системы представляют 

собой комплексы разнородных средств навигации. Ос-
новой многих комплексов является БИНС, а информация 
ГНСС используется для ее коррекции. Комплексная об-
работка информации БИНС и ГНСС наряду с формиро-
ванием данных гибридного канала позволяет решать ряд 
задач, направленных на повышение точности автоном-
ного канала БИНС [1]. 

При совместной обработке информации ГНСС и 
БИНС возникают следующие проблемы. 

1). В приемнике ГНСС на получение решения требу-
ется некоторое время. Поскольку приемник ГНСС до-
ставляет точное время, решение оказывается привязан-
ным к шкале времени при помощи так называемой се-
кундой метки. Опрос этой метки позволяет соотнести 
решение, получаемое с запаздыванием, с конкретным 
моментом времени. Привязка навигационного решения к 
секундной метке в совокупности с высокой частотой 
инерциальной информации позволяет синхронизировать 
информацию БИНС и ГНСС с высокой точностью. Тем 
не менее, особенности работы приемника ГНСС могут 
внести дополнительное неизвестное запаздывание этой 
информации. Кроме того, внутри приемника ГНСС ско-
ростная информации может запаздывать относительно 
позиционной из-за способа формирования оценки скоро-
сти. 

2). Фазовый центр антенны ГНСС, координаты и 
скорости которой определяются в приемнике ГНСС, и 
приведенный центр БИНС могут быть значительно уда-
лены друг от друга. Если игнорировать этот факт, при 
формировании корректирующих измерений в алгоритме 

КОИ возникают методические погрешности, порождае-
мые относительным движением БИНС и антенны ГНСС. 

Для компенсации указанных эффектов в модели кор-
ректирующих позиционных и скоростных измерений 
необходимо учесть члены, зависящие от параметров за-
паздывания спутниковой информации, а также коорди-
нат смещения антенны ГНСС относительно центра 
БИНС. С целью устранения влияния несинхронности 
информации БИНС и ГНСС параметры запаздывания 
вводятся в вектор оцениваемых параметров. Учет сме-
щения антенны предлагается осуществить двумя спосо-
бами. Первый используется в том случае, когда известны 
координаты антенны в связанном трехграннике, центр 
которого совпадает с приведенным центром БИНС. То-
гда производится корректировка позиционных и ско-
ростных измерений с учётом известных параметров 
смещения. В том случае, когда координаты антенны не-
известны, параметры смещения также, как и параметры 
запаздывания, включаются в состав вектора оценивае-
мых параметров. 

II. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ КОРРЕКТИРУЮЩИХ 
ИЗМЕРЕНИЙ АЛГОРИТМА КОИ 

Основой алгоритма КОИ является оценка погрешно-
стей БИНС при помощи дополнительной позиционной и 
скоростной информации ГНСС с использованием филь-
тра Калмана. Подробно математические модели алго-
ритма описаны в [1], [2]. Здесь приводится лишь вектор 
состояния алгоритма оценивания, а основное внимание 
уделяется моделям корректирующих измерений. 

Полный вектор состояния фильтра для горизонталь-
ных каналов имеет 30-й порядок и включает в себя сле-
дующие переменные [1]: 

Δݎଵ, Δݎଶ, ߜ ଵܸ, ߜ ଶܸ, ,ଵߙ ,ଶߙ ,ଷߚ ,ଵߥ ,ଶߥ ,ଷߥ Δ ଵ݂
, Δ ଶ݂

, Δ ଷ݂
,

Θଵଵ, Θଵଶ, Θଵଷ, Θଶଵ, Θଶଶ, Θଶଷ, Θଷଵ, Θଷଶ, Θଷଷ,
Γଵଵ, Γଶଵ, Γଶଶ, Γଶଷ, Γଷଵ, Γଷଷ, Δݐଵ, Δݐଶ

 (1) 

где Δݎଵ , Δݎଶ		– ошибки определения местоположения в 
горизонтальной плоскости в осях модельного географи-
ческого трехгранника с полусвободной азимутальной 
ориентацией [2], 

δ ଵܸ, δ ଶܸ  – динамические ошибки определения горизон-
тальных составляющих относительной скорости в этих 
же осях [2], 
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,ଵߙ ଶߙ  – угловые ошибки построения приборной верти-
кали [2] в тех же осях, ߚଷ  – азимутальная кинематиче-
ская ошибка [2] в тех же осях, 

Δ ௭݂
, -௭ – погрешности нулей акселерометров и гироскоߥ

пов, 

Γ , Θ , ݅ = 1,2,3 – погрешности масштабных коэффици-
ентов акселерометров и гироскопов, 

Γ , Θ , ݅ = 1,2,3, ݅ ≠ ݆ – соответствующие погрешности 
ортогональности осей чувствительности, 

Δݐଵ – запаздывание позиционной спутниковой информа-
ции относительно инерциальной, 

Δݐଶ  – запаздывание между скоростной и позиционной 
информацией ГНСС. 

Позиционные и скоростные измерения для коррекции 
горизонтальных каналов формируются при помощи ин-
формации БИНС ,ᇱߣ) ߮ᇱ, ாܸ

ᇱ , ேܸ
ᇱ )  и ГНСС 

ுߣ) ,߮ு , ாܸ
ு , ேܸ

ு)  о географической долготе, гео-
графической широте, восточной и северной составляю-
щих относительной скорости. 

Позиционные измерения: 

ଵݖ
௦ = Δݎఝ sin ′ߝ + Δݎఒ cos ′ߝ
ଶݖ
௦ = Δݎఝ cos ′ߝ − Δݎఒ sin ′ߝ



где 

Δݎఝ = (߮ᇱ − ߮ு)ܴே 										
Δݎఒ = ᇱߣ) − ு)ܴாߣ cos߮′																		

ܴா =
ܽ

ඥ1 − ݁ଶ sinଶ ߮′
				ܴே =

ܽ(1 − ݁ଶ)
(1 − ݁ଶ sinଶ ߮′)ଷ ଶൗ

	


Здесь: 

ܴே , ܴா – радиусы кривизны меридионального сечения и 
первого вертикала, 

 a и e – большая полуось земного эллипсоида и его экс-
центриситет, 

 угол, характеризующий азимутальную ориентацию – ′ߝ
модельного географического трехгранника в географи-
ческой координатной сетке. 

Скоростные измерения: 

ଵ௩ݖ = ଵܸ
ᇱ − ଵܸ

ு

ଶ௩ݖ = ଶܸ
ᇱ − ଶܸ

ு

ଵܸ
ு = ேܸ

ு sin(ߝᇱ − Δߣ sin߮ᇱ) + ாܸ
ு cos(ߝᇱ − Δߣ sin߮ᇱ)

ଶܸ
ு = ேܸ

ு cos(ߝᇱ − Δߣ sin߮ᇱ) − ாܸ
ு sin(ߝᇱ − Δߣ sin߮ᇱ)



Δߣ – оценка погрешности долготы, полученная в алго-
ритме КОИ. 

Получим выражения для корректирующих измерений 
через компоненты вектора состояния с учетом парамет-
ров запаздывания и смещения антенны. 

Рассмотрим случай, когда информация БИНС  

,(ݐ)ᇱߣ) ߮ᇱ(ݐ), ாܸ
ᇱ(ݐ), ேܸ

ᇱ  ((ݐ)

относится к моменту времени t, а данные ГНСС  

ݐ)ுߣ) − Δݐଵ), 	߮ு(ݐ − Δݐଵ),																																							
																		 ாܸ

ு(ݐ − Δݐଵ − Δݐଶ), ேܸ
ு(ݐ − Δݐଵ − Δݐଶ))



к моментам 	ݐ − Δݐଵ  и 	ݐ − Δݐଵ − Δݐଶ . Здесь параметры 
Δݐଵ	  и Δݐଶ,  отражающие общее запаздывание спутнико-
вой информации относительно инерциальной и запазды-
вание между скоростной и позиционной информацией 
ГНСС, предполагаются малыми. Также считается, что 
приведенный центр БИНС и антенна ГНСС находятся в 
двух различных точках летающего аппарата и проекции 
вектора между ними  ݈௭ = (݈௭ଵ,݈௭ଶ,݈௭ଷ)் на оси приборно-
го трехгранника БИНС постоянны. 

В результате преобразований получим: 

ଵݖ
௦ = Δݎଵ + ଵܸ

ᇱΔݐଵ + ݀ଵଵᇱ ݈௭ଵ + ݀ଵଶᇱ ݈௭ଶ + ݀ଵଷᇱ ݈௭ଷ + ଵߞ
ଶݖ
௦ = Δݎଶ + ଶܸ

ᇱΔݐଵ + ݀ଶଵᇱ ݈௭ଵ + ݀ଶଶᇱ ݈௭ଶ + ݀ଶଷᇱ ݈௭ଷ + ଶߞ
 (2) 

ଵ௩ݖ = ߜ ଵܸ + ଶܸ
ᇱߚଷ + ଵ݂

ᇱΔݐଵ + ଵ݂
ᇱΔݐଶ +

+(−݀ଵଶᇱ ߱௭ଷᇱ + ݀ଵଷᇱ ߱௭ଶᇱ )݈௭ଵ + (݀ଵଵᇱ ௭߱ଷ
ᇱ −݀ଵଷᇱ ߱௭ଵᇱ )݈௭ଶ +

+(−݀ଵଵᇱ ߱௭ଶᇱ + ݀ଵଶᇱ ߱௭ଵᇱ )݈௭ଷ + ߫ଵ
ଶ௩ݖ = ߜ ଶܸ − ଵܸ

ᇱߚଷ + ଶ݂
ᇱΔݐଵ + ଶ݂

ᇱΔݐଶ +
+(−݀ଶଶᇱ ߱௭ଷᇱ + ݀ଶଷᇱ ߱௭ଶᇱ )݈௭ଵ + (݀ଶଵᇱ ௭߱ଷ

ᇱ −݀ଶଷᇱ ௭߱ଵ
ᇱ )݈௭ଶ +

+(−݀ଶଵᇱ ߱௭ଶᇱ + ݀ଶଶᇱ ߱௭ଵᇱ )݈௭ଷ + ߫ଶ

 

 

(3) 

где 	ߞ , ߫ , ݅ = 1,2 – шумовые погрешности измерений, 

݂
ᇱ , ݅ = 1,2 – перегрузки в проекциях на оси модельного 

географического трехгранника, 

݀,ᇱ .		݅, ݆ = 1,2,3 – элементы вычисляемой матрицы ори-
ентации приборного трехгранника БИНС относительно 
модельного географического [2], 

߱௭
ᇱ , ݅ = 1,2,3 – проекции абсолютной угловой скорости 

приборного трехгранника БИНС в собственных осях. 

III. РЕЗУЛЬТАТЫ ПРИМЕНЕНИЯ МОДЕЛЕЙ ПО МАТЕРИАЛАМ 
ЛЕТНЫХ ИСПЫТАНИЙ И МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Соотношения (2-3) применены в алгоритме КОИ, реа-
лизованном в бортовых вычислителях семейства БИНС 
разработки ПАО МИЭА. Причем, параметры запаздыва-
ния Δݐଵ, Δݐଶ  включены в вектор оцениваемых парамет-
ров (1), а влияние известных априори параметров смеще-
ния антенны компенсируется в силу указанных соотно-
шений. 

На рис.1. представлены оценки параметров запазды-
вания, зарегистрированные в летных испытаниях в серии 
полетов. Графики оценок показывают стабильность па-
раметров запаздывания от полета к полету. Установив-
шееся значение параметра Δݐଵ, близкое к нулю, демон-
стрирует достаточную точность привязки информации 
БИНС и ГНСС при помощи секундной метки, а значение 
Δݐଶ  на уровне -0.04 сек является допустимым для рас-
синхронизации между скоростными и позиционными 
данными ГНСС. 

Для того, чтобы показать влияние смещения антенны 
на точность оценивания, проведено моделирование ал-
горитма КОИ на траектории реального полета. Имити-
ровалось смещение антенны с параметрами порядка од-
ного метра. На рис.2 в качестве примера показано сыми-
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тированное значение параметра Θଵଶ,  а также оценки  
этого параметра в случае компенсации антенны – Θ෩ଵଶ и 
без таковой – Θ෩′ଵଶ. Графики показывают, что отсутствие 
компенсации смещения антенны существенно снижает 
точность оценки. 

 
Рис. 1. Оценки интервалов запаздывания для серии полетов 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Рассмотрены способы учета смещения информации 

БИНС и ГНСС в алгоритме КОИ. Параметры запаздыва-
ния включаются в вектор оцениваемых параметров, а 
известные параметры смещения антенны компенсиру-
ются в корректирующих измерениях. На материалах 
летных испытаний и путем моделирования показана эф-
фективность предложенных способов. 

 
Рис. 2. Оценки параметра Θଵଶ в вариантах с компенсацией смещения 
антенны и без компенсации 
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Аннотация—В статье представлен метод оценки ме-
стоположения транспортного средства на основе фильтра 
Калмана. Алгоритм использует только инерциальные 
данные и не использует внешние источники поправок. 
Сначала от значений ускорений, полученных с датчиков, 
вычитаются фиктивные ускорения, возникающие при 
сложном вращательно-поступательном движении колес-
ного механизма. Затем в фильтре Калмана применяется 
коррекция скорости на поворотах. 

Алгоритм был верифицирован в семи экспериментах с 
вилочным погрузчиком. Оценка местоположения сравни-
валась с эталонным значением, полученным из системы 
локального позиционирования, созданной на основе тех-
нологии UWB. Синхронизация по времени между данными 
системы локального позиционирования и потоком инер-
циальных данных с акселерометров и гироскопов была 
проведена апостериори с помощью совмещения фронтов 
скоростей в моменты разгона и торможения. 

Продолжительность экспериментов варьировалась от 4 
до 24 минут, при этом пройденное расстояние составляло 
от 118 до 380 метров. Средняя ошибка оценки местополо-
жения не превышала 1,2 метра для всех проведенных ис-
пытаний. Ошибка оценки конечного положения, соответ-
ственно, составила менее 1,2% от общего пройденного рас-
стояния. Предложенный метод возможно применять для 
автономной локации объектов на протяжении времени до 
нескольких десятков минут при использовании коммерче-
ских МЭМС-датчиков. 

Ключевые слова—определение местоположения транс-
портного средства, инерциальная навигация, акселеро-
метр, гироскоп, МЭМС, фильтр Калмана, коррекция скоро-
сти на поворотах 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В последнее время усилился спрос на приложения 

точного и надежного позиционирования механизиро-
ванных объектов, беспилотного транспорта и погрузчи-
ков на складах, производстве, подземных парковках и 
т.п. Как правило, для оценки местоположения исполь-
зуют информацию с MEMS-датчиков, встроенных в 
инерциальный измерительный блок (inertial measurement 
unit, IMU). Однако уровень их шума и недостатки в 
процедуре калибровки во время производства приводят 
к быстрому увеличению погрешности в геолокации. 
Что, в свою очередь, делает оценку местоположения, 

полученную с использованием только инерциальных 
датчиков, фактически бесполезной после десятков се-
кунд работы. 

Традиционный подход улучшения точности локации 
заключается в уточнении оценок положения и скорости 
с помощью дополнительных измерений от глобальных 
навигационных спутниковых систем (ГНСС), данных 
одометрии, стереокамер, лидаров и радаров. Однако, 
всем этим схемам коррекции присущи свои недостатки. 
Сигналы ГНСС недоступны в помещении, для объеди-
нения одометрии с системой расчета местоположения 
требуется специальное оборудование и доступ к внут-
ренним электрическим шинам автомобиля, видеокамеры 
плохо работают в условиях недостаточного освещения, 
а цена на лидары и радары слишком высока для массо-
вого использования. 

Из-за ошибки в определении нуля акселерометра без 
внешних поправок ошибка позиционирования только по 
данным IMU возрастает квадратично во времени, а из-за 
гироскопической ошибки – почти кубически. 

Обычно для уменьшения нежелательного ухода рас-
считываемых координат объекта во времени применяют 
ограничения моделей движения [1]. Так, в задачах пози-
ционирования автомобиля используют неголономные 
ограничения. Для позиционирования пешеходов это 
ограничение не может быть использовано, поскольку 
мобильные устройства могут быть закреплены в любом 
месте на теле человека (жестко и не жестко), или же 
человек может держать устройство в руке. В этом слу-
чае используется информация об обнаруженных шагах, 
совмещенная с информацией о направлении движения, 
что позволяет рассчитывать приращения траектории 
перемещения [2].  

Когда инерциальный модуль закреплен на стопе, 
применяются так называемые обновления нулевой ско-
рости (zero velocity update, ZUPT). В моменты, когда 
объект неподвижен, скорость принудительно обнуляет-
ся [3]. Аналогичный подход, но уже для исправления 
ошибки ориентации в моменты нулевой угловой скоро-
сти, был продемонстрирован в [4]. 

В этой статье предложено применять технику кор-
рекции поступательной скорости транспортного сред-
ства в фильтре Калмана в моменты поворотов (turn ve-
locity update, TVU). Его можно рассматривать как ана-
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лог ZUPT, но в области позиционирования транспорт-
ных средств. Хотя расчеты ведутся только на основе 
потоковых инерциальных данных, методика может 
применяться в автономном режиме в течение достаточ-
но длительных временных отрезков без поправок из 
сторонних систем навигации. 

Предлагаемый алгоритм на основе фильтр Калмана 
оценивает положение и скорость, которые являются 
частями вектора состояния системы. Он включает в себя 
нескольких этапов. 

На первом этапе из входных измерений акселеро-
метра удаляются значения фиктивных ускорений, воз-
никающие при сложном вращательно-поступательном 
движении объекта. На втором этапе скорость движения 
автомобиля оценивается на основании «очищенных» 
значений ускорения и измеренных значений угловой 
скорости. Затем, если эта прямая оценка скорости адек-
ватна, она используется для обновления состояния 
фильтра Калмана.  

Далее в статье описаны разработанный алгоритм и 
схема коррекции TVU. Затем приведено описание 
экспериментов и некоторые результаты. В заключении 
сформированы выводы по работе и обозначены цели 
будущего исследования. 

II. МЕТОДЫ 

A. Расширенный фильтр Калмана 
Расчет местоположения объекта проводится на 

основе измерений инерциальных датчиков с помощью 
решения кинематических уравнений движения. В 
предположении, что акселерометр и гироскоп были 
откалиброваны, а их ошибки измерений устранены, 
кинематические уравнения движения имеют следующий 
вид: 

 1 1 ,k k kp p v t   
  

 

  *
1 1 1 ,k k k k kv v q a q g t      

     
 

  1 ,k k kq q q t  
  

 

где k – момент времени, t  – разница во времени между 
двумя последовательными сэмплами, p – координаты 
объекта, v – скорость, a – ускорение (показания акселе-
рометра), g – ускорение свободного падения,  – угло-
вая скорость (показания гироскопа),   – оператор 
умножения кватернионов, q 

  – функция, генерирую-
щая кватернион вектора угловой скорости. Ориентация 
q  в этих обозначениях может быть представлена экви-
валентными углами Эйлера или матрицей вращения. 

Для слияния данных применяется расширенный 
фильтр Калмана. Фильтр работает в состояниях 

 ,  ,p v qx    . 

Смещения нуля гироскопа можно учитывать в соот-
ветствии с двумя подходами. 

1) Смещения нуля гироскопа могут быть оценены 
вне фильтра Калмана во время периодов покоя, и далее 
вычитаться из зарегистрированных значений скорости 
вращения. 

2) Смещения нуля гироскопа включены в состояние 
фильтра Калмана. При этом, регистрация виртуальной 
нулевой угловой скорости в фильтре Калмана может 
использоваться каждый раз, когда обнаруживается, что 
транспортное средство находится в состоянии покоя. 
Однако, оценку смещений нуля гироскопа таким 
образом следует использовать с осторожностью, так как 
она иногда недостаточно надежна [5]. 

При поступлении очередного сэмпла с акселеромет-
ра и гироскопа фильтр вычисляет текущее состояние x и 
ковариационную матрицу P, используя матрицу перехо-
да F, а также генерирует ковариационную матрицу шу-
ма 1: T

k k k k k Q P F P F Q  Матрица kF  получается путем 
линеаризации уравнений (1)–(3) вокруг текущих оценок 
состояния kx . Матрица Q представлена как 

T
k k k kQ G U G , где построение матрицы G производится 

путем взятия частных производных кинематических 
уравнений движения относительно вектора управления 
u, который в данном случае является комбинацией из-
мерений гироскопа   и акселерометра a . U – диаго-
нальная матрица, сформированная из уровней шума 
гироскопа и акселерометра. 

Если доступно некоторое измерение z, и состояние x 
может быть отображено на него с помощью функции 
измерения h(x), то запускается шаг коррекции для EKF. 

Сначала вычисляется остаточный z  между измере-
нием и функцией измерения h(x). Затем с использовани-

ем матрицы измерений H, равной якобиану  h


x
x

, рас-

считываются коэффициенты усиления Калмана K. По-
сле этого коэффициенты K используются для корректи-
ровки оценок состояния по формуле 

  k k k kK h  x z x  и для обновления ковариации с 
использованием уравнения Джозефа. 

B. Учет фиктивных ускорений 
Когда IMU прикреплен к произвольной точке на 

твердом теле, и это твердое тело вращается вокруг свое-
го центра перкуссии (center of percussion, COP), IMU 
испытывает фиктивные ускорения: центростремитель-
ное, Кориолиса и Эйлера. И акселерометр регистрирует 
эти добавочные ускорения, что приводит к дополни-
тельным погрешностям при вычислении скорости и ко-
ординаты. Необходимо отметить, что поскольку угловая 
скорость не зависит от расстояния от центра вращения 
до точки крепления IMU, показания гироскопа не иска-
жаются.  

Местонахождение точки COP зависит от конструк-
ции автомобиля. Например, для автомобиля с передни-
ми поворотными колесами он расположен в центре зад-
ней оси.  

Если модуль IMU размещен в точке COP транспорт-
ного средства, то это сильно упрощает уравнения дви-
жения: фиктивные силы в точке COP равны нулю, а 
скорость транспортного средства становится не связан-
ной с его собственным вращением в моменты поворо-
тов.  

Когда IMU находится где-либо в другом месте, из 
зарегистрированных акселерометром значений ускоре-
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ния необходимо удалить значения фиктивных ускоре-
ний. 

Формула Кориолиса связывает ускорение в произ-
вольной дискретной точке транспортного средства с 
кинематикой центра перкуссии: 

   ,i COP i if f r r       
где   – операция векторного произведения двух векто-
ров, if  – векторная сумма ускорений,  и    - угловая 
скорость и угловое ускорение автомобиля, а ir  – рассто-
яние от центра перкуссии до точки i (см. рис. 1).  




Рис. 1. Метод коррекции поступательной скорости транспортного 

средства на поворотах. а) IMU закреплен в точке i на расстоянии ir


 от 
центра перкуссии. Акселерометр регистрирует фиктивные ускорения. 
б) После удаления фиктивных ускорений из показаний акселерометра 
местоположение IMU как бы смещается в центр перкуссии. Это 
означает, что поступательная скорость может быть оценена на основе 
мгновенных значений угловой скорости и скорректированных 
показаний акселерометра. R – радиус поворота транспортного 
средства, R – приращение к радиусу, вызывающее дополнительное 
центростремительное ускорение ca , 

ta  – тангенциальное ускорение, 
x и y – направления осей IMU, 

RC  – центр вращения. 

Фиктивное ускорение Pa , которое должно быть уда-
лено из измерений IMU, может быть определено как:  

   .P
i ia r r     

Приведение уравнения (5) к трехмерному случаю и 
переписывание в матричной форме дает: 

  ] ] [ ] ,Pa r       
     (6) 

где   – угловые скорости, 

  – угловые ускорения, r  – 

смещение относительно центра перкуссии инерциально-
го измерительного модуля IMU, [ ]

  – кососимметри-
ческая матрица. Первый член в уравнении (6) – это 
осестремительное ускорение, а второй член - это тан-
генциальное ускорение.  

Затем, если известен вектор расстояния 
( ,  ,  )T

i x y zr r r r  от IMU до COP, вычитание Pa  из a  
имеет тот же эффект, что и размещение IMU в точке 
COP на транспортном средстве: на измерения акселеро-
метра не влияют центростремительное и тангенциаль-
ное ускорения, вызванные вращением рамы автомобиля 
(см. рис. 1а). Для удобства измерения акселерометра с 
вычтенным значением Pa  будут далее отмечены как 

COPa . 

Таким образом, после применения вышеупомянутой 
процедуры измерения акселерометра отражают пере-
мещение точки COP автомобиля. 

C. Коррекция скорости на повороте 
После процедуры удаления фиктивных ускорений 

IMU должен «ощущать» только поступательное ускоре-
ние транспортного средства всякий раз, когда оно дви-
жется по прямой линии. Любое ускорение, измеренное 
вдоль оси x акселерометра (см. рис. 1б), вызвано фик-
тивными силами из-за вращения вокруг мгновенного 
центра поворота по дуге и означает, что транспортное 
средство маневрирует. 

Направление осестремительного ускорения всегда 
ортогонально направлению движению тела и следует 
вдоль мгновенного центра кривизны пути. Центростре-
мительное ускорение транспортного средства, движу-
щегося с тангенциальной скоростью fV  и угловой ско-
ростью по пути с радиусом R, равно: 


2

2 .f
c

V
a R

R
    

Выразим из этого уравнения fV , и учитывая то, что 
,fV R   ca  равно скорректированному измерению ак-

селерометра COP
xa  вдоль оси x, и   равно угловой скоро-

сти, измеренной вокруг оси z IMU, можно найти поступа-
тельную скорость движения транспортного средства: 

 .
COP

c x
f

z

a aV  
 

 

Оценка поступательной скорости достоверна только 
тогда, когда угловая скорость постоянна, и ее значение 
намного выше, чем уровень шума гироскопа. Пользуясь 
этим соображением, можно достаточно просто выявлять 
периоды, когда оценка скорости на повороте достовер-
на. 

Всякий раз, когда измерение гироскопа z  превы-
шает предварительно определенный порог th , необхо-
димо накапливать измерения z  и COP

xa . Когда будет 
получено достаточное количество выборок N, можно 
рассчитать среднее значение  , стандартное отклонение 
  и выбрать значения, лежащие в интервале  2   . 

После этого новые средние значения z  и COP
xa , рас-

считанные по сформированным выборкам, должны быть 
подставлены в уравнение (8) для оценивания ˆ

fV . 

На последнем шаге ˆ
fV используется в качестве по-

правки в обновлении измерений EKF, где [0, ,0ˆ  ]T
fVz , 

означающее, что вертикальная и боковая скорости 
транспортного средства в системе отсчета тела равны 
нулю [6], а его поступательная скорость равна ˆ

fV .  

В результате проведенных экспериментов были по-

добраны значения 0,5 th
rad
sec

    и N = 4. 

XXVII Санкт-Петербургская международная конференция по интегрированным навигационным системам, 2020 г.

102



III. ЭКСПЕРИМЕНТЫ 

A. Оборудование 
Предложенный алгоритм был протестирован в экс-

периментах с вилочными погрузчиками, которые широ-
ко используются на складах и промышленных предпри-
ятиях. При этом использовался погрузчик с приводом на 
задних поворотных колесах. 

Регистрация данных акселерометра и гироскопа 
проводилась с использованием модуля MIMU2.5, разра-
ботанного в Lab127 [7]. Он содержит пять чипов Inven-
sense MPU-9250, которые представляют собой 
инерциальные датчики MEMS потребительского 
уровня. Частота дискретизации была равна 100 Гц. 
Модуль MIMU2.5 был установлен на верхней части 
погрузчика. Согласно данным производителя, 
нестабильность смещения нуля гироскопа модуля 
MIMU2.5 равнялась 3,2 / час , а его случайное 
блуждание – 0,16 / час . 

 

 
Рис. 2. Верхнее изображение – экспериментальная площадка в ангаре. 
Нижнее изображение – модули MIMU2.5, UWB и система сбора 
информации, установленные в верхней части погрузчика 

Для получения наземных «истинных» положений на 
испытательной площадке была развернута система по-
зиционирования Ultra-Wide Band (UWB) компании 
DecaWave. По данным производителя технология поз-
воляет оценивать расстояние до объекта с точностью до 
десяти сантиметров.  

Данные инерциального модуля и координаты пози-
ционирования UWB были синхронизированы по време-
ни по нарастающим и падающим фронтам восстанов-
ленной скорости объекта. Скорость на основе UWB рас-
считывалась методом численного дифференцирования, 
скорость, полученная по инерциальным данным акселе-
рометра, – методом численного интегрирования. 

UWB-приемник был установлен на верхней части 
вилочного погрузчика рядом с модулем MIMU2.5, как 
показано на рис. 2. Положение MIMU2.5 относительно 

COP вилочного погрузчика было равно [0,17; 1,3; 2,0] 
метров. Хотя датчик находился на высоте 2 метра, такое 
смещение по вертикали не влияло на измерения 
акселерометра, поскольку подвеска транспортного 
средства была очень жесткой, а движение – в одной 
плоскости. 

B. Процедура испытаний 
Эксперименты проводились в ангаре, оборудован-

ном системой позиционирования. Бетонный пол на 
стенде был почти идеально ровным. Для имитации про-
изводственных условий на полу были дополнительно 
уложены металлические уголки. Это позволило прове-
рить работоспособность алгоритма в случаях неровно-
сти поверхности. 

 
Рис. 3. Траектории, восстановленные по представленному алгоритму. 
Градиентная линия – восстановленная траектория (синий – начало, 
красный – конец), черная пунктирная линия – истинная траектория. 
Вилочный погрузчик начинал движение в точке (0, 0). а) Эксперимент 
№ 1 «Круг». б) Эксперимент № 3 «Перемещение груза». в) 
Эксперимент № 6. «Движение вперед по прямоугольнику против 
часовой стрелки». 

Для контроля процедуры эксперимента во время 
всех испытаний велась видеосъемка. 

Измерения были получены в следующих сценариях. 

1) Круг. Погрузчик сделал 10 кругов. Первые 5 
кругов были выполнены с минимально возможным для 
погрузчика радиусом. Оставшиеся круги имели 
больший радиус. 

2) Круг с неровностями. Погрузчик сделал 6 кругов, 
в каждом из них были пересечены по две неровности на 
полу. 

3) Перемещение груза. Погрузчик двигался кругами, 
поднимая с пола на небольшую высоту или опуская на 
пол одну стопку поддонов. Всего было выполнено 5 
перемещений поддонов. Неровностей на полу не было. 

4) Движение задним ходом по прямоугольнику 
против часовой стрелки. Погрузчик проехал задним 
ходом 3 круга по периметру прямоугольника против 
часовой стрелки (если смотреть сверху). В каждом из 
кругов он пересекал по три неровности. 

5) Движение задним ходом по прямоугольнику по 
часовой стрелке. То же, что в четвертом сценарии, но 
по часовой стрелке. 

6) Движение вперед по прямоугольнику против 
часовой стрелки. Погрузчик проехал 4 круга по 
периметру прямоугольника против часовой стрелки 
(если смотреть сверху). В каждом из кругов он 
пересекал по три неровности. 

7) Движение вперед по прямоугольнику по часовой 
стрелке. То же, что шестом сценарии, но 3 круга по 
часовой стрелке. 
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C. Результаты 
Измерения акселерометра и гироскопа из модуля 

MIMU2.5 были обработаны с использованием представ-
ленных выше алгоритмов и конфигурации 

( [0,17;1,3;  0,0]T
ir 
 , 0,5th

rad
sec

  , N = 4). 

Некоторые из восстановленных траекторий показаны 
на рис. 3. Таблица 1 содержит результаты всех выпол-
ненных испытаний для случаев учета / не учета фиктив-
ных ускорений и использования / неиспользования ме-
тода коррекции TVU в фильтре Калмана. Можно сде-
лать следующие выводы. 

A: Точность работы алгоритма без удаления фиктив-
ного ускорения хуже, чем в других вариантах. Это про-
исходит, потому что нарушена модель кинематики, 
предполагающая движение исключительно вдоль своей 
продольной оси. 

B: После процедуры удаления фиктивного ускорения 
точность существенно повысилась. Для половины испы-
таний это позволило достичь медианной точности в 
пределах одного метра. В среднем точность увеличилась 
в четыре раза. 

C: Исправления TVU позволили увеличить точность 
расчета местоположения на 20 сантиметров для некото-
рых экспериментов и не ухудшить для остальных. 

Оценки TVU очень зашумлены, но их среднее значе-
ние соответствует истинному среднему значению ско-
рости движения транспортного средства. Это может 
быть проиллюстрировано графиком, на котором расчет-
ные значения скорости TVU нанесены вместе с истин-
ной скоростью движения транспортного средства, вос-
становленной системой позиционирования UWB (см. 
рис. 4). 

Тем не менее, следует отметить, что высокий уро-
вень шума при оценке поступательной скорости мето-
дом TVU снижает эффективность этапа коррекции 
фильтра Калмана. 

Возникает естественный вопрос, можно ли 
отфильтровать эти измерения, чтобы уменьшить 
уровень шума? По нашему опыту это возможно. Однако, 
низкочастотная фильтрация вносит задержку, что приво-
дит к деградации работы фильтра Калмана. Поэтому в 
такой ситуации следует использовать буфер измерений 
или вносить эту задержку в состояние фильтра. 

IV. ВЫВОДЫ И ДАЛЬНЕЙШИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ 
Реализован алгоритм позиционирования колесного 

транспортного средства в реальном времени без квадра-
тично увеличивающейся ошибки позиционирования. 
Его новизна заключается в процедуре удаления фиктив-
ного ускорения и коррекции поступательной скорости 
объекта на поворотах TVU. Схема коррекции TVU поз-
воляет оценивать скорость движения транспортного 
средства без использования одометрических и иных 
внешних данных. Описанные процедуры могут быть 
введены не только в фильтр Калмана, но и в любой дру-
гой байесовский фильтр. 

Проведенные эксперименты показали, что местопо-
ложение транспортного средства можно рассчитывать с 
приемлемой точностью, используя только инерциаль-
ные данные MEMS-датчиков потребительского класса.  

Показано, что процедура удаления фиктивного уско-
рения позволила повысить точность позиционирования в 
четыре раза. Коррекция TVU позволила дополнительно 
улучшить точность расчета в среднем на 20 см. Точность 
определения местоположения была в пределах 2,5 м в 
течение 20 мин работы погрузчика. 

В дальнейшем планируется исследовать сходимость 
предложенного алгоритма и провести дополнительные 
эксперименты с целью определить зависимость работы 
алгоритма от мест размещения инерциальных модулей 
на транспортном средстве. Для этого в ходе экспери-
ментов погрузчик будет оснащен двумя модулями 
MIMU2.5, один из которых будет установлен в точке 
COP. Будет проведён анализ данных, получаемых от 
этих модулей.  

 

Рис. 4. Скорость движения погрузчика из измерений UWB и TVU для 
эксперимента № 1. Левая часть (t≲44 секунды) – погрузчик ездит по 
малому кругу, правая часть – по большому кругу. Каждая точка vturn 
(красная) рассчитывается в соответствии с алгоритмом, описанным в 
разделе II–C 

Авторы благодарят проф. Axel Sikora и Manuel 
Schwaab за помощь и организацию проведения экспери-
ментов. 

ЛИТЕРАТУРА 
[1] Triggs, B., Motion planning for nonholonomic vehicles: An 

introduction. 1993. 
[2] Mikov, A., Moschevikin, A., Fedorov, A. and Sikora, A., A 

localization system using inertial measurement units from wireless 
commercial hand-held devices, International Conference on Indoor 
Positioning and Indoor Navigation, 2013, pp. 1–7. 

[3] Foxlin, E., Pedestrian tracking with shoe-mounted inertial sensors, IEEE 
Computer graphics and applications, 2005, vol. 25(6), pp. 38–46. 

[4] Jiménez, A.R., Seco, F., Prieto, J.C. and Guevara, J., Indoor 
pedestrian navigation using an ins/ekf framework for yaw drift 
reduction and a foot-mounted imu, 7th Workshop on Positioning, 
Navigation and Communication, 2010, pp. 135–143. 

[5] John-Olof Nilsson, J-O., Skog, I. and Händel, P., A note on the 
limitations of zupts and the implications on sensor error modeling, 
International Conference on Indoor Positioning and Indoor 
Navigation (IPIN), 2012. 

[6] Groves, P. D., Principles of gnss, inertial, and multisensor integrated 
navigation systems, IEEE Aerospace and Electronic Systems 
Magazine, 2015, vol. 30(2). pp. 26–27. 

[7] Moschevikin, A., Sikora, A., Lunkov, P., Fedorov, A. and Maslennikov, 
E., Hardware and software architecture of multi MEMS sensor inertial 
module, 24th Saint Petersburg International Conference on Integrated 
Navigation Systems (ICINS), 2017, pp. 366–369. 
 

 

XXVII Санкт-Петербургская международная конференция по интегрированным навигационным системам, 2020 г.

104



TABLE I.  ТОЧНОСТЬ ПОЗИЦИОНИРОВАНИЯ ПРЕДЛОЖЕННЫХ АЛГОРИТМОВ (A – ИСПОЛЬЗОВАЛСЯ ФИЛЬТР КАЛМАНА БЕЗ ПРОЦЕДУРЫ УДАЛЕНИЯ 
ФИКТИВНЫХ УСКОРЕНИЙ; B – ФИЛЬТРА КАЛМАНА С УДАЛЕНИЕМ ФИКТИВНОГО УСКОРЕНИЯ, НО БЕЗ ПРОЦЕДУРЫ КОРРЕКЦИИ TVU; C –ФИЛЬТР КАЛМАНА 
С ВКЛЮЧЕННЫМИ ПРОЦЕДУРАМИ УДАЛЕНИЯ ФИКТИВНОГО УСКОРЕНИЯ И КОРРЕКЦИИ TVU). 

 
N 

Время 
сек. 

Общее 
расстояние, 

метры 

Ошибка 
в конце пути, 

метры 
A / B / C 

Квантиль Q1 
ошибки, 
метры 

A / B / C 

Медианная ошибка, 
метры 

A / B / C 

Квантиль Q3 
ошибки, 
метры 

A / B / C 
1 400 149 4,4 / 1,0 / 1,1 2,2 / 0,4 / 0,4 3,1 / 0,5 / 0,5 3,9 / 0,7 / 0,7 
2 320 118 0,8 / 0,3 / 0,3 0,8 / 0,3 / 0,3 1,5 / 0,6 / 0,6 2,1 / 0,7 / 0,7 
3 2300 380 23 / 3,3 / 3,3 2,5 / 0,6 / 0,5 5,0 / 1,3 / 1,2 19 / 2,5 / 2,5 
4 470 234 2,5 / 1,5 / 1,1 2,5 / 0,5 / 0,4 3,4 / 1,1 / 1,0 4,8 / 1,6 / 1,5 
5 540 209 4,9 / 0,4 / 0,3 1,4 / 0,3 / 0,3 2,5 / 0,7 / 0,6 3,8 / 1,2 / 1,0 
6 550 295 7,1 / 2,7 / 2,5 3,8 / 0,7 / 0,7 6,9 / 1,4 / 1,2 9,5 / 2,2 / 2,0 
7 439 237 1,8 / 1,1 / 0,7 1,7 / 0,4 / 0,2 3,6 / 0,6 / 0,5 6,0 / 0,9 / 0,7 
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Аннотация—В статье рассмотрен способ слабосвязан-
ного комплексирования выходов НАП ГНСС с нерадио-
техническими измерительными устройствами: акселеро-
метром, датчиком угловых скоростей, спидометром и из-
мерителем угла поворота руля. Предложенный способ яв-
ляется более простым по сравнению с классическим под-
ходом синтеза алгоритма комплексирования в виде одной
векторной следящей системы за счет разделения вектора
состояния по отдельным следящим системам.

Ключевые слова—НАП, ГНСС, комплексирование,
фильтрация, наземный транспорт

I. ВВЕДЕНИЕ

Глобальные навигационные спутниковые системы
(ГНСС) получили широкое распространение во многих
отраслях человеческой деятельности. Основными пока-
зателями качества данных систем являются точность,
темп выдачи решений, доступность и помехоустойчи-
вость.

С развитием технологий увеличивается спрос и тре-
бования к аппаратуре потребителей (АП) спутниковых
радионавигационных систем (СРНС). В настоящее время
наиболее широкое распространение получили такие
спутниковые радионавигационные системы, такие как
ГЛОНАСС, GPS. Данные системы позволяют потреби-
телю с высокой точностью определять вектор состояния
(ВС), как правило включающий в себя собственные ко-
ординаты потребителя, его скорость и поправку к шкале
времени (смещение частоты опорного генератора (ОГ))
относительно системной шкалы времени СРНС. При
этом ПК СРНС напрямую зависят от заслонения линии
визирования между потребителем и навигационным
космическим аппаратом (НКА). Так, например, при
нахождении потребителя в городской местности обыч-
ной является ситуация заслонения линии визирования
постройкой (дом, ограждение), из-за чего навигационной
аппаратурой потребителя возможен прием не прямого
сигнала, излученного со спутника, а его отражения от

других находящихся поблизости сооружений. В след-
ствие этого происходит ошибка определения радионави-
гационных параметров сигнала (РНП), что ухудшает
показатели точности определения координат данного
потребителя. Данная проблема известна, как проблема
многолучевого распространения сигналов.

Для повышения показателей качества АП СРНС в
настоящее время актуальным является комплексирова-
ние инерциальных навигационных систем (ИНС) со
спутниковыми радионавигационными системами. Дан-
ные системы обладают взаимодополняющими свойства-
ми: в результате комплексирования за счет ИНС темп
выдачи решения повышается, появляется возможность
выдавать углы ориентации потребителя, а также более
точно оценивать координаты потребителя за счет менее
«зашумленных» измерений ИНС. В свою очередь, изме-
рения АП СРНС не имеют нестационарной ошибки и
позволяют таким образом оценивать дрейфы нулей
ИНС.

Для задач навигации транспорта характерны некото-
рые особенности работы. Например, большую часть
времени высота автомобиля сильно не изменяется, что
позволяет для большинства задач рассматривать навига-
ционную задачу на плоскости. Помимо этого, важной
особенностью является зависимость скорости изменения
курса автомобиля от его собственной скорости – чем
выше собственная скорость автомобиля, тем быстрее
может изменяться его курс, в отличии от, например, за-
дач навигации персонала или отслеживании частей тела
человека. Эту особенность возможно учесть при синтезе
следящего фильтра, таким образом делая его более «уз-
кополосным», т.е. уменьшая погрешность оценок филь-
трации.

В данной статье рассматривается навигация автомо-
биля на плоскости. Синтез следящего фильтра произво-
дится с применением аппарата оптимальной фильтрации
сигналов. Особенностью работы является разделение
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одного следящего фильтра на несколько, т.е. происходит
«разделение» вектора состояния потребителя.

Известно, что при увеличении вектора состояния
происходит снижение точности оценок компонент век-
тора состояния при отсутствии добавления новых изме-
рений в модель фильтра. Это происходит из-за того, что
доступная из измерений информация используется для
оценок большего числа неизвестных. Помимо этого, как
правило, ухудшаются и остальные параметры фильтра,
такие как устойчивость и время установления переход-
ного процесса.

Предложенный алгоритм подразумевает наличие
следящей системы, оценки которой используются как
внешний параметр в другой следящей системы. Таким
образом, в общем случае, происходит не совместная
оценка M неизвестных случайных процессов, а N и P
процессов. При этом N<M, P<M, N+P=M. С одной сто-
роны, недостатком данного подхода является отсутствие
учета части взаимного влияния компонент вектора со-
стояний. С другой стороны, данный подход существенно
проще в разработке и реализации за счет более простых
моделей, закладываемых в фильтр. При этом упрощение
модели может также приводить и к увеличению точно-
сти оценок компонент вектора состояния за счет мень-
шей ошибки закладываемой модели (отличия модели от
реальных процессов).

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Необходимо оценить планарные координаты автомо-
биля, на борту которого установлен GPS-приемник,
инерционное измерительное устройство, включающее в
себя акселерометр и датчик угловых скоростей (ДУС), а
также датчик поворота руля и спидометр, передаваемые
по CAN-BUS.

Таким образом, вектор измеряемых величин выгля-
дит следующим образом

  

где – оценки широты и долготы, получаемые с
GPS-приемника; – оценка модуля скорости, получа-
емая с GPS-приемника; – измеренное значение модуля
скорости спидометром; – угол поворота руля;

– измеренные значения угловых скоростей;
– измеренные проекции ускорения.

Общий вектор состояния определим следующим об-
разом

  

где – координаты в системе координат (СК) «Во-
сток-Север-Верх» (East, North, Up – ENU); – модуль
вектора скорости; – угол курса; – дрейфы
нулей акселерометра в плане и датчика угловых скоро-
стей по производной углу курса.

III. СИНТЕЗ ФИЛЬТРА

Структурная схема следящего фильтра приведена на
рис.1.

Рис. 1. Структурная схема системы слежения

Поясним данную схему. Формирование оценки угла
курса происходит с использованием комплексного
расширенного фильтра Калмана с вектором состояния

  

где – угол курса; – угловая скорость угла курса.

Наблюдения для фильтра имеют вид

  

где – угол курса, рассчитанный
по изменениям координат, полученных с выхода GPS-
приемника.

Матрица дисперсий шумов наблюдений рассчитыва-
ется для каждого такта наблюдений как

  

Формирование оценок вектора состояния далее про-
исходит на основе оценки описанного ранее фильтра
и одного из трех фильтров, рассчитанных на различную
динамику потребителя: статика (фильтр ), движе-
ние по прямой без маневров (фильтр , движение с
маневрами (фильтр ). Выбор фильтра, участвующе-
го в оценке координат на каждом такте, происходит с
использованием измерений спидометра, угла поворота
руля и изменения угла поворота руля. Так, если

1) – принимается решение, что потребитель
неподвижен,

2) – принимается реше-
ние, что потребитель движется прямолинейно,

3) Во всех остальных случаях принимается реше-
ние, что потребитель движется с маневрами.

Фильтр представляет собой набор ФНЧ-
фильтров, описываемых в общем виде

  

где – коэффициент пропускания
фильтра.
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Фильтр представляет из себя набор комплексно-
го расширенного фильтра Калмана и ФНЧ-фильтров с
вектором состояния

  

и наблюдениями

  
  

Фильтр представляет из себя комплексный рас-
ширенный фильтр Калмана с вектором состояния

  

и наблюдениями

  
  

При этом оценка угла курса используется в данном
фильтре, как внешний параметр в априорной динамиче-
ской модели и поступает с выхода фильтра .

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ

Результаты работы фильтра приведены на рис. 2–4.
Красным отмечена оценка траектории движении потре-
бителя по предложенному алгоритму. Синим– оценка
траектории движения потребителя по оценкам с выхода
GPS-приемника.

Рис. 2. Пример работы фильтра в отсутствие измерений ГНСС

Рис. 3. Пример работы фильтра в отсутствие измерений ГНСС

Рис. 4. Пример работы фильтра в отсутствие измерений ГНСС

Видно, что разработанный алгоритм оценки коорди-
нат потребителя позволяет эффективно оценивать коор-
динаты потребителя в сложных условиях работы ГНСС,
таких как проезд в туннеле, под эстакадами и т.д.

Дальнейшим направлением работы является разра-
ботка алгоритма оценки координат по первичным изме-
рениям ГНСС, а также переход к оценке трехмерных
координат и ориентации потребителя.
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Аннотация—Работа посвящена проблеме повышения 

точности измерений траекторий полета летательных аппа-
ратов с помощью оптико-электронных систем (ОЭС) в мор-
ских условиях. В таких условиях необходимо определять и 
компенсировать траекторные нестабильности, обусловлен-
ные качающимся основанием ОЭС. Предлагается указан-
ные нестабильности определять и компенсировать с помо-
щью инерциально-спутниковой навигационной системы. 
Рассматриваются возникающие при этом задачи и их реше-
ния. Приводятся результаты полунатурных исследований. 

Ключевые слова—траекторные измерения, оптико-
электронная система, инерциальная навигационная 
система, спутниковая навигационная система 

I.  ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время расширяются области примене-

ния инерциально-спутниковых навигационных систем 
(ИСНС). Одно из таких применений связано с задачей 
микронавигации оптико-электронных систем (ОЭС) 
позиционирования на качающемся основании. Такие 
задачи возникают при оптико-электронной оценке тра-
екторий посадки летательных аппаратов (ЛА) со сторо-
ны моря. В этом случае возникают позиционные ошиб-
ки, связанные с отклонением измерительной базы ви-
деокамеры (ВК) от плоскости горизонта и в азимуте. Это 
приводит к формированию кажущейся линии визирова-
ния и искажению наблюдаемой траектории полета ЛА. 
Поэтому необходимо определять поправки к углам визи-
рования для оценки истинной траектории полета ЛА.  

Цель работы связана с исследованием влияния тра-
екторных нестабильностей на точностные характери-
стики ОЭС. 

II. ТРАЕКТОРНЫЕ ИЗМЕРЕНИЯ С ПОМОЩЬЮ ОПТИКО-
ЭЛЕКТРОННОЙ СИСТЕМЫ, РАЗМЕЩЕННОЙ НА 

НЕПОДВИЖНОМ ОСНОВАНИИ 
Оптико-электронные системы измерений траекторий 

полета летательных аппаратов применяются для видео-
съемки и покадровой привязки изображений ЛА к его 
текущим координатам. Изображение ЛА, полученное с 
помощью видеокамеры, привязано к координатной сет-

ке в плоскости индикатора. С учетом фокусного рассто-
яния видеокамеры каждой точке на экране индикатора 
ставится в соответствие азимут α  и угол места β  линии 
визирования ЛА. Типовая схема траекторных измерений 
[1] с помощью двух разнесенных на земной поверхно-
сти ОЭС с известными геодезическими координатами 
показана на рисунке 1, где о1, о2 - разнесенные на зем-
ной поверхности измерительные пункты с известными 
координатами, в которых размещены видеокамеры. 
Взаимная ориентация измерительных осей ВК опреде-
ляется по информации от ИСНС, установленных в каж-
дой из точек размещения ВК. 

В соответствии с рисунком 1 линейные координаты 
ЛА X, Y, Z в системе координат o1x1y1z1, связанной с 
опорной видеокамерой, могут быть вычислены по сле-
дующим соотношениям 

  )αα/(α 122 tgtgDtgX  ;                            (1) 

  ]αcos)αα/[(βα 11212 tgtgtgDtgY  ;           (2) 

          )αα/(αα 1212 tgtgtgDtgZ  ,                      (3) 

где D – известное расстояние между точками о1 и о2, в 
которых размещены видеокамеры. 

 

Рис. 1. Схема траекторных измерений с помощью двух ОЭС 
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По измерениям X, Y, Z , геодезической широте 
1o  и 

долготе 
1

oλ  измерительного пункта о1 определяется ме-

стоположение ЛА. 

III. ТРАЕКТОРНЫЕ ИЗМЕРЕНИЯ С ПОМОЩЬЮ ОПТИКО-
ЭЛЕКТРОННОЙ СИСТЕМЫ, РАЗМЕЩЕННОЙ НА 

КАЧАЮЩЕМСЯ ОСНОВАНИИ 
При размещении ОЭС на качающемся основании воз-

никают позиционные ошибки, связанные с отклонением 
измерительной базы о1 – о2 (см. рис. 1) от плоскости го-
ризонта и в азимуте. Это приводит к формированию ка-
жущейся линии визирования траектории полета ЛА. По-
этому необходимо либо выполнять гиростабилизацию 
ОЭС, либо определять поправки к углам визирования для 
оценки истинной траектории полета ЛА. Для решения 
такой задачи предлагается использовать заторможенную 
систему координат, относительно которой будут опреде-
ляться поправки. Такая система координат должна фор-
мироваться в момент начала съемки. 

Обозначим текущее положение опорной системы 
координат 1111 zyxo  трехгранником 1111

~~~ zyxo . Тогда в 
момент начала съемки его запомненное положение 

)0(1)0(1)0(11
~~~ zyxo  фиксируется углами ориентации 

000 γ,,ψ  . Положение трехгранника 1111
~~~ zyxo  в затор-

моженной системе координат )0(1)0(1)0(11
~~~ zyxo  будет 

определяться приращениями углов ориентации  

     0ψ-ψΔψ  ; 0-Δ   ; 0γ-γΔγ  ,               (4) 

где 
000 γ,,ψ   – начальные и γ,ψ,  – текущие углы ориен-

тации основания ОЭС, определяемые с помощью ИСНС.  

Изменение линейных координат ЛА, связанное с 
приращениями углов ориентации (4) из-за качки, в за-
торможенной системе координат будет иметь вид   

                   T
iii

T
i

T
iii ZYXCZYX ][][ )(1 ,              (5) 

где 
)(1 iC  – матрица направляющих косинусов, форми-

руемая по углам Δψ , Δ , Δγ . 

Приращения координат iii ZYX   , ,   в соотноше-
нии (5) связаны с приращениями углов визирования 

1 21 β,α ,Δα   через уравнения (1) – (3). С учетом ука-
занной взаимосвязи поправки на углы визирования, 
обусловленные колебаниями основания ОЭС, могут 
быть определены из следующего уравнения  

              T
i

T
i ZYXAD ][]βΔαΔα[ 11

121   ,        (6) 

где        )αcos/(α 1
22

200 btga  ; 

)αcos/(α 2
22

101 btga  ; 002 a ; 

)1
22

1
1

11210 αcos/()αcosαsin(βα bbtgtga  ; 

 )αcosαcos/()α(β 2
2

1
2

2111 btgbtga  ; 

)βcosαcos/(αcosα 1
2

1
2

1212 bbtga  ; 

)αcos/()α(α 1
22

1220 btgbtga  ; 

)αcos/()α(α 2
22

2121 btgbtga  ;  

022 a ; )αα 12 tgtgb  ; 

ija  – элементы матрицы А в уравнении (6). 

Уравнение (6) является базовым для определения и 
компенсации траекторных нестабильностей оптико-
электронных систем позиционирования на качающемся 
основании. 

IV. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ ИССЛЕДОВАНИЙ 
Целесообразность формирования поправок к пара-

метрам траектории ЛА, определяемой с помощью ОЭС, 
была подтверждена с использованием данных морского 
эксперимента [2]. В указанном эксперименте углы ори-
ентации счислялись системой БИНС-2М, размещенной 
на палубе морского судна.  

На рис. 2 представлен фрагмент изменения угла кре-
на, отражающий характер морского волнения. 

Некоторые результаты эксперимента представлены 
на рис. 3 и 4. На рис. 3 показана круговая позиционная 

ошибка 222 ZYXS  , обусловленная не уче-
том поправок, связанных с качающимся основанием 
ОЭС по углам ориентации из эксперимента [2]. Резуль-
таты получены для базы D = 80м и снижения ЛА с вы-
соты 1км с вертикальной скоростью 10м/с. 

Можно видеть, что даже при небольшом морском 
волнении (10÷20) ошибки позиционирования ЛА с по-
мощью ОЭС могут достигать десятков метров. 
 , угл. град. 

 
Рис. 2. Динамика изменения угла крена 

   м ,S  

 
 
Рис. 3. Круговая ошибка позиционирования ЛА с помощью ОЭС на 
качающемся основании 

t, с 

t, с 

XXVII Санкт-Петербургская международная конференция по интегрированным навигационным системам, 2020 г.

110



Указанные ошибки возрастают с увеличением дально-
сти до ЛА.  

На рис. 4 показана круговая позиционная ошибка 
Ŝ  корректируемой бесплатформенной инерциальной 

навигационной системы (БИНС) на интервале оптико-
электронного наблюдения за ЛА   

2
λ

2ˆ 


S ; R)( СНСБИНС   ; 

СНССНСБИНСλ cos)λλ( R , 
где R – величина радиуса-вектора местоположения 
БИНС; СНС – спутниковая навигационная система.  

Оценка Ŝ  получена в индикаторном режиме кор-
рекции [3] БИНС с помощью обобщенного фильтра Кал-
мана [4] с использованием следующих наблюдений [2]  

  T
iHNE

T
i

T
iiV VVVVVVCZ СНС )(БИНС )(ζηξ)(2)( ][][  ;   (7) 

    T
iii

T
iiik hihZ СНСБИНС)( ]λ[]λ[   ,                  (8) 

где 2C  – матрица направляющих косинусов, характери-
зующая взаимную угловую ориентацию опорного полу-
свободного o  [5] и геодезического оENH сопровож-

дающих трехгранников; TVVVV ][ ζηξ  – вектор относи-

тельной скорости; i ; iλ  – геодезические широта и 
долгота, сформированные в i – й момент времени. 

Наблюдения (7), (8) формировались с частотой f < 1Гц 
с учетом контроля информационной целостности [5] 
спутниковых измерений. Частота обновления инерци-
альных данных 400Гц. 

м ,Ŝ  

 
 
Рис. 4. Круговая позиционная ошибка корректируемой БИНС на 
интервале оптико-электронного слежения за ЛА 

Анализ результатов эксперимента показывает, что 
полученные позиционные оценки соответствуют ошиб-
кам определения углов визирования ЛА на уровне еди-
ниц секунд. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
При проведении оптико-электронных измерений на 

качающемся основании можно вместо гироскопической 
стабилизации видеокамеры [6] аналитически определять 
и компенсировать траекторные нестабильности ВК. Не-
обходимая точность аналитического определения тра-
екторных нестабильностей может быть достигнута с 
помощью инерциально-спутниковых навигационных 
систем. Проведенные полунатурные исследования пока-
зали, что такие системы могут обеспечить точность по-
зиционирования траектории полета ЛА на интервале 
наблюдения со среднеквадратическими ошибками, не 
превышающими одного метра. 

Дальность применения и точность ОЭС могут быть 
повышены при увеличении измерительной базы D. Для 
этого ИСНС могут быть размещены на распределенных 
морских платформах с учетом синхронизации измере-
ний и согласования инерциальных измерительных трех-
гранников. 
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Аннотация—В этой публикации рассматриваются ре-
зультаты, показывающие расширенное использование или 
улучшение точности, доступности и / или целостности мно-
госенсорных навигационных систем. Показано, что алго-
ритмы и методы обработки для мультисенсорных систем 
значительно улучшаются, когда шумы негауссовский. В 
литературе различные модифицированные линейные и не-
линейные фильтры Калмана (KF) были получены в соот-
ветствии с гауссовым допущением и известным критерием 
минимальной среднеквадратичной ошибки (МСКО). Чтобы 
улучшить их устойчивость по отношению к импульсным 
негауссовским шумам, использовались различные алгорит-
мы и методы, основанные на гауссовой фильтрации сумм, 
оценках на основе Хубера и недавно введенном критерии 
максимальной коррентропии (MКК), чтобы противостоять 
слабости критерия MСКО в разработка различных версий 
надежных фильтров Калмана.  

Ключевые слова: фильтр Калмана, INS / GPS, оценка 
Хьюбера, максимальная коррентропия, минимальная энтро-
пия ошибок 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Связанные системы INS / GPS представляют проблему 

оценки состояния, рассматриваемой в данной работе. В 
нелинейных системах и задачах оценки состояния виды  
расширенного, сигма-точечного (РKФ, SPKF), с кубатур-
ным фильтром Калмана (ККF) и его версиями с высшими 
степенями (производными) оказались эффективными ме-
тодами для решения задач оценки состояния в гауссовой 
среде и показали очень хорошие результаты в условиях 
негауссовых шумов. Однако их характеристики начинают 
быстро ухудшаться, когда они сталкиваются с серьезными 
негауссовыми шумами, особенно когда на измерения вли-
яют утяжеленные «хвосты» или «загрязненные» импульс-
ные шумы. Путем модификации стандартных алгоритмов 
фильтрации Калмана, используемых в качестве нелиней-
ных цифровых аппроксимированных фильтров, основан-
ных на сумме Гаусса, максимальной коррентропии и дру-
гих методах, точность оценки становится согласованной, и 
их устойчивость к импульсным шумам измерений была 
эффективно продемонстрирована [2–10].  

Недавно вместо МСКО или MКК был разработан и 
внедрен новый подход, называемый критерием мини-
мальной энтропии ошибок (MЭО) [2], в этой статье пред-
лагается новый вывод нелинейной фильтрации Калмана 
на основе минимальной энтропии ошибок. Мы предлага-
ем новые алгоритмы МЭО, называемые  квадратурными 
фильтрами Гаусса-Калмана (MЭО-КФГК). В данной ста-
тье в моделировании показаны только модифицирован-
ные алгоритмы МКК-MEО, при этом известно, что четы-

ре (04) варианта пятой степени ККФ также были получе-
ны на основании различных метрик (MСКО, MКК и 
MЭО). С оставшимися дополнительными более высокими 
степенями состоят в двух (02) версиях CKF седьмой сте-
пени, также модифицированных для обеспечения надеж-
ности интегрированной навигационной системы INS / 
GPS для наземного транспортного средства. Результаты 
интересных иллюстративных примеров, особенно для 
слабосвязанных интегрированных навигационных систем 
INS / GPS, и отслеживания целей на основе мультисен-
сорной сети, демонстрируют желаемую производитель-
ность предлагаемых фильтров с более высокой точностью 
и большей эффективностью. В заключение, вклад этой 
работы суммируется в нелинейных аппроксимированных 
фильтрах на основе минимального энтропийного крите-
рия, который ранее не разрабатывался для нелинейных 
задач оценки свободных производных [1–10]. 

 
Рис. 1. Cвободно/плотно соединенные ИНС/СНС при негауссовых по-
мехах измерения 

II. ИНС/GPS ИНТЕГРИРОВАННАЯ СИСТЕМА 

А. Прямой подход к фильтрации  
В прямом фильтре Калмана параметры положения, 

скорости, и углов наклона оцениваются на основе прямо-
го вектора наблюдения. Известно, что нелинейные алго-
ритмы отличаются большей вычислительной сложностью 
при использовании только РКФ и его вариантов, чем при 
использовании косвенной фильтрации. Этот подход не 
был достаточно ценным в связи с ограничениями, ранее 
объясненными. Однако в связи с развитием за последние 
двадцать лет методов цифровой обработки сигналов и 
ПЛИС интегральных схем в режиме реального времени с 
помощью рекурсивных алгоритмов реализации, теперь 
можно предложить такие прямые конструкции как аль-
тернатива большой погрешности вектора состояния и его 
производной плотного и ультра плотного новейшего свя-
занного метода. При таком подходе, различные нелиней-
ные фильтры применяются в дополнение к скрытым раз-
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ностным фильтрам, которые уже хорошо описаны и при-
меняются для негауссовских оценок ошибок в [2–8].  

В данном случае, вектор состояния вычисляется в 
дискретном времени, как показано ниже [4–8]: 

ାଵݔ = ݔ)݂ , (ݑ +  .                           (1)ݓ


(݇)
(݇)ݒ
߰(݇)

 = 
݇) − 1) + ݇)ݒ − ݐ∆(1

݇)ݒ − 1) + ݇)ܥ} − 1)[ ݂(݇) + ߜ ݂(݇) + ݃]}∆ݐ
߰(݇ − 1) + ݇)ܧ − 1)[߱(݇) + ݐ∆[(݇)߱ߜ

 +


()ݓ
௩()ݓ
ట()ݓ

൩                                                                                   (2) 

где ܿ ,  , – это преобразование матрицы, определенноеܧ
как в [1,4,8], ݈  – датчики шума (выход гироскопа 
/акселерометра), (݇)  – положение вектора в момент 
времени  ݇, -(݇) – положение вектора в момент времеݒ
ни ݇ , ߰(݇)– положение вектора в момент времени ݇ , 
 .негауссовый аддитивный шум	–	(݇)ݓ

థ̇ఏ̇ట̇/ܧ = 
1 ߠ݊ܽݐ߶݊݅ݏ ߠ݊ܽݐ߶ݏܿ
0 ߶ݏܿ ߶݊݅ݏ−
0 ߠܿ݁ݏ߶݊݅ݏ ߠܿ݁ݏ߶ݏܿ

൩           (3) 

В предположении, что шумы негауссовские в процес-
се с: ܳଵ  ковариационной матрицей инерционных датчи-
ков (шумы датчика), ܳଶ  ковариационной матрицей ݓ 
(шума системы) 

[(݇)௩ݓ]ܧ = 0,                                    (4) 
c 

[்(݇)௩ݓ(݇)௩ݓ]ܧ = ܳଵ = 
್ߪ
ଶ 0

0 ఠ್ߪ
ଶ ൩, 

ܼାଵ = (ܺ)ܪ +                                 (5)ݒ

в дополнение к углам наклона, если мы используем мно-
жественные GPS/ГЛОНАСС приемники. 

III. МЕТОДЫ ФИЛЬТРАЦИИ НЕГАУССОВСКОГО ШУМА  
Кратко опишем различные подходы в современной 

нелинейной фильтрации:  

1) Негауссовские шумы: с H матрицей наблюдений, 
для прямой оценки, измерения представлены по GPS ко-
ординаты и скорости, см. [4–8].  

С: v-импульсным негауссовским шумом. Негауссов-
ский шум, моделируемый в данной работе, определяется 
в приведенных ниже (6) и  (7): 

(ݔ)݂ = ଵିఢ

ටଶగఙభమ
exp ቀ− ௫మ

ଶఙభమ
ቁ + ఢ

ටଶగఙమమ
ݔ݁ ቀ− ௫మ

ଶఙమమ
ቁ         (6) 

А. модель смешанного гауссовского шума 

൫݊(݇)൯ = (1 − ߳)ܰ(0, (ଵଶߪ + ߳ܰ(0,  ଶଶ).          (7)ߪ

где ߪଵଶ – это 1-ая дисперсия гауссовой плотности,	ߪଶଶ – 2-
ая дисперсия гауссовой плотности, и коэффициент߳  за-

грязнения ниже, максимальная коррентропия методов 
фильтрации введены авторами в работах [3, 5–7].  

MCC-EKF 
Метрики коррентропии базируется на сходстве и раз-

личиях вероятности объединения теории информации, и 
были введены в задачах фильтрации авторами в работах 
[5–7, 10].  

Если две случайные величины ܺ,ܻ	 ∈ 		ℝимеют сле-
дующие совместные распределения функция ܨ,(ݔ, ݕ ), 
можно написать коррентропию как [3, 5–7,10] 

,ܺ)ܣ ܻ) = ,ܺ)ఙ݇]ܧ ܻ)] = ඵ݇ఙ(ܺ,  ݕ݀ݔ,݀ܨ(ܻ

где E[.], ݇ఙ(. , . )  () представляют собой математическое 
ожидание и положительно определенную функцию ядра. 
В следующем, мы опишем плотность ܩఙ(‖ݔ − (‖ݕ =
ݔ݁ ቀି‖௫ೖି௬ೖ‖

మ

ଶఙమ
ቁ функции ядра: при σ > 0: на практике, из-

за недостатка имеющихся данных коррентропия может 
быть оценена путем определения в следующей форме: 

መ௫௬ܣ =
ଵ
ே
∑ ఙ(݁)ேܩ
ୀଵ , 

где ݁ = ݔ‖ − -‖представляет сигнал ошибки, а N предݕ
ставляет выборки. Тогда ядро Гаусса можно выразить, ис-
пользуя расширение ряда Тейлора, как показано ниже: мож-
но таким образом заметить, что коррентропия между двумя 
случайными величинами X и Y эквивалентна взвешенной 
сумме моментов всех порядков между X и Y [3, 5–7].  

,ܺ)ܣ ܻ) = ∑ (ିଵ)

ଶఙమ!
ܺ)]ܧ − ܻ)ଶ]ஶ

ୀ . 

Чтобы рассчитать негауссовские шумы, на этот про-
цесс, а также на измерения, принцип MКК может  быть 
внедрен в рамках РФК. Новая функция стоимости с ис-
пользованием MКК описывается [10]: 

(ݔ)ܬ = ݕ‖)ఙܩ − ℎ(ݔ , (‖(ݑ + ݔ‖)ఙܩ − ,ିଵݔ)݂  (‖(ݑ

понятно, что минимизация функции затрат, такие как ݔ 
означает, что ߲ܬ/߲ݔ = 0, что создает следующее урав-
нение [10]: 

ݔ = ,ିଵݔ)݂ (ݑ +
ݕ‖)ఙܩ − ℎ(ݔ , (‖(ݑ
ݔ‖)ఙܩ − ,ିଵݔ)݂ (‖(ݑ

× ݕ)்ܪ − ℎ(ݔ ,  ((ݑ

Для того, чтобы получить окончательное решение, мы 
делаем замену ݔ  на левый бок ݔොи ݔ  и ݔିଵ  на правой 
стороне на ݔ и ݔොିଵ, и мы получим [10]: 

ොݔ = ,ොିଵݔ)݂ (ݑ +
ݕ‖)ఙܩ − ℎ(ݔି, (‖(ݑ
ିݔ‖)ఙܩ − ,ොିଵݔ)݂ (‖(ݑ

× ݕ்൫ܪ − ℎ(ݔି ,  )൯ݑ

Ниже, развитие оценки Хубера.  

B. М-оценка Хубера 
На основе анализа в предыдущем разделе, нам извест-

но, что мы можем достичь надежного отслеживания, 
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только переформулировав измерения шума. Теперь рас-
смотрим нелинейную динамическую систему отслежива-
ния следующим образом [11]:  

В данной статье, мы сравниваем все надежные изме-
ненные версии М-оценки Губера: 

,൯ߜ൫ߩ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 1

,ߜ2
ଶ , หߜ,ห < ݑ

ଶݑ− ቆ1+
หߜ,ห
ݑ ቇ݁ݔቆ1 −

หߜ,ห
ݑ ቇ , หߜ,ห ≥ ݑ

 

Тогда мы можем получить 

߱൫ߜ,൯ = ൞
1, ห݇ߜ,݅ห < ݑ

ݔ݁ ቆ1 −
หߜ,ห
ݑ

ቇ , ห݇ߜ,݅ห ≥ ݑ
 

Также определить Ψ = ݀݅ܽ݃ൣ߱൫݇ߜ,݅൯൧; таким образом, 
переформулированная ковариация измерения шума это 

෨ܴ = ܴ
ଵ/ଶΨ୩

ିଵ൫ܴ
ଵ/ଶ൯


 

Затем применяется квадратурный фильтр Гаусса Кал-
мана с новой ковариацией шума измерения. Алгоритм 
описан как Алгоритм 1.1.  

C. Минимальная энтропия ошибки 
Фильтр Калмана на основе минимальной энтропии 

ошибки был недавно разработан авторами в [2,7]. Алго-
ритм, приведенный ниже, следует тем же принципам, что 
и приведенные в [2]:  

B. Критерий минимальной ошибки энтропии определе-
ния погрешностей двух случайных величин X и Y, e = Y ‒ 
X. В MЭО сведения об ошибке Е может быть измерена 
энтропией Реньи ЭО 

(݁)ఈܪ =
ଵ

ଵିఈ
log ఈܸ(݁), 

где ߙ)ߙ ≠ 1, ߙ > 0) – порядок энтропии Реньи, и ܸ(݁)обо-
значает информационный потенциал, определенный как 

ఈܸ(݁) = නఈ(ݔ)݀ݔ =  [(݁)ఈିଵ]ܧ

где p(.) – функция плотности распределения вероятностей 
(ПРВ) ошибки е и Е[.] обозначает операцию математиче-
ского ожидания. В практических применении, в формате 
PКФ р(х) может быть оценен с помощью метода окна  
Парзена по [2] 

(ݔ)̂ =
1
ܰ
ܩఙ(ݔ − ݁)
ே

ୀଵ

 

где ܩఙ(ݔ) = (ଶߪଶ/2ݔ−)ݔ݁  обозначает гауссово ядро с 
размером ядра ߪ; {݁}ୀଵே , с числом N образцов ошибок. 
Объединяя функция информационного потенциала и ме-
тод окна Парзена, можно получить оценку второго по-
рядка (a = 2) информационного потенциала ଶܸ(݁) 

ܸଶ(݁) =
1
ܰ
̂(݁)
ே

ୀଵ

=
1
ܰଶܩఙ൫݁ − ݁൯

ே

ୀଵ

ே

ୀଵ

 

поскольку отрицательная логарифмическая функция –log 
монотонно убывает, минимизация энтропии ошибки 
(݁)ଶܪ  означает максимизацию информационного потен-
циала ܸଶ(݁). 

Алгоритм 1 MEE-EKF [2] 

Шаг 1: аналогично шагу 1 в алгоритме в [2]. 

Шаг 2: Использовать уравнения прогнозирования, та-
кие как алгоритм РФК, чтобы получить (݇|݇ − 1) и 
ܲ(݇|݇ − 1) ; использовать разложение Холецкого Θ(k) и 
получить ߆(݇|݇ − 1)и ߆(݇); использовать уравнения из 
[2] для получения d(k) и W (k ‒ 1) соответственно. 

Шаг 3: аналогично шагу 3 в [2]. 

Шаг 4: Использовать доступные измерения 
ୀଵே(݇)ݕ} }для обновления: 

ො(݇)௧ݔ = ݇|݇)ොݔ − 1) + (݇)ݕ](݇)෩ܭ − ℎ(ݔො(݇|݇ − 1))]   (8) 
݁̃(݇) = ݀(݇) −  ො(݇)௧ିଵݔ(݇)ݓ

(݇)෩ܭ = 
෨ܲ(݇|݇ − 1) + (݇)்ܪ ෨ܲ௫௬(݇|݇ − 1)

+ቀ ௬ܲ௫(݇|݇ − 1) + ்ܪ ෨ܴ(݇)ቁܪ(݇)
൩
ିଵ

× ቀ ܲ௬௫(݇|݇ − 1) + ்ܪ ෨ܴ(݇)ቁ 

где формы Λ෩(݇), ෨ܲ(݇|݇ − 1), ෨ܲ௫௬(݇|݇ − 1), ෨ܲ௬௫(݇|݇ − 1) 
используют уравнения в [2] соответственно к шагу 1 в 
алгоритме 1 и ෨ܴ(݇)  

Шаг 5: Аналогично  

Шаг 6: Обновление ݇ + 1 → ݇  и апостериорная n 1. 
ковариационная матрица: 

ܲ(݇) = ܫൣ − ݇|݇)൧ܲ(݇)ܪ(݇)෩ܭ − ܫൣ(1 − ൧(݇)ܪ(݇)෩ܭ
்
+

  (݇)෩்ܭ(݇)ܴ(݇)෩ܭ
и возврат к шагу 2. 

1) Гаусса-Эрмита квадратурная фильтрация Калмана: 

Алгоритм 2 Гаусса-Эрмита квадратурный фильтр 
Калмана (ГЭКQФK) алгоритм 

Вход: измерения геолокации и параметры датчика. 

Первый шаг: обновить время (часть прогноза) 

Первый шаг начинается во время Tk. Поэтому факто-
ры Холеского могут быть выражены как: 

1: ܲିଵ/ିଵ = ඥ ܲିଵ/ିଵ൫ඥ ܲିଵ/ିଵ൯
்
 

2: ܺିଵ/ିଵ = ඥ ܲିଵ/ିଵߦ +  ොିଵ/ିଵݔ
3: (ܺ/ିଵ )∗ = ݂(ܺିଵ/ିଵ , ,ିଵݑ ݇ − 1) 
ො/ିଵݔ :4 =	∑ ߱


ୀଵ (ܺ/ିଵ )∗ 

5: ( ܲ
௫௫)ି = ∑ ߱


ୀଵ (ܺ/ିଵ )∗(ܺ/ିଵ )் − ො/ିଵ்ݔො/ିଵݔ +

ܳିଵ 

Второй шаг: обновление измерений (корректирую-
щая часть) 
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6: ܲ/ିଵ = ඥ ܲ/ିଵ൫ඥ ܲ/ିଵ൯
்
 

7: ܺ/ିଵ = ඥ ܲ/ିଵߦ +  ො/ିଵݔ
8: ܻ/ିଵ

 = ℎ൫ܺ/ିଵ ൯  
ො/ିଵିݕ :9 = ∑ ߱


ୀଵ ܻ/ିଵ

   
10: ܵ/ିଵ = ∑ ߱


ୀଵ ܻ/ିଵ

 ൫ ܻ/ିଵ
 ൯் − ො/ିଵ்ݕො/ିଵݕ +ܴ 		    

11: ܲ/ିଵ
௫௬ = ∑ ݈߱ܺ/ିଵ݉

݈=1 ൫ ܻ/ିଵ
 ൯ܶ − ො݇/݇−1ݕො݇/݇−1ݔ

ܶ   
12:  квадратурное усиление Калмана: 
13: ܹ = ܲ/ିଵ

௫௬ ܵ/ିଵିଵ   
ොݔ :14 = ො/ିଵݔ + ܹ൫ݕ −  ො/ିଵ൯ݕ
15: Обновленная ошибка ковариации:  
16: ܲ/ = ܲ/ିଵ − ܹܵ݇/݇−1ܹ݇

ܶ 

IV. МОДЕЛИРОВАНИЕ 
В симуляции были смоделированы как INS / GPS пря-

мой фильтрации, так и кинематическая модель 2D отсле-
живания цели. 

 
Рис. 2. Весовые функции Хьюбера и Тьюки изображены с параметрами 
а = 1,345 и с = 4,685 соответственно [11] 

 
Рис. 3. Среднеквадратическая оценка положения, скорости и ориента-
ции с использованием фильтрации по гауссовой сумме, применяемой к 
нескольким гауссовским квадратурным фильтрам Калмана при различ-
ных первоначальных условиях 

 
Рис. 4. Среднеквадратическая оценка положения, скорости с использо-
ванием оценки Хьюбера, MCC и MЭО критериев при различных 
начальных условиях 

 
Рис. 5. Среднеквадратическая оценка положения и скорости с использо-
ванием оценки Хубера, MКК и критерии MЭО при различных началь-
ных условиях 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Было продемонстрировано, что подходы гауссовой 

фильтрации сумм, применяемые к нелинейной оценке, пре-
восходят другие методы, такие как оценки Хьюбера, когда 
плотность параметров вероятности хорошо известна. В дру-
гом моделировании MЭО продемонстрировал превосход-
ство над MКК и оценкой на основе Хубера, когда шум из-
мерения был строго негауссовым и следовал модели Shot 
noise (шум-выстрел). В следующей статье мы разработаем 
полное моделирование для сравнения всех квадратурных 
фильтров Гаусса при различных модификациях, используя 
MСКО, MКК и MЭО с M-оценками и гауссовыми суммами. 
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Аннотация—В работе изложен опыт усовершенствова-

ния серийно выпускаемой навигационной системы. 

Ключевые слова—гироскопы; инерциальная навигацион-
ная система; акселерометр; навигация; калибровка БИНС 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Объект исследования является продуктом глубокой 

модификации серийно выпускаемой системы НСИ-
2000MTG. Автономная точность исходной системы со-
ставляет 3,8 км за час, однако со временем точностные 
требования к инерциальным навигационным системам 
ужесточаются [4], поэтому задача улучшения точности 
навигационной системы с целью поддержания её конку-
рентности является актуальной. Данная модификация 
производилась с применением самого современного 
опыта в построении БИНС, в частности – опыта разра-
ботки перспективной малогабаритной системы с малым 
потреблением НСИ2010 и системы БИНС-05Л, уже 
находящейся в эксплуатации. Соответственно, многие 
трудности, связанные со внедрением в систему новых 
компонентов, такие как size-эффект, чувствительность к 
вибрациям и погрешности в работе АЦП акселеромет-
ров, уже были проработаны ранее. Здесь же данное 
множество деталей оказалось собрано воедино. Наибо-
лее слабым местом системы, взятой за основу, являются 
акселерометры, поэтому первостепенной задачей стал 
выбор датчиков на замену старым и разработка АЦП, 
позволяющего максимально раскрыть потенциал новых 
датчиков. В докладе отражены нововведения, основные 
характеристики в сравнении со старыми разработками, 
опыт и дальнейшие перспективы работы над навигаци-
онной системой. 

II. МОДИФИКАЦИЯ СИСТЕМЫ 

А. Навигационная система 
Модификация затрагивает в большей степени инер-

циальный блок системы и в меньшей ─ программное 
обеспечение блока обработки информации. Задейство-
ваны более совершенные инерциальные датчики (коль-
цевые лазерные гироскопы с плоским контуром на виб-

роподставке с цифровым выходом и кварцевые маятни-
ковые акселерометры отечественного производства). 
Новые датчики менее чувствительны к температурным 
изменениям и магнитному полю. Установлены аморти-
заторы с целью изоляции инерциальной сборки от 
внешних вибраций, резонирующих с колебаниями виб-
роподставок ЛГ, учтены особенности их применения.  
Испытан и применён новый АЦП сигнала акселеромет-
ров, позволяющий реализовать выигрыш в точности 
измерения линейных скоростей, полученный при замене 
акселерометров. Среди важнейших достоинств нового 
АЦП ─ малый уровень собственного шума (в пределах 5 
µg), малая восприимчивость к температурным измене-
ниям (рисунок 1 – кривая с наибольшим размахом пока-
зывает изменение температуры в климатической камере, 
ей соответствует крайняя правая шкала, остальные кри-
вые – каналы АЦП, чувствительность АЦП к темпера-
туре составила ~0.5µg/°С), хорошая аппроксимируе-
мость этой зависимости полиномом и незначительная 
ширина гистерезиса (10 µg).  

 
Рис. 1. климатические испытания АЦП акселерометров 

Произведена оценка влияния вибрации ЛГ на пока-
зания акселерометров: в одном запуске гироскопы два-
жды были выключены и снова включены спустя время. 
Влияние ожидаемо выразилось в увеличении уровня 
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шума (до допустимой величины менее 0.001 м/с), сме-
щение сигнала, если таковое и присутствует – много 
меньше величины шума. На рисунке 2 ступенчатая кри-
вая – показания гироскопа, демонстрирующая его 
включение и выключение, вторая кривая – показания 
акселерометра (правая ось в 2/ см ). Изгибы кривой 
связаны с прогревом сборки при работе гироскопов. 
Влияние size-эффекта в ходе испытаний также было 
оценено как не превосходящее уровень шума. 

 
Рис. 2. Влияние виброподставки гироскопов на показания акселерометра 

Поскольку точность данных от инерциальных дат-
чиков значительно улучшилась, а также увеличилось 
количество температурных датчиков в инерциальном 
блоке, потребовалось существенно переработать прото-
кол взаимодействия инерциальной части системы и 
блока обработки информации. 

Б. Математическая модель и методика измерения её 
параметров 
Калибровка (и стендовые испытания) проводится на 

высокоточном двухосном стенде с отклонением от вер-
тикали в несколько угловых секунд. В соответствии с 
последним опытом ([2],[3],[5]) разработки БИНС вы-
брана математическая модель ошибок инерциального 
блока, применены и дополнены отработанные методики 
получения её параметров. Для акселерометров матмо-
дель выглядит следующим образом: 

*
1 A1 12 13 1V (1 K ) V1 GA V2 GA V3 a dt.             
*
2 21 A2 23 2V GA V1 (1 K ) V2 GA V3 a dt.             
*
3 31 32 A3 3V GA V1 GA V2 (1 K ) V3 a dt.             

где dt – время считывания информации в сек.; 
V1, V2, V3 – приращения скорости (м/с); 

3A2A1A K,K,K   – модельные поправки к масштаб-
ным коэффициентам измерений в строительных осях; 

32A31A23A21A13A12A G,G,G,G,G,G   – модельные 
значения параметров несоосности;  

321 a,a,a   – модельное значения смещения нуля ак-
селерометров в проекциях на строительные оси (м/с2).  
Для гироскопов модель аналогичная. 

Калибровка инерциального блока производится в 
два этапа. На первом этапе по прямым измерениям в 
различных температурных условиях определяются па-
раметры первичных компенсирующих моделей, вклю-
чающих соответствующие температурные зависимости. 
В целях изучения влияния амортизаторов на характери-
стики системы первый этап калибровки проводился 
дважды: изначально инерциальная сборка была жёстко 
зафиксирована в блоке, а затем подвешена на амортиза-
торах. Исследование показало однозначную необходи-
мость калибровки инерциального блока именно с амор-
тизаторами. На втором этапе по результатам работы 
навигационных алгоритмов с учетом первичной ком-
пенсации ошибок определяются поправки параметров 
компенсирующей модели. Второй этап калибровки име-
ет смысл только при качественном выполнении первого 
этапа. Достижение высокой точности функционирова-
ния системы обеспечивается на втором этапе.  

III. ИСПЫТАНИЯ СИСТЕМЫ И ПОЛУЧЕННЫЕ 
ХАРАКТЕРИСТИКИ 

Проверка точностных характеристик настроенной си-
стемы производится  как в ходе стендовых измерений – 
автономная работа системы (своего рода последняя ите-
рация второго этапа калибровки),  закреплённой на по-
воротном столе в климатической камере с совершением 
разворотов (рисунок 3), так и в мобильных испытаниях 
на sавтомобиле длительностью 1-2 часа при интенсив-
ном и разнообразном маневрировании (рисунок 4).  

 
Рис. 3. Погрешность автономного местоопределения, стендовые испытания 

 
Рис. 4. Погрешность автономного местоопределения, мобильные испытания 
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IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Результатом работы стала стабильно работаю-

щая система, более устойчивая ко внешним воздействи-
ям (температурным, магнитным, вибрационным). Энер-
гопотребление инерциального блока уменьшено при-
мерно в два раза, масса инерциального блока снижена 
на несколько килограмм. Полученная автономная точ-
ность системы (автономный уход по координате в мо-
бильных испытаниях <12км за первый час поездки) мо-
жет считаться хорошим промежуточным результатом, 
позволяет продолжать работу над системой и в полной 
мере реализовать её потенциал при последующих ите-
рациях процесса калибровки. 

Перспективы дальнейшего улучшения системы 
состоят, прежде всего, в применении ещё более высоко-
точных датчиков, в частности – разрабатываемого в 
данный момент в МФТИ четырёхчастотного лазерного 
гироскопа с магнитооптической частотной подставкой 
на эффекте Зеемана. Это, помимо увеличения точности 
данных о вращательном движении, исключило бы виб-
рационное воздействие со стороны гироскопов на пока-
зания акселерометров и уменьшило бы уязвимость бло-
ка к внешним вибрациям. 
Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках 
научного проекта № 18-07-01183 А. 
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Аннотация—Под идентификацией геометрических 
смещений одометра понимается определение (в реальном 
времени) вектора смещения одометра относительно инер-
циального модуля, определение ориентации инерциально-
го модуля относительно кузова транспортного средства и 
уточнение масштабного коэффициента одометра. Разрабо-
тана модель измерений одометра, который может быть 
установлен как на управляемом переднем, так и на не-
управляемом заднем колёсах. Рассмотрены условия 
наблюдаемости геометрических смещений на траекториях, 
характерных для наземных транспортных средств. Найде-
ны условия, при которых может быть достигнута наблю-
даемость всех трех углов ориентации инерциального мо-
дуля. Описана частичная наблюдаемость геометрических 
смещений при отсутствии информации о повороте перед-
них управляемых колёс. Разработана рекуррентная проце-
дура оценивания в реальном времени наблюдаемых комби-
наций из геометрических параметров. Получены уравнения 
наблюдения для включения измерений одометра в состав 
вектора наблюдения комплексирующего фильтра слабо 
связанной интегрированной навигационной системы. 

Ключевые слова—одометр, наблюдаемость, идентифи-
кация, инерциальная навигация, ГНСС, фильтр Калмана 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Интегрированная навигационная система, установ-

ленная на наземном транспортном средстве (ТС) являет-
ся распределённой измерительной системой, каждый 
компонент которой измеряет кинематические параметры 
движения некоторой точки кузова вблизи своего места 
установки [1]-[3]. Измерения приёмника сигналов гло-
бальных навигационных спутниковых систем (ГНСС) 
привязаны к фазовому центру приёмной антенны. Изме-
рения инерциального измерительного модуля (ИИМ) 
относятся к измерительному базису (Measurement frame 
или M-базис), образованному осями чувствительности 
инерциальных датчиков. Начало M-базиса расположено 
в измерительном центре ИИМ. При построении инте-
грированной навигационной системы, измерения ГНСС 
и ИИМ вычислительно приводятся к измерительному 
центру ИИМ [2]. Для такого приведения используется 
вектор смещения антенны, построенный из измеритель-
ного центра ИИМ в фазовый центр антенны приёмника 
ГНСС. Три координаты этого вектора указываются в 
настройках алгоритма комплексирования ИИМ/ГНСС 
[2] или определяются в процессе работы системы [3]. 
Расположение отдельных компонент навигационной 
системы относительно ТС задаётся в базисе, связанном с 
кузовом ТС (Body frame или B-базис). 

Одометр (колёсный датчик) измеряет угол поворота 
колеса, на котором он установлен, за заданный период 
времени. При определённых ограничениях (отсутствие 
проскальзывания колёс и т.д.) этот угол можно одно-
значно связать с длиной пути, пройденной центром ко-
леса. Из длины пути получается скалярная скорость цен-
тра колеса относительно подстилающей поверхности, 
усреднённая за период времени измерения. Если считать 
колесо недеформируемым и объединить скалярную ско-
рость с неголономными ограничениями на движение ТС, 
то получится вектор средней скорости колеса [4]-[8]. Для 
ТС с управляемыми передними и неуправляемыми зад-
ними колёсами, векторы средней скорости задних колёс 
лежат вблизи плоскости продольного сечения кузова. 
Векторы скорости передних колёс изменяют своё 
направление в соответствии с поворотами руля. 

Для включения измерений одометра в вектор наблю-
дения алгоритма комплексирования ИИМ/ГНСС, эти 
измерения должны быть преобразованы к M-базису. Для 
этого необходимо идентифицировать семь параметров 
геометрического смещения одометра относительно 
ИИМ: масштабный коэффициент одометра W

odk , вектор 
смещения одометра относительно ИИМ, заданный в B-
базисе W W W W[ ]x y zd d dd T и вектор угловых по-
грешностей ориентации B-базиса относительно M-
базиса [ ]x y z   β T , где W={F, R}, F={FR, FL}, 
R={RR, RL} -названия колёс (FR - Front Right, FL - Front 
Left, RR - Rear Right, RL - Rear Left). Для улучшения 
точности навигационных измерений в реальном време-
ни, значения отдельных параметров следует уточнять 
(по возможности) в течении всего времени работы нави-
гационной системы. 

Уточнение некоторых параметров, перечисленных 
выше, может быть выполнено за счёт включения их в 
вектор состояния расширенного фильтра Калмана (РФК) 
интегрированной навигационной системы [1]–[5], [7]. 
Эти параметры могут быть оценены отдельным рекур-
рентным алгоритмом, который работает параллельно с 
РФК [6], [7]. Геометрическая модель измерений одомет-
ра может вообще не задаваться в параметрической фор-
ме, а идентификация параметров может быть выполнена 
за счёт постоянного обучения специально спроектиро-
ванной нейронной сети [8]. Геометрические смещения 
одометра связаны с измеряемыми величинами (скорости 
колеса и ТС) через нелинейные соотношения. В [9,10] 
показано, наблюдаемость параметров в нелинейной си-
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стеме имеет локальный характер: параметры могут быть 
наблюдаемы в одной области фазового пространства и 
не наблюдаемы в другой. Характер наблюдаемости зави-
сит от управляющего воздействия. В случае наземного 
ТС роль управляющего воздействия играет форма траек-
тории движения. Отсюда можно предположить, что все 
семь неизвестных параметров геометрического смеще-
ния одометра могут быть идентифицированы за счёт 
согласованного выбора пространства параметров и тра-
ектории ТС. 

В [3]–[5] было показано, что при задании координат 
вектора смещения одометра относительно M-базиса 
только шесть геометрических параметров могут быть 
наблюдаемы. Угол поворота ИИМ вокруг продольной 
оси ТС оказывается не наблюдаем для любой формы 
траектории ТС. В данной работе предлагается задавать 
координаты вектора смещения относительно B-базиса. 
Такой выбор координат упрощает инициализацию алго-
ритма уточнения вектора смещения, поскольку коорди-
наты могут быть грубо измерены относительно видимых 
ориентиров на кузове. Также такой подход делает 
наблюдаемыми (для траекторий определённой формы) 
все семь параметров геометрических смещения одометра. 

В данной работе детально рассмотрены модели изме-
рений одометра для управляемых передних и неуправля-
емых задних колёс наземного ТС. Из этих моделей вы-
делены наблюдаемые комбинации, составленные из гео-
метрических смещений, а сами модели переформулиро-
ваны в терминах этих комбинаций. Количество наблю-
даемых комбинаций изменяется в зависимости от теку-
щего режима движения ТС (прямолинейное движение, 
повороты, спуски/подъёмы и т.д.). Эти изменения учи-
тываются при решении задачи идентификации для ис-
ключения её вырождения. Алгоритм идентификации был 
разработан в виде рекуррентной процедуры нелинейного 
метода наименьших квадратов (МНК), которая работает 
параллельно с навигационных РФК. Для включения из-
мерений одометра в вектор наблюдения навигационного 
РФК получены уравнения наблюдения за ошибками век-
тора состояния, записанные в терминах наблюдаемых 
комбинаций. 

II. ИДЕНТИФИКАЦИЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ СМЕЩЕНИЙ 
Окончательный алгоритм оценивания геометриче-

ских смещений одометра формулируется в терминах 
наблюдаемых комбинаций, которые составляются из 
первичных геометрических параметров. Состав векто-
ров, рекуррентно идентифицируемых в момент дискрет-
ного времени k, для передних и для задних колес: 

IF F F F F F
od, , , , , ,

IR R R R R R
od, , , , , , ,

[ ] ,

[ ] ,

k k x k x k y k z k x k
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y x x zd d d   , W W W
z y y x xd d d      – 

наблюдаемые комбинации. Для получения значения век-
тора IW

kx  и его ковариационной матрицы IW
kP  исполь-

зуются оценки вектора IW
1kx  и его ковариационной мат-

рицы IW
1kP , полученные на предыдущем шаге рекур-

рентной процедуры. Текущие оценки первичных геомет-

рических смещений одометра, установленного на соот-
ветствующем колесе, восстанавливаются на каждом ре-
куррентном шаге из вновь полученных компонент век-
тора идентифицируемых параметров. Вектор наблюде-
ния идентификационной процедуры строится с исполь-
зованием неголономных ограничений, накладываемых на 
движение ТС (равенство нулю боковой и вертикальной 
скорости ТС). Состав и размерность этого вектора раз-
личны для передних и для задних колёс: 
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где B, B, B, B,ˆ ˆ ˆ ˆ[ ]k x k y k z kv v vv T , B, B, B, B,ˆ ˆ ˆ ˆ[ ]k x k y k z k   ω T  – 
векторы поступательной и угловой скорости ТС, спроек-
тированные на B-базис при помощи номинальной матри-
цы M

BŜ  ориентации М-базиса относительно B-базиса (мат-
рицы ориентации ИИМ относительно кузова ТС). 

Из записи вектора IF
kx  видно, что угловая погреш-

ность z  установки ИИМ не наблюдаема не при каких 
движениях ТС. Поэтому при использовании одометра на 
переднем колесе нужно уделять особое внимание точно-
сти ориентирования ИИМ вокруг оси zB.  

Для неподвижного транспортного средства ни одна 
из компонент вектора IW

kx  не идентифицируется. В этих 
условиях B,ˆ k ω o , B,ˆ| | 0k v . Если ввести определенные 
пороговые значения для модулей векторов поступатель-
ной W 0T v  и угловой W 0T ω  скоростей, то при условии 

W
B,ˆ| |k T vv , W

B,ˆ| |k T ωω  компоненты вектора IW
kx  не 

обновляются (используются значения IW
1kx ). При дви-

жении ТС вдоль траектории с большим радиусом кри-
визны компоненты вектора B,ˆ kω  малы. Параметры век-

тора IW
kx , связанные с компонентами угловой скорости, 

становятся плохо наблюдаемыми и должны быть исклю-
чены из идентификации на текущем шаге. Таким обра-
зом, при W

B,ˆ| |k T vv , W
B,ˆ| |k T ωω  вектор IW

kx  обновля-
ется не полностью, т.к. его отдельные параметры «замо-
раживаются» в момент времени k-1: 

R R R R R
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При «заморозке» отдельных параметров размерность 
идентифицируемого вектора уменьшается, а значения «за-
мороженных» параметров учитываются в векторе наблю-
дения идентификационного алгоритма в виде аддитивных 
коррекций. При условии W

B,ˆ| |k T vv , W
B,ˆ| |k T ωω  вектор 

IW
kx  идентифицируется в полном объёме. 
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III. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 
Алгоритм идентификации геометрических смещений 

одометра и включения этих измерений в комплексиру-
ющий РФК был реализован во встроенном программном 
обеспечении приёмника сигналов ГНСС. В качестве 
одометра использовался инкрементальный энкодер 
Kubler T8.5000 с разрешением 2500 импульсов на обо-
рот. В процессе экспериментов этот энкодер устанавли-
вался как на передних, так и на задних колёсах. Уста-
новленные значения порогов наблюдаемости 

W 0,1 м/секT v , W 0,1 рад/секT ω . 

При экспериментах с одометром на правом и левом 
переднем колёсах были обнаружены эффекты, явно не 
описываемые предложенной моделью. В частности, 
оценка угла x (одинакового для обоих экспериментов) 
заметно отклонялась от своего установившегося значе-
ния FR FL 2,3x x       во время поворотов ТС синфазно 
с компонентой угловой скорости Bz  (для левого коле-
са) и в противофазе (для правого колеса). Исследования 
природы этих эффектов не проводились. Поскольку мо-
дель одометра на переднем колесе имеет один глобально 
ненаблюдаемый параметр, все дальнейшие усилия были 
сконцентрированы на получении результатов для раз-
мещения одометра на заднем колесе. 

Для тестирования алгоритма с размещением одомет-
ра на заднем колесе, использовались шесть различных 
ИИМ, перечисленные в Табл.1. Схема эксперименталь-
ной установки показана на рис.1. Каждый ИИМ подклю-
чался к отдельному двухантенному приёмнику GNSS. 
ИИМ №1-5 размещались на жёсткой платформе на кры-
ше ТС, №6 был встроен непосредственно в навигацион-
ную GNSS-антенну. ТС с экспериментальной установкой 
выполнило три испытательных проезда через семиэтаж-
ную парковку (въезд из-под открытого неба, подъем по 
спирали, спуск по спирали, выезд и остановка под от-
крытым небом), внешний вид которой и измеренные 
траектории показаны на рис.2. Усредненные параметры 
траектории и значения накопленных ошибок приведены 
в табл.1., где DR – Dead Reckoning (инерциально-
одометрическое счисление пути), DT – Distance Travelled 
(длина счисленной траектории), DR time – длительность 
движения со счислением пути. 

 

Рис.1. Блок-схема экспериментальной установки 

IV. ВЫВОДЫ 
В работе описана параметрическая модель измерений 

одометра, которая включает семь геометрических пара-
метров, задающий размещение одометра относительно 
ИИМ и идентифицируемых в реальном времени. Компо-
ненты вектора смещения одометра заданы относительно 
B-базиса, что обеспечивает локальную наблюдаемость 
всех трёх углов ориентации ИИМ. 

Показано, что для ТС с управляемыми передники и 
неуправляемыми задними колёсами все семь параметров 
можно оценить, если установить одометр на заднем ко-
лесе. При размещении одометра на переднем колесе и 
отсутствии информации о его угле поворота, один пара-
метр оказывается глобально ненаблюдаемым. Для задне-
го колеса возможно построить наблюдаемые комбина-
ции из геометрических параметров, которые оценивают-
ся в реальном времени во время поворотов ТС. Для 
улучшения точности оценивания рекомендуется разме-
щать ИИМ около плоскости строительной вертикали ТС, 
проходящей через задний мост. 

В работе получены уравнения наблюдения за векто-
ром ошибок, которые позволяют использовать измере-
ния откалиброванного одометра для коррекции вектора 
состояния навигационного РФК. Экспериментальные 
результаты, полученные с таким РФК в реальном време-
ни, показывают, что предложенный алгоритм обеспечи-
вает инерциально-одометрическое счисление пути с го-
ризонтальной ошибкой порядка 0,3% от пройденного 
расстояния для ИИМ различного класса точности. В 
инерциально-одометрическом режиме навигации назем-
ного ТС в городских условиях использование дорогого 
высокоточного ИИМ не даёт значимых преимуществ 
перед МЭМС ИИМ. Величина накопленной ошибки 
определяется, в основном, погрешностью масштабного 
коэффициента Z-гироскопа. Оценивание этого коэффи-
циента в реальном времени заметно уменьшает нако-
пившуюся ошибку для дешёвых МЭМС ИИМ, разрабо-
танных для поверхностного монтажа. 

ЛИТЕРАТУРА 
[1] Lim, J., Yoo, W.J., Kim, W., Lee, Y.D., and Lee, H.K., Augmentation 

of GNSS by Low-Cost MEMS IMU, OBD-II, and Digital Altimeter 
for Improved Positioning in Urban Area, Sensors (Basel). 2018; 
18(11):3830. Published 2018 Nov 8. doi:10.3390/s18113830. 

[2] Seo, J., Lee, H.K., Lee, J.G., and Park, C.G., Lever Arm 
Compensation for GPS/INS/Odometer Integrated System, 
International Journal of Control, Automation and Systems, vol. 4, no. 
2, pp.247–254, April 2006. 

[3] Wu, Y., Goodall, C., and El-Sheimy, N., Self calibration for IMU/ 
Odometer Land Navigation: Simulation and Test Results, 
Proceedings of the 2010 International Technical Meeting of The 
Institute of Navigation, San Diego, CA, January 2010, pp. 839–849. 

[4] Wu, Y., Wu, M., Wu, W., Hu, D., and Hu, X., Autonomous Land 
Navigation Using Inertial Sensors and an Uncalibrated Odometer: 
Self-calibration, Proceedings of AIAA Guidance, Navigation and 
Control Conference, Chicago, Illinois, 10–13 August 2009, doi: 
10.2514/6.2009-5970. 

[5] Wu, Y., Versatile land navigation using inertial sensors and odometry: 
Self-calibration, in-motion alignment and positioning, 2014 DGON 
Inertial Sensors and Systems (ISS), Karlsruhe, September 2014, pp. 1–19. 
doi: 10.1109/InertialSensors.2014.7049412. 

[6] Li, L., Sun, H., Yang, S., Ding, X., Wang, J., Jiang, J., Pu, X. and 
others, Online calibration and compensation of total odometer error in 
an integrated system, Measurement, vol 123, July 2018, pp.69–79. 
doi: 10.1016/j.measurement.2018.03.044. 

XXVII Санкт-Петербургская международная конференция по интегрированным навигационным системам, 2020 г.

121



[7] Klimkovich, B.V., Self-calibration of a digital odometer integrated with 
a three-component SINS for a land vehicle, 2017 24th Saint Petersburg 
International Conference on Integrated Navigation Systems (ICINS), St. 
Petersburg, 2017, pp. 1–4. doi: 10.23919/ICINS.2017.7995639. 

[8] Li, Z., Wang, J., Li, B., Gao, J., and Tan, X., GPS/INS/Odometer 
Integrated System Using Fuzzy Neural Network for Land Vehicle 
Navigation Applications, Journal of Navigation, vol. 67, no. 6, 
November 2014 , pp. 967–983. doi:10.1017/S0373463314000307. 

[9] Kostyukovskii, Yu.M.-L., Observability of nonlinear controlled 
systems, Automat. Remote Control, 1968, no. 9, 13841396.; translated 
from Avtomat. i Telemeh. 1968, vol.29, no. 9, 2942(Russian). 

[10] Brandin, V.N. and Razoryonov, G.N., On nonlinear dynamic system 
observability condition, Automation and Remote Control, 1973, vol. 34, 

no. 9, 13671373; translated from Avtomat. i Telemeh. 1973, no. 9, 
511(Russian). 

[11] Vasilyuk, N., Vorobiev, M. and Tokarev, D., Attitude determination 
with the aid of a triple-antenna GNSS receiver without integer 
ambiguity resolutions integrated with a low-cost inertial measurement 
unit, 2019 DGON Inertial Sensors and Systems (ISS), Braunschweig, 
Germany, 2019, pp. 1–18. doi: 10.1109/ISS46986.2019.8943610. 

[12] Vasilyuk. N., Vorobiev. M. and Tokarev, D., Heading and attitude 
determination system with low-cost IMU embedded inside one of 
multiple antennas, 2018 IEEE/ION Position, Location and Navigation 
Symposium (PLANS), Monterey, CA, 2018, pp. 267–274. doi: 
10.1109/PLANS.2018.837339. 

Рис.2. Внешний вид иногоуровневой парковки и семейство измеренных траекторий движения 

TABLE I.  ИИМ, ИСПОЛЬЗОВАВШИЕСЯ В ЭКСПЕРИМЕНТАХ 

IMU IMU500 ADIS16488 MG354 MV340 IMU381ZA MPU9250 
Manufacturer Optolink Analog Dev Epson Epson Aceinna Invensence 
DR time, sec 471 ± 21 472 ± 21 451 ± 21 469 ± 21 474 ± 21 470 ± 21 
DT, meters 980 ± 8 981 ± 4 978 ± 6 972 ± 3 986 ± 2 969 ± 7 

DR turn, deg 4255 ± 31 4261 ± 36 4266 ± 32 4260 ± 31 4260 ± 37 4260 ± 31 
Plane Error RMS, 

%DT 0,13 0,41 1,20 0,58 0,15 
0,64a 

3,97b 

Height Error RMS, 
%DT 0,15 0,13 0,13 0,05 0,07 0,37a 

0,21b 

Z-gyro SF error, % 
DR turn 0,02±0,01 0,04±0,01 0,21±0,01 0,09±0,01 0,03±0,01 0,08±0,01a 

0,67±0.03b 

Z-gyro SF error, % 
(Manufacturer Spec) 0,05 1,0 0,6 0,3 0,1 3 

a. Значения получены с включённым алгоритмом оценивания масштабного коэффициента Z-гироскопа; 
b. Значения получены с отключенным алгоритмом оценивания масштабного коэффициента Z-гироскопа; 
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высокостабильных опорных генераторов  
в приемной аппаратуре сигналов ГНСС* 
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Аннотация—Обсуждаются преимущества решения 
навигационной задачи по сигналам трех навигационных 
космических аппаратов ГНСС и при использовании стан-
дарта частоты в навигационной аппаратуре. Показана 
возможность решения навигационной задачи по алгорит-
му расширенного фильтра Калмана при приеме только 
трех навигационных сигналов без прогноза шкалы време-
ни приемника в течение нескольких десятков минут толь-
ко для высокостабильного опорного генератора. 

Ключевые слова—глобальные навигационные спутнико-
вые системы, навигационная задача, миниатюрный стан-
дарт частоты, расширенный фильтр Калмана, погрешно-
сти координат 

I. ВВЕДЕНИЕ  
При использовании сигналов глобальных навигаци-

онных спутниковых систем (ГНСС) необходимо, чтобы 
навигационная аппаратура потребителя (НАП) распола-
гала измерениями от четырех и более навигационных 
космических аппаратов (НКА) для определения коорди-
нат и высоты объекта, а также для оценки поправки 
шкале времени приемника (ШВП) [1]. Режим абсолют-
ного позиционирования по сигналам НКА для объекта в 
движении требует регулярной оценки этой поправки 
ШВП по отношению к шкале времени ГНСС из-за низ-
кой долговременной, а часто и кратковременной, ста-
бильности частоты кварцевого опорного генератора 
(КОГ), встроенного в НАП [1]. 

В сложных условиях наблюдения сигналов НКА, та-
ких как городские каньоны, как правило, доступны ме-
нее четырех НКА одной ГНСС. Для обеспечения требу-
емой надежности навигационных определений в таких 
условиях актуально привлечение дополнительной ин-
формации, например о точной шкале времени приемника 
и/или высоте потребителя.  

В настоящее время разработаны малогабаритные 
стандарты частоты, имеющих объем до нескольких де-
сятков кубических сантиметров, с точностными характе-
ристики, сравнимыми с уже существующими цезиевыми 
и рубидиевыми стандартами частоты. Наиболее пер-
спективным вариантом сверхминиатюрного квантового 
стандарта частоты (СКСЧ) является стандарт частоты на 
основе эффекта когерентного пленения населенностей 
(КПН). Несмотря большое количество фирм, разрабаты-
вающих такие миниатюрные стандарты, до коммерче-
ского результата доведены изделия фирм «Microsemi» 
(США) и «Accubeat» (Израиль) [2, 3]. 

В 2019 г. ФГУП «ВНИИФТРИ» разработало россий-
ский СКСЧ на основе КПН [4] в атомах рубидия. Габа-

риты СКСЧ позволяют использовать их вместо КОГ в 
составе НАП различного назначения. 

Высокая стабильность частоты квантового стандарта 
делает хорошо предсказуемой смещение ШВП, и, таким 
образом, для определения координат и высоты потреби-
теля требуются только три НКА. В зарубежной литера-
туре преимущества прогноза ШВП для повышения каче-
ства навигации по сигналам ГНСС обсуждались уже 
давно [5] и исследуются в настоящее время в связи с 
развитием сверхминиатюрных стандартов частоты [6]. В 
работе [7] было проведено математическое моделирова-
ние сеансов навигации с прогнозом ШВП по сигналам 
только трех НКА и с использованием характеристик ста-
бильности частоты реальных опорных генераторов (ОГ): 
КОГ типа ГК-99 (АО «Морион») и СКСЧ, разработанно-
го во ФГУП «ВНИИФТРИ».  

С целью оценки преимущества СКСЧ относительно 
КОГ в данной работе исследуются возможности опреде-
ления координат и высоты в НАП с помощью расши-
ренного фильтра Калмана (РФК) при обработке измере-
ний только от трех НКА без прогноза ШВП. 

II. РЕШЕНИЕ НАВИГАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ НА ОСНОВЕ 
РАСШИРЕННОГО ФИЛЬТРА КАЛМАНА  

Как известно, целью решения навигационной задачи 
(НЗ) в НАП является определение вектора состояния 
(ВС) потребителя по результатам измерения псевдо-
дальностей не менее чем до четырех НКА [1]. Как пра-
вило, ВС x включает координаты и высоту антенны при-
емника, а также оценку смещения ШВП b. Высокоста-
бильные генераторы, такие как СКСЧ, имеют низкие 
значения долговременной нестабильности частоты менее 
10-11, и, следовательно, позволяют с высокой точностью 
прогнозировать смещение ШВП b. Результаты решения 
НЗ алгоритмом на основе метода наименьших квадратов 
(МНК) для измерений псевдодальностей трех НКА с 
учетом прогноза b были представлены в [7]. Однако, 
учет данных прогноза ШВП в моменты наблюдения ме-
нее 4-х НКА, требует модификации измерений псевдо-
дальностей до решения НЗ. При этом, с учетом прогноза 
ШВП, фактически при решении НЗ используется даль-
номерный метод. Отсюда в НАП необходимо использо-
вать разные алгоритмы НЗ в зависимости от количества 
принятых сигналов НКА, что не всегда удобно.  

В данной работе использован алгоритм решения НЗ 
на основе РФК без прогноза ШВП в отдельном фильтре, 
как ранее показано в [6, 7]. Для оценки ВС по результа-
там измерения псевдодальностей и псевдоскоростей ис-
пользован вариант известного алгоритма РФК из [1].  
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Для этого алгоритма ВС имеет следующий вид: 

 ' ' TT T
D V D Vx x x   (1) 

где T
D x y zx  и T

V x y zx     – трехмерные 
вектора положения и скорости приемника в геоцентри-
ческой системе координат (ГЦСК); 'D b c   – смеще-
ние ШВП относительно системной шкалы, выраженное в 
единицах дальности [м]; c – скорость света; 'V b    – 
смещение частоты ОГ приемника относительно эталона 
системы, выраженное в [м/с]; λ – длина волны радиосиг-
нала НКА. 

В дискретном времени, динамическая модель РФК 
для ВС (1) детализирована следующим образом [1]: 

 1 , 1k k k   xx F x Gξ , (2) 

где kx  обозначает значение ВС в эпоху ݇; F  – пред-
ставляет динамику ВС, выраженную для модели второго 
порядка следующим образом: 
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где ܶ обозначает интервал времени между двумя после-
довательными оценками ВС, представляющий период 
обновления наблюдений РФК. 

Вектор формирующих шумов ,kxξ  моделируется как 
вектор гауссовского белого шума с нулевым средним и 
дискретной ковариационной матрицей ,kxQ . Вектор 

,kxξ  включает шумы двух источников: шумы динамики 

положения приемника ,V kξ  (составленный из шумов 

компонент вектора Vx ), а также шумы ШВП ,b k  и ча-

стоты ОГ ,f k , сгруппированные в один вектор как: 

TT
, , , ,k V k b k f k xξ ξ 

Ковариационная матрица формирующих шумов в 
дискретном времени имеет вид: 
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где ,V kQ  включает компоненты дисперсий шумов для 
проекций вектора скорости приемника на оси ГЦСК. 

Для данного РФК второго порядка модель динамики 
координат приемника и вид матрицы ,V kQ  заимствова-

ны из [1] без изменений. Особенности матрицы ,g kQ  
обсуждаются в следующем разделе.  

Модель вторичных наблюдений псевдодальностей 

kR  и псевдоскоростей kV  сформирована на основе 
оценок задержек и доплеровского сдвига частоты сигна-
лов N наблюдаемых НКА. В векторном виде эта модель 
может быть представлена как [1]: 

  , ,R k k k R k y R x n   , ,V k k k V k y V x n  

  T
1, 2, ,' ' 'k k k k k k N k kR D R D R D   R x  

  T
1, 2, ,, ' ' 'k k k k k k k N k kV V V V V V   V x x   

где ,i kR  и ,i kV  – дальность от приемника до i-го НКА и 
ее производная; ,R kn  и ,V kn  - вектора погрешностей 
оценок в приемнике псевдодальности и псевдоскорости 
соответственно. Дискретные процессы ,R kn  и ,V kn  мо-
делируются как некоррелированные белые гауссовские 
шумы с нулевым средним и дисперсиями ,R kD  и ,V kD  
соответственно.  

Уравнения алгоритма РФК для таких наблюдений (3) 
заданы выражениями (6.233) и (6.234) из [1] и поэтому 
здесь не представлены. 

Отличия использованного при моделировании вари-
анта РФК от представленного в [1] следующие: 

применено дополнительное усреднение k̂V   (оценок 
частоты ОГ) в течение последних 30 с после окончания 
наблюдения не менее 4-х НКА; 

изменен вид матрицы формирующих шумов ,g kQ  в 
соответствии с принятой моделью ШВП для конкретных 
типов ОГ. 

III. МОДЕЛЬ ШКАЛЫ ВРЕМЕНИ ПОТРЕБИТЕЛЯ ДЛЯ РФК 
Для использования в РФК определена упрощенная 

дискретная модель шумов ШВП с двумя состояниями 
[8], которую запишем по аналогии с [1] как: 

1 1 , 1' 'k k k b kD D TV       1 , 1k k f kV V     

Для моделирования процессов ,b k  и ,f k  необхо-
димо задать значения спектральной плотности мощности 
фазовых шумов и шумов частоты конкретного типа ОГ. 
Для определения значений дисперсий дискретных шу-
мов в (4) использованы графики дисперсии Аллана, по-
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строенные по результатам испытаний СКСЧ во ФГУП 
«ВНИИФТРИ» и кварцевых ОГ из работы [10]. По этим 
экспериментальным данным получены значения пара-
метров hα полинома для известной аппроксимации дис-
персии Аллана частоты ОГ [6]. Эти параметры могут 
быть использованы для расчета элементов матри-
цы ,g kQ . В [9] элементы этой ковариационной матрицы 
получены для хорошо известной модели часов с двумя 
состояниями [8] при использовании только параметров 
ℎ0 и ℎ−2. 

На основании моделей часов [8, 9], матрица ,g kQ  
может быть представлена в следующем виде 
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Значения параметров дисперсии Аллана, необходи-
мые для моделирования двух типов ОГ (кварцевый типа 
ГК-99 и СКСЧ) приведены в табл. 1. 

TABLE I.  ПАРАМЕТРЫ ДИСПЕРСИИ АЛЛАНА  

Тип 
ОГ 

Параметры  

h0 h-1 h-2 
ГК-99 - - 2,5·10-21 
СКСЧ 2,3·10-22 4,4·10-25 3,5·10-29 

 

Задавая конкретные значения элементов матрицы 
,g kQ  для выбранного типа ОГ и требования к макси-

мально допустимой погрешности определения коорди-
нат можно оценить длительность интервала навигации с 
использованием алгоритма РФК по сигналам трех НКА 
без отдельного прогноза ШВП.  

Представленные в Таблице 1 данные для моделиро-
вания ШВП вместе с экспериментально полученными 
реализациями набега фазы двух типов ОГ использованы 
для математического моделирования сеансов навигации 
НАП с использованием РФК. Целью этого моделирова-
ния является оценка длительности интервала навигации 
по сигналам трех НКА без отдельного прогноза ШВП с 
максимально допустимой погрешностью ВС, например 
координат и высоты, для генераторов разного типа (КОГ 
и СКСЧ). 

IV. PЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ НАВИГАЦИОННОЙ 
ЗАДАЧИ 

Для моделирования была использована программно-
математическая модель (ПММ) на основе статистиче-
ских эквивалентов корреляторов в НАП [7]. Модель реа-
лизована на основе процедурного программирования в 
системе MATLAB/Octave и представляет собой совокуп-
ность взаимодействующих m-файлов (функций). Компо-
новка основных блоков модели алгоритма НЗ соответ-
ствует структуре НАП, т.е. включает: модели дискрими-
наторов для каждого канала приема сигнала НКА, мо-
дель ШВП, а также алгоритм решения НЗ с использова-
нием РФК. В ПММ приняты следующие допущения: 

алгоритм НАП работает в режиме слежения за сигнала-
ми (режим поиска не рассматривается); не учитываются 
погрешности, обусловленные рефракцией в атмосфере и 
переотражением сигналов НКА; НКА движутся по не-
возмущенным орбитам. 

Для моделирования НЗ на длительных интервалах 
использованы файлы измерений набега фазы опорной 
частоты генераторов, полученные экспериментально: 
для КОГ предоставлены А. Шатиловым [10], для СКСЧ 
предоставлены специалистами ФГУП «ВНИИФТРИ».  

Были определены следующие исходные данные и 
условия моделирования: наблюдение 10 НКА (5 
ГЛОНАСС и 5 GPS); использованы только открытые 
сигналы ГНСС (СТ и С/А коды соответственно); отноше-
ние мощности сигнал/шум для всех НКА C/N0 = 35 дБГц; 
темп решения НЗ 0,1 с; темп моделирования схем слеже-
ния НАП 1 мс. Значения геометрических факторов для 
этих 10 НКА составили: HDOP = 0,95; VDOP = 0,9. 

Далее представлены отдельные результаты расчета 
погрешности навигационных определений для стацио-
нарного (см. табл. 2) и динамичного объектов (см.  
табл. 3, 4). По сценарию НЗ решалась по алгоритму РФК 
по сигналам 10 НКА в течение 200 с и далее по трем 
НКА без отдельного прогноза ШВП. В столбце «Интер-
вал навигации» приведены значения периода, в течение 
которого погрешность определения координат не пре-
вышает 5 м. Статистические характеристики погрешно-
стей получены для указанного интервала. 

TABLE II.  ПОГРЕШНОСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ КООРДИНАТ И ВЫСОТЫ В 
СТАТИКЕ 

Тип 
ОГ 

Мат. ожидание / СКО, м Интервал 
навигации, 

с 
x y H 

ГК-99 0,79/1,20 1,12/1,76 0,34/0,66 50 
СКСЧ 0,23/0,84 0,33/0,36  0,25/0,45 1800 

 

Для подвижного объекта моделировалась траектория 
летального аппарата при полете по кругу радиусом 350 м 
с постоянной линейной скоростью 40 м/с.  

TABLE III.  ПОГРЕШНОСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ КООРДИНАТ И ВЫСОТЫ В 
ДИНАМИКЕ 

Тип ОГ Мат. ожидание / СКО, м Интервал 
навигации, 

с 
x y H 

ГК-99 1,66/1,11 2,96/1,53 0,10/1,77 65 
СКСЧ 1,46/1,61 1,43/1,22 0,71/1,36 1523 

TABLE IV.  ПОГРЕШНОСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕКТОРА СКОРОСТИ 

Тип ОГ Мат. ожидание / СКО, м/с Интервал 
навигации, 

с 
x y H 

ГК-99 0,03/0,16 0,09/0,21 0,03/0,12 65 
СКСЧ 0,00/0,19 0,00/0,06 0,00/0,08 1523 

V. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 
Результаты моделирования показали возможность ис-

пользования РФК для определения координат, высоты и 
компонент вектора скорости по сигналам 3-х НКА после 
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наблюдения не менее 4-х НКА без отдельного прогноза 
шкалы времени в отдельном фильтре, как ранее показано 
в [6, 7]. Длительность эффективного использования трех 
НКА для оценки координат и высоты в РФК с необходи-
мой точностью зависит от динамики объекта, параметров 
модели ШВ, а также во многом определятся погрешно-
стями оценки псевдодальности и ее производной. 

Моделирование НЗ с использованием реальных дан-
ных СКСЧ показало возможность определять с помо-
щью РФК координаты и высоту по сигналам только 3-х 
НКА с погрешностью не более 5 м в течение не менее 30 
минут для неподвижного потребителя и не менее 12 ми-
нут для динамичного объекта. Интервал эффективного 
использования для такого режима навигационных опре-
делений РФК с параметрами кварцевых ОГ с нестабиль-
ностью частоты хуже 10-7, например ГК-99, не превы-
шает 60 с даже для неподвижного приемника.  

Сравнительный анализ данных в Таблице 2 и резуль-
татов из [7], показывает, что предложенный варианта 
РФК позволяет снизить СКО оценок координат и высоты 
до 2 раз (для неподвижного объекта) по сравнению с 
решением НЗ методом наименьших квадратов по сигна-
лам трех НКА и с прогнозом шкалы времени НАП. 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Использование в РФК параметров модели нестабиль-

ности частоты ОГ позволяет после наблюдения 4-х НКА 
продолжить оценивать координаты, высоту и скорость 
объекта по сигналам 3-х НКА без прогноза ШВ в от-
дельном фильтре.  

С помощью имитационного моделирования получена 
оценка интервала эффективного использования в РФК 
измерений параметров сигналов только 3-х НКА для 
навигационных определений с заданной погрешностью. 

Длительность интервала эффективного использова-
ния 3-х НКА в РФК с параметрами модели ШВ сверхми-
ниатюрного квантового стандарта частоты составляет 
несколько десятков минут. Это значение в десятки раз 
больше, чем длительность интервала навигации для мо-
дели с параметрами нестабильности частоты кварцевых 
опорных генераторов.  

Более продолжительный интервал эффективного ис-
пользования сигналов трех НКА убедительно показыва-
ет преимущества применения в НАП сверхминиатюрно-
го квантового стандарта частоты по сравнению с кварце-
выми опорными генераторами при определении коорди-
нат, высоты и компонент вектора скорости. 

Дальнейшая работа будет включать исследование 
навигации по сигналам 3-х НКА с использованием моде-
ли ШВ с тремя состояниями и полевые испытания рос-
сийского СКСЧ в составе макета перспективной НАП. 
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Аннотация—Рассматривается задача оптимизации 
экспедиции к Фобосу с возвратом к Земле в импульсной 
постановке. Траектория представляет собой комбинацию 
решений задач Ламберта. Задача решается численно с уче-
том эфемерид. Оценивается выигрыш при трехимпульс-
ном подлете к Фобосу по сравнению с прямой схемой пе-
релета. 
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I. ВВЕДЕНИЕ 
Рассматривается актуальная задача о доставке 

образцов грунта со спутника Марса Фобоса на Землю 
[1]. Данной задаче посвящено множество работ (см. [2] и 
библиографию к ней). Рассматривается траекторная 
часть миссии. В настоящий момент полного 
математического исследования задачи с построением 
сквозной оптимальной экстремали нет, при этом 
Российская Федерация и Япония планируют 
осуществить миссию к Фобосу в ближайшем будущем. В 
настоящей работе рассматривается задача оптимизации 
межпланетного перелета космического аппарата (КА) от 
Земли к Фобосу с возвратом обратно к Земле в импульс-
ной постановке. 

 Рассмотрение задач оптимизации космических 
перелетов в импульсной постановке позволяет надежно 
получить хорошее начальное приближение для 
дальнейшего исследования задачи в более реалистичных 
и сложных постановках с непрерывной тягой, например, 
на основе принципа максимума Л.С. Понтрягина. В 
данной работе траектория перелета представляет собой 
комбинацию решений задач Ламберта. Задачи Ламберта 
решаются численно на ЭВМ с учетом эфемерид. Их 
комбинация оптимизируется внешними градиентными 
методами. 

Работа посвящена описанию методов численного 
решения задачи, полученным при численном 
моделировании результатам. Особое внимание уделяется 
сравнению схемы трехимпульсного подлета к Фобосу с 
прямой схемой выведения. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
В начальный момент времени КА находится на 

круговой орбите искусственного спутника Земли высоты 
200 км с наклоном к экватору, соответствующим выве-

дению с космодрома Байконур. В конечный момент 
времени первой части миссии КА садится на Фобос: 
положение и скорость КА совпадают с положением и 
скоростью центра масс Фобоса. 

КА и Фобос представляют собой непритягивающие 
материальные точки. Дата старта миссии ограничена: 
КА стартует с 2020 по 2030 год. Общая 
продолжительность миссии ограничена 1500 днями. Для 
успешного забора грунта КА должен находиться на 
Фобосе не менее 30 дней. Гравитационные поля Солнца, 
Земли, Марса считаются центральными ньютоновскими. 
Положения Земли и Марса соответствует эфемеридам 
DE424, Фобоса – MAR097.  

При прямой схеме попадания в Фобос 
предполагается, что в сфере действия Земли и Марса для 
подлета к планете или отлета от нее может быть 
реализовано от 1 до 2 импульсов, которыми 
осуществляется управление. При рассмотрении схемы с 
трехимпульсным подлетом к Фобосу предполагается 
наличие дополнительно двух импульсов в сфере дей-
ствия Марса. 

После забора проб грунта КА стартует от Фобоса об-
ратно к Земле и в конечный момент времени всей мис-
сии тормозится об атмосферу Земли, в модели ее 
притяжение на последнем участке не учитывается. В 
зависимости от схемы перелета минимизируется сумма 6 
или 8 величин импульсов. Долгота восходящего узла 
исходной орбиты и положение КА на ней, времена реа-
лизации импульсов и положения КА в пространстве в 
моменты импульсов оптимизируются.  

На каждом участке траектории учитывается 
притяжение только одного притягивающего центра. 
Благодаря этому задача может рассматриваться как 
серия задач Ламберта, а именно, каждый перелет между 
соседними импульсами в сфере действия одной планеты, 
между импульсом и пересечением сферы действия  
планеты, между пересечением сфер действия соседних 
планет представляет собой задачу Ламберта. Всего в 
описании экспедиции задействовано 7-8 задач Ламберта. 

III. ТРЕХИМПУЛЬСНЫЙ ПОДЛЕТ К ФОБОСУ 
Рассматривается следующая схема перелета (Рис. 1). 

Для сближения с Фобосом вначале дается тормозной 
импульс по направлению скорости КА в точке 2 – пери-
центре подлетной траектории, находящемся на расстоя-
нии 50 км от поверхности Марса. Этот импульс 
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необходим для выхода на сферу Хилла Марса, он не по-
ворачивает плоскость орбиты КА. Точка 2 находится на 
линии узлов подлетной плоскости и плоскости Фобоса. 

 
Рис. 1. Схема трехимпульсного подлета к Фобосу, М – Марс. 

На сфере Хилла в точке 3 дается импульс, необходи-
мый для подъема перицентра орбиты и для ее поворота 
до плоскости Фобоса. Точка 3 также находится на пере-
сечении подлетной плоскости и плоскости Фобоса. Да-
лее в точке 4 дается тормозной импульс по скорости, 
необходимый для выравнивая скорости КА со скоростью 
Фобоса. Для попадания в точку 4 решается задача фази-
ровки. Перелеты КА из точек 2 в 3 и из 3 в 4 считаются 
гомановскими, соответствующие им импульсы вычис-
ляются аналитически. Основная идея заключается в том, 
что гасить импульсом избыток скорости в точке 4, 
напрямую попадая в нее после точки 1, невыгодно из-за 
существенно разных направлений векторов скорости КА 
при прямом подлете к точке 4 и Фобоса в точке 4. По-
вернуть же вектор скорости в точке 3 можно затратив 
существенно меньше характеристической скорости. 

IV. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 
Задача решается численно, авторами реализован про-

граммный комплекс для ЭВМ на языке C с использова-
нием пакета НАСА SPICE для учета эфемерид [3]. Вна-
чале производится грубая внешняя оптимизации без уче-
та притяжения Земли и Марса. Полученные траектории 
проверяются на оптимальность выписыванием условий 
второго порядка [4]. 

Затем в окрестности лучших из найденных траекто-
рий добавляется учет притяжения планет. Траектории 
перелета внутри сферы действия одного притягивающе-
го центра строятся на основе решения задачи Ламберта с 
использованием универсального уравнения Кеплера (1): 

 2
2 2

0 1 0 0 2sc r v c sr s c   
 

 

где 0r


 – радиус-вектор начального положения КА, 0v  – 
искомая скорость в начальный момент времени,   – за-
данное время перелета,   – гравитационный параметр 
притягивающего центра, s  – фиктивное время, такое что 
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  – функции Штумпфа для 
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   – интеграл энергии. Решение 

задачи Ламберта сводится к поиску модифицированным 
методом Ньютона корней нелинейного уравнения с 1 
неизвестной и заданным начальным приближением. Со-
ответствующая методика описана в [4], [5]. 

Комбинация полученных в результате решения задач 
Ламберта траекторий оптимизируется по 18 параметрам 
задачи методом градиентного спуска. При этом в качестве 
начального приближения берутся узлы сетки параметров 
задачи, и данная сетка последовательно измельчается. 

V. РЕЗУЛЬТАТЫ 
Поставленную задачу удалось решить численно. 

Окна старта к Марсу открываются каждые 2 года, 
построена зависимость функционала от даты старта. 
Получено более 50 локально-оптимальных траекторий, к 
каждой из которых описанный метод сошелся несколько 
сотен раз. Оптимальным временем старта КА является 
ноябрь 2026 года. КА летит к Марсу 312 дней, затем си-
дит на Фобосе 365 дней, после чего за 340 дней возвра-
щается к Земле. Импульс у Земли составляет 3.6 км/с, 
импульсы у Марса при прямой схеме попадания в Фобос 
составляют 2.0 км/с и 1.8 км/с. 

Все промежуточные импульсы на сферах действия 
планет и сфере Хилла в точке 1 (Рис. 1) получились 
равными 0. Время перелета по гомановским траекториям 
при трехимпульсном подлете к Фобосу от точки 2 до 
точки 3 и от точки 3 до точки 4 составляет 63 дня, что 
позволяет реализовать такой маневр в рамках миссии. 
Величина импульса в точке 3 составляет лишь 20 м/с., в 
точке 2 – 0.6 км/с, в точке 4 – 0.8 км/с. Выигрыш 
трехимпульсной схемы подлета к Фобосу по сравнению 
с прямым попаданием КА из точки 1 в точку 4 
составляет 437 м/с или 22% от общей величины тормоз-
ного импульса у Марса. 

Фазировка с Фобосом, совершающим оборот вокруг 
Марса за 7 часов 39 минут, в точке 4 достигалась незна-
чительным уменьшением высоты орбиты КА в точке 3. 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В работе моделировалась миссия к Фобосу в импуль-

сной постановке. В результате численной оптимизации 
на ЭВМ была построена комбинация траекторий, 
являющихся решениями задач Ламберта, реализующая 
необходимые перелеты к марсианскому спутнику и об-
ратно к Земле. Дополнительно оптимальность экспеди-
ции в случае безвиткового подлета к Фобосу проверена 
на основе принципа максимума Понтрягина в более 
сложной постановке [6]. 

Сравнение полученных при исследовании разных 
схем полета результатов позволяет судить о целесооб-
разности совершения трехимпульсного маневра при 
подлете к Фобосу. 

Дальнейшие исследования будут направлены на ре-
шение задачи с подобным трехимпульсным маневром в 
более реалистичных постановках: на основе принципа 
Лагранжа с учетом всех притягивающих центров на 
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каждом участке траектории и на основе принципа мак-
симума Понтрягина с кусочно-непрерывной ограничен-
ной тягой КА. 
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Аннотация—В статье рассматривается пассивное от-
носительное движение двух КА в одной орбитальной плоско-
сти с учетом второй зональной гармоники гравитационного 
потенциала Земли. Космический аппарат-инспектор совер-
шает движение в окрестности инспекционного эллипса, в 
центре которого располагается исследуемый КА. Проведен 
анализ инспекционного движения для различных орбит. 
Предлагается алгоритм выбора начальных условий движе-
ния обоих КА, обеспечивающих на заданном интервале 
времени допустимое отклонение относительной траекто-
рии КА-инспектора от номинальной. Результаты численно-
го моделирования подтверждают найденные условия устой-
чивости, что позволяет снизить затраты топлива на под-
держание инспекционного движения.  

Ключевые слова—относительное движение КА, пассив-
ная инспекция, не центральность поля притяжения, тех-
ническая устойчивость, модель выбора начальных условий 
движения 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время для решения ряда фундаменталь-

ных и прикладных задач планируются космические экс-
перименты, в которых космические аппараты (КА) со-
вершают групповой полет на близких расстояниях и 
решают совместную целевую задачу [1], [2]. Особенно 
это стало актуальным при возникновении малых КА 
микро и нано классов, низкая стоимость которых позво-
ляет развертывать в космосе большие группировки. 
Примером их использования является задача изучения 
геомагнитного поля и ионосферы Земли при проведении 
единовременных однотипных научных измерений в 
разных точках околоземного пространства [3]. Актуаль-
ной также является задача обеспечения инспекционного 
движения, при котором один КА-инспектор (или группа 
КА) совершает периодический облет интересуемого КА 
(или какого-то объекта). Инспекционное движение при-
меняется при проведении разнообразных сложных опе-
раций на орбите, включающих сближение, стыковку 
(расстыковку), монтаж конструкций, проведение ре-
монтных работ, наблюдение за космическим мусором и 
прочее. В работе рассматривается пассивное инспекци-
онное движение, не предусматривающее коррекцию 
траектории. В этом случае задача состоит в выборе ор-
биты спутника-инспектора, чтобы в течение максималь-
но возможного промежутка времени можно было бы 
решать целевую задачу. Принципиальная осуществи-
мость такого движения показана в работе [4], где приве-

дены соотношения между параметрами орбит КА, при 
которых инспекционная траектория будет замкнутой. 
Из условия равенства орбитальных энергий за счет вы-
бора начальных условий движения обоих КА можно 
обеспечить замкнутую инспекционную траекторию при 
движении в центральном поле притяжения, если движе-
ние будет происходить без влияния атмосферы [5]. В 
данной работе рассматривается возмущенное инспекци-
онное движение КА-инспектора относительно исследу-
емого объекта. Ставится и решается задача обеспечения 
технической устойчивости (термин техническая устой-
чивость применяется для систем, не имеющих устано-
вившегося режима [6]) относительного движения за 
счет выбора начальных условий движения обоих КА, 
при которых отклонения возмущенного движения от 
номинального инспекционного эллипса не будет пре-
вышать заданной величины в течение длительного про-
межутка времени. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
В работе рассматривается близкое относительное 

движение двух КА, орбиты которых компланарны, с 
учетом второй зональной гармоники разложения грави-
тационного потенциала Земли. КА-инспектор (КАИ) 
совершает пассивное движение по инспекционному эл-
липсу относительно исследуемого объекта (КАО). Для 
описания возмущенного инспекционного движения КАИ 
используются абсолютная геоцентрическая система ко-
ординат (АГСК) OгXгYгZг и орбитальная система коор-
динат (ОСК) OXYZ, начало координат которой связано 
c КАО. Расположение осей ОСК показано на рис. 1 (ось 
OX направлена по радиусу-вектору оr

 , ось OY лежит в 
плоскости орбиты КАО и направлена в сторону его дви-
жения, а ось OZ дополняет систему координат до пра-
вой),  го yго zго го го го,

T T
о x оV V V V r x y z   
   – вектор скорости 

и радиус-вектор КАО в АГСК, и
  – радиус-вектор КАИ в 

ОСК. Оба спутника в начальный момент времени имеют 
одинаковую долготу восходящего узла и наклонение 
орбиты. 
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Рисунок 1 

Математическая модель, описывающая фундамен-
тальные закономерности относительного движения КАИ 
в ОСК, записанная для центрального поля притяжения 
Земли и имеет вид [5], где ,о о    – угловая скорость и 
ускорение орбитального движения КАО.  
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(1) 

При допущениях о движении КАО по круговой орбите 
и о малости расстояния между обоими КА, выбор номи-
нального инспекционного движения обычно осуществля-
ется на основе аналитических решений уравнений Hill–
Clohessy–Wiltshire [7], из которых следуют соотношения 
для замкнутого инспекционного эллипса: большая полу-
ось эллипса в два раза больше малой 2a b  (рис. 2). Пе-
риод движения КАИ по инспекционному эллипсу равен 
орбитальному периоду КАО. При этом в центре эллипса 
размещается КАО, а начальные условия движения КАИ 
должны удовлетворять соотношениям:  

 , , 0, ,  2 , 0
2

Т
o о

оиo o o xo yo o
y

x y V V x 


  
 
 
 

   (2) 

Однако в нормальном поле относительное движение 
не может совершаться по замкнутым орбитам и возму-
щенное движение будет представлять собой циклоиду, 
смещающуюся систематически (рис. 2). 

 
Рисунок 2  

Поэтому в качестве контролируемого показателя от-
клонения возмущенного относительного движения от 
номинального инспекционного эллипса (НИЭ) рассмат-
ривается смещение Δ в точке пересечения инспекцион-
ного движения КАИ с осью OY в ОСК (реперной точки), 
отнесенное к величине большой полуоси НИЭ. 

В данной работе ставится и решается задача разра-
ботки методики выбора начальных условий движения 
обоих КА, при которых отклонение возмущенного дви-
жения от выбранного опорного движения Δ не превыша-
ет наперед заданного значения Δmax в пределах интервала 
времени, не меньшего заданного t* (условие технической 
устойчивости):  

 *, , , , , о о о о иo
max

i H e t

a

 
  


 (3) 

где , , ,о о о оi H e  соответственно, наклонение, начальный 
аргумент широты, высота орбиты и эксцентриситет КАО 
в начальный момент времени; *, иo t

  – вектор начальных 
условий КАИ в ОСК и минимальное время выполнения 
условия технической устойчивости. 

Основным возмущающим фактором, влияющим на 
деформацию траектории НИЭ, наряду с нелинейным 
характером центрального поля притяжения, является 
вторая зональная гармоника гравитационного потенциа-
ла Земли [8]. Проведем исследование пассивного ин-
спекционного движения для модели нормального поля 
притяжения Земли, учитывающего зональную гармони-
ку J2. Чтобы оценить смещение реперной точки необхо-
димо провести моделирование движения обоих КА в 
АГСК. Для этого используется следующий алгоритм: 

 расчет начальных условий движения КАО в 
АГСК, в соответствии с принятыми параметрами 
орбиты , , ,о о о оi H e : 
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M  (4) 

  перевод начальных условий движения КАИ, со-
ответствующих нахождению на номинальном ин-
спекционном эллипсе (2), из ОСК в АГСК: 
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где , ииV r
   – вектор скорости, радиус-вектор КАИ в АГСК, 

0
T

иo V Vxo yo    
  – вектор относительной скорости КАИ в 

ОСК, ( )oM  – матрица ( )M , использующаяся для пе-

ресчета из АГСК в ОСК, записанная для o  : 
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  моделирование движения обоих КА в АГСК и 
вычисление вектора относительной дальности 
между двумя КА в АГСК: 

  и оr r r      (7) 

  преобразование вектора относительной дально-
сти из АГСК в ОСК: 

( ) и r  
 M  (8) 

III. ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ ИНСПЕКЦИОННОГО 
ДВИЖЕНИЯ В НОРМАЛЬНОМ ПОЛЕ ПРИТЯЖЕНИЯ 

Выполнено обширное численное исследование с це-
лью отыскания таких начальных условий движения обо-
их КА, для которых условие технической устойчивости 
(3) с 0, 05max   будет выполняться на интервале вре-
мени t*˃60 суток, что соответствует требованиям боль-
шинства низкоорбитальных миссий. 

При этом рассматривались следующие диапазоны 
круговых орбит КАО:   500 1000оH    км,   45 90оi    . 

Для определенности принято, что в начальный мо-
мент времени КАИ смещен по оси OX от 250 м до 2000 м, 
то есть имеет координаты ( 0 0(0), 0xx y  ), что при 
выполнении условий по проекциям скорости относи-
тельного движения  0xoV  и 02o оyV x    будет соот-

ветствовать параметрам НИЭ с малой полуосью 0=b x  
и большой полуосью 0= 2a x .  

Исследование показало, что для рассмотренного типа 
начального положения КАИ в ОСК критически важным 
является выбор начального значения аргумента широты 

o  для обеспечения длительного инспекционного пас-
сивного движения относительно КАО. Обнаружены та-
кие значения o , для которых время достижения пре-

дельно допустимого смещения 0, 05max   составляет 
несколько месяцев. Для примера на рис. 3 приведено 
изменение времени непревышения предельного значе-
ния смещения реперной точки на интервале изменения 

o  от 00 до 1800 для наклонения 0 63,4  оi  и высоты ор-
биты 500оH   км. 

 
Рисунок 3 

Как видно из рис. 3, существуют такие значения 
opt
o , при которых время выполнения условия техниче-

ской устойчивости существенно возрастает, что соответ-
ствует возникновению квазипериодического движения. 
Для иллюстрации найденного эффекта на рис. 4 область 
около opt

o  показана в большем масштабе. 

 
Рисунок 4 

Такое явление может быть объяснено тем, что при 
определенных начальных условиях движения происхо-
дит взаимная компенсация ускорений, порождаемых 
второй зональной гармоникой и ускорений, обусловлен-
ных погрешностью линеаризованной модели централь-
ного поля притяжения, для которой существует НИЭ.  

С целью поиска условия возникновения продолжи-
тельной технической устойчивости было сделано пред-
положение, что оно возникает при близости к нулю в 
начальный момент времени слагаемого, определяющего 
влияние второй зональной гармоники, если представить 
потенциал нормального поля притяжения в виде: 

 
2

2 2
2

1 1 3sin sin 1
2

Э
o o

RU J i
r r



      

   

 (9) 

где – 
2 , , , ,Э o oJ R i   соответственно, гравитационный 

параметр, коэффициент второй зональной гармоники, 
экваториальный радиус Земли, начальный аргумент ши-
роты и наклонение орбиты КАО. Из (9) можно получить 
формулу для выбора начального аргумента широты, при 
котором гравитационное ускорение от J2 будет равно 
нулю в начальный момент времени: 

2

1arcsin
3 sinJ

oi


 
   

 

 (10) 

Аргумент широты, полученный с помощью (10) бу-
дет близок к opt

o (например, при условиях, соответству-
ющих рис. 3, значение 

2
40,3o

J  ) и может быть принят 
в качестве его нулевого приближения. На рис. 5 показа-
но изменение 

2J  в зависимости от оi . 
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Рисунок 5 

Примем, что opt
o может быть представлено в виде: 

2

opt
o J     (11) 

и найдем   как функцию от начальных условий дви-
жения: 

 , ,o o of H i x   (12) 

Для моделирования возмущенного инспекционного 
движения используется алгоритм (4)–(8). Время выпол-
нения условия технической устойчивости оценивалось 
по соотношению (3) при 0, 05max  . Анализ показал, 
что начальная высота полета в диапазоне от 500 км до 
1000 км не влияет на  .  

Так как ранее была выявлена большая чувствитель-
ность выполнения условий технической устойчивости к 

opt
o  было проведено численное исследование по опре-

делению зависимости   от оi , результаты которого 
приведены на рис. 6, для различного относительного 
начального расстояния между КА. 

 
Рисунок 6 

Из рис. 6 следует, что с увеличением начального рас-
стояния между КА значение поправки   увеличивает-
ся. В то же самое время при увеличении наклонения ор-
биты значения поправки монотонно снижаются. Это 
позволяет получить зависимость: 

 ,o of i x   (13) 

Проведенные исследования показали, что достаточно 
использовать полином третьего порядка для получения 
аппроксимационных зависимостей   от оi : 

2 3
0 1 2 3( ) ( ) ( ) ( )o o o o o o oa x a x i a x i a x i      (14) 

В табл. 1 приведены значения коэффициентов поли-
нома (13) для различных значений x0. 

ТАБЛИЦА 1 

x0 , м a0 a1 a2 a3 

250 
-4-0,05 10  -412,98 10  -4-1025 10  2,98  

500 
-4-0,14 10  -433,68 10  -4-2590 10  7,27  

2000 
-4-0,44 10  -4108,2 10  -4-8769 10  25,97  

Значения одноименных коэффициентов полиномов 
(14) могут быть аппроксимированы параболической 
функцией для нахождения зависимостей от ox : 

2
2 , 0,3j o0 j 1 j ja b b x b x jo     (15) 

Значения коэффициентов bjk приведены в табл. 2 и 
демонстрируют близость к линейным зависимостям. 

ТАБЛИЦА 2 

ja  0 jb  1 jb  2 jb  

0j   -79886,4 10  -8-4,4710 10  -8512,08 10  
1j   -8-18.923 10  -8969,89 10  3-1 10  
2j   -812,22 10  -4-7 10  -369,1 10  
3j   -8-267,85 10  -319,1 10  -1,644  

Полученные результаты позволяют сформулировать 
рекомендации по выбору начальных условий для реали-
зации пассивного инспекционного движения продолжи-
тельностью более 70 суток. 

На их основе можно разработать алгоритм обеспече-
ния более продолжительного инспекционного движения, 
если периодически проводить коррекцию траектории с 
целью восстановления требуемых начальных условий 
движения для последующего пассивного полета.  
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Аннотация — В данной работе рассматривается про-
странственное движение относительно центра масс нано-
спутников формата CubeSat на низких круговых орбитах 
под действием аэродинамического момента. Анализируется 
возможность возникновения резонансных режимов движе-
ния, обусловленных присущим им форм-фактором прямо-
угольного параллелепипеда и наличием малой массовой 
асимметрии - поперечным смещением центра масс с оси 
симметрии. Получены формулы для определения критиче-
ского значения продольной угловой скорости наноспутника, 
при котором выполняются условия возникновения резонан-
сов. Также показана возможность возникновения резонанса 
крена, когда наноспутник обращен одним боковым ребром к 
набегающему потоку и средняя угловая скорость собствен-
ного вращения близка к нулю. 

Ключевые слова—наноспутник формата CubeSat, 
аэродинамический момент, угол атаки, угол собственого 
вращения, резонансный режим движения 

I.  ВВЕДЕНИЕ 
Большинство наноспутников запускается на низкие 

околоземные орбиты, где можно эффективно использовать 
пассивную стабилизацию наноспутника по вектору скоро-
сти движения центра масс с помощью аэродинамического 
момента [1–4]. Следует отметить, что угловое ускорение 
наноспутника, обусловленное аэродинамическим момен-
том, значительно выше, чем у спутника с большими раз-
мерами и массой (при одинаковых значениях относитель-
ного запаса статической устойчивости и объемной плотно-
сти) [3]. Это расширяет диапазон высот, на которых аэро-
динамический момент, действующий на наноспутник, яв-
ляется значимым и его можно использовать для пассивной 
аэродинамической стабилизации. 

При анализе движения наноспутника относительно 
центра масс очень важно учитывать возможность возник-
новения резонансных режимов движения, которые прояв-
ляются в резком изменении амплитуды колебаний по про-

странственному углу атаки, когда линейная целочисленная 
комбинация частоты колебаний пространственного угла 
атаки и средней частоты собственного вращения оказыва-
ется близкой к нулю. Учет возможности возникновения 
резонансных режимов движения позволяет повысить эф-
фективность работы системы ориентации наноспутника 
при решении им целевых задач на низких орбитах. 

Изучению резонансных режимов движения посвящено 
большое количество работ, например [5–7]. В этих работах 
рассматриваются космические аппараты, предназначенные 
для неуправляемого спуска в атмосфере. Такие аппараты, 
как правило, относятся к классу осесимметричных тел 
вращения и соответствующий им аэродинамический мо-
мент зависит только от угла атаки. В связи с конструктив-
ными особенностями, неточностью изготовления, обгаром 
теплозащитного покрытия возникает малая инерционно-
массовая и геометрическая асимметрия, наличие которой и 
создает предпосылки возникновения резонанса.  

В отличие от осесимметричных аппаратов наноспутни-
ки формата CubeSat имеют форму прямоугольного парал-
лелепипеда, поэтому аэродинамический момент зависит не 
только от пространственного угла атаки, но и от угла соб-
ственного вращения. Это создает предпосылки возникно-
вения резонанса за счет формы аппарата даже без малой 
асимметрии. Такие резонансные режимы были рассмотре-
ны авторами ранее в [3].  

В данной работе, дополнительно к резонансным режи-
мам, обусловленным формой наноспутника, исследуются 
резонансные режимы, обусловленные как формой, так и 
наличием малой асимметрии - смещением центра масс 
наноспутника от продольной оси. Кроме того, показана 
возможность возникновения резонанса крена или так назы-
ваемого «лунного» резонанса, когда скорость собственного 
вращения близка к нулю и наноспутник все время обращен 
одним боковым ребром к набегающему потоку.  
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II. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
Рассмотрим модель движения относительно центра 

масс наноспутника формата CubeSat под действием аэро-
динамического момента. Полагая, что обтекание нано-
спутника является свободномолекулярным и удар моле-
кул газа абсолютно неупругий, аэродинамическое угловое 
ускорение наноспутников формата CubeSat определяется 
выражением: 

 
 

1( , , ) ( ) | cos | sin (| sin | | cos |)

sin ( sin cos )cos ,
sM H m H k

x y z
          

      
 (1) 

где 1 0( ) ( ) / nm H c Sq H J  ,   – пространственный угол 
атаки,   – угол собственного вращения, sk  - отношение 
площади одной из боковых поверхностей к характерной 
площади, x  – смещение центра масс относительно 
геометрического центра (центра давления) вдоль продоль-
ной оси, ,y z   – смещение центра масс от продольной оси  
( ,y x z x      ), 0c  = 2,2 – коэффициент лобового 
сопротивления, S   характерная площадь наноспутника, 

 2( ) ( ) ( ) / 2q H H V H    скоростной напор, 

3( ) / ( )V H R H    скорость полета; Н  высота полета, 
( )H   плотность атмосферы, y z nJ J J    поперечный 

момент инерции наноспутника,   – гравитационный 
параметр Земли, 3R  – радиус Земли.  

Полагая в выражении (1) | sin | | cos | 1 ( 2 1) sin 2        
[3] (максимальная ошибка 0,015), можно представить выра-
жение (1) в виде двух слагаемых: первого - основного, и вто-
рого слагаемого, приписывая ему малый параметр  : 

( , , ) ( , ) ( , , ) ,M H M H H           (2) 

где   0( , ) ( )(| cos | sin )sin ,sM H m H k        

0 1( ) ( ) ,m H m H x   
(3) 

 

2
0

1

( , , ) ( ) ( 2 1) sin 2 sin

( ) | cos | sin (| sin | | cos |)
( sin cos )cos .

s

s

H m H k

m H k
y z

       

       

     

 (4) 

Для проведения приближенного анализа параметров 
движения зависимость (3) с достаточной точностью мож-
но аппроксимировать синусоидальной зависимостью по 
углу атаки 

0( , ) ( ) sin ,nkM H m H m     (5) 

где nkm  = 1,27 при sk =1; nkm  = 2,12 при sk =2; nkm  = 2,97 
при sk =3.  

Учитывая представление аэродинамического углового 
ускорения наноспутников формата CubeSat в виде (2), 
угловое движение динамически симметричного наноспут-
ника на низких круговых орбитах относительно траектор-
ной системы координат, если пренебречь орбитальной 
угловой скоростью, можно описать уравнениями в форме 
аналогичной [5, 8]: 

( , ) ( , , ) ,F H H        

2/ ( cos )cos / sin ( , ) ,xR J G R H          

2 ( , ) ( ) ( ) / ( , , ) ,x HH q H V H g H          

 
1( )(| cos | sin (| sin | | cos |))

sin cos sin ( , , ),R

R m H k
z y H

   

     

   

    


 

3( , ) ( cos )( cos ) / sin ( , ) ,F H G R R G M H         

(6) 

где 0( , ) (| cos | sin (| sin | cos )) /x sс k S m           – 
баллистический коэффициент; m – масса наноспутника; 

,x xR J  cos ( sin cos )siny zG R         – отне-
сенные к поперечному моменту инерции nJ  проекции век-
тора кинетического момента на продольную ось наноспут-
ника и на направление скорости центра масс, /x x nJ J J , 

xJ  – продольный момент инерции, , ,x y z    – проек-
ции вектора угловой скорости на оси связанной системы 
координат,  2

3 3 3/ ( )g g R R H  , 3g  – ускорение сво-
бодного падения на поверхности Земли. 

В зависимости от соотношения величин R и G реали-
зуются различные типы прецессионного движения. При 
выполнении условия R G  реализуется «обратная» пре-
цессия, при G R - «прямая» прецессия [9]. 

III. РЕЗОНАНСНЫЕ РЕЖИМЫ ДВИЖЕНИЯ 
Для анализа резонансных режимов колебательной си-

стемы, в соответствии с процедурой, предложенной в [10], 
система (6) была приведена к форме, в которой содержат-
ся медленно изменяющиеся и быстрые переменные типа 
быстро вращающихся фаз. Вместо первого уравнения си-
стемы (6) используются два уравнения первого порядка 
для амплитуды max  и фазы 0( )y t t  . Причем множи-
тель   выбирается таким, чтобы общее решение системы 
(6) при невозмущенном движении ( 0  ) было 2 -
периодической функцией y . В результате была получена 
система с двумя вращающимися фазами 0( )y t t    и  : 

maxmax max( , , , )y z     ,           

max max( , ) ( , , , )y z Y y z       , 

max max( , ) ( , , )z L y z       ,             

max( , , , )zz y z    , 

 

(7)  

где ( , )z H R ,  max max max( , , ) ( , , ) ( , )L y z y z z       ,  

max max
max

max

( , , , ) ( )
( , )

( , ) ( , ) ,z

y z sign
F z

W z W z
z z
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max max( , ) 2 / ( , )z T z      – частота собственных колеба-

ний системы (6) при 0  , 
max
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max( , ) 2 dT z





 

 
 – период 

колебаний, max , min  – максимальный и минимальный 

углы атаки; max2[ ( , ) ( , )]W z W z      ; 

( , ) ( , )W z F z d    ; 
2

max max
0

1( , ) ( , , )
2

z y z dy


    
  - 

средняя частота собственного вращения.  

В возмущенном движении резонансы проявляются, ко-
гда целочисленная комбинация частоты колебаний про-
странственного угла атаки и средней частоты собственно-
го вращения оказывается близкой к нулю [11].  

( ) ,n p O     (8)  

где n, p – целые взаимно простые числа. 

Резонансные соотношения частот можно получить при 
вычислении средней мощности, вносимой в систему воз-
буждающим моментом за время Т, в течение которого 
форма колебания не успевает заметно измениться [11]: 

0

0

1 ( , , )
t T

t

z dt
T



      (9)  

В случае невозмущенного движения ( 0, z const   ), 
когда аэродинамическое угловое ускорение является си-
нусоидальной функцией угла атаки (5), решение для про-
странственного угла атаки имеет вид [12]: 

2cos , ,yKAcn K k x      
 (10)  

где ( )cn u  – эллиптический косинус, maxcosx   , 
/ ,K   2 ,A x x   ( )K k  – полный эллиптический 

интеграл первого рода, / 2 ,k A   0 ,nkm m     

2
2 mincos ( ) / (1 ) ,x a bx x       

2 2 21 2( ) / (1 ) [( ) / (1 )] ,ax b x a bx x         
2 2

0( ) / ( 4 )nka R G m m   , 0/ (( 2 ))nkb RG m m  . 

Для малых значений модуля эллиптических функций k 
решение (11) упрощается [6]: 

1 1cos cos ,a b y    (11)  

где 1 2 1 2( ) / 2 , ( ) / 2 .a x x b x x      

Средняя частота собственного вращения определяется 
выражением [6]: 

2
2(1/ 1/ 2) ( ) ,

4x a
RR J sign R G        (12)  

где 0 .a nkm m    

Частота колебаний по пространственному углу атаки 
определяется выражением: 

2
22 .

4a
R

    (13)  

С учетом соотношений (4), (11) после выполнения ин-
тегрирования (9) получены условия резонансов в зависи-
мости от типа прецессии начального движения. В табл. 1 

приведены соотношения частот ,n
p

   при которых 

возникают резонансы для случаев «прямой» и «обратной» 
прецессий. 

Для каждого случая с учетом выражений для частот 
(12), (13), получены формулы для определения критиче-
ского значения продольной угловой скорости наноспут-
ника, при котором выполняются условия возникновения 
резонансного движения: 

2

2 2
,

11
4

a
xkr

x x

d
J d J


 

    
 

 (14)  

где 2 / 1 0d n p    в случае «прямой» прецессии; 
2 / 1 0d n p    случае «обратной» прецессии. 

ТАБЛИЦА 1. РЕЗОНАНСНЫЕ СООТНОШЕНИЯ ЧАСТОТЫ КОЛЕБАНИЙ ПРОСТРАНСТВЕННОГО УГЛА АТАКИ И СРЕДНЕЙ ЧАСТОТЫ СОБСТВЕННОГО ВРАЩЕНИЯ 

 Резонансы, обусловленные формой 
наноспутника 

Резонансы, обусловленные смещением центра масс от оси симметрии 

«Прямая» 
прецессия 
( G R ) 

1
4

 


 ; 
1
4

  ; 
1
2

  ; 

3
4

  ; 

0   «лунный» резонанс 

2
5

 


 ;  
1

3
 


 ;  

1
5

 


 ; 
1
5

  ;  
1
3

  ; 
2
5

  ; 
3
5

  ; 
2
3

  ; 

  ; 2  ;  3   

«Обратная» 
прецессия 
( R G ) 

3
4

   
3
5

  ; 
2
3

  ;   ;  2  ;  3   
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В случае «прямой» прецессии получено 16 соотноше-
ний частот, соответствующих резонансу. Из них 5 соотно-
шений обусловлены только формой аппарата, еще 11 до-
бавляются при смещении центра масс от продольной оси.  

В числе резонансов, обусловленных формой аппарата 
особое место занимает резонанс крена («лунный» резо-
нанс), когда средняя угловая скорость собственного вра-
щения близка к нулю ( 0  ) и наноспутник все время 
обращен одним боковым ребром к набегающему потоку. 
Резонансу крена соответствует значение 0n   в резо-
нансном условии (8). 

В случае «обратной» прецессии получено 6 соотноше-
ний частот, соответствующих резонансу. Из них 1 соот-
ношение обусловлено формой аппарата, и 5 добавляются 
при смещении центра масс от продольной оси. 

IV. ПРИМЕРЫ РЕЗОНАНСНЫХ РЕЖИМОВ ДВИЖЕНИЯ   
С использованием полученных в работе формул были 

вычислены критические значения продольной угловой ско-
рости наноспутника CubeSat 3U и проведено численное мо-
делирование с использованием полной модели движения. 

Для примера, на рис. 1 показано резонансное измене-
ние пространственного угла атаки наноспутника 
CubeSat 3U ( xJ = 0,005 кг.м2, nJ = 0,025 кг.м2, x = 0,05 м, 

z = 0,004 м) при следующих начальных условиях движе-
ния: высота полета 0H = 225 км, угол атаки 0 =30 град, 
угол собственного вращения 0 =0, продольная угловая 
скорость 0 1x  ,32 град/с (начальное движение соответ-
ствует «обратной» прецессии R G  и имеет место резо-
нансное соотношение частот    ). 

 
Рис. 1. Резонансное изменение пространственного угла атаки в случае 
обратной прецессии (соотношение частот    ) 

 

Рис. 2. Изменение пространственного угла атаки в случае «лунного» 
резонанса 

На рис. 2 показано резонансное изменение пространствен-
ного угла атаки наноспутника CubeSat 3U (

xJ  = 0,005 кг.м2, 

nJ  = 0,025 кг.м2, x = 0,05 м) в случае «лунного» резонанса 

при следующих начальных условиях движения: высота поле-
та 0H  = 251 км, угол атаки 0  = 30 град, угол собственного 
вращения 0  = 0, поперечная скорость 0 0,5z   град/с, про-
дольная угловая скорость 0 1x   град/с. 

Таким образом, в данной работе получены формулы 
для определения критических значений продольной угло-
вой скорости наноспутника, при котором выполняются 
условия возникновения резонансного движения. Общее 
число возможных резонансов достигает 22. Проведение 
поверочных расчетов по пространственной модели дви-
жения наноспутника относительно центра масс подтвер-
дило правильность полученных формул. 

Исключить резонансные режимы движения наноспут-
ника можно заданием ограничения на величину продоль-
ной угловой скорости при отделении от пускового 
устройства, а также заблаговременным включением си-
стемы стабилизации с целью достижения рассогласования 
резонансного соотношения частот.  
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Аннотация — В работе предложена методика обработ-
ки фазовых измерений с двух навигационных приемников, 
антенны которых расположены на фиксированном рас-
стоянии друг от друга. Рассмотрены аспекты синхрониза-
ции навигационных приемников, алгоритм разрешения 
фазовых неоднозначностей. Проведено экспериментальное 
исследование работы алгоритма. Предложена схема по-
строения радиокомпаса с тремя антеннами для разреше-
ния фазовых неоднозначностей. 

Ключевые слова—радиокомпас, GPS, фазовые 
измерения, фазовые неоднозначности, синхронизация 
приемников, ГНСС, дифференциальная эволюция 

I.  ВВЕДЕНИЕ 
Указание точного курса является одной из важных 

навигационных задач. В настоящее время все большее 
распространение получают спутниковые навигационные 
технологии, использующие алгоритмы фазовых измере-
ний. Применение навигационного комплекса с двумя 
антеннами позволяет эффективно решать задачи опреде-
ления углов азимута, крена и тангажа. 

Вычисление разностной позиции двух навигацион-
ных антенн, при сравнительно малой длине базовой ли-
нии между ними (менее погрешности вычисления коор-
динат по псевдодальностным измерениям), предполагает 
использование фазовых измерений для вычисления от-
носительного положения. В свою очередь, использова-
ние фазовых измерений сопряжено с трудностями, свя-
занными с синхронизацией приемников и разрешением 
фазовых неоднозначностей. 

II. СИНХРОНИЗАЦИЯ НАВИГАЦИОННЫХ ПРИЕМНИКОВ 
Рассмотрим построение радиокомпаса на основе двух 

коммерческих навигационных приемников, не имеющих 
входа синхронизации. Для вычисления азимута исполь-
зуются двойные разности фаз навигационного сигнала. 

Фазовые измерения ߶ для спутника k и приемника i 
можно записать в следующем виде [1]: 

ఒ
ଶగ
߶ = ݎ + ܫ + ܶ

 + ߬ߜܿ + ߬ߜܿ + ߣ ܰ
 + ߳, 

где r – расстояние от спутника до приемника, I – ионо-
сферные задержки, T- тропосферные задержки, ߬ߜ – 
ошибка часов спутника и приемника, ߳ – прочие ошибки. 

Учитывая малую длину базовой линии между прием-

никами, считаем, что тропосферные и ионосферные за-
держки одинаковы для приемников, тогда справедливо 
следующее выражение для двойной разности фаз для 
двух приемников и двух спутников [2]: 
ߣ
ߨ2 ߶ଵଶ

 =
ߣ
ߨ2

ቀ(߶ଵ − ߶ଶ) − (߶ଵ −߶ଶ )ቁ
= ଵݎ) − (ଶݎ − ଵݎ) − (ଶݎ + ଵ߬ߜ)ܿ − (ଶ߬ߜ
+ ଵ߬ߜ)ܿ − ଶ߬ߜ ) + )ߣ ଵܰ

 − ଶܰ
)

− )ߣ ଵܰ
 − ଶܰ

) + ߳ଵଶ 

߶ଵଶ =
ଶగ
ఒ
ଵଶݎ + ଵܰଶ

 + ൫ ௗ݂
 − ௗ݂

൯߬ߜଵଶ, 

где ௗ݂
  – частота сигнала спутника k с учетом эффекта 

Доплера, ߬ߜଵଶ – относительное смещение момента вре-
мени получения измерений в приемниках. 

III. РАЗРЕШЕНИЕ ФАЗОВЫХ НЕОДНОЗНАЧНОСТЕЙ 
Задачу разрешения фазовых неоднозначностей мож-

но свести к поиску минимума функции ошибки (разно-
сти измеряемых двойных разностей фаз Φ и модельных 
значений), рассчитанных исходя из положения ведущего 
приемника ݎଵሬሬሬ⃗ , заданной длины базовой линии ܾଵଶ между 
приемниками 1 и 2, и координат навигационных спутни-
ков ݎపሬሬሬ⃗  для двух углов: азимута ߙ и крена	[3] .ߚ 

E = min
ேభమೖ

ฬΦଵଶ
 −

ߨ2
ߣ ଵଶݎ + ଵܰଶ

ฬ


 

ଵଶݎ = ଵଶݎ − ଵଶݎ  

ଵଶݎ = อ൫ݎపሬሬሬ⃗ − ଵሬሬሬ⃗ݎ ൯ − ൭ݎపሬሬሬ⃗ − ܾଵଶ 
cosߚ cos ߙ
cos ߚ sinߙ
sinߚ

൩൱อ 

С применением метода косинуса фазовых измерений 
[4] задача сводится к поиску таких углов ߙ и ߚ, при ко-
торых достигается максимум функции правдоподобия P: 

P = max
ఈ,ఉ

ܿݏ ൬Φଵଶ
 − ߨ2 ൜

1
ߣ ଵଶݎ

ൠ൰


 

Поскольку данная функция правдоподобия имеет 
множество локальных максимумов, для их поиска пред-
лагается использование адаптированного метода диффе-
ренциальной эволюции [5]. 

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного 
фонда (проект №17-79-20215). 
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Рис. 1. Поверхность функции правдоподобия 

 
Рис. 2. Поверхность функции ошибки после разрешения фазовых 
неоднозначностей 

Суть предлагаемого метода заключается в следую-
щем [5]: 

1. на начальном этапе происходит генерация 
массива из ста точек со случайными равно-
мерно распределенными координатами (ко-
личество точек должно превосходить коли-
чество неизвестных для оптимизации, в 
данном случае две, умноженное на десять); 

2. для каждой точки выбираются три случай-
ные точки из этого массива; 

3. из этих точек формируется пятая точка пу-
тем расчета линейной комбинации коорди-
нат, выбранных на предыдущем этапе точек; 

4. производится случайное перемешивание ко-
ординат исходной точки и сгенерированной 
– случайным образом выбирается координа-
та исходной точки или сгенерированной; 

5. рассчитывается функция правдоподобия для 
исходной точки и сгенерированной; точка с 
наибольшим значением функции правдопо-
добия остается в массиве; 

6. после обработки всех точек массива, алго-
ритм повторяется с пункта 2; расчет оста-
навливается, если все точки массива со-
шлись к одному решению с заданной точно-
стью. 

Поскольку метод дифференциальной эволюции мо-
жет требовать относительно большого количества ите-
раций для сходимости с малой ошибкой, критерием 
остановки перебора служит сужение области рассеяния 
точек до зоны диаметром менее 5°. Диаметр был выбран 
по экспериментальным данным, исходя из ширины пика 
поверхности функции правдоподобия, достаточной для 
разрешения фазовых неоднозначностей. 

Для определения углов курса используется метод 
наискорейшего спуска [6] для поиска минимума функ-
ции ошибки с уже исключенными неоднозначностями. 
Начальным приближением для этого метода служит 
оценка углов, полученных на предыдущем этапе. 

IV. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА 
В данной работе используется спутниковая навига-

ционная система GPS в диапазоне L1. Антенны навига-
ционных приемников располагались на расстоянии 0,5 м. 
В качестве приемников использовались два модуля U-
Blox M8T. 

Антенна 1 Антенна 2

ГНСС
приемник 1

ГНСС
приемник 2

 
Рис. 3. Схема экспериментальной установки 

 
Рис. 4. Скорректированные двойные разности фаз 
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Рис. 5. Разность расчетного и наблюдаемого значения двойной 
разности фаз 

 
Рис. 6. Разность расчетного и наблюдаемого значения двойных 
разностей фаз без коррекции шкал времени приемников 

 
Рис. 7. Уголы азимута и крена на интервале 10 минут 

Алгоритм расчета углов можно представить следую-
щим образом: 

1. стандартный расчет местоположения веду-
щего приемника, определение координат 
навигационных спутников; 

2. стандартный расчет местоположения ведо-
мого приемника, определение смещения 
шкал времени приемников, компенсация 
смещения; 

3. если имеются неразрешенные фазовые неод-
нозначности хотя бы для одного спутника, 
их разрешение методом дифференциальной 
эволюции, иначе применение результатов с 
предыдущей итерации алгоритма; 

4. расчет углов курса методом наискорейшего 
спуска; 

расчет и проверка функции ошибки, если она превы-
шает порог в 0,5, сброс рассчитанных фазовых неодно-
значностей и их перерасчет. 

Во время интервала наблюдения на 234-й   и 342-
й секундах наблюдения (2340-я и 3420-я эпохи) проис-
ходили смены опорного спутника, из-за чего на графике 
скорректированных двойных разностей фаз наблюдают-
ся скачки. 

Стандартное отклонение угла азимута на интервале 
наблюдения составляет 0,37°, угла крена – 1,03°. 

V. SDR-ПРИЕМНИК С ТРЕМЯ КАНАЛАМИ 
При использовании дополнительного приемника, ан-

тенна которого располагается на одной линии с двумя 
другими, причем расстояние между базовым приемни-
ком и дополнительным менее или равно длине волны 
навигационного сигнала, возможно заменить разрешение 
фазовых неоднозначностей их прямым расчетом из до-
полнительных измерений: 

߶ଵଷ =
ߨ2
ߣ ଵଷݎ + ଵܰଷ

 + ൫ ௗ݂
 − ௗ݂

൯߬ߜଵଷ 

Поскольку ଵܰଷ
 = 0 для ܾଵଷ <

ఒ
ଶ
, возможно записать 

выражение для двойных разностей приемников 1-2 без 
фазовых неоднозначностей: 

߶ଵଶ =
ߨ2
ߣ ଵଶݎ +߶ଵଷ

ܾଵଶ
ܾଵଷ

+ ൫ ௗ݂
 − ௗ݂

൯߬ߜଵଶ 

Антенна 1 Антенна 2Антенна 3
Базовая линия

 
Рис. 8. Расположение навигационных антенн 

Проблема синхронизации навигационных приемни-
ков для получения фазовых измерений в одни и тот же 
момент времени для всех приемников может быть реше-
на путем использования общего опорного генератора. В 
ходе работы был разработан программно-определяемый 
навигационный приемник, использующий общий син-
хросигнал в канале сопровождения, блок схема которого 
приведена ниже. 
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несущей
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A2

АЦП Дискриминатор X X

A3

АЦП Дискриминатор X X

φk
12 

φk
13 

  
Рис. 9. Блок схема канала слежения трехканального приемника 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Предложенный алгоритм обработки фазовых изме-

рений позволяет успешно производить вычисления уг-
лов курса. При срыве синхронизации метрика ошибки, 
соответствующая разности модельных и наблюдаемых 
измерений, быстро возрастает, что приводит к пересчету 
фазовых неоднозначностей и их коррекции. 

Несмотря на использование в алгоритме метода 
дифференциальной эволюции, который имеет большую 
вычислительную сложность, его работу удалось проте-
стировать в режиме реального времени на компьютере с 
процессором семейства Intel i7 с двумя вычислительны-
ми ядрами, работающими на частоте 2,8 ГГц. Алгоритм 
дифференциальной эволюции задействуется в полном 
объеме только в моменты появления новых навигаци-
онных спутников и срывов синхронизации с сигналом 
спутника, что происходит достаточно редко для стати-
ческого режима работы. (примерно один скачок фазы 
сигнала за два – три часа). 

Однако в динамическом режиме количество срывов 
синхронизации возрастает на порядок. Предполагается, 
что разработанный трехканальный программно-
определяемый приемник позволит уменьшить количе-
ство скачков фазы сигнала при малом увеличении по-
требляемых вычислительных ресурсов. На момент 
написания статьи, осуществляется тестирование его 
работы. 

В данной работе использовалась спутниковая нави-
гационная система GPS, однако полученные результаты 
могут быть без значительных изменений распростране-
ны на другие навигационные системы и другие частот-
ные диапазоны. 
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Abstract — В данной статье представлены результаты 

исследований алгоритма комплексной обработки инфор-
мации от спутниковых навигационных систем (СНС) и 
бортовых измерителей параметров движения (БИ) для 
выявления их неисправностей и отказов. В качестве базо-
вого принципа выявления неисправностей и отказов 
предлагается использовать способ определения местопо-
ложения движущегося объекта в пространстве за счет 
наложения ограничений, связанных с его динамическими 
свойствами. Данный способ предполагает на основе дина-
мических возможностей объекта по перемещению в про-
странстве, по данным БИ, прогнозировать область про-
странства возможного местоположения объекта в моменты 
последующих навигационных измерений. Скорректиро-
ванным местоположением объекта считается пересечение 
областей пространства последующих навигационных из-
мерений с ранее прогнозируемыми областями простран-
ства. Вследствие отказов и неисправностей СНС или БИ 
данная область пересечения может отсутствовать или пре-
восходить установленный пороговый уровень. Такая си-
туация возможна при выходе измеряемых параметров за 
пределы установленной погрешности, а также отказов 
СНС или БИ. При прохождении объектов через «поражен-
ные зоны» на отдельных участках траектории движения 
из-за дестабилизирующих факторов (погодных условий, 
рельефа местности, помех, переотражений, радиопротиво-
действия и прочее) погрешность измерений аппаратуры 
СНС или БИ не является постоянной величиной и резко 
возрастает. Для выявления в какой из систем СНС или БИ 
произошел сбой, предлагается использовать средства кор-
реляционного анализа. 

Ключевые слова — спутниковая навигационная систе-
ма; бортовые измерители параметров движения; погреш-
ность навигационных определений; динамическая рекур-
рентная коррекция; корреляционный анализ измерений 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время известны различные способы вы-

явления неисправностей и отказов бортовых измерите-
лей параметров движения и спутникового навигацион-
ного оборудования движущихся объектов. Перспектив-
ными направлениями выявления неисправностей и отка-
зов являются:  различные виды резервирования и аппа-
ратной избыточности;  средства комплексной обработ-
ки измерительной информации;  комплексирование 
устройств и средств контроля навигационных и борто-
вых измерителей;  получение данных от стационарных 
и подвижных объектов с известными координатами; - 
повышение надёжности функционирования навигацион-

ных и бортовых измерителей на определенных этапах 
полета за счет методов комплексной обработки инфор-
мации СНС и данных информационного поля системы 
посадки; - способы повышения надёжности функциони-
рования навигационных и бортовых измерителей за счет 
специальных устройств восстановления рабочего состо-
яния после кратковременного пропадания данных; - спо-
собы использования нейронных сетей, обучаемых по 
распознаванию типов и способов отказов и сбоев борто-
вого оборудования, на основе накопленных статистиче-
ских и интеллектуальных данных. 

Известны способы резервирования оборудования 
[1,2], в том числе на принципах мажоритарной логики. В 
работах [3,4] рассмотрены способы формирования отка-
зоустойчивой комплексной системы управления за счет 
многократного резервирования технических средств на 
борту воздушного судна. В работе [5] рассмотрен пре-
дельный случай экономичного резервирования – двухка-
нальная схема резервирования, при которой резервиро-
ванная система содержит один дублирующий канал. В 
[6] приведено описание устройств комплексного кон-
троля инерциальной системы. В работе [7] приведено 
устройство для комплексного контроля датчиков пило-
тажно-навигационного комплекса управления подвиж-
ного объекта. В [8] излагается способ оценивания оши-
бок инерциальной информации и её коррекции по изме-
рениям спутниковой навигационной системы. Способ 
использует традиционную процедуру оптимальной 
фильтрации и идентификации Калмана. Для повышения 
надежности бортового оборудования летательного аппа-
рата активно применяются методы комплексирования 
устройств и средств контроля навигационных и борто-
вых измерителей [9,10]. Для повышения функциональ-
ной надежности навигационных определений летатель-
ного аппарата также используют получение навигацион-
ных данных от стационарных и подвижных объектов с 
известными координатами [11]. Еще одним вариантом 
повышения надежности бортового оборудования лета-
тельного аппарата являются методы комплексной обра-
ботки информации СНС и данных систем посадки для 
формирования траектории полета при заходе на посадку 
[12]. В работе [13] механизм диагностирования отказов 
оборудования на борту воздушного судна основан на 
гипотезе, что отказы обнаруживаются в результате реги-
страции показателей нечетких дискретных временных 
рядов в процессе испытания устройств в составе систем 
управления. Варианты обнаружения отказов, при ис-
пользовании оптимального фильтра Калмана, обрабаты-
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вающего сигналы, поступающие от подсистем интегри-
рованной навигационной системы, рассмотрены в [14]. 
Адаптивно-робастной оценке состояния интегрирован-
ных навигационных систем посвящены работы 
[15,16,17]. 

В качестве базового алгоритма для выявления отка-
зов и неисправностей СНС или БИ используется метод 
динамической рекуррентной коррекции (ДРК) [18]. В 
[19] рассматриваются варианты комплексирования СНС 
на основе динамической рекуррентной коррекции. Це-
лью исследований является анализ возможности выявле-
ния отказов и неисправностей СНС и БИ на основе ис-
пользования динамической рекуррентной коррекции. 

II. ОПИСАНИЕ СПОСОБА ВЫЯВЛЕНИЯ ОТКАЗОВ  
И НЕИСПРАВНОСТЕЙ 

В результате применения алгоритма динамической 
рекуррентной коррекции [18,21], определяется скоррек-
тированная область пространства после третьего после-
довательного навигационного измерения с вероятностью 
не менее ( = 0.95). Неисправностями и отказами бор-
товых измерителей параметров движения и навигацион-
ного оборудования движущихся объектов можно считать 
ситуации, когда данные последующих навигационных 
измерений не согласуются с данными, прогнозируемым 
по динамическим характеристикам местоположением 
объекта. Результат пересечения прогнозируемой области 
возможного местоположения объекта или равен пустому 
множеству (нет пересечения) или ниже какого-то поро-
гового уровня, по которому можно сказать, что прогно-
зирование было не точным или последующие навигаци-
онные показания сделаны с слишком высокой погреш-
ностью. Такие случаи возможны вследствие выхода из-
меряемой величины за пределы интервала в p(0,95), от-
казов навигационных средств или бортовых измерителей 
параметров движения, а также при прохождении лета-
тельных аппаратов через «пораженные зоны». На от-
дельных участках траектории движения в «пораженных 
зонах» из-за дестабилизирующих факторов (погодных 
условий, рельефа местности, помех, отражений радио-
волн и пр.) максимальная погрешность навигационных 
измерений или бортовых измерителей параметров дви-
жения не является постоянной и резко возрастает. От-
дельные подобные случаи можно полагать статистиче-
скими ошибками, но при их повторении в выборке 
накопленных значений навигационных измерений (из-
мерений бортовых измерителей параметров движения) 
более порогового уровня, показания навигационной си-
стемы (бортовых измерителей) можно считать не досто-
верными. 

При анализе возможностей выявления сбоев и отка-
зов показания спутниковой навигационной системы или 
бортовых измерителей примем некоторые допущения:  
потоки данных от СНС и бортовых измерителей будем 
считать дискретными последовательностями случайных 
величин с постоянной составляющей и с постоянными 
периодами обновления информации;  погрешности из-
мерений БИ и погрешности измерений СНС статистиче-
ски независимы в виду принципиальных различий в фи-
зическом принципе действия данного оборудования; - 
погрешность каждого последующего и сами значения 
измерений СНС и БИ не зависят от результатов преды-
дущих измерений и их погрешностей, они статистически 
независимы;  будем полагать, что для спутниковой 

навигационной системы и всех видов бортовых измери-
телей параметров движения объекта установлены крити-
ческие уровни роста максимальной погрешности изме-
рений, при которых использование данного оборудова-
ния запрещается, и данным критическим уровням соот-
ветствуют ошибки прогнозирования (или ошибки после-
дующих навигационных измерений), когда (Λ ∩
Λூ)/Λூ ≤ ோܭ . Здесь Λ 	   прогнозируемая область 
пространства последующего навигационного измерения, 
Λூ  - область пространства измеренного последующего 
навигационного измерения, ܭோ  пороговый коэффици-
ент, определяющий минимальную область пересечения 
областей; - рост максимальной погрешности измерений 
спутниковой навигационной системы или бортовых из-
мерителей в «пораженных зонах», который для данного 
СНС или БИ является критическим будем трактовать как 
восстанавливаемый отказ СНС или БИ;  при повторе-
нии в выборке из ݉ накопленных навигационных изме-
рений при применении алгоритма динамической рекур-
рентной коррекции (ДРК) [19], ݊ последовательных зна-
чений, когда выполняется условие (Λ ∩ Λூ)/Λூ ≤  ோܭ
показания навигационной системы или бортовых изме-
рителей, можно считать не достоверными вследствие 
роста максимальной погрешности измерений.  

Разобьём диапазон последовательных полученных 
данных от СНС с частотой обновления информации 
	ݐ∆ после применения алгоритма ДРК на диапазон из 
݉− ݊ значений (в промежутке времени от ݐ ÷  ), когдаݐ
выполняется условие (Λ ∩ Λூ)/Λூ ≤  ݊ ோ и диапазонܭ
значений (в промежутке времени от ݐ ÷ ݐ ), когда 
(Λ ∩ Λூ)/Λூ ≤ ோܭ . Здесь ݊  необходимое количество 
последовательных измерений в выборке ݉  для того, 
чтобы утверждать, что они выходят из доверительного 
диапазона для заданного уровня ( = 0.95) и заданного 
закона распределения случайной дискретной величины 
погрешности навигационного измерения, и можно сде-
лать вывод, что показания навигационной системы или 
бортовых измерителей можно считать не достоверными 
вследствие роста максимальной погрешности измерений. 
При этом	݅; ݆; 	݇ индексы и ݉ = ݇ − ݅; 	݊ = ݇ − ݆. В рам-
ках локальных диапазонов последовательных получен-
ных данных от СНС с частотой обновления информации 
	ݐ∆ после применения алгоритма ДРК, ограниченных 
временными промежутками от ݐ ÷ ݐ  из ݉− ݊ значений 
и в промежутке времени от ݐ ÷ - из ݊ значений распреݐ
деление дискретной случайной величины погрешности 
измерений будем считать стационарной (локально ста-
ционарной по поддиапазонам). 

Для реализации заявленного технического решения 
предлагается следующая последовательность (алгоритм) 
обработки поступающей навигационной информации и 
данных от бортовых измерителей параметров движения. 
Шаг 1. Для используемой спутниковой навигационной 
системы и бортовых измерителей параметров движения 
определяется (устанавливается) порог ܭோ  соотношения 
прогнозируемой области возможного местоположения 
объекта в момент последующего навигационного изме-
рения и область пространства последующего навигаци-
онного измерения, определяемого по алгоритму ДРК 
[18]. Шаг 2. Для заданного закона распределения дис-
кретной случайно величины навигационного измерения 
и заданного уровня ( = 0.95)  определяются значения 
݉	и	݊, т.е. общий объем контролируемых значений вы-
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борки ݉	 и минимальное количество ݊  значений после-
довательных навигационных измерений в выборке ݉	 
при которых выполняется условие (Λ ∩ Λூ)/Λூ ≤
ோܭ . При выполнении данного условия в ݊  последова-
тельных измерениях делается вывод, что показания 
навигационной системы или бортовых измерителей па-
раметров движения являются не достоверными вслед-
ствие сбоя (роста максимальной погрешности измерения 
для уровня ( = 0.95) СНС или БИ. Дальнейшие шаги 
направлены на выявление конкретной системы (СНС 
или какой-то БИ) в которой произошел сбой. Шаг 3. Для 
выявления конкретной системы (СНС или какой-то БИ) 
где произошел сбой, рассмотрим методом максимально-
го правдоподобия (ММП) оценки автокорреляционных 
функций (АКФ) дискретных случайных величин распре-
деления показаний СНС и бортовых измерителей на 
промежутках от ݐ ÷ ݐ  из (݉ − ݊) значений и в проме-
жутке времени от ݐ ÷  : из  ݊ значений. Пусть имеютсяݐ
ݐோൣݎ 	; ݐோൣݎ	;൧ݐ 	;  ൧  ММП оценки показаний АКФݐ
дискретных случайных величин ܭோ (после применения 
алгоритма ДРК) для промежутков времени от ݐ ÷   и отݐ
ݐ ÷ ݐ  для потока данных ݍோ(௧÷௧ೕ)  и ݍோ(௧ೕ÷௧ೖ)  соот-
ветственно;  ݎௌேௌൣݐ 	; ݐௌேௌൣݎ	;൧ݐ 	; ൧ݐ     ММП оценки 
показаний АКФ дискретных случайных величин навига-
ционных измерений СНС для промежутков времени от 
ݐ ÷ ݐ  и от ݐ ÷ ݐ  для потока данных ݍௌேௌ(௧÷௧ೕ)  и 
ௌேௌ(௧ೕ÷௧ೖ)ݍ  соответственно; 	ݎௌଵൣݐ 	; ݐௌଵൣݎ	;൧ݐ 	; 		൧ݐ     
ММП оценки показаний АКФ дискретных случайных 
величин показаний БИ №1 для промежутков времени от 
ݐ ÷ ݐ   и от ݐ ÷ ݐ  для потока данных ݍௌଵ(௧÷௧ೕ)  и 
ௌଵ(௧ೕ÷௧ೖ)ݍ  соответственно; аналогично, 
ݐௌൣݎ	 	; ݐௌൣݎ	;൧ݐ 	; 			൧ݐ   ММП оценки показаний 
АКФ дискретных случайных величин показаний ݊ − го 
БИ для промежутков времени от ݐ ÷ ݐ   и от ݐ ÷   дляݐ
потока данных ݍௌ(௧÷௧ೕ)  и ݍௌ(௧ೕ÷௧ೖ)  соответственно. 
Предполагается, что рост максимальной погрешности 
измерения для уровня p(0,95) произошел у той системы 
(СНС или БИ), у которой будет минимальное соотноше-
ние модулей оценок АКФ на участках измерений ݐ ÷   ݐ
и ݐ ÷  ݐ

ቤ}	ܰܫܯ
;	ݐௌேௌൣݎ	 			൧ݐ
ݐௌேௌൣݎ 	; ൧ݐ

ቤ ;	 ቤ
;	ݐௌଵൣݎ	 			൧ݐ
ݐௌଵൣݎ 	; ൧ݐ

ቤ ;	 ቤ
;	ݐௌଶൣݎ	 			൧ݐ
ݐௌଶൣݎ 	; ൧ݐ

ቤ ; 

⋯ฬ	ಳೄൣ௧ೕ	;௧ೖ൧			
ಳೄൣ௧	;௧ೕ൧

ฬ}     (1) 

Шаг 4. Другим фактором выявления отказавшей си-
стемы СНС или БИ, должно стать условие, что результа-
ты последовательных значений определения ܭோ  по ал-
горитму ДРК [18] на «пораженном участке» измерений 
должно коррелироваться в большей степени с показате-
лями системы, где произошел сбой. При этом модуль 
разницы дисперсий дискретных случайных величин из-
мерений на участке ݐ ÷   . будет максимальнойݐ

ܦቚ}ܺܣܯ ቀݍௌேௌ൫௧ೕ÷௧ೖ൯ቁ − ܦ ቀݍோ൫௧ೕ÷௧ೖ൯ቁቚ ; ቚܦ ቀݍௌଵ൫௧ೕ÷௧ೖ൯ቁ −

ܦ ቀݍோ൫௧ೕ÷௧ೖ൯ቁቚ ;⋯ ቚܦ ቀݍௌ൫௧ೕ÷௧ೖ൯ቁ − ܦ ቀݍோ൫௧ೕ÷௧ೖ൯ቁቚ}  (2) 

Шаг 5. Системой СНС или БИ, где произошел сбой 
(рост максимальной погрешности измерения для уровня 
) = 0.95) на каком-то достаточном интервале из ݊ из-
мерений) на «пораженном участке» в диапазоне ݐ ÷  ,ݐ

считаем ту систему, для которой выполняются условия 
(1) и (2) одновременно. 

III. МОДЕЛИРОВАНИЕ ВОЗМОЖНОСТИ ПОВЫШЕНИЯ 
ТОЧНОСТИ НАВИГАЦИОННЫХ ОПРЕДЕЛЕНИЙ ПРИ 

КОМПЛЕКСИРОВАНИИ 
Возможности использования метода динамической ре-

куррентной коррекции для повышения точности позицио-
нирования уже исследовались автором [20] в среде 
Mathcad 15 на примере движения летательного аппарата. В 
качестве СНС моделируются показания GPS/ГЛОНАСС. 
Движение летательного аппарата будем рассматривать в 
декартовой системе координат с центром в т. О на по-
верхности Земли. Рассмотрим равномерное и прямо-
линейное движение летательного аппарата без каких-
либо маневров c постоянной горизонтальной скоро-
стью	ݒℎ = 100 м/с, и постоянной вертикальной скоро-
стью 	ݒݒ = 20 м/с. Плоскость XOY параллельна локаль-
ному участку подстилающей поверхности Земли, объект 
движется вдоль оси OX. При моделировании будем зада-
вать истинные координаты движения объекта, а показа-
ния СНС и бортовых измерителей параметров движения 
будем эмулировать с помощью добавления к истинным 
координатам некоторой случайно величины. При моде-
лировании не учитывается влияние ветровой нагрузки на 
воздушное судно. Пусть в каждый момент времени ݐ 
летательный аппарат имеет координаты (ݔ;	ݕ;	ݖ). Ко-
ординаты воздушного судна на траектории будем опре-
делять через одну секунду, в моменты навигационных 
измерений. ݐାଵ − ݐ = Δݐ = 1с, где ݅ = ܫ…0 = 0…101 . 
Тогда истинные координаты воздушного судна на траек-
тории движения будут: (ݔାଵ = ݔ + ݅Δݐ	ݒℎ; ାଵݕ =
;ݕ ାଵݖ = ݖ + ݅Δݐ	ݒݒ) (ݖ	;ݕ	;ݔ)  = (100; 0; 1000) . 
Если (ݔ;	ݕ;  ) истинные координаты воздушного суднаݖ
в каждый момент времени ݐ , пусть (݅ݔ; ;݅ݕ	 (݅ݖ  изме-
ренные с помощью GPS/ГЛОНАСС координаты. Тогда 
можно записать: (݅ݔ = ݔ ∓ Δݔ|ୀ.ଽହ;	݅ݕ = ݕ ∓
Δݕ|ୀ.ଽହ;	݅ݖ = ݖ ∓ Δz|ୀ.ଽହ	) . Аналогично [20], при 
моделировании считается, что функция плотности веро-
ятности ошибок для СНС представляет собой сумму 
нормального распределения и распределения Лапласа. 
По [20] 1ߪ = 4.34  – среднеквадратическое отклонение 
при ( = 0.95)  в горизонтальной плоскости. 2ߪ =
ଵସ,
ଶ

= 7.33 – среднеквадратическое отклонение при 
) = 0.95)в вертикальной плоскости. В качестве борто-
вых измерителей параметров движения воздушного суд-
на примем показания доплеровского измерителя курсо-
вой скорости и угла сноса и радиовысотомера, а в каче-
стве контролируемых параметров рассмотрим курсовую 
скорость и высоту. Будем полагать, что ошибка в пока-
заниях обоих этих приборов распределена по нормаль-
ному закону. Примем, что для измерителя курсовой мак-
симальное значение погрешности измерения с вероятно-
стью ( = 0.95) , составит не более 1.5% (ݒߪ = ℎݒ ∙
0.015) от измеренной величины курсовой скорости. Для 
радиовысотомера максимальное значение погрешности 
измерения с вероятностью ( = 0.95), составит не более 
ℎߪ) 4% = ݒݒ ∙ 0.04) от измеренной величины. При рас-
четах обрабатывалось по 40 измерений 100 расчетных 
точек траектории для горизонтальной и вертикальной 
плоскости отдельно. При расчетах оценивалась вероят-
ность правильного определения отказавшей системы 
СНС или БИ. Вероятность оценивалась как процент ко-
личества правильных оценок отказавшей системы СНС 
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или БИ по одновременному срабатыванию критериев (1) 
– (2) к общему количеству измерений (по 40 измерений 
100 расчетных точек). Среднеквадратические отклоне-
ния для СНС и БИ увеличивались в 2;5;10;20;40 раз. Ре-
зультаты расчетов представлены на рис. 1 и 2. 

 
Рис. 1. Процентное соотношение правильных и ошибочных решений 
выявления отказавшей системы СНС 

 
Рис. 2. Процентное соотношение правильных и ошибочных решений 
выявления отказавшей системы БИ 

IV. ВЫВОДЫ 
Предложенные решения [21] позволяют выявлять от-

казы и неисправности СНС или БИ, связанные с увели-
чением погрешности измерений на «пораженных» 
участках траектории движения объекта. Для выявления 
отказа спутниковой навигационной системы процент 
правильных решений (когда срабатывают оба критерия 
одновременно) не превышает 55%, что может быть свя-
зано с тем обстоятельством, что при использовании ДРК, 
повышение точности определения местоположения так-
же является величиной случайной, зависит от парамет-
ров линейных и угловых скоростей и ускорений и не 
превышает 50-60%. При выявлении отказавшей спутни-
ковой навигационной системы в горизонтальной плоско-
сти получено от 40% до 50% правильных определений 
при отсутствии ошибок. Для вертикальной плоскости 
ошибки пропадают при увеличении погрешности в 20 и 
более раз. Это может быть связано с тем, что погреш-
ность навигационных определений по высоте примерно 
в 1,5 раза выше, чем по широте и долготе.  

При выявлении отказавших бортовых измерителей 
процент ошибок значительно выше, что может быть свя-

зано с их высокой точностью измерений. В горизонталь-
ной плоскости (для измерителя курсовой скорости) для 
преобладания правильных решений над ошибочными 
решениями, необходимо чтобы погрешность в процент-
ном отношении от показания прибора возросла в 100 или 
более раз (т.е. показания прибора отличались от истин-
ных значений в 2 или более раза). Для вертикальной 
плоскости при возрастании погрешности получено от 
45% до 100% правильных определений при отсутствии 
ошибок. Предлагаемый в [21] способ выявления неис-
правностей и отказов бортовых измерителей параметров 
движения и спутниковых навигационных систем дви-
жущихся объектов может быть использован для выявле-
ния отказов и сбоев в показаниях СНС при увеличении 
погрешности измерений СНС в 20 и более раз. Для вы-
явления отказов бортовых измерителей параметров дви-
жения объектов предлагаемый способ может использо-
вать только как вспомогательный инструмент диагно-
стики состояния БИ совместно с другими техническими 
средствами выявления отказов.  

При расчетах делается допущение, что при увеличе-
нии погрешности измерения не изменяется статистиче-
ский закон распределения случайной величины погреш-
ности измерений. На практике отказы и неисправности 
могут быть разнообразными, и это условие может не 
выполняться. Поэтому вопрос возможности использова-
ния ДРК для диагностики состояния бортовых систем 
движущегося объекта требует дополнительных исследо-
ваний. 
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Аннотация—Исследуется движение относительно центра 
масс наноспутника формата CubeSat на круговой орбите под 
действием аэродинамического и гравитационного моментов. 
Одним из важных отличий динамики наноспутников форма-
та CubeSat от осесимметричных спутников является то, что 
момент аэродинамической силы лобового сопротивления 
зависит от двух углов ориентации - угла атаки и собственного 
вращения, что обусловлено формой прямоугольного парал-
лелепипеда. В работе получены формулы для определения 
положений относительного равновесия в орбитальной си-
стеме координат динамически-несимметричного наноспут-
ника формата CubeSat, когда его центр масс смещен относи-
тельно геометрического центра по продольной оси. 

Ключевые слова—наноспутник формата CubeSat, 
аэродинамический момент, гравитационный момент, угол 
атаки, угол прецессии, угол собственного вращения 

I.  ВВЕДЕНИЕ 
При разработке наноспутников важным вопросом яв-

ляется обеспечение заданной ориентации в пространстве, 
так как от этого зависит выполнение многих целевых за-
дач полета. Необходимая ориентация наноспутника чаще 
всего достигается за счет использования пассивных или 
комбинированных (пассивных в сочетании с активными) 
систем стабилизации, не требующих расхода рабочего 
тела и энергии или требующих их в незначительном 
объеме. Поэтому необходимо учитывать характер не-
управляемого движения наноспутника относительно цен-
тра масс под действием моментов внешних сил. В связи с 
тем, что в основном наноспутники запускаются на низкие 
круговые орбиты, где преобладают гравитационный и 
аэродинамический моменты, для стабилизации углового 
положения целесообразно использовать оба момента [1– 
4]. Поэтому одной из важных задач является определение 
положений равновесий наноспутника относительно цен-
тра масс под действием гравитационного и аэродинамиче-
ского моментов. 

В литературе  достаточно полно изучены положения 
равновесия относительно центра масс под действием гра-
витационного и аэродинамического моментов для спутни-
ков, имеющих форму близкую к сферической [5–7]. Для 

таких спутников сила аэродинамического сопротивления 
не зависит от ориентации аппарата относительно набега-
ющего потока. Например, в [5] рассмотрены спутники, у 
которых центр давления смещен относительно центра 
масс по продольной оси. В [7] предложен символьно-
численный метод определения всех положений равновесия 
спутника в орбитальной системе координат, когда центр 
давления спутника смещен относительно центра масс по 
трем координатам и три главные моменты инерции не рав-
ны друг другу. 

В данной работе мы изучаем наноспутники формата 
CubeSat, которые имеют форму прямоугольного паралле-
лепипеда, и как следствие аэродинамическая сила лобово-
го сопротивления зависит от ориентации спутника относи-
тельно набегающего потока (углов атаки и собственного 
вращения).  

Нами ранее в работе [8] были определены положения 
равновесия углового движения динамически симметрич-
ного наноспутника формата CubeSat на круговой орбите 
под действием аэродинамического и гравитационного мо-
ментов при смещении центра давления наноспутника от его 
центра масс по трем координатам. Показано, что в зависи-
мости от соотношения аэродинамического и гравитацион-
ного моментов для динамически симметричного наноспут-
ника возможно 8, 12 или 16 положений равновесия.  

В развитие проведенных ранее исследований, данная 
работа посвящена определению положений равновесия 
наноспутника формата CubeSat с тремя разными главными 
моментами инерции при смещении центра давления от 
центра масс по одной из главных осей инерции при движе-
нии на круговой орбите под действием аэродинамического 
и гравитационного моментов.  В работе показано, что в 
данном случае число возможных положений равновесия 
имеет больший диапазон, а именно 8, 12, 16, 20 или 24. 

II. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
Для описания движения наноспутника относительно 

центра масс введены две системы координат (СК): тра-
екторная OXYZ (совпадающая с орбитальной в случае кру-
говой орбиты) и связанная Oxyz СК (оси связанной СК 
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являются главными центральными осями инерции нано-
спутника). Связь между траекторной и связанной СК 
определяется с помощью углов Эйлера, где α – простран-
ственный угол атаки, ψ – угол прецессии, φ – угол соб-
ственного вращения. Коэффициенты матрицы перехода от 
траекторной системы координат к связанной определяется 
следующим образом:  

11 cosb   ,  12 sin sinb    ,  13 sin cosb     ,   

21 sin sinb    ,  22 cos cos cos sin sinb       , 

23 cos sin cos sin cosb       ,  31 sin cosb    , 

32 sin cos cos cos sinb         , 

33 sin sin cos cos cosb         . 

Уравнения пространственного движения наноспутника 
относительно центра масс под действием аэродинамиче-
ского и гравитационного моментов на круговой орбите  
можно записать в следующем виде [9]: 

( ) ,

( ) ,

( ) ,

x y z gx ax

y z x gy ay

z x y gz az

A C B M M
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Здесь 23 333 ( ) ,3gxM C B b b
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  13 233 ( )3gzM B A b b

R


    – 

проекции гравитационного момента;  

0 ( , ),axM с qS S    
0 31( , ) ,ayM с qS S xb    

0 21( , )azM с qS S xb       – проекции аэродинамическо-
го момента [8];  , ,x y z     проекции абсолютной угло-
вой скорости  на оси связанной СК; 0  – орбитальная 
угловая скорость; A, B, C  главные центральные моменты 
инерции наноспутника;   – гравитационная постоянная 
Земли; ЗR R H  – расстояние центра масс спутника от 
центра притяжения;  R – радиус Земли; Н  высота поле-
та; 0с  – коэффициент, который может принимать значе-
ния от 2 до 3 в зависимости от физических свойств газа и 
поверхности наноспутника, для проектных проработок 
принимается равным 2,2; 2 / 2q V   – скоростной напор; 
  – плотность атмосферы на данной высоте;  
V – скорость полета наноспутника; 

 ( , ) | cos | sin | sin | | cos |S k          – площадь 
проекции наноспутника на плоскость перпендикулярную 
вектору скорости набегающего потока, отнесенная к  ха-
рактерной площади наноспутника S  [10];   x  – смеще-
ние  центра давления (геометрического центра), относи-
тельно центра масс вдоль продольной оси; k – отношение 

площади одной из боковых поверхностей к характерной 
площади. 

В связи с тем, что рассматривается движение на круго-
вой орбите, можно записать: 

2
03R


   (3) 

Положением равновесия называется такое положение 
наноспутника, в котором наноспутник будет находиться 
все время, если в начальный момент времени он находился 
в этом положении и скорости всех его точек были равны 
нулю [11]. Из определения следует, что скорости измене-
ния углов равны нулю ( 0  , 0  , 0  ), тогда урав-
нения (2) примут вид: 
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С учетом (3) и (4) из (1) получим систему для опреде-
ления положений равновесия: 

 
 

  
 

  

2
0 22 32 23 33

2
0 32 12 33 13

0 31 11 21 31
2
0 12 22 13 23

0 21 11 21 31

( ) 3 0,

( ) 3

| | | | | | 0,

( ) 3

| | | | | | 0.

C B b b b b

A C b b b b

c qS xb b k b b

B A b b b b

c qS xb b k b b

      

      

    

      

    

 (5) 

 В данной работе определены положения равновесия 
для наноспутника формата CubeSat со смещением центра 
масс от геометрического центра только по продольной оси  
( A B C   и 0x  ). В этом случае система (5) позволяет 
найти аналитическое решение.  

Введем следующие обозначения:      

2
0

2
0 0

( ) 2( ) ,
( )З

B A B Av
с qS с S R H
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0

0
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  (6) 

Тогда комбинации углов прецессии, собственного 
вращения и атаки, соответствующие положениям углово-
го равновесия относительно центра масс, определяются по 
следующим формулам: 

(1) 1 0   при {0, / 2, , 3 / 2}     – 4 положения 
равновесия при любых соотношениях  , ,x r v ; 

(2)  2    при {0, / 2, , 3 / 2}     –  4 положения 
равновесия при любых , ,x r v ; 

(3) Если  
3
x

r


 :   1 30, ( )    ,  1 30, ( )     ,   

3 3 ( )
xkarcсtg

r sign r x
 

       
 – 4 положения равновесия; 
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(4)  Если  x r  :  2 4
3, ( )

2 2
 

    , 1 30, ( )    ,  

4 ( )
xkarcсtg

r sign r x
 

      
 – 4 положения равновесия; 

(5) Если 
3
x

v


 :  1 30, ( )    ,  2 4
3, ( )

2 2
 

    ,  

5 3 ( )
xkarcсtg

v sign v x
 

       
 – 4 положения равновесия; 

(6) Если x v  : 2 4
3, ( )

2 2
 

    , 

2 4
3, ( )

2 2
 

    ,  6 ( )
xkarcсtg

v sign v x
 

      
 – 4 поло-

жения равновесия. 

Окончательный результат приведен в табл. 1, в кото-
рой в зависимости от соотношения параметров показано 
число положений углового равновесия, а в скобках указа-
ны номера комбинаций углов прецессии, собственного 
вращения и атаки, соответствующие положениям углово-
го равновесия.  

Из таблицы видно, что число положения равновесия не 
может быть меньше 8 и больше 24. При преобладании 
аэродинамического момента, то есть на сравнительно низ-
ких высотах, где атмосфера оказывает заметное влияние, 
возможно всего 8 положений равновесия. Тогда как при 
преобладании гравитационного момента, то есть на высо-
тах с менее плотной атмосферой, возможно 24 положения 
равновесия.  

Далее в табл. 2 приведены результаты для частного 
случая динамически симметричного наноспутника (то 
есть A B C  , r v , 0x  ). В этом случае при любом 
соотношении аэродинамического и гравитационного мо-
ментов имеют место два положения равновесия по углу 
атаки 0   и     (при любых значениях углов прецес-
сии и собственного вращения). Кроме того, при уменьше-
нии влияния аэродинамического момента (то есть при 
выполнении условий / 3v x    или v x  ) появляются 
положения равновесия по углу атаки, зависящие от угла 
собственного вращения   при фиксированных значения 
угла прецессии  .  Можно отметить, что данный резуль-
тат, с точностью до преобразований, совпадает с получен-
ным нами ранее в [8]. 

 

 

ТАБЛИЦА 1. ЧИСЛО ПОЛОЖЕНИЙ РАВНОВЕСИЯ (В СКОБКАХ УКАЗАНЫ НОМЕРА КОМБИНАЦИЙ УГЛОВ, СООТВЕТСТВУЮЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯМ РАВНОВЕСИЯ) 
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III. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПОЛОЖЕНИЙ РАВНОВЕСИЯ ДЛЯ 
НАНОСПУТНИКА SAMSAT-218D   

С использованием полученных в работе формул опре-
делены положения равновесия для наноспутника SamSat-
218D, который был создан в Самарском национальном 
исследовательском университете имени академика С.П. 
Королева и предназначался для отработки технологии со-
здания замкнутого контура управления его пространствен-
ной ориентацией при наличии специально созданного 
большого запаса статической устойчивости [12]. При рас-
четах использована стандартная плотность атмосферы 
согласно ГОСТ 4401-81 [13].  

Характеристики наноспутника:  

21,8 ; 0,328 ; 0,1 ; 0,01 ; 3, 28;m кг l м a м S м k    
2 2 20,00405 ; 0,01424 ; 0,01456 ;A кг м B кг м C кг м        

0 2, 2; 0,061 .с x м     

Для примера была рассмотрена высота 480 км, где ре-
ализуется 16 положения равновесия. Результаты расчета 
приведены в табл. 3. На рис. 1 показана зависимость числа 
положений равновесия от высоты полета для стандартной 
модели атмосферы [13]. 

Таким образом, в данной работе получены формулы 
для определения положений относительного равновесия 
динамически-несимметричного наноспутника формата 
CubeSat под действием аэродинамического и гравитаци-
онного моментов при движении по круговой орбите, когда 
центр масс наноспутника смещен относительно геометри-
ческого центра по продольной оси. Показано, что будет не 
менее 8 положений равновесия, а в случае уменьшения 
влияния аэродинамического момента и, соответственно, 
увеличения влияния гравитационного, возможно 12, 16, 20 
или 24.  Определены условия, при которых изменяется 
число положений относительного равновесия.  
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ТАБЛИЦА 3. ПОЛОЖЕНИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОГО РАВНОВЕСИЯ  
НАНОСПУТНИКА SAMSAT-218D НА ВЫСОТЕ H=480 К М  

№       №       
1 0 0 0 9 0 0 6,7° 
2 0 90° 0 10 0 180° 6,7° 
3 0 180° 0 11 180° 0 6,7° 
4 0 270° 0 12 180° 180° 6,7° 
5 0 0 180° 13 0 90° 5,9° 
6 0 90° 180° 14 0 270° 5,9° 
7 0 180° 180° 15 180° 90° 5,9° 
8 0 270° 180° 16 180° 270° 5,9° 

 

 
Рис. 1. Число положений относительного равновесия наноспутника 
SamSat-218D в зависимости от высоты полета 
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Аннотация—навигационные приемники на основе 
программно-определяемого радио становятся все более 
популярными. Слежение за сигналом в них является 
наиболее времязатратной частью обработки сигнала. Ос-
новной задачей было разработать модуль слежения за сиг-
налом в FPGA части приемника на основе системы на 
кристалле. Реализация включает в себя буферы данных с 
общей памятью, экономные к ресурсам умножители сиг-
нала, набор корреляторов, дискриминаторов и специаль-
ный многоканальный генератор С/А кода, основанный на 
памяти. Все составные элементы выполнены в виде кода 
на языке описания аппаратуры System Verilog. 

Ключевые слова—навигация, позиционирование, спут-
никовые системы, слежение за сигналом, система на кри-
сталле, ПЛИС 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Навигационные приемники на основе программно-

определяемого радио (software defined radio – SDR) ста-
новятся все более популярными. Обычно SDR состоит из 
относительно универсальной приемной части, которая 
совершает предобработку и оцифровку принимаемого 
сигнала, и цифровой вычислительной части, вычисляю-
щей положение приемника. Преимущество такого под-
хода заключается в возможности изменять алгоритмы 
обработки и добавлять новые типы сигналов и систем 
без необходимости изменения аппаратного обеспечения. 
Вычислительный модуль может включать в себя один 
или несколько микроконтроллерных или микропроцес-
сорных ядер, цифровые сигнальные процессоры (ЦСП) и 
программируемые логические схемы (field programmable 
gate array – FPGA) или любую их комбинацию. Другой 
подход к созданию вычислительной платформы – ис-
пользовать систему на кристалле (system on chip – SoC), 
объединяющую в себе микропроцессорную часть (hard-
ware processor system – HPS) и FPGA. В [1] были пред-
ложены несколько архитектур вычислительного блока на 
основе SoC. Было показано, что программное слежение 
за сигналом является наиболее времязатратной частью 
обработки. Поэтому в данной статье основное внимание 
уделяется реализации слежения за сигналом в FPGA ча-
сти SoC. 

Принцип обработки данных показан на Рис. 1 и с ви-
ду он достаточно легок в реализации.  

 

Рис. 1. Обработка данных в модуле слежения 

Обычно приемники выполняют все вычисления либо 
синхронно, либо асинхронно с приходящим потоком 
данных. Асинхронные вычисления характерны для пост-
обработки, а синхронные – для решений реального вре-
мени. Возможны синхронизация по выборкам, C/A коду 
или блочная. 

Данные приходят с АЦП с определенной частотой 
дискретизации, поэтому полная синхронизация требует 
нескольких каналов, работающих параллельно, что мо-
жет привести к нерациональному использованию ресур-
сов. Кроме того, данный подход может быть нецелесо-
образен при использовании SoC: в предлагаемой архи-
тектуре поиск сигнала осуществляется в HPS по тем же 
данным, что и слежение. Мост HPS-FPGA не всегда име-
ет стабильную скорость из-за влияний задержек опера-
ционной системы и наличия на AXI шине других тран-
закций, таких как передача результатов поиска сигнала в 
FPGA. В связи с непредсказуемыми задержками в пере-
даче данных, должен быть установлен буфер, накапли-
вающий данные. Это позволяет ввести подход блочной 
синхронизации. Размер буфера, требуемый для сохране-
ния 1 эпохи (1 мс входящего сигнала) зависит от частоты 
дискретизации АЦП и обычно не превышает 50000 вы-
борок для одночастотного приемника. 

Одна из проблем использования FPGA в качестве 
вычислительной платформы заключается в том, что 
FPGA в основном не предназначена для вычислений с 
плавающей запятой. Иногда такие вычисления можно 
реализовать с использованием DSP блоков с вспомога-
тельными блоками, однако их число сильно ограничено. 
Поэтому в данном исследовании при возможности ис-
пользуется целочисленная арифметика или арифметика с 
фиксированной запятой. 

Первым шагом в обработке данных является умно-
жение поступающего сигнала на локальную реплику 
несущей. Вторым этапом идет умножение результата на 
локальную реплику C/A кода. Обычно он генерируется с Исследование выполнено за счет гранта Российского научного 

фонда (проект №17-79-20215) 
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использованием двух 10-битных сдвиговых регистров со 
специальной обратной связью, как показано на Рис. 2. 
Автокорреляционная функция результирующей псевдо-
случайной последовательности (ПСП), также известной 
как коды Голда [2] имеет узкий пик. Каждому спутнику 
выделяется своя уникальная ПСП, определяемая сдви-
гом фаз между генераторами G1 и G2. Основными недо-
статками таких генераторов является невозможность 
получения предыдущего значения без необходимости 
проходить всю последовательность, предопределенное 
стартовое состояние, замедляющее старт и необходи-
мость использовать отдельный генератор для каждого 
канала. 

Одной из проблем при генерировании локальной ре-
плики несущей и кода – это необходимость коррекции 
обоих генераторов. Для этого применяются от шести до 
десяти корреляторов. Реальное количество зависит от 
используемой архитектуры. Обычно используются толь-
ко поздние, ранние и точные ветви, однако некоторые 
более сложные архитектуры используют очень ранние и 
очень поздние ветви [3]. Непосредственная коррекция 
осуществляется на основе значений дискриминаторов, 
которые вычисляются на основе значений корреляции. 
Для их вычисления требуется вычисления квадратного 
корня, арктангенса, деления, умножения, сложения. Реа-
лизация такого многообразия операций требует значи-
тельных усилий. 

Данная работа фокусируется на архитектуре модуля 
слежения за сигналом навигационного приемника на 
основе SoC. Он включает в себя генератор локального 
C/A кода, корреляторы, дискриминаторы, умножители 
сигналов и буферы данных. Все разработки велись на 
языке описания аппаратуры System Verilog. 

II. ПРЕДЛАГАЕМЫЙ МОДУЛЬ СЛЕЖЕНИЯ 

A. Буферы данных 
В приемнике два типа буферов: для входного сигнала 

и для результатов поиска сигнала. 

Буфер входных данных наибольший. Его размер дол-
жен позволять хранить все выборки данных для всех ка-
налов, если их несколько. Здесь необходимо решить две 
проблемы: какую память использовать и объем этой па-
мяти. Поскольку одни и те же данные используются не-
сколькими каналами слежения и блоком поиска сигнала, 
требуется многопользовательская память с произволь-
ным доступом. Таким образом, целесообразно использо-
вать встроенную память FPGA части. На рис. 3 показан 
интерфейс разработанного блока памяти. Он дает оди-
нарный доступ на запись и множественный на чтение. 

 

Рис. 2. Стандартный генератор C/A кода 

 

Рис. 3. Интерфейс разработанного блока памяти 

Буфер результатов поиска сигнала содержит смеще-
ние по времени и доплеровскую частоту для каждого 
найденного спутника. 

B. Генератор несущей 
Блок генератора несущей требует вычисления синуса 

и косинуса. Для этого использовался модифицирован-
ный алгоритм CORDIC, который уже был описан в [1]. 

C. Умножители сигнала 
Во входной сигнал примешана несущая и С/А код. 

Удаление любой из этих частей требует умножения сиг-
нала на локально сгенерированную выровненную с сиг-
налом реплику. В данной работе используется входной 
сигнал с разрешением 2 бита. Поэтому умножение мо-
жет быть значительно упрощено. Возможны следующие 
варианты входных значений: –3, –1, 1, 3 [4]. Таким обра-
зом, требуется только умножение на 3 и правильный 
знак. Умножение на константу может быть совершено со 
значительно меньшими затратами ресурсов [5]. 

Второй блок умножения используется для удаления 
кода. Он считается частью блока корреляторов и рас-
смотрен в соответствующем разделе. 

D. Кореляторы 
Вычисление корреляции – достаточно несложная 

процедура: требуется одно умножение и суммирование с 
накоплением. Однако, наибольшая сложность заключа-
ется в объеме данных, который делает данную часть ал-
горитма наиболее затратной в классическом подходе. 
Более того, в данной реализации сигнал в приемнике 
комплексный, что требует двойных затрат. Для под-
стройки локального генератора С/А кода требуются ран-
няя и поздняя ветвь сигнала (коды сдвинуты на 1 период 
кода). Таким образом, в предлагаемом решении всего 6 
корреляторов. 

Предлагаемая FPGA реализация блока, показана на 
Рис. 4. Она состоит из блока задержек, дающего точный, 
ранний и поздний сигнал, и интеграторов (сумматор и 
память). Выходы интеграторов – синфазный ранний, 
точный и поздний (IE, IP, IL) и квадратурный ранний, 
точный и поздний (QE, QP, QL). Умножение – тяжелая 
операция, однако на самом деле оно и не требуется, т.к. 
код имеет значения +1 и –1. Следовательно, умножение 
заменяется на смену знака.  
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Рис. 4. Система корреляторов 

Таким образом, блоку корреляторов требуется только 
6 сумматоров с изменяемым знаком и 8 блоков памяти (6 
для интеграторов и 2 для задержек). 

E. Генератор C/A кода 
Генерирование С/А кода осуществляется специально 

разработанным многоканальным GPS C/A генератором, 
основанным на памяти (Рис. 5). Он был создан для пре-
одоления недостатков стандартных генераторов. В отли-
чии от них он основан не на сдвиговых регистрах, а на 
блоках памяти. Их два: один для G1, второй – для G2. 
Эта память содержит ПСП соответствующих генерато-
ров. Необходимые элементы памяти выбираются блоком 
вычисления адреса и к ним применяется операция ис-
ключающего ИЛИ в блоке XOR. 

У данного генератора есть несколько ключевых осо-
бенностей. Во-первых, это единый генератор сразу для 
всех каналов, что уменьшает накладные расходы в срав-
нении с использованием отдельного генератора на каж-
дом канале. Во-вторых, генератор может давать любую 
ПСП, т.к. они отличаются только смещением индексов 
между G1 и G2. И наконец, генератор работает в режиме 
произвольного доступа, что позволяет стартовать мгно-
венно с нужного момента, а также можно получить 
предыдущее значение, если это нужно для выравнивания 
кода с сигналом. 

F. Дискриминаторы 
Блок дискриминаторов – один из наиболее сложных 

во всей системе слежения. Он используется как для вы-
числения дискриминатора слежения за несущей, так и 
для дискриминатора слежения за кодом по следующим 
формулам [6]: 

 Dcarrier = atan(QP / IP) (1) 

 Dcarrier = QP · sign(IP) (2) 

 Dcarrier = QP · IP (3) 

 Dcode = (E – L) / (E + L) (4) 

 Dcode = E2
 – L2 (5) 

 Dcode = (IE – IL) · IP (6) 

Здесь PE и PL вычисляются как (7) и (8): 

 E = √ IE
2

 + QE
2   (7) 

 L = √ IL
2 + QL

2   (8) 

 

Рис. 5. Memory-based C/A code generator 

Таким образом, система вычисления дискриминато-
ров требует по меньшей мере одно вычисление квадрат-
ного корня, арктангенса, деления, умножения и сложе-
ния. Значения дискриминатора не требуется вычислять 
столь же часто, как корреляцию [6]. Поэтому использу-
ется только по одному вычислителю каждого типа, кото-
рые используются по заранее определенной последова-
тельности. 

III. ОБСУЖДЕНИЕ 

A. Использование памяти 
Емкость блока памяти входных данных вычислялась 

по формуле (9). FS – частота дискретизации АЦП, Ne – 
число сохраняемых эпох. 

 Nin=FS / 1000 · Ne  (9) 

Для хранения двух эпох при частоте дискретизации 
50 Мвыб/с потребует 100 тысяч выборок. При использо-
вании 2-битных данных это 25 кбайт данных. В данной 
работе предполагается использование систем на кри-
сталле серий Altera Cyclone V или Xilinx Zynq 7000. Обе 
серии предлагают не менее 2Мб встроенной памяти 
[7,8]. Таким образом, расход памяти составит не более 
2%. 

Размер буфера данных результатов поиска сигналов 
оценивались по формуле (10). NDopp – размер данных До-
плеровской частоты, NTD – размер данных сдвига време-
ни и Nch – число каналов. 

 Nacq = (NDopp+NTD)Nch (10) 

Если разрешение 32 бита и максимальное число ви-
димых спутников не более 50 (4 системы, одна частота 
[9]), то размер буфера составит 400 байт. 

B. Использование ресурсов генератором C/A кода 
Разработанный генератор на основе памяти требует 

больше ресурсов, чем обычные генераторы на сдвиговых 
регистрах. Однако, у него есть преимущество при мас-
штабировании: количество требуемых ресурсов растет 
медленнее, чем линейная функция числа каналов. Это 
видно из Таблицы I, где приведено количество использу-
емых логических ячеек.  

C. Последовательное вычисление дискриминаторов 
Одной из наиболее затратной по ресурсам частью 

модуля слежения является система вычисления дискри-
минаторов. Возможно их вычисление по формулам (1) – 
(3) для несущей. Для них требуются различные наборы 
операций. (1) является более предпочтительной, т.к. ре-
зультат пропорционален фазе, а в остальных формулах – 
синусу фазы, что сужает применимость системы в усло-
виях большого шума. 
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ТАБЛИЦА I.  ИСПОЛЬЗОВАНИЕ РЕСУРСОВ C/A ГЕНЕРАТОРОМ 

Number of chan-
nels 

Altera Cyclone V 
(ALM) 

Xilinx Zynq 7000 
(LUT/FF) 

1 76 99/12 

4 283 351/15 

8 520 687/19 

12 781 1023/23 

Аналогично по формулам (4) – (6) вычисляются дис-
криминаторы для кода. Они все применимы, но наилуч-
шие результаты достигаются при использовании (4) [6]. 
Для обеспечения возможности использовать по одному 
экземпляру каждого оператора был разработан план вы-
числения дискриминаторов для продвинутых вариантов 
(1) и (4), а также для упрощенных вариантов (3) и (6) 
(Таблица II). Подразумевается, что все операции зани-
мают одно и то же число машинных тактов FPGA Nsingle. 
Можно заметить, что для продвинутого варианта требу-
ется 9 шагов, а для упрощенного – только 2.  

Упрощенные дискриминаторы можно относительно 
просто реализовать в каждом канале. Они позволят сле-
дить за сигналом в определенном диапазоне шумов. 
Продвинутые дискриминаторы могут работать при су-
щественно большем шуме [6]. Однако, количество за-
трачиваемых ресурсов также существенно выше. В дан-
ной работе рассматривается одиночная система вычис-
ления дискриминаторов для всех каналов слежения. Она 
вычисляет значения дискриминаторов для каждого кана-
ла последовательно. Считая, что коррекция должна быть 
проведена в течение определенного времени, не превы-
шающего Tmax, количество каналов слежения ограничи-
вается сверху следующим значением: 

 Nch < Tmax · FFPGA / (Nstep · Nsingle) (11) 

В данной работе для большинства операций разре-
шение данных подразумевалось равным 32 бита. Арк-
тангенс, деление и квадратный корень вычисляются с 
помощью алгоритма CORDIC. Это итерационный алго-
ритм, количество итераций обычно примерно равно раз-
решению.  

ТАБЛИЦА II.  ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ ДИСКРИМИНАТОРА 

Продвинутый алгоритм 

 
Шаги 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

СЛОЖ   E2  L2  E-L E+L  
УМН IE

2 QE
2 IL

2 QL
2      

ДЕЛ QP/IP        Dcode 

КОРЕНЬ    E  L    
ATG  Dcarrier=atg(QP/IP) 

Упрощенный алгоритм 

 1 2 

СЛОЖ IE-IL   

УМНОЖ QpIp (IE-IL)IP 

Считая, что FPGA работает на частоте FFPGA=100 
МГц, а ограничение по времени – одна эпоха, число ка-

налов ограничено величиной порядка 350. Таким обра-
зом, нет необходимости конвейеризовать систему вы-
числения дискриминаторов, и она была реализована по-
следовательной. 

D. Итоговое использование ресурсов 
В данном пункте оценивается общее количество за-

трачиваемых ресурсов на все подсистемы модуля слеже-
ния. Расчет велся для двух платформ: Altera Cyclone V и 
Xilinx Zynq 7000. Основной метрикой являлось количе-
ство используемых логических ячеек. Результаты пред-
ставлены в Таблице III. 

ТАБЛИЦА III.  РАСПРЕДЕЛЕНИЕ РЕСУРСОВ 

 Altera Cyclone V 
(ALM) 

Xilinx Zynq 7000 
(LUT/FF) 

Память 2525 925/16 
Генератор несущей 1231 2579/2450 
Корреляторы 211 288/290 
C/A генератор 76 99/12 
Дискриминаторы 3743 7767/7400 

Использование ресурсов генератором несущей, гене-
ратором С/А кода и корреляторами представлено из рас-
чета на один канал. Память и система дискриминаторов 
существует в единичном экземпляре.  

Для данного приемника планируется использование 
либо платы DE-10nano для разработки на системе на 
кристалле Altera Cyclone V, либо Zedboard для разработ-
ки на Xilinx Zynq 7000. Характеристики обеих плат со-
поставимы. 

Чип на плате DE10nano располагает порядка 42 тысяч 
логических ячеек (adaptive logic modules – ALM) [7]. По-
этому возможно синтезирование до 23 каналов слежения. 
Это число может немного уменьшиться в связи с расхо-
дами на модуль взаимодействия между FPGA и HPS. 

Чип платы Zedboard располагает поряда 53 тысячами 
ячеек LUT и порядка 106 тысячами ячеек FF [8]. Поэто-
му возможно синтезирование до 15 каналов слежения. 
Как и в случае с DE10nano, могут потребоваться допол-
нительные расходы на взаимодействие FPGA и HPS. 

Таким образом, обе платформы могут быть исполь-
зованы и число синтезируемых каналов слежения при-
емлемо.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В данной работе разработан ряд вычислителей для 

модуля слежения за сигналом в SDR навигационном 
приемнике на основе системы на кристалле. Он включа-
ет в себя буферы данных, корреляторы, систему вычис-
ления дискриминаторов, генератор С/А кода. 

Буфер входных данных представляет собой общую 
память, основанную на FPGA, позволяющую независи-
мый доступ из всех каналов слежения. Система корреля-
торов состоит из шести корреляторов для слежения за 
кодом с ранней, точной и поздней ветвями. Многока-
нальный генератор С/А кода позволяет стартовать мгно-
венно из любого состояния по получению параметров от 
модуля поиска сигнала. Система вычисления дискрими-
наторов позволяет экономно вычислять поправки для 
локальных генераторов.  
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Все модули тестировались в симуляторе ModelSim. 
Требуемое количество ресурсов приемлемо для реализа-
ции одночастотного приемника с 8-10 каналами актив-
ного слежения. Поиск сигнала и вычисление местополо-
жения должно производиться в HPS. 
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Аннотация—Рассматривается задача эксперименталь-
ного определения кинетического момента, наведенного 
возмущающими моментами от асимметрии при движении 
модели зонда относительно центра масс. Целью работы 
является разработка уменьшенной модели атмосферного 
зонда для полунатурного моделирования его движения 
относительно центра масс с измерением угловой скорости 
посредством бортового MEMS гироскопа. Численные зна-
чения угловой скорости применяются для расчета кинети-
ческого момента модели.  

Ключевые слова—кинетический момент, гироскоп, мо-
дель, зонд, атмосфера 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Известно, что присутствие массовой и аэродинами-

ческой асимметрий на борту космического аппарата 
может привести к разнообразным резонансным явлени-
ем [1-8]. Данные явления наблюдаются в динамической 
системе, описывающей вращение космического аппара-
та относительно центра масс. При этом под главным 
резонансом в данной системе понимается длительное 
совпадение двух характерных частот системы, приво-
дящее к значительному росту пространственного угла 
атаки. Следовательно, при длительном резонансе про-
исходит нарушение заданной ориентации космического 
аппарата по набегающему потоку. В частности, главный 
резонанс также может привести к образованию наве-
денных резонансом величин кинетического момента. В 
этом случае наблюдается существенная эволюция угло-
вой скорости на нерезонансных участках движения, 
прилегающих к главному резонансу. Следует отметить, 
что ранее была разработана методика получения наве-
денных резонансом приближенных значений кинетиче-
ского момента [6]. В соответствии с данной методикой, 
находится второе приближение метода усреднения для 
производной кинетического момента космического ап-
парата. Отметим, что здесь рассматривается нерезо-
нансное вращение космического аппарата. Кроме того, 
предполагается, что первое приближение метода усред-
нения в уравнении для кинетического момента обраща-
ется в ноль. Полученное усредненное уравнение позво-
ляет найти медленную составляющую кинетического 
момента, наведенного влиянием главного резонанса при 
нерезонансном движении космического аппарата в ат-
мосфере. Характерной особенностью усредненного 
уравнения для наведенных кинетических моментов яв-
ляется присутствие в знаменателях его правой части 
резонансного соотношения частот. Резонансное соот-

ношение частот способствует реализации вторичных 
резонансных эффектов [4]. Одним из наиболее суще-
ственных вторичных резонансных эффектов является 
увеличении модуля производной кинетического момен-
та при нерезонансном затягивании системы в малую 
окрестность главного резонанса.  

Моделируется задача экспериментального определе-
ния кинетического момента, наведенного возмущаю-
щими моментами от массовой и аэродинамической 
асимметрии при движении в атмосфере. В рамках реше-
ния данной задачи разрабатывается уменьшенная мо-
дель космического аппарата, совершающего неуправля-
емое движение относительно центра масс в атмосфере 
планеты. При этом форма модели зонда представляет 
собой сочетание конической поверхности с нижней ча-
стью в виде сферического сегмента. Выбор формы обу-
словлен тем, что космический аппарат должен осу-
ществлять эффективное аэродинамическое торможение 
при неуправляемом спуске в атмосфере. Зонды анало-
гичных форм применяются для доставки полезной 
нагрузки на поверхность Марса. Следует отметить, что 
реальные конструкция зондов содержат массовую и 
аэродинамическую асимметрии [9]. По этой причине 
разрабатываемая модель содержит смещение центра 
масс относительно оси симметрии конуса, а также кон-
структивный элемент, обеспечивающий асимметрию 
внешней формы модели. Кроме того, конструкция мо-
дели предполагает возможность различных вариантов 
относительно расположения массовой и аэродинамиче-
ской асимметрий.  

После сборки модель подвешивается вертикально на 
тонкой нерастяжимой нити. Предполагается, что нить 
имеет малую упругость на кручение. В нижней части 
всей установки располагается устройство, имитирую-
щее действие набегающего воздушного потока. Это 
устройство обеспечивает неизменную скорость набега-
ющего потока в процессе эксперимента по определению 
угловой скорости модели.  

Целью работы является разработка уменьшенной 
модели атмосферного зонда для полунатурного модели-
рования его движения относительно центра масс с из-
мерением угловой скорости посредством бортового 
MEMS гироскопа для последующего расчета кинетиче-
ского момента, наведенного главным резонансом в про-
цессе вращения асимметричного зонда. 
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II. ПОЛУНАТУРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  

A. Порядок выполнения работ по нахождению величин 
наведенного кинетического момента следующий 
 Производится эксперимент по измерению состав-

ляющих угловой скорости модели, величины ко-
торых записываются на микро-карту. 

 На основе измеренных значений угловых скоро-
стей, рассчитываются наведенные моментом со-
ставляющие кинетического момента. 

 Производится сравнение наведенных резонансом 
составляющих кинетического момента, получен-
ных экспериментально и теоретически. 

B. При полунатурном моделировании производится 
решениние следующих задач. 
 Разработка уменьшенной модели зонда сегмен-

тально-конической формы на тросовом подвесе. 

 Разработка электрической схемы модели зонда. 

 Разработка методики и проведение различных 
экспериментов при движении модели асиммет-
ричного зонда относительно центра масс с полу-
чением численных данных, содержащих угловые 
скорости. 

 Расчет экспериментальных величин кинетическо-
го момента, наведенного моментами от массовой 
и аэродинамической асимметрий. 

На рис. 1 показано изображение модели зонда, име-
ющей сегментально-конической форму. Она имеет осе-
симметричную форму, типичную для космических ап-
паратов, спускаемых в атмосфере Марса. На боковой 
поверхности модели расположен конструкционный 
элемент аэродинамической асимметрии формы модели. 
Боковая конической поверхность модели является раз-
борной, что позволяет разместить внутри оборудование, 
необходимое для изменения угловой скорости.  Обору-
дование расположено так, что центр масс всей кон-
струкции имеет смещение относительно оси геометри-
ческой симметрии конической поверхности z. Положе-
ние центра масс модели обозначено на рис.1 точкой С. 
В нижней части боковой поверхности жестко закреплен 
конструктивный элемент аэродинамической асиммет-
рии в форме цилиндра. 

Модель с расположенным на нем устройством имеет 
следующие массово-геометрические характеристики: 
масса 0.25 кг, высота 0.162 м, наибольший диаметр 
0.105 м, наименьший диаметр 0.05 м. Радиус цилиндри-
ческого конструктивного элемента аэродинамической 
асимметрии равен 0.0125 м, а его высота равна 0.01 м. 
Малое смещение центра масс модели относительно оси 
конуса составляет 0.01 м. Корпус модели изготовлен из 
пластика. 

Модель подвешена вертикально на тонкой нерастя-
жимой нити. Поток воздуха, имитирующий набегающий 
поток воздуха, обеспечивается посредством вертикаль-
ного обдува модели источником воздуха в направлении 
снизу вверх.   

Бортовое устройство для измерения угловых скоро-
стей модели расположено на единой плате. Бортовая 

электрическая схема данного устройства модели зонда 
объединяет: бортовой аккумулятор с переходным 
устройством, микроконтроллер, микрокарту памяти с 
переходным устройством и датчик угловой скорости 
(MEMS гироскоп). При функционировании устройства 
данные о составляющих угловой скорости модели со-
храняются на бортовой микрокарте. 

 
Рис. 1. Внешний облик модели 

III. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
К основным результатам работы следует отнести: 

 Разработку модели зонда сегментально-
конической формы на тросовом подвесе, содер-
жащую бортовой аккумулятор, микроконтроллер, 
микрокарту и MEMS гироскоп. 

 Формирование методики проведения эксперимен-
тов с вращением асимметричной модели зонда 
при реализации угловых скоростей модели, наве-
денных моментами от массовой и аэродинамиче-
ской асимметрий. 

 Расчет экспериментальных величин кинетических 
моментов, наведенных моментами от массовой и 
аэродинамической асимметрий. 

Из рис. 1 следует, при направлении набегающего по-
тока снизу-вверху на модель действуют два вектора ме-
ханических возмущающих моментов от массовой и 
аэродинамической асимметрии, соответственно. При 
этом данные векторы возмущающих моментов перпен-
дикулярны. Этот случай так называемого ортогонально-
го сочетания асимметрий.  

Известно [4], что при спуске космических аппаратов 
с малой ортогональной асимметрией в атмосфере может 
наблюдаться нерезонансная закрутка угловой скорости. 
Она объясняется влиянием резонанса низшего порядка 
на эволюцию угловой скорости в рамках прилегающих 
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к резонансу нерезонансных областях. Данная закрутка 
реализуется при действии механических моментов от 
массовой и аэродинамической асимметрии. При этом 
она способствует как росту значений угловой скорости, 
так способствует увеличению кинетического момента 
космических аппаратов.  

На начальной стадии эксперимента по определению 
угловой скорости неподвижная модель подвешавается 
на нити. Непосредственно под моделью расположен 
источник набегающего потока, обеспечивающий посто-
янную скорость подвода воздуха в процессе всего экс-
перимента. В результате действия возмущающих мо-
ментов от асимметрий наблюдается нарастающее вра-
щение модели относительно центральной вертикальной 

оси 1z .  

Результаты изменения трех углов вращения при 
вращении модели относительно трех связанных с моде-
лью главных центральных осей сохраняются в бортовой 
микрокарте. Эти результаты показывают, что из трех 
углов вращения в данном случае практический интерес 
может представлять только угол, характеризующий 

вращение относительно вертикальной оси 1z . Действи-
тельно, величины двух других углов вращения суще-
ственно меньше данного угла. Кроме того, они не уве-
личиваются, оставаясь малыми величинами в процессе 
всего эксперимента.  

Полученые результаты об изменении угла вращения 
модели относительно вертикали позволяют расчитать 

значения угловой скорости модели .1z Умножив дан-

ные значения 1z на величину момента инерции модели 

относительно оси 1zJ получаем значения кинетического 
момента модели относительно центральной вертикаль-

ной оси 1z .   

На рис. 2 представлены экспериментальные значе-

ния кинетического 1zK , полученные при вращении мо-
дели в течении первых двух минут. 

 
Рис. 2. Величины кинетического момента 1zK  

Следует отметить, что эксперимент ограничивается 
первыми несколькими минутами вращения модели для 
того, чтобы избежать влияния упругости нити на вра-
щение модели. Действительно, при длительном враще-
нии модели в неизменном направлении происходит зна-
чительное закручивание нити. При этом наблюдается 
увеличение механического момента от закручивания 
нити. Вектор момента от закручивания нити имеет про-
тивоположное направление вектору возмущающего ме-
ханического момента от сочетания массовой и аэроди-
намических асимметрий.   

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Таким образом, в работе были решены следующие 

задачи: разработана уменьшенная модель зонда сегмен-
тально-конической формы на тросовом подвесе, разра-
ботана электрическая схема модели зонда, разработана 
методика проведения экспериментов при движении мо-
дели асимметричного зонда относительно центра масс с 
получением численных данных, содержащих угловые 
скорости, произведен расчет экспериментальных вели-
чин кинетического момента, наведенных моментами от 
массовой и аэродинамической асимметрий. Сравнение 
наведенных резонансом составляющих кинетического 
момента, полученных экспериментально и теоретически 
показало достаточно точное совпадение. В дальнейшем, 
предполагается разработать методику учета наведенных 
возмущающими моментами кинетических моментов 
при проектировании спускаемых космических аппара-
тов, имеющих на борту конструктивные элементы, при-
водящие к одновременному сочетанию массово-
инерционной и аэродинамической асимметрии.  
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Аннотация—В работе предложена и исследована мето-

дика, позволяющая оценить орбитальные параметры 
наноспутника в случае нештатной работы навигационной 
бортовой аппаратуры. Под нештатной работой понимается 
возможность приема сигнала не более чем от двух навига-
ционных космических аппаратов. Нештатная работа 
навигационной аппаратуры может быть связана с дегра-
дацией характеристик антенно-фидерного устройства и 
усилительных каскадов, повреждение навигационной ап-
паратуры на этапе выведения или другими причинами, 
приводящими к изменению диаграммы направленности, 
препятствующему приему всех потенциально доступных 
сигналов от навигационных космических аппаратов. 

Ключевые слова—наноспутник, GPS, ГЛОНАСС, 
навигационный приемник, дифференциальная эволюция 

I.  ВВЕДЕНИЕ  
В работе предложен и исследована методика, позволя-

ющая произвести оценку параметров орбиты наноспутни-
ка (НС), в случае некорректной работы навигационной 
аппаратуры. В качестве входных данных методика исполь-
зует накопленную выборку псевдодальностей до видимых 
навигационных космических аппаратов (НКА), моменты 
времени получения данных, номер НКА и эфемероидную 
информацию. При этом возможность получения навигаци-
онной информации зависит от углового движения нано-
спутника. В результате работы методики получены оценки 
следующих параметров орбиты наноспутника: наклоне-
ние, высота перигея, долгота восходящего узла, эксцен-
триситет и аргумент широты. Использование данной ме-
тодики может быть полезно, учитывая невысокую надеж-
ность наноспутников и их бортовых систем. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

A. Система координат 
Для проведения исследований и описания движения 

НС в работе вводится абсолютная геоцентрическая си-
стема координат (АСК) (рис.1). 

 

Рис. 1.  Системы координат 

Система координат имеет обозначение Сܺа аܻܼа с нача-
лом в центре масс Земли (точка C). Ось ܺа направлена в 
точку весеннего равноденствия. Ось ܼа направлена в се-
верный полюс мира. Ось аܻ дополняет систему до правой.  

B. Математическая модель движения 
Математическая модель орбитального движения НС 

в АСК представлена совокупностью следующих диффе-
ренциальных уравнений [1]: 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

ݔ̇ = ௫ܸ
ݕ̇ = ௬ܸ
ݖ̇ = ௭ܸ

௫ܸ̇ = ௫ܩ ௫ܩ+ + ௫ܨ
௬ܸ̇ = ௬ܩ ௬ܩ+ + ௬ܨ
௭ܸ̇ = ௭ܩ ௭ܩ+ + ௭ܨ

  (1) 

где ⃗ܩ = ௫ܩൣ , ௬ܩ , -௭൧ – ускорение, вызванное ценܩ
тральным полем притяжения, ⃗ܩ = ௫ܩൣ , ௬ܩ ,  – ௭൧ܩ
ускорение, вызванное второй и четвертой зональной 
гармоникой поля притяжения, ⃗ܨ = ௫ܨൣ , ௬ܨ , -௭൧ – ускоܨ
рение, вызванное торможением атмосферой. 

Следует отметить, что вектор начальных условий ор-
битального движения ߙ (2) задается в виде кеплеровых 
элементов, а затем переводятся в АСК по соотношениям 
описанным в [2]. 

ߙ = ,ܪൣ ݁, ݅, ,ߗ ߱൧   (2) 

где ܪ – высота перигея орбиты, ݁ – эксцентриситет, ݅ – 
наклонение, ߗ – долгота восходящего узла, ߱ – аргумент 
перицентра. 

C. Математическая модель измерений 
В качестве измерений используются разности псев-

додальностей до видимых НКА в определенный момент 
времени. 

Уравнение расчета j-ой псевдодальности ܲ
 до k-го 

НКА можно записать в следующем виде [3]: 

ܲ
 = ߩ + ܿ൫݀ݐ − ൯ݐ݀ + ܶ

 + ܫ + ݁
  

где ߩ – геометрическое расстояние между k-ым НКА и 
НС, ݀ݐ – ошибка временной шкалы НКА и НС, ܶ

 – тро-
посферная задержка, ܫ – ионосферная задержка сигнала. 

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного 
фонда (проект №17-79-20215). 
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В навигационном приемнике происходит измерение 
относительного времени приема одинаковых частей 
дальномерного навигационного кода. 

Таким образом, если обозначить текущую фазу даль-
номерного кода как ߶, 

Ψ, = ܲ
 − ܲ

 = ܿ൫߶ − ߶൯ ݂       (3) 

где ݂ – частота генерирования дальномерного кода, 
߶ – фаза локального генератора дальномерного кода k-
го НКА. 

Период повторения дальномерного кода для GPS L1 
составляет 1 мс, что создает неоднозначность. Подобную 
неоднозначность снимается путем декодирования номе-
ра навигационного подкадра. Длительность одного под-
кадра составляет шесть секунд, длительность полного 
кадра – 30 с. 

После вычисления относительной кодовой задержки 
со снятой неоднозначности происходит вычисление 
псевдодальности путем добавления константы, равного 
среднего времени распространения сигнала с орбиты 
НКА до навигационного приемника НС. 

Поскольку в данной работе используется разность 
псевдодальностей, восстановление полной псевдодаль-
ности не требуется. Дополнительно при таком подходе 
происходит компенсация ошибок, связанных с навига-
ционным приемником НС, являющейся аддитивной для 
всех принимаемых сигналов. 

Структура данных, поступающих на вход методики 
оценки элементов орбиты НС представлена на рис. 2. 

 
Рис. 2. Структура входных данных методики 

D. Математическая формулировка задачи 
Задача состоит в поиске вектора ߙ, удовлетворяю-

щего минимуму следующего функционала: 

(ොߙ)ܬ =ቀΨ, −Ψ,(ߙො)ቁ
ଶ

ெ

ୀଵ

, 

где ߙො – оценка вектора начальных условий движения 
НС, Ψ, измерения, Ψ,(ߙො) – модельные значения из-
мерений. 

Следует отметить, что поиск производных 
 0

0i

J 
  за-

труднен, вследствие существенной нелинейности рас-
сматриваемой задачи. Поэтому в качестве основы мето-
дики выбран алгоритм дифференциальной эволюции 
(ДЭ). На сегодняшний день ДЭ является одним из 
наиболее эффективных алгоритмов оптимизации [4]. Он 
был успешно применен в широком круге задач космиче-
ской навигации [5], управления [6], идентификации [7]. 

E. Допущения 
В работе были приняты следующие допущения: 

 Ориентация НС может быть определена в любой 
момент времени; 

 НС стабилизирован в абсолютной системе коор-
динат. 

 Диаграмма направленности навигационной ан-
тенны представляет собой полусферу; 

 Вращение НС не оказывает влияния на характе-
ристики принимаемого навигационного сигнала; 

 Неоднозначность расчета псевдодальности раз-
решается в рамках кадра навигационных данных. 

III. ПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ЭФФЕКТИВНОСТИ 
МЕТОДИКИ 

Для оценки эффективности методики была проведена 
серия численных экспериментов. Эксперимент проходил 
следующим образом – задавалось количество измерений 
N, среднеквадратичная ошибка измерений σ, истинный 
вектор начальных условий движения  
	ߙ = ,ܪൣ ݁, ݅, ,ߗ ߱൧, затем согласно (3) генерирова-
лись измерения. На основе сгенерированных измерений 
с помощью алгоритма ДЭ вычислялась оценка ߙො. 

Эффективность предложенной методики характеризу-
ется ошибкой ∆ߙ = 	ߙ| − -ො|. Для получения точноߙ
сти полученных оценок порядка 5% для каждого вектора 
начальных условий было проведено 400 моделирований. 
На рис. 3–7 приведены зависимости среднеквадратичных 
ошибок оцененных элементов орбиты НС ߪ∆ఈ . 

 
Рис. 3. Среднеквадратичные ошибки определения высоты перигея  

 
Рис. 4. Среднеквадратичные ошибки определения наклонения  
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Рис. 5. Среднеквадратичные ошибки определения долготы восходящего 

узла 

 

Рис. 6. Среднеквадратичные ошибки определения аргумента широты  

 
Рис. 7. Среднеквадратичные ошибки определения эксцентриситета 

Полученные по результатам численных эксперимен-
тов точности превосходят точности получения оценок 
элементов орбиты НС с использованием TLE-данных [8].  

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Несмотря на использование в методике алгоритма 

DE, который имеет высокую вычислительную слож-
ность, она может быть реализована на навигационных 
приемниках, создаваемых с использованием SDR-
технологии на базе системы на кристалле Zynq. Подоб-
ные навигационные приемники, в силу их малых габари-
тов [9], могут быть реализованы на наноспутниках фор-
мата CubeSat 3U. 

Оперативность получения информации об орбиталь-
ном движении НС с использованием рассмотренной ме-
тодики оказывается существенно выше, чем при исполь-
зовании TLE-данных. 

Применение разработанной методики на борту нано-
спутника в дополнении к стандартному навигационному 
обеспечению позволит повысить надежность и автоном-
ность решения задачи навигации наноспутников на око-
лоземных орбитах.  
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Аннотация—Рассматриваются методы навигации, 
наведения и управления космическим роботом при сбли-
жении с геостационарным информационным спутником в 
условиях неопределенности и неполноты измерения. 
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I. ВВЕДЕНИЕ 
Информационные спутники (связи, метеорологичес-

кого наблюдения Земли) на геостационарной орбите 
(ГСО) имеют потребную длительность службы до 25 лет 
при наличии технического обслуживания с помощью 
космических роботов-манипуляторов (КРМ), в частности 
дозаправки топливом их реактивных двигательных 
установок (РДУ). Ограничения на затраты топлива при 
выведении космического аппарата (КА) на ГСО 
приводят к проблеме его «до-выведения» от геопере-
ходной орбиты (ГПО) до геостационарной по комбини-
рованной схеме [1,2]. В этой схеме применяется после-
довательная работа сначала жидкостной РДУ (ЖРДУ) 
большой тяги (БТ) для быстрого прохождения КА через 
зону внутреннего радиационного пояса Земли и затем 
электрореактивной двигательной установки (ЭРДУ) для 
последующего его «до-выведения» на ГСО. В статье [3] 
представлены топливный и временной бюджеты вывода 
КРМ массой 6300i m  кг на ГСО при его запуске с 
космодрома Байконур ракетой-носителем Протон-М с 
разгонным блоком Бриз на эллиптическую ГПО 
( 35786200 ) км с наклонением 51.6 град. В этой статье 
выполнен анализ вывода КРМ двумя орбитальными 
маневрами: 1) переход КРМ на промежуточную орбиту 
(ПО) с помощью ЖРДУ БТ при устранении наклонения 
ГПО и подъеме ее перигея в течение 8 суток до 10000 км 
с затратами топлива 3012  кг; 2) переход КРМ с ПО на 
ГСО с помощью ЭРДУ в течение 122 суток с дальностью 
500 м до геостационарного спутника (цели) и затратами 
топлива 270  кг. В статье рассматриваются две задачи:  

(i) выбор структуры ЖРДУ малой тяги (МТ) и элек-
тромеханических приводов системы управления движе-
нием (СУД) КРМ для его сближения с целью до дально-
сти 100 м;  

(ii) синтез законов наведения и управления КРМ, не-
линейный анализ динамики СУД при таком сближении.  

 
Рис. 1. Схема РДУ на основе восьми реактивных двигателей малой 
тяги 

 
Рис. 2. Схема 2-SPE СГК на основе четырех гиродинов 

II. ПРИВОДЫ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ ДВИЖЕНИЕМ 
На рис. 1 представлена симметричная схема ЖРДУ 

МТ, которая имеет 8 реактивных двигателей (РД) с ши-
ротно-импульсной модуляцией (ШИМ) тяги. Эта схема 
применяется в СУД робота и позволяет одновременно 
создавать векторы импульсов внешних сил и моментов 
произвольных направлений в связанной с корпусом 
КРМ системы координат (ССК) xyzrO .  

Два гиродина (ГД) с параллельными осями подвеса 
составляют «ножничную коллинеарную пару» – Scisso-
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red Pair Ensemble (SPE). В СУД робота используется 
силовой гироскопический кластер (СГК) по схеме 2-SPE 
на основе двух коллинеарных пар ГД, рис. 2. 

III. МОДЕЛИ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Для описания пространственного движения КА при-

меняются геоцентрическая I ( iii ZYXO ) и солнечно-
эклиптическая sI  инерциальные системы координат 

(ИСК), обозначения ),(col}{  ),(line][  ][,)( t   и 
~,  для векторов, матриц и кватернионов, а так-

же  sinS  cosC .313,2,1 i Используются 

орбитальные системы координат (ОСК) ooo
rO zyx  КРМ 

с началом в полюсе rO  и цели o
t

o
t

o
ttO zyx  с началом в ее 

полюсе .Ot  Предполагается, что для инспекции техни-
ческого состояния цели на борту КРМ имеется телескоп 
с осью визирования параллельной оси yrO  ССК робота. 
 

 

Рис. 3. Схема сближения робота с геостационарным спутником 

Если считать КРМ твердым телом с массой m  и тен-
зором инерции J , то при стандартных обозначениях 
модель его пространственного движения в ИСК, но в 
проекции на оси ССК, имеет вид  

                 
.;2/

;)(;
deg

de**

TMMGJ

FPvvvrr










m

        

Здесь кватернион   представляет ориентацию КРМ в 
ИСК, вектор HJG   , где H  – вектор кинетического 
момента (КМ) СГК; векторы eP , eM  и *g HM   
представляют тягу РДУ, моменты РДУ и СГК; dF  и dT  
– векторы внешних возмущающих сил и моментов, и 
используется символ *)(  локальной производной. 

Ориентация ССК робота относительно его ОСК 
определяется кватернионом  o

0
~),(  eΕ e  с векто-

ром }{ iee и вектором параметров Эйлера },{ 0 eeE , 
которым соответствуют матрица t

e3
e ][2 QeIC  , где 

матрица ][03e  eeIQ , вектор модифицированных 
параметров Родрига /4)(tg)1(/}{ e

0
ee  ee ei  с 

ортом ee  оси Эйлера и углом   собственного поворо-
та, а также вектор угловой погрешности 

 e
ii .  

На рис. 1 положения ортов ,pe 81p  по осям со-

пел РД определяются углами ,e e . Вектор p  точки 

pO  приложения вектора тяги p -го РД определяется 
параметрами ,xb ,yb zb . Каждый РД имеет ШИМ тяги 

)(tpp  с непрерывно-дискретным описанием 

  ),[)v,,PWM(P)( 1
em

 ssrpmszup tttt,Tttp   

при периоде e
uT  и запаздывании e

zuT . Здесь mP  является 
номинальным значением тяги, одинаковым для всех РД, 

e
1 uss Ttt  , ,e

us sTt  ,...)2,1,0[N0 s  и функции  
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Вектор тяги каждого РД вычисляются как ppp p ep  , а 

векторы тяги eP  и момента eM  РДУ – как )(e tppP   

и ).(][e tpp pM    Столбец )()( g pph  hH h  
представляет вектор КМ СГК, где 1|| ph , 41p . 
При цифровом управлении скоростями ГД 

)},(u{)( gg tt pkk u  gg u)(u pkpk t  ),[ 1 kk ttt  в моменты 

времени uk kTt   с периодом ,uT  ,N0k  вектор 

}M{ gg
iM  управляющего момента СГК представляется 

соотношениями )())(()( g
g

g ttht khk uAM  ; )()( g tt ku , 
где столбец }p  и матрица   )()( hhA .  

Предполагается, что система управления движением 
КРМ имеет бесплатформенную инерциальную навига-
ционную систему (БИНС) с инерциальным измеритель-
ным модулем (ИИМ) с гироскопическими датчиками и 
акселерометрами, которая корректируется сигналами 
астрономической системы (АС) на основе звездных дат-
чиков и навигационных спутников ГЛОНАСС/GPS со-
ответственно, а при дальности менее 200 м параметры 
движения КРМ относительно цели определяются также  
камерами наблюдения и дальномерами [4]. 

Задача состоит в синтезе законов наведения КРМ при 
изменении дальности от 500 м до 100 м и алгоритмов 
цифрового управления пространственным движением 
КРМ, а также в нелинейном анализе динамики СУД при 
таком сближении на основе компьютерной имитации.  

IV. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОРИЕНТАЦИИ И НАВИГАЦИЯ 
Используется обработка сигналов [5] в БИНС, кор-

ректируемой АС и навигационными спутниками с пери-
одом oT , при выполнении следующих этапов: (i) ап-
проксимация и интерполяция значений вектора прира-
щений квази-координат в смежных скользящих окнах; 
(ii) оценивание дрейфов и матрицы взаимного углового 
положения базисов ИИМ и АС; (iii) оценивание вектора 
угловой скорости по явным соотношениям; (iv) оценива-
ние и коррекция масштабного коэффициента ИИМ, ком-
пенсация дрейфов ИММ, дискретная фильтрация и фор-
мирование согласованных выходных сигналов БИНС по 
кватерниону и вектору угловой скорости, расположению 
и скорости перемещения КРМ в моменты времени 

,lt 0Nl  с периодом oTTp  . 
Работа поддержана РФФИ, грант 20-08-00779.
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V. ПРОСТРАНСТВЕННОЕ НАВЕДЕНИЕ РОБОТА 
В начальный момент времени it  в ИСК известны 

векторы расположения и скорости поступательного дви-
жения КРМ )( itrr , )( itrv  и цели )( ittr , ).( ittv  При вве-
дении опорной круговой орбиты радиуса const)( i trr  в 
плоскости земного экватора удобно использовать ци-
линдрическую систему координат (ЦСК) [6]. Здесь 
координатами являются значения радиали r  и угла u  ее 
отклонения от произвольного направления в плоскости 
опорной орбиты, а также боковое смещение z  в направ-
лении, ортогональном этой плоскости. Поступательное 
движение КРМ в ИСК определяется  соотношениями 

}.,,{};,,{ zuCrSruSrCrzSrCr uuuuruur   vr 

Пусть tr ww ,  и zw  представляют радиальную, транс-
версальную и боковую компоненты вектора управляю-
щего ускорения при движении КРМ, а   – гравитацион-
ный параметр Земли. Движение КРМ при его сближении 
с целью (рис. 3) в центральном гравитационном поле на 
интервале времени ],[ fi ttt  описывается уравнениями 

ztr wrzzwururwrurr  322 /;2;/  

при краевых условиях по орбитальным переменным 
ЦСК в виде 

 r
r

r ttv iii ),()( ev ,  r
t

r ttv fff ),()( ev ; 
 t

r
t ttv iii ),()( ev ,  t

t
t ttv fff ),()( ev ; 

 z
r

z ttv iii ),()( ev ,  t
t

z ttv fff ),()( ev ; 
),arccos()(,)( fiifii  rrtutu ee , 

где орты e  с различными индексами вычисляются по 
соотношениям )(/)( iii trt rr

r re  ; )(/)( fff trt tt
r re  ;  

)(/)( ii
v
i tvt rrve  ; )(/)( ff

v
f tvt ttve  ; v

iii eee  rz , 
v
fff eee  rz ;      rzt

iii eee  ,       rzt
fff eee  .  

Здесь на основе известных аналитических соотношений 
[6] выполняется прогноз расположения )(tp

tr  и скорости 
)(tp

tv  цели на интервале ],[ fi ttt  заданной длительно-
сти ifm ttT  и расчет векторов )( fttr , )( fttv  [3].  

Синтез закона наведения КРМ в поступательном 
движении (рис. 3) выполняется на основе параметриза-
ции его сближения в виде сплайнов времени ],[ fi ttt  с 
тремя участками постоянного ускорения для радиали 

)(tr , угла )(tu  и бокового отклонения )(tz , где уско-
рение отсутствует на среднем участке. В итоге закон 
позиционного наведения КРМ определяется значениями 
векторов )(tp

rr , )(tp
rv  и ускорения КРМ )(tp

rw  в ИСК. 
Здесь аналитически вычисляются моменты времени 
переключения ускорения по координатам ЦСК [6], 
разности между расположениями полюсов цели и КРМ 

)()()( ttt rt rrr  , их скоростями )()()( ttt rt vv v  , 
и разности ),()()( ttt p

r
p

t
p rrr  ).()()( ttt p

r
p
t

p vv v   

Закон углового наведения КРМ в ИСК определяется 
программными значениями кватерниона ,p векторов 
угловой скорости }{ p

i
p   и углового ускорения 

}{ p
i

p   робота. При подготовке КРМ к визуальной 
инспекции состояния цели для такого наведения приме-
няются кинематические параметры ),(ο t ),(o t )(o t  
программного углового движения ОСК робота относи-
тельно ИСК, которые получаются на основе автономно-
го формирования [7] при определении орбиты на борту 
КРМ по сигналам  спутников ГЛОНАСС/GPS [8].  

VI. ДИСКРЕТНЫЕ АЛГОРИТМЫ  УПРАВЛЕНИЯ 
В дискретном алгоритме управления ЖРДУ МТ в по-

ступательном движении КРМ используется вектор 

s
p

ss rrr    рассогласования между программной 
разностью )( s

pp
s trr   и измеренной разностью 

)( ss trr   расположений полюсов цели tO  и робота 

rO , причем значения вектора sr  формируются в ССК 
робота с периодом e

uT  в моменты времени st , .N0s  В 
этом алгоритме для очередного значения 0Ns  сначала 
вычисляется командный вектор e

sI  импульса тяги ЖРДУ 
МТ на интервале ),[ 1 ss ttt  по формулам  

),)((; eeeeee
1

p
sspsuusscsbs kkmTkk wrgIrgg   

а затем для его реализации при ШИМ тяги всех восьми 
РД формируются [9] длительности  sp  их включения. 

Орты pr  векторов p  вычисляются как  pp r , 

где 2/1222 )( zyx bbb   является единым модулем век-
торов положений точек pO . Введем нормированные 

векторы сил me P/)()(~ tt Pp   и моментов 

 me P/()()(~ tt Mm  ЖРДУ МТ, матрицу 

]}[],{[e
ppp ereD   и столбцы 8}{  Rsps , 

810 e  pTusp ; }~,~{ ppp mpt  ,  

где pp~  и pm~  являются заданными импульсами указан-
ных нормированных векторов сил и моментов. Задача 
сводится к решению уравнения p

ss tD e  относительно 
компонентов столбца }{ sps   длительностей включе-

ния всех восьми РД ),[ 1 ss ttt при ШИМ управления 
тягой двигательной установки. Это уравнение имеет ре-
шение в простой алгоритмической форме  

./~~)~(max

),(min:~;)(}{
ee

#e

qTthenTqif rpurprpurp

rprprp
p

rpr



  gtD


При этом векторы тяги и момента определяются по фор-
мулам )(~P)( me tt pP   и )(~P)( me tt mM  . 
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Рис. 4. Множества естественных сингулярных состояний схемы 2-SPE 

В дискретном алгоритме цифрового управления ори-
ентацией КРМ с периодом uT  сначала определяются 
значения векторов углового рассогласования kk    
и угловой скорости k  для вычисления потребного 
управляющего момента СГК g

kM  в виде 
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где вектор kkk HJG   . Далее вектор g
kM  распреде-

ляется между ГД по явным аналитическим соотношени-
ям [10, 11] с формированием вектора цифрового управ-
ления )()(g ttk u  при его фиксации ),[ 1 kk ttt . Все 
множества естественных сингулярных состояний схемы 
2-SPE, когда матрица Грамма )()()( t  hh AAG   
теряет полный ранг, когда 0))(det(  GG , 
представлены на рис. 4. При обозначениях  
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343434 )4/(~ zxx   

вводится функция 0)1~~(~~)( 34123412  xxxxf   
распределения вектора нормированного кинетического 
момента СГК }{ zy,x,h  между парами ГД с парамет-
ром   10  .  

При условии 0)(  f  внутри области S  вариации 
вектора h  остаются сингулярными только два одномер-
ных множества, именно  
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где учтены направления запрещенного перераспределе-
ния нормированного вектора КМ СГК между парами ГД 
при условии zyyz SSSh ))((  t .  

Закон настройки СГК используемой схемы 2-SPE 
принимается в виде 
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Здесь D  является символом правой производной по 
времени,   ,  и l  – положительные параметры и при 
индексах zys ,  используются нелинейные функции  
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При выборе параметра 5/62  в центре 0h  об-
ласти S достигается максимальное значение определи-
теля 27/64G  и внутри сферы радиусом 75.1g r  га-
рантируется отсутствие сингулярных состояний СГК. 

VII. РЕЗУЛЬТАТЫ  КОМЛЬЮТЕРНОЙ ИМИТАЦИИ 
В процессе компьютерной имитации было принято, 

что при начальной дальности 500 м сближение КРМ 
массой 3018m  кг с геостационарным спутником вы-
полняется на интервале времени ]2185,1637[t  c, а по-
следующая стабилизация положения КРМ на расстоянии 
100 м для наблюдения цели в течение 300 секунд – на 
интервале времени ]2485,2185[t  c при суммарной 
длительности имитации 848  с.  

При этом считалось, что каждый из восьми россий-
ских РД ДСТ-25 КБХМ им. А.М. Исаева с номинальной 
тягой 25Pm   Н имеет период ШИМ тяги 4e uT  с, а 
каждый ГД с собственным КМ 100g h  Нмс имеет 
период цифрового управления  25.0uT  с.  

На рис. 4 приведены компоненты вектора скорости 
поступательного движения цели в ССК робота, где точ-
кой на оси абсцисс отмечен момент времени 2185t  c. 

 

Рис. 4. Изменение скорости цели в системе координат робота 

Рис. 5 и 6 представляют соответственно рассогласо-
вания в расположении и ошибки угловой стабилизации 
КРМ при сближении с целью.  

 
Рис. 5. Рассогласования в расположении КРМ при сближении с целью 
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Нетрудно убедиться, что здесь несмотря на внешние 
и параметрические возмущения, а также дискретные 
шумы в измерениях, достигается точность стабилизации 
пространственного движения робота 1.0  м по распо-
ложению и 3  угл. сек по ориентации. 

 
Рис. 6. Ошибки угловой стабилизации КРМ при сближении с целью 

VIII.  ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Кратко представлены методы и алгоритмы навига-

ции, наведения и управления движением робота при его 
сближении с геостационарным спутником, а также чис-
ленные результаты по эффективности алгоритмов. 
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Аннотация—Представляется новый метод автономно-
го углового наведения и управления ориентацией спутни-
ка в режиме слежения за эталонной моделью изменения 
вектора модифицированных параметров Родрига. 

Ключевые слова—космический аппарат, автономное 
наведение, цифровое управление ориентацией  

I. ВВЕДЕНИЕ 
Проблемы исследования и проектирования систем 

управления ориентацией (СУО) космических аппаратов 
(КА) остаются актуальными для режимов их произволь-
ного пространственного движения. В статье основное 
внимание уделяется нелинейностям в кинематических 
соотношениях при выполнении таких режимов с ограни-
чениями на модули векторов угловой скорости и управ-
ляющего момента. Здесь управление ориентацией КА 
реализуется магнитным приводом (МП) и двигателями-
маховиками (ДМ) по сигналам бесплатформенной инер-
циальной навигационной системы (БИНС), корректиру-
емой сигналами спутников GPS/ ГЛОНАСС и звездных 
датчиков, а также по сигналам магнитометра (ММ) и 
датчиков угловой скорости (ДУС).  

После отделения от ракеты-носителя КА начинает 
«кувыркаться» – вращаться с вектором угловой скорости 
  изменяемого направления в базисе B , связанного с 
его корпусом. Здесь выделяются режимы начальной 
ориентации КА: (i) остановка его вращения в инерциаль-
ном базисе I  помощью МП; (ii) включение кластера ДМ 
в контур управления с разгрузкой этого кластера от 
накопленного кинетического момента (КМ) с помощью 
МП; (iii) угловое наведение и управление КА с приведе-
нием ориентации спутника к заданной в орбитальном 
базисе O . Такие же режимы начальной ориентации 
применяются и для космических роботов [1].  

В наших публикациях [2, 3] при решении задачи (iii) 
применялся закон наведения в виде набора векторных 
сплайнов в зависимости от времени. В отличие от такого 
подхода, здесь первые решается задача автономного 
наведения КА при слежении за эталонной моделью и 
цифрового управления кластером ДМ с приведением 
ориентации спутника к заданной в орбитальном базисе. 

II. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 
Схема General Electric (GE), рис. 1, обладает воз-

можностью управлять ориентацией КА при отказе лю-
бого одного маховика. Здесь в базисе B  (системе коор-

динат xyzO ) оси вращения четырёх ДМ располагаются 
на поверхности конуса с углом полу-раствора  . Далее 
используются стандартные обозначения )(col}{  , 

)(line][  , , , t)( , ][ a  и ~,  для векторов, матриц 
и кватернионов,  cosC   sinS mmi  1,...1  и 
вектор модифицированных  параметров Родрига (МПР) 

 

Рис. 1. Схема GE (a) и оболочка области вариации вектора ее КМ (b) 

)4/(tg  e  с ортом Эйлера e  и углом поворота ,  
приоритеты (T.F. Wiener, 1962; S.R. Marandi, V.J. Modi, 
1987) см. в [4]. Вектор }{ i  связан с кватернионом 

),,( 0    },{ i  прямыми )1( 0   и обрат-
ными ),1/(2 2  )1/()1( 22

0   аналитиче-
скими соотношениями. Модель углового движения КА 
учитывает упругость его конструкции и имеет вид 
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Здесь qDGG q o  является вектором КМ электроме-

ханической системы, где Η KGo  и JK  ; столб-
цы }{ iHΗ , 31i  и }{ phh , prp J h , 41p  
представляют КМ кластера и отдельных ДМ, которые 
связаны соотношением hΗ  A , где матрица A  со-
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ставлена из ортов осей ДМ в базисе B ; вектор механи-
ческого момента МП B LM }{ mm

im , где вектор 
электромагнитного момента }{ ilL  с ограниченными 
компонентами ml|| il  и вектор индукции магнитного 
поля Земли BbB  с ортом b  определены в базисе B ; 

столбцы }{ pmm  и }{ ff
pmm  представляют управля-

ющие моменты и моменты сил сухого трения по осям 
вращения ДМ, а вектор dM  – внешние возмущающие 
моменты. Вектор rM  управляющего момента кластера 
ДМ формируется в виде *ΗrM , где *)(  – символ 
локальной производной по времени. Если корпус КА 
считать твердым телом, то oGG   и модель динамики 
его углового движения принимает вид 

 .][ dmr MMMGJ   

Пусть измерение кватерниона ориентации КА 
)( ll t   выполняется с периодом pT , pll Ttt 1 ,  

),0,1,2,3...[N0 l  а измерение скоростей вращения ДМ 
)( spps t  – в моменты времени st  с периодом qT , 
,qs1s Ttt   0Ns . Будем считать, что kt  с перио-

дом uT , ukk Ttt 1 , 0Nk  ДУС измеряют вектор уг-
ловой скорости )( kk t   и формируется управление 

ДМ, а rt  с периодом ,m
uu TT   ,m

1 urr Ttt   0Nr  
ММ измеряет вектор индукции )( rr tBB   магнитного 
поля Земли и формируется цифровое управление МП, 
когда вектор }{ ilL  фиксируются ),[ 1 rr ttt . 

III. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Будем считать, что для модели КА в виде твердого 

тела (2) электромеханическая СУО при отсутствии 
внешних воздействий ),( dm 0M0M   является сба-
лансированной по вектору общего КМ, что соответству-
ет тождеству .o 0KGG   H  Тогда пространствен-
ное угловое движение КА описывается уравнениями  

 2    uMJ    r1 

Кинематическому уравнению в (3) соответствует со-
отношение 2/,2/4/)1( 2    для 
вектора МПР  , поэтому при векторе управляющего 
углового ускорения u  модель (3) представляется в 
нормированной непрерывной векторной  форме 
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с начальными условиями ,)( οo  t οo )(  t  при 
0o t  и ортом )( oo tee  , где вектор )4/(tg ooο  e  

является произвольным с условием  2|| o . Как из-
вестно, значения   и   совпадают. Следовательно, 
при   возникает двузначность кватерниона и требу-
ется конкретизировать его значение вместе с направле-

нием орта Эйлера. Для вектора МПР   такая проблема 
не проявляется )2,2(  . 

Мы предлагаем эталонную модель автономного 
наведения в виде (4) с векторами МПР  , угловой ско-
рости   и углового ускорения u , где векторы u  и   
ограничены по модулю  

;0u,u)(|)(| mm  tutu  ,)(|)(| m tt ,0m   

 причем естественно .|| m
oο    

 
 

Первая задача состоит в синтезе векторного нелиней-
ного закона цифрового управления 

 01 N),,[),()(   ktttt kkkkkk uuu  

для эталонной модели наведения (4) с ограниченными 
модулями векторов управления и угловой скорости. Этот 
закон должен обеспечить асимптотическую устойчи-
вость тривиального решения замкнутой нелинейной 
непрерывно-дискретной системы (4), (5) с  условием  

 0


||)(||lim t
t

  0


||)(||lim t
t

 

Вторая задача заключается в синтезе закона цифрово-
го управления кластером ДМ, который обеспечивает 
переход КА из произвольной ориентации в малую 
окрестность углового движения КА, соответствующего 
закону наведения. При этом система векторных соотно-
шений (4), (5) применяется как эталонная модель авто-
номного наведения КА по доступным измерениям.  

 
Рис. 2. Переходные процессы в эталонной модели углового наведения 

Наконец, третья задача состоит в синтезе экономич-
ного цифрового управления КА с помощью МП и кла-
стера ДМ в режимах начальной ориентации, когда ис-
пользуется автономное угловое наведение КА по до-
ступным измерениям в замкнутом контуре управления. 

IV. ЭТАЛОННАЯ МОДЕЛЬ НАВЕДЕНИЯ 
При диадном произведении ][ ba   трехмерных век-

торов }{ iaa  и }{ jbb , которое представляется как 

||||||||][ t
jiij bac  Cabba , кинематическое уравне-

ние в (4) и обратное ему принимают вид 


,)(

;)(])[]([)1((
2
1

3
2

4
1









D

BI






где матрица ).())σ(1/8()()( t221  BBD     

Вторая производная   получается дифференцирова-
нием (7) по времени, что приводит к соотношению  
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 ,)(),( uBbv   

где векторная функция ),( b  представляется в виде 
2]))([]))(([(),( / BBb  . 

Согласно методу линеаризующей обратной связи [5] 
сначала выполняется синтез закона вспомогательного 
управления ),(  v  для линейной непрерывной системы 

v . При модальном синтезе на желаемом спектре 
 jS (*  замкнутой непрерывной модели (4) полу-

чается закон ),)((( )  Bv    kkkk  кото-
рый обеспечивает асимптотическую устойчивость (6) 
тривиального решения 0)(t , .)( 0t  Этот закон 
представляется в дискретном виде 

 ))((}v{ kk
d

k
d

kk kk  Bv   

где при заданном времени регулирования rT и 0  

коэффициенты dk  и dk  вычисляются по явным соот-

ношениям )/(3* rT ; ;)1(, 2/1
**

  
),cos()exp(21 uu TTa  )2exp(2 uTa  ;  

).2/()3(,/)1( 21
2

21 u
d

u
d TaakTaak    

Учитывая (9), дискретный вид предварительного непре-
рывного закона управления )),()((),(~  bvDu   
представляется соотношением 

 ).)),()(((),(~
k

d
kkk

d
kkkk kk    bDu 

При окончательном формировании цифрового управ-
ления }{),( ikkkk uu  в момент времени kt  учитыва-
ются ограничения на модули векторов управления и уг-
ловой скорости по следующему простому алгоритму:  

1) по значению цифрового управления ku~  (10) в мо-
мент времени kt  вычисляется прогнозное значение век-

тора  угловой скорости ukk
q
k Tuωω ~ , достигаемое в 

конце интервала времени длительностью uT , и если 
m|| q

kω , то  принимается  ;/))/(~ m
uk

q
k

q
kk Tωωu   

2) далее, если ,u~|~| m kk uu  то kkk u~/~um uu  , 
иначе kk uu ~ . 

На рис. 2 приведены результаты тестирования дис-
кретных алгоритмов в эталонной модели наведения при 

039.176o   град; 0.0670} 0.068,  0.072,{ο   град/c; 
25.0uT с; ;95.0  1m  град/c,  15.0um   град/ .с2  

V. АВТОНОМНОЕ НАВЕДЕНИЕ И ЦИФРОВОЕ УПРАВЛЕНИЕ 
Законы автономного наведения информационных КА 

основываются на соотношениях связи их координат с 
измеряемыми координатами объектов информационного 
обслуживания. При автономном наведении космических 
роботов применяются измеряемые координаты подвиж-
ной цели. Здесь рассматривается задача синтеза закона 
автономного наведении КА при его переходе из произ-
вольной ориентации орбитальную. 

Ориентация орбитального базиса O  в инерциальном 
базисе I  определяется кватернионом o . Угловое по-

ложение базиса B  относительно базиса O  представля-
ется углами крена 1 , рыскания 2  и тангажа 3 , ква-
тернионом  o

0
~),(  eΕ e  которому соответствуют 

вектор параметров Эйлера },,{ 0 eeE  }{ iee , матрицей 
t
e3

e ][2 QeIC  , где ][03e  eIQ e , вектором МПР 

/4)(tg}{ eee  ei  и столбцом погрешности ориен-

тации  e4 ii Вектор ошибки по угловой 

скорости вычисляется как oeωCωω  , где oω  явля-
ется вектором абсолютной угловой скорости базиса O . 

По измеренным БИНС векторам расположения и 
скорости поступательного движения КА на его борту по 
аналитическим соотношениям вычисляются [6] значения 
кватерниона ο , векторов угловой скорости ο  и угло-
вого ускорения ο  базиса O . С другой стороны, в 
БИНС формируются дискретные измерения кватерниона 

k  и вектора угловой скорости k  космическог8о ап-
парата. Применяемая стратегия автономного углового 
наведения КА содержит два этапа:  

1) угловое наведение КА при его переходе из произ-
вольной ориентации в малую окрестность требуемого 
орбитального углового движения по указанным измере-
ниям, в отличие локального прогнозирования положения 
базиса O  [7];  

2) автономное угловое наведение КА в малой окрест-
ности движения орбитального базиса только по кватер-
ниону ошибки Ε .  

Здесь на первом этапе в эталонной модели наведения 
вектор ускорения kkkkk muu ~),( eeee    формируется 
аналогично (10) по измеренным ο,k , ο,k  и далее 

вычисленным значениям ee , kk   с учетом ограничений 
на модули векторов k  и ku .  

На втором этапе вектор стабилизирующего ускоре-
ния km~  формируется по соотношениям  

),(~; gggg
1 kpkukkckbk kkkk   gmgg   

где используется только измеренный вектор углового 
рассогласования kk   . В обоих вариантах дискрет-
ные значения вектора командного управляющего момен-
та кластера ДМ r

kM  вычисляется по формуле 

 ),~][( oeoer
kkκkκkkkk mCCJGM   

где вектор kkk H JG . Далее вектор r
kM  распреде-

ляется между ДМ по явным аналитическим соотношени-
ям с формированием вектора цифрового управления 

},{ pkmm  41p  кластера ДМ. Здесь проблема со-
стоит в распределении векторов кинетического Η  и 
управляющего *ΗrM  моментов кластера ДМ в соот-
ветствии с уравнениями Ηh A 43, RR  hΗ  и 

*Η
rMmA 43r , RmRM   [8]. Введем норми-

рованный вектор hA/  mh},,{ Ηzyxh  КМ класте-
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ра, где 21 xxx  , )( 211 hhCx   , )( 432 hhCx   ; 

}{ phh , mh/pph h , 1|| ph .   

Распределение вектора КМ  выполняется  по  закону 

0~~~~
2121  xxxxf  при const,  0  

где ;/~
11 yqxx  ;/~

22 zqxx  ,)4( 2/12 2sCsq    ,y,zs   
с применением трёх этапов: 
(i) ;zy qqq     )2/)([(41(1)(/( xqqq zy  

);)/)])2/(( 2/122 qxqq zy  ;2/)(1  xx ;2/)(2  xx  
(ii) распределение КМ между ДМ в каждой паре по оче-
видным формулам;  
(iii) при параметрах 0,    вычисление столбца m  
управляющих моментов ДМ 

 },),sat(h),{(}),({ mcur1f


  fkk MMaAm 12

где компоненты строки ][ ff
paa  имеют явный вид  

];/)(1)][(2)[/2( 43212
3f

2,1 zy qhhChhhSCqCa  






]/)(1)][(2)[/2( 21434
3f

4,3 yz qhhChhhSCqCa  




   

и учитывается командный вектор cu
kM  для компенсации 

влияния моментов МП при разгрузке кластера ДМ от 
накопленного кинетического момента.  

Здесь вычисляются модуль mI  и орт me  вектора по-
требного импульса механического момента МП в базисе 
B , назначается [8] вариация mI  на периоде m

uT  циф-
рового управления МП и рассчитывается команда 

m
uikk Tm /I}{ mmcucu eM   компенсации импульса меха-

нического момента МП, которая с периодом цифрового 
управления uT  поступает на кластер ДМ. При этом 

rtt  , 0Nr  вычисляется орт rrr B/Bb  и далее ес-

ли )3/cos(|,(| )m rr eb , то на очередном периоде дис-
кретности МП не включается, иначе вычисляются вектор 

rrrir l B/)(I}{ mm eL  b  потребного электромагнит-
ного момента МП на очередном шаге цифрового управ-
ления МП с периодом m

uT .  

Такой же алгоритм цифрового управления МП при-
меняется в режиме начального успокоения вращения 
спутника либо космического робота.    

Для представления алгоритма оценки момента сухого 
трения по осям вращения ДМ для простоты рассмотрим 
только один ДМ, при этом индекс p  не используется. 
Модель ДМ представляется в нормированном виде 

),()()( f tatat   где ,/)()( rJtmta   ускорение 

],[))((sign)( f
o

f
o

f
o

f aatata   соответствует моменту 

сил сухого трения, const./f
o

f
o  rJma  Предполагая 

const)( ff  sata  ),[ 1 ss ttt  для оценки fˆsa  применя-
ется дискретный идентификатор Луенбергера с перио-
дом qT в виде 

;)ˆ(ˆˆ f
1

f
s1 sssss gTaa    

,ˆ;ˆˆ 111
f
2

f
s

f
1s   ssssgaa  

где параметры f
1g  и f

2g  определяются по аналитическим 
соотношениям. В итоге дискретная оценка момента сил 
сухого трения получается в виде fff ˆˆ)(ˆ srss aJmtm  .  

В завершении формирования цифрового управления 
ДМ выполняется переопределение  fˆ: kkk mmm  , где 

fˆ km  является столбцом текущих оценок fˆ km  моментов 
сил сухого трения по осям вращения ДМ. 

VI. РЕЗУЛЬТАТЫ  КОМПЬЮТЕРНОЙ  ИМИТАЦИИ 
Исследовался КА на солнечно-синхронной орбите 

высотой 720 км с массой 1000 кг и тензором инерции 
2мкг)750,910,570diag(J , когда в модели (1) значения 

6.01  j  рад/c и  , МП имеет период цифрового 

управления 4m uT  с и ограничение 2m Am150l  .  

На рис. 3 представлены изменения компонентов i  
(синим цветом по крену, зеленым по рысканью и крас-
ным по тангажу) и модуля (черный цвет) вектора   при 
выполнении режимов начальной ориентации КА на пол-
ном интервале компьютерной имитации.  

 

Рис. 3. Изменение вектора угловой скорости на интервале имитации  

 

Рис. 4. Изменение угла  поворота в эталонной модели наведения 

 

Рис. 5. Вектор угловой скорости в процессе приведения КА в ОСК  
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Рис. 6. Ошибки по угловой скорости в процессе приведения КА в ОСК  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рис. 7. Угловые ошибки в процессе приведения КА в ОСК 

 
Рис. 8. Угловые ошибки при завершении приведения КА в ОСК 

В дискретном законе kkkkk muu ~),( eeee    эталон-
ной модели наведения с периодом 25.0uT  с коэффици-

ентами dk  и dk  были вычислены по значениям пара-
метров ,60 ur TT  95.0 . В момент времени 8265o t  
с угол 161.5e

o   град и для определения момента вре-

мени *t  переключения структуры формирования векто-

ров km~ , назначен угол 1e
*   град. Полученные резуль-

таты представлены на рис. 3 – 8, где учтены все шумы 
измерений и возмущения, при этом указанное переклю-
чение структур происходит в момент времени 8480* t с. 

VII. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Кратко представлен новый метод автономного угло-

вого наведения КА при произвольной начальной ориен-
тации, где применяется эталонная модель для вектора 
модифицированных параметров Родрига.  

Приведены результаты исследования динамики 
управления космическим аппаратом в режимах его 
начальной ориентации по доступным измерениям. 

ЛИТЕРАТУРА 
[1] Somov, Ye., Butyrin, S., Somova, T., Digital and pulse-width control 

of the satellites and space robots orientation in initial modes, IFAC 
PapersOnLine, 2019, vol. 52, no. 12, pp. 544–548.  

[2] Somova, T., Satellite attitude guidance and economical digital control 
during initial modes, Mathematics in Engineering, Science and Aero-
space, 2018, vol. 9, no. 3, pp. 365–372. 

[3] Somov, Ye., Rondishchev, N., Somova, T., Nonlinear dynamics of a 
spacecraft control system in the orientation initial modes, 
Proceedings of 9th IEEE/AIAA International Conference on Recent 
Advances in Space Technologies, 2019, pp. 907–911.  

[4] Markley, F.L, Crassidis, J.L., Fundamentals of Spacecraft Attitude 
De-termination and Control. Springer, 2014. 

[5] Somov, Ye., Feedback linearization and VLF techniques on the 
synthe-sis of spacecraft gyromoment attitude control systems, 
Proceedings of IEEE International Conference on Systems, Man and 
Cybernetics «Information Intelligence and Systems», 1996, vol. 4,  
pp. 2522–2527. 

[6] Тучин Д.А. Автономное определение орбиты на борту космичес-
кого аппарата. Препринты ИПМ им. М.В. Келдыша. 2019. № 7. 

[7] Сомов Е.И., Бутырин С.А., Сомова Т.Е., Сомов С.Е. Автономное 
наведение и управление ориентацией космического аппарата в 
режиме слежения // Известия Самарского научного центра РАН. 
2019. Том 21. № 5. С. 96–107. 

[8] Somova, T., Attitude guidance and control, simulation and animation 
of a land-survey mini-satellite motion, Journal of Aeronautics and 
Space Technologies, 2016, vol. 9, no. 2, pp. 35–45.  

 
 

XXVII Санкт-Петербургская международная конференция по интегрированным навигационным системам, 2020 г.

172



Об использовании поправок, передаваемых в 
навигационных сигналах КА для согласования 

системных шкал времени ГНСС*  
 

П.П. Богданов  
АО «Российский институт ра-

дионавигации и времени» 
Санкт-Петербург, Россия 

bogdanov_pp@rirt.ru 

А.В. Дружин 
АО «Российский институт ра-

дионавигации и времени» 
Санкт-Петербург, Россия 

druzh@mail.ru 

Т.В. Примакина  
АО «Российский институт ра-

дионавигации и времени» 
Санкт-Петербург, Россия 

t.primakina@rirt.ru 

 

Аннотация—Одним из условий обеспечения мультиси-
стемного режима работы потребителей, т.е. возможности 
решения навигационно-временной задачи по сигналам 
космических аппаратов (КА) различных глобальных 
навигационных спутниковых систем (ГНСС), является 
знание расхождения их системных шкал времени (ШВ). 

Целью работы является сравнение возможных спосо-
бов определения потребителями расхождения между си-
стемными ШВ различных ГНСС для обеспечения муль-
тисистемного режима работы. 

Ключевые слова—Глобальная навигационная спутнико-
вая система, космический аппарат, шкала времени, по-
правка 

I. ВВЕДЕНИЕ  
Данные о расхождении системных ШВ ГНСС для 

обеспечения мультисистемного режима работы потреби-
тель может получить автономно на основе обработки 
одновременных измерений по сигналам КА разных 
ГНСС. Однако в этом случае необходимым условием 
является возможность приема сигналов не менее 4 КА 
одной из ГНСС, что делает невозможным использования 
сигналов КА разных ГНСС в сложных условиях приема, 
когда видимыми являются только три и менее КА каж-
дой ГНСС. Выходом является хранение потребителем 
ранее вычисленных значений расхождения системных 
ШВ ГНСС, однако это приводит к дополнительной по-
грешности используемых значений взаимного расхож-
дения системных ШВ. 

Поэтому в составе навигационных сигналов КА 
практически всех ГНСС реализуется или предусматри-
вается передача информации, обеспечивающей возмож-
ность определения потребителем расхождения систем-
ных ШВ в любых условиях, а именно: 

 поправок на расхождение системной ШВ ГНСС 
относительно опорной ШВ; 

 непосредственно поправок на расхождение соб-
ственной системной ШВ ГНСС и системных ШВ 
других ГНСС (поправки GGTO). 

В работе проведено сравнение способов определения 
потребителями расхождения системных ШВ ГНСС ав-
тономно и на основе передаваемых поправок и пред-
ставлены рекомендации по их использованию. 

II. ОПРЕДЕЛЕНИЕ РАСХОЖДЕНИЯ СИСТЕМНЫХ ШВ 
ГНСС ПО ПОПРАВКАМ, ПЕРЕДАВАЕМЫМ В 

НАВИГАЦИОННЫХ СИГНАЛАХ КА 
В настоящее время в составе навигационных сигна-

лов космических аппаратов ГНСС передаются следую-
щие поправки, обеспечивающие возможность определе-
ния потребителями расхождения системных ШВ: 

 в системе GPS – поправки на расхождение си-
стемной ШВ относительно шкалы времени Воен-
но-морской обсерватории США UTC(USNO) [1]; 

 в системе ГЛОНАСС – поправки на расхождение 
системной ШВ относительно национальной шка-
лы времени России UTC(SU) и поправки на рас-
хождение системных ШВ ГЛОНАСС и GPS [2]; 

 в системе Galileo - поправки на расхождение си-
стемной ШВ относительно опорной шкалы вре-
мени, формируемой на основе шкал времени не-
скольких Европейских лабораторий времени, и 
поправки на расхождение системных шкал вре-
мени Galileo и GPS [3]; 

 в системе BeiDou - поправки на расхождение си-
стемной ШВ относительно опорной шкалы вре-
мени. В соответствии с интерфейсным контроль-
ным документом (ИКД), системная ШВ BeiDou 
связана с UTC через шкалу UTC(NTSC), форми-
руемую Национальным центром службы времени 
китайской академии наук [4]. В то же время, со-
гласно ряду публикаций, опорной ШВ BeiDou 
является шкала времени Пекинского центра 
спутниковой навигации BSNC [5]; 

 в системе QZSS - поправки на расхождение си-
стемной ШВ относительно шкалы времени 
Национального института информационных и 
коммуникационных технологий UTC(NICT) [6]. 

Кроме того, в навигационных системах GPS, BeiDou 
и QZSS предусмотрена возможность передачи поправок 
на расхождение между собственной системной ШВ и 
системными ШВ других навигационных систем. 

Возможность определения потребителем расхожде-
ния системных ШВ на основе передаваемых поправок к 
системной ШВ каждой ГНСС относительно опорной 
ШВ основывается на том, что в качестве опорных ШВ 
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ГНСС, как правило, используются реализации коорди-
нированной шкалы UTC(k), которые синхронизируются 
с UTC с максимально возможной точностью.  

Выражение для определения потребителем расхож-
дения системных ШВ i-ой и j-ой ГНСС при этом вариан-
те может быть представлено в виде:  

UTCjUTCiUTCjШВСjUTCiШВСiШВСjШВСi TTTT   

где ΔTШВСi-ШВСj – значение взаимного расхождения си-
стемных ШВ i-ой и j-ой ГНСС; ΔTШВСi-UTCi, ΔTШВСi-UTCi – 
расхождения системных ШВ i-ой, j-ой ГНСС относи-
тельно опорных UTCi, UTCj, рассчитанные на основе 
поправок к системных ШВ; ΔTUTCi-UTCj - значение рас-
хождения опорных ШВ. 

Таким образом, погрешность определения потреби-
телем расхождения системных ШВ в этом случае опре-
деляется погрешностью передаваемых поправок на рас-
хождение системных ШВ ГНСС относительно опорных 
и значением расхождения опорных ШВ ГНСС.  

При использовании непосредственно поправок 
GGTO погрешность определения потребителем расхож-
дения системных ШВ определяется только погрешно-
стью передаваемых поправок, что позволяет достичь 
более высокой точности определения расхождения шкал 
времени. 

Однако в обоих случаях возможно появление допол-
нительных погрешностей, обусловленных различием 
режима работы потребителя (одночастотные или двух-
частотные измерения, тип используемых сигналов) и 
вариантами формирования поправок на расхождение 
системной ШВ ГНСС относительно опорной или попра-
вок GGTO (тип используемых измерений и сигналов), а 
также точностью калибровки приемников.  

III. РЕЗУЛЬТАТЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ РАСХОЖДЕНИЯ 
СИСТЕМНЫХ ШВ ГНСС 

С целью сравнения вариантов определения расхож-
дения системных ШВ ГНСС потребителями автоном-
ным способом и на основе передаваемых КА поправок 
авторами получены значения расхождения системных 
ШВ ГЛОНАСС и GPS и системных ШВ Galileo и GPS 
на интервале октябрь - декабрь 2019 года. Результаты в 
виде зависимостей значений определения расхождения 
системных ШВ представлены на рисунках 1, 2 соответ-
ственно. 

Полученные результаты показывают следующее: 

 значения расхождения системных ШВ 
ГЛОНАСС и GPS, полученные автономно и на 
основе передаваемых поправок, имеют суще-
ственное отличие, которое составляет от (15-20) 
нс до (25-35) нс, в зависимости от типа использу-
емых измерений потребителем и вида использу-
емых поправок. При этом, отличие значений рас-
хождения шкал времени на основе поправок к 
системным ШВ ГНСС и поправок GGTO состав-
ляет порядка (30-40) нс, что очевидно свидетель-
ствует об использовании в системе ГЛОНАСС 
различных измерительных технологий для фор-
мирования соответствующих поправок; 

 

Рис.1 Результаты определения расхождения системных ШВ ГЛОНАСС 
и GPS 

 

Рис.2 Результаты определения расхождения системных ШВ Galileo 
и GPS 

 значения расхождения системных ШВ Galileo и 
GPS, полученные на основе поправок к системным 
ШВ и поправок GGTO, хорошо совпадают, рас-
хождение не превышает 2 нс, что свидетельствует 
об использовании одного типа измерений и сигна-
лов при формировании обеих поправок. В то же 
время, аналогичные значения, полученные авто-
номно в приемнике, существенно отличаются от 
соответствующих значений, рассчитанных на ос-
нове передаваемых поправок, разница составляет 
порядка (22-27) нс, что может быть объяснено не-
достаточной калибровкой приемника.  

Таким образом, при работе в мультисистемном ре-
жиме передаваемые поправки на расхождение систем-
ных ШВ ГНСС относительно опорных шкал времени и 
поправки GGTO целесообразно использовать только в 
тех случаях, когда невозможно автономное определение 
расхождения системных шкал времени ГНСС из-за не-
достаточного количества космических аппаратов в зоне 
видимости. 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Полученные авторами результаты показывают, что 

при использовании потребителями передаваемых в 
навигационных сигналах КА поправок к системных ШВ 
ГНСС относительно опорных ШВ и поправок GGTO 
для определения расхождения системных ШВ ГНСС 
возможно появление дополнительных погрешностей, 
обусловленных различием режима работы потребителя 
(одночастотные или двухчастотные измерения, тип ис-
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пользуемых сигналов) и технологиями формирования 
передаваемых поправок с использованием различных 
типов измерений и сигналов. 

Таким образом, при работе в мультисистемном ре-
жиме передаваемые поправки на расхождение систем-
ных шкал времени ГНСС относительно опорных шкал 
времени и поправки GGTO целесообразно использовать 
только в тех случаях, когда невозможно автономное 
определение расхождения системных шкал времени 
ГНСС из-за недостаточного количества космических 
аппаратов в зоне видимости. 
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Аннотация—Статья посвящена разработке гирокар-
диоблока и методики получения и обработки гирокардио-
граммы с грудины человека. Осуществлен анализ инфор-
мационных возможностей параметров гирокардиоимпуль-
сов в сравнении с электрокардиосигналами и сейсмокар-
диосигналами. Установлено, что гирокардиоимпульсы 
обладают свойствами сигналов и могут использоваться 
наравне с электрокардиосигналами для информационного 
анализа с целью неинвазивной диагностики заболеваний 
внутренних органов. 

Ключевые слова—МЭМС гироскопы; гирокардиография; 
сейсмокардиография; вариабельность сердечного ритма; 
информационная функция сердца 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Неинвазивная диагностика заболеваний внутренних 

органов человека получила широкое распространение в 
последние годы. В частности, предложен информацион-
ный анализ электрокардиосигналов с целью диагности-
ки наиболее распространенных и опасных для жизни 
человека заболеваний внутренних органов [1]. Придавая 
важное значение данному направлению в диагностике 
заболеваний, авторами осуществлен поиск новых мето-
дов регистрации и анализа кардиосигналов иной биофи-
зической природы, приемлемых для информационного 
анализа с целью контроля здоровья человека. 

В работе исследуются новые методы неинвазивной 
диагностики, основанные на анализе измеренных меха-
нических колебаний грудной клетки. Линейные колеба-Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в 

рамках научного проекта № 18-29-02019. 
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ния грудной клетки измеряют с помощью акселеромет-
ров и называют сейсмокардиосигналами. 

Такие сигналы имеют более сложную форму и несут 
больше информации о заболеваниях внутренних органов 
человека по сравнению с электрокардиосигналами. Одна-
ко, недостатком такого метода является то, что измерение 
сейсмокардиограммы (СКГ) осуществляется часто с по-
мощью трехосного блока МЭМС акселерометров, а они, 
как известно, являются измерителями линейного ускоре-
ния [2]. Следовательно, в реализациях СКГ содержатся 
сигналы, обусловленные различными внешними микро-
вибрациями и составляющими ускорения свободного па-
дения, что отрицательным образом сказывается на досто-
верности диагностики по результатам измерения СКГ [2]. 

Кроме линейных колебания на грудной клетке можно 
измерить угловые колебания с помощью датчика угло-
вой скорости. Использование МЭМС гироскопов позво-
ляет исключить влияние внешних микровибраций на 
измеренный кардиосигнал. Выходным сигналом гиро-
кардиоблока будут являться угловые скорости, измерен-
ные по осям X, Y и Z приборной системы координат. 
Гирокардиограмма (ГКГ), как и СКГ, содержит колеба-
ния, вызванные как сердцебиением, так и работой дру-
гих внутренних органов, и является по сути интеграль-
ным сигналом в отличие от ЭКГ [3]. 

Таким образом, ГКГ будет содержать минимальное 
количество возможных внешних возмущений, что поз-
волит существенно повысить достоверность результатов 
информационного анализа кардиосигнала [1]. 

II. ОБОРУДОВАНИЕ И МЕТОДИКА ИЗМЕРЕНИЙ 
Для проведения исследований сигналов ГКГ исполь-

зовался разработанный ранее прототип сейсмокар-
диоблока (СКБ), содержащий трехосные МЭМС акселе-
рометр KXR94-7050 и МЭМС гироскоп L3GD20H с низ-
кими уровнями внутренних шумов [4]. При сопряжении 
данного блока с электрокардиоблоком (ЭКБ) высокого 
разрешения [5] появляется возможность синхронной 
регистрации кардиосигналов с частотой 1000 Гц с поло-
сой пропускания от 0 до 500 Гц, что необходимо для 
использования метода информационного анализа кар-
диосигналов В.М. Успенского [1]. 

Внешний вид разработанного электросейсмокар-
диоблока (ЭСКБ) представлен на рис.1. 

 
Рис.1. Внешний вид ЭСКБ 

На рис.2 представлена система координат гироскопа 
OgXgYgZg относительно анатомической системы коорди-
нат OaXaYaZa. СКБ плотно закреплен на нижней границе 

грудины испытуемого с помощью эластичной ленты. 
Ось Yg направлена к голове испытуемого, оси Xg и Yg 
находятся в плоскости, образуемой поверхностью груд-
ной клетки и близкой к анатомической фронтальной 
плоскости, а ось Zg направлена перпендикулярно вверх. 

 
Рис. 2. Система координат гироскопа 

Для регистрации ГКГ в качестве измерителя угловых 
колебаний грудной клетки в составе СКБ был выбран 
МЭМС гироскоп L3GD20H производства ST 
Microelectronics. Он обладает следующими технически-
ми характеристиками [6]: 

 диапазон измерения: ± 245 °/с (возможно до 2000 
°/с); 

 спектральная плотность шума 0,011 (°/с)/√Гц (при 
полосе пропускания 50 Гц); 

 частота дискретизации: 750 Гц; 

 коэффициент температурной чувствительности: 
0,04 (°/с)/°C. 

В состав СКБ входит микроконтроллер, с помощью 
которого обеспечивается высокая частота передачи и 
синхронизация данных, поступающих с МЭМС гироско-
пов и акселерометров, а также прецизионные вторичные 
источники питания и малошумящие операционные уси-
лители. 

Измерение кардиосигналов проводится в положении 
лежа на спине, неподвижно, в течение времени от двух до 
десяти минут (в зависимости от исследуемого метода об-
работки данных), при равномерном дыхании. Потенци-
ально рассматривается создание носимой системы круг-
лосуточного мониторинга, основанной на сигналах ГКГ и 
СКГ. 

В составе ЭСКБ применяется только цифровой ре-
жекторный фильтр на 48-50 Гц для трех отведений ЭКГ 
для снижения сетевой помехи, остальные фильтры реа-
лизованы с помощью программного обеспечения для 
обработки данных. 

Выходные данные прибора с помощью программы 
сбора данных ЭСКБ записываются в текстовый файл. 
Программа создана в среде Delphi 2010 [7] и обеспечива-
ет обмен данными ПК с ЭСКБ по интерфейсу RS-485 c 
визуальным контролем полученных значений выходных 
сигналов. Дальнейшая обработка данных осуществляет-
ся с помощью программы, написанной на Python 3.7 [8] с 
использованием библиотек NumPy, SciPy [9] и BioSPPy 
[17]. Дополнительные исследования выходных сигналов 
ЭСКБ проводились в среде Matlab R2014a [10]. 
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III. АНАЛИЗ ШУМОВ И ФИЛЬТРАЦИЯ 
Для получения максимальной достоверности диагно-

стики по ГКГ необходимо исключить появление помех и 
внешних воздействий в процессе измерения. Основными 
шумами при измерении ГКГ в стационарном положении 
являются артефакты дыхания и движения. Сигнал ГКГ, 
измеренный на нижней границе грудины, является инте-
гральным, поэтому включает не только информацию о 
работе сердца, но также и о работе внутренних органов 
[11]. На форму сигнала влияет множество факторов, та-
кие как стресс, пол испытуемого, количество жировой 
ткани в районе грудины, положение сердца, место креп-
ления датчика, мышечный тремор, артефакты движения 
и другие. 

Подавление шумов может быть реализовано с по-
мощью цифровых фильтров. На текущий момент сигна-
лы ГКГ мало стандартизованы и нет многолетнего опы-
та обработки сигналов с данными об искажении полез-
ного сигнала вследствие применения фильтров, в отли-
чие от сигнала ЭКГ. 

При обработке данных ЭКГ обычно применяются 
следующие типы фильтров [12]: 

 дрейфовый фильтр – подавляет дрейф изолинии, 
но изменяет форму ST сегмента, что при классиче-
ской расшифровке может дать ложный диагноз; 
может использоваться при анализе R пиков; чаще 
всего реализуется как ФВЧ с частотой среза от 0,1 
до 0,5 Гц; для минимизации дрейфа изолинии 
необходимо использовать плотное и стабильное 
крепление электродов к конечностям испытуемо-
го, например, с использованием одноразовых ли-
пучек, проверять состояние кабелей питания и 
разъемов на наличие ржавчины и повреждений, 
использовать экранированный кабель; 

 сетевой фильтр – подавляет помеху сети электро-
питания с частотой 50/60 Гц; часто реализуется 
как цифровой режекторный фильтр Баттерворта; 

 антитреморный фильтр – артефакты движения 
усиливаются, если испытуемый нервничает, 
находится в неудобной позе; может снижать ам-
плитуду R пика до 20% и сглаживать R зубцы; ре-
ализуется в виде ФНЧ с частотой среза от 25 до 35 
Гц с уровнем подавлением шума порядка – 3 дБ. 

Для выявления структуры шумов сигналов ГКГ про-
ведем спектральный анализ методом БПФ с целью опре-
делить могут ли быть использованы для обработки ГКГ 
те же фильтры, которые применяются для обработки сиг-
нала ЭКГ. На рис.3 показаны спектры БПФ и 
соответствующие исходные сигналы ГКГ. 

 
Рис. 3. Спектр ГКГ (проекция Y) 

Основными шумами для ГКГ, как и для ЭКГ являют-
ся дрейф изолинии, артефакты движения и дыхания, 
включая мышечный тремор. Основная мощность сигна-
ла сосредоточена в диапазоне до 20 Гц. 

Применение антитреморного фильтра для ГКГ за-
метно сглаживает сигнал, но вносит изменения в пики и 
может искажать результаты информационного анализа 
по характерным пикам ГКГ (обычно ярко выраженный 
минимум на проекции Y), а также сглаживает пики. Ре-
зультат применения показан на Рис.4. 

 
Рис. 4. Спектры ГКГ (проекция Y) для одного пациента до (сверху) и 
после (снизу) применения цифрового антитреморного фильтра 

Применение антидрейфового фильтра позволяет 
упростить алгоритм определения пиков ГКГ и удобен 
при отображении данных на экране, но не может приме-
няться при вычислении комплексных параметров кар-
диоцикла ГКГ (визуальная оценка, вычисление площади, 
периметра и др.), т.к. меняет форму сигнала, что может 
вызывать ошибки при диагностике. 

Применение сетевого фильтра для ГКГ необязатель-
но, т.к. отсутствует значительная помеха от сетей элек-
тропитания. 

IV. ФОРМА СИГНАЛА ГКГ 
На рис.5 представлены результаты снятия СКГ по 

оси Z и ГКГ по оси Y для пациента, который находился в 
положении лежа, при помощи СКБ, плотно закрепленно-
го на грудине. Временная зависимость сигналов приве-
дена в условном масштабе для наглядного сравнения 
форм сигналов СКГ и ГКГ. 

 
Рис. 5. Сравнение ГКГ и СКГ 
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Как видно из полученных результатов, ГКГ обладает 
выраженными сегментами, соответствующими систоли-
ческому и диастолическому сегментам кардиоцикла. 
При этом в сигнале ГКГ присутствуют выраженные пи-
ки, близкие к пикам СКГ. И хотя на данный момент нет 
исследований, связывающих физиологические процессы 
сердцебиения с сигналом ГКГ, можно предположить, 
что пикам ГКГ соответствуют те же физиологические 
события, что и пикам СКГ [13, 14]. На рис. 5 видно сов-
падение выраженных пиков СКГ и ГКГ по оси Y, соот-
ветствующих открытию аортального клапана (AO). Для 
проекции ГКГ по оси X можно выделить совпадение и 
выраженность пиков изоволюмического движения (IM). 

На рис.6 приведены графики гирокардиограммы 
(ГКГ) по осям X, Y и Z, регистрируемых при помощи 
СКБ. 

 
Рис. 6. Вид выходных сигналов СКБ по осям X, Y и Z 

График проекций угловых скоростей на ось Z имеет 
наименьшую амплитуду и, соответственно, наименьшее 
соотношение сигнал-шум, что не позволяет провести 
анализ по форме сигнала или характерным пикам. Про-
екции Х и Y сравнимы по амплитуде и содержат выра-
женные минимум и максимум соответственно, которые 
можно использовать по аналогии с R-пиками ЭКГ и, ве-
роятно, соответствуют моменту изоволюмического со-
кращения (IM) и открытию аортального клапана (AO). 

V. ИНФОРМАЦИОННЫЙ АНАЛИЗ ГИРОКАРДИОГРАММЫ 

A. Метод, основанный на теории информационной 
функции сердца 
Стандартная расшифровка ЭКГ подразумевает опре-

деление временных интервалов характерных сегментов, 
их амплитуд и наличие визуальных признаков отклоне-
ния формы сигнала от нормы. Информационный анализ 
ЭКГ часто проводится по R-пикам сигнала. Одним из 
основных параметров при этом считается интервал вре-
мени между соседними R-пиками, который позволяет 
вычислить различные параметры вариабельности сер-
дечного ритма, включая SDNN [15]. 

В теории информационной функции сердца В.М. 
Успенского [1] используются 3 параметра ЭКГ: размах 
амплитуды (Rn), временной интервал между пиками (Tn) 
и фазовый угол (αn). Вариабельность параметров коди-
руется по знаку приращения и сравниваются с эталон-
ными кодограммами. Данная методика была применена 
к сигналам СКГ и ГКГ. 

Для сигналов ГКГ и СКГ выделение характерных пи-
ков для оценки временных интервалов Tn и сегментиро-
вания сигнала является сложной задачей в случае авто-
номного измерения. Поэтому в исследованиях использо-
вались синхронные записи ЭКГ, СКГ и ГКГ. По ЭКГ 
можно рассчитать интервалы Tn и определить времен-
ные индексы начала и конца систолы для СКГ и ГКГ. По 
результатам вычислений временные индексы характер-
ных пиков ЭКГ, СКГ и ГКГ отличаются на постоянную 
величину, СКО разности временных индексов не пре-
вышает 5 мс при частоте опроса 1000 Гц (см. рис.7). R-
пики ЭКГ определялись с помощью алгоритма Christov 
[16] библиотеки BioSPPy [17] по исходному сигналу без 
применения цифровых фильтров. 

 
Рис. 7. Разность временых индексов пиков ЭКГ (R-пик) и ГКГ (AO пик) 

Период систолы QT
nt [c] вычисляется относительно 

начала кардиоцикла ЭКГ как: 

 QT
n QT nt K T    

где KQT = 0,37 для мужчин и 0,4 для женщин [18], Tn [с] – 
длительность n-го кардиоцикла. 

На рис.8–10 ниже приведены сравнительные ампли-
тудограммы и интервалограммы для значений Rn и Tn, 
вычисленных для ЭКГ и ГКГ. 

 
Рис. 8. Амплитудограмма по ЭКГ и ГКГ 

 
Рис. 9. Интервалограмма по ЭКГ и ГКГ 
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Рис. 10. Приращение амплитуды по ЭКГ и ГКГ 

Знак приращения временных интервалов между пи-
ками Tn совпадает более чем на 95 % для всех видов кар-
диосигналов. Вариабельность амплитуд не совпадает для 
разных кардиосигналов. Сигналы ГКГ и СКГ несут ин-
формацию, отличную от ЭКГ и могут использоваться 
как расширение или альтернатива информационного 
анализа ЭКГ по методике В.М. Успенского, что требует 
создания новой базы эталонных кодов заболеваний. 

B. Модификация метода информационного анализа 
кардиосигнала 
Для информационного анализа по методу В.М. 

Успенского можно использовать другие числовые пара-
метры, обладающие большим соотношением сигнал-
шум и характеризующим не только систолический ком-
плекс кардиоцикла, а весь кардиоцикл, как для ЭКГ, так 
и для сигналов ГКГ и СКГ. Рассмотрим возможность 
использования некоторых параметров для информаци-
онного анализа сигнала ГКГ: 

 длина кардиоцикла gcg
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где Δωi, [°/c] – приращение угловой скорости для i-го 
отсчета, N – количество отсчетов n-го кардиоцикла, 
Kg = 8,75·10–3 [°/c] – масштабный коэффициент гироско-
па, it [с] – временной интервал между отсчетами i и i+1, 
T=0,001 c – период дискретизации. 
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где min
n /с– минимальное значение угловой скорости 

n-го кардиоцикла (пик IM). 

 
Рис. 11. Исследуемые параметры ГКГ  

Оцениваемые параметры сигнала ГКГ представлены 
на рис. 11.  

В табл. 1 представлены статистические оценки рас-
смотренных параметров сигналов для ЭКГ, ГКГ и СКГ 
для выборки длительностью 120 с. 

TABLE I.  САТИСТИЧЕСКИЕ ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ КАРДИОЦИКЛА 

Сигнал ЭКГ 
Параметры Rn [мВ] Ln[ ] Sn [мВ·с] Tn [мс] αn [°] 

Среднее M(x) 0,8868 21146,04 0,3443 688,30 0,0741 
СКО σ(x) 0,0701 949,0240 0,0287 43,3630 0,0082 
Коэффициент 
вариации 
CV(x), % 

7,9007 4,4879 8,3534 6,2999 11,060 

Сигнал СКГ  
Параметры Rn [g·10-3] Ln[ ] Sn [g·10-3·с] Tn [мс] αn [°] 

Среднее M(x) 62,2814 1076,07 23,3078 688,41 5,1983 
СКО σ(x) 8,1463 54,507 2,2276 44,304 0,8427 
Коэффициент 
вариации 
CV(x), % 

13,0798 5,0653 9,5576 6,4356 16,2124 

Сигнал ГКГ  
Параметры Rn [°/с] Ln[ ] Sn [°] Tn [мс] αn [°] 

Среднее M(x) 3,9470 4974,69 1,3881 688,42 0,3287 
СКО σ(x) 0,5964 327,061 0,3117 43,6696 0,0442 
Коэффициент 
вариации 
CV(x), % 

15,1114 6,5745 22,4526 6,3434 13,457 

Для каждого из кардиосигналов вычислены следую-
щие параметры кардиоцикла: размах амплитуды систо-
лического комплекса Rn, временной интервал между пи-
ками Tn, «фазовый угол» αn по методике В.М. Успенско-
го и дополнительные параметры: длина кардиоцикла Ln и 
площадь кардиоцикла Sn. 

Коэффициент вариации CV позволяет сравнить вари-
абельность кардиосигналов и рассчитан по формуле: 

 
 

1 ,( %) 00
x

M x
CV x


  

где x – массив параметров, вычисленных для каждого 
кардиоцикла выборки, σ(x) – среднеквадратическое от-
клонение параметра x и M(x) – математическое ожида-
ние параметра x. 

Анализ параметров по методу В.М. Успенского пока-
зало больший коэффициент вариации для сигналов ГКГ и 
СКГ по сравнению с ЭКГ, при этом наибольшие значения 
у параметров сигнала ГКГ. Параметр «фазовый угол», 
обладая достаточно большим коэффициентом вариации 
рассчитывается с использованием функции arctg и при 
этом для сигнала ЭКГ имеет очень малое значение, по-
этому крайне чувствителен к малейшим изменениям 
входных данных, которые могут быть вызваны в т.ч. шу-
мами. Рекомендуется использовать вместо него параметр 
площадь кардиоцикла, который к тому же характеризует 
весь кардиоцикл целиком, а не только R-пики. 

Площадь кардиоцикла Sn наравне с амплитудой раз-
маха систолического комплекса Rn показали наиболь-
шую вариабельность по всем кардиосигналам. Хотя ко-
эффициент вариации временных интервалов Tn невысок, 
данный параметр обладает существенной диагностиче-
ской ценностью и его вариабельность значительно раз-
личается у разных людей. На основе интервалов Tn рас-
считываются все основные параметры вариабельности 
сердечного ритма [15]. 

XXVII Санкт-Петербургская международная конференция по интегрированным навигационным системам, 2020 г.

180



Для сравнения кардиосигналов ЭКГ, СКГ и ГКГ бы-
ли рассчитаны погрешности аппроксимации ΔAn для n-го 
кардиоцикла по формулам: 

21
1

1

21
1

1

21
1

1

1
1 2

1
1 2

1
1 2

n

n

n

N
ecg i i
An

n i

N
scg i i
An

n i

N
gcg i i
An

n i

U U
N

a a
N

N
















      

      

       









Для параметра размах амплитуды Rn вычислено от-
ношение сигнал-шум для каждого n-го кардиоцикла по 
ЭКГ, СКГ и ГКГ соответственно по формуле: 

,n
n

An

R
SNR 


 

В таблице 2 приведены значения отношений сигнал-
шум и коэффициентов вариации для параметра Rn раз-
личных кардиосигналов. 

TABLE II.  КОЭФФИЦИЕНТЫ ВАРИАЦИИ И ОТНОШЕНИЯ СИГНАЛ-
ШУМ ДЛЯ ГКГ, ЭКГ И СКГ 

Наименование, 
ед. изм. CV(Rn), % M(SNR) σ(SNR) 

ЭКГ 7,9007 132,35 8,014 
СКГ 13,0798 78,487 6,24 
ГКГ 15,1114 88,032 13,28 
 
Сравнение коэффициентов вариации для одного ис-

пытуемого по различным параметрам сигналов ЭКГ, 
ГКГ и СКГ показало, что сигналы содержат различную 
информацию о состоянии организма испытуемого, при 
этом наибольшие коэффициенты вариации по всем па-
раметрам наблюдаются у сигнала параметров, рассчи-
танных для ГКГ. А наибольшее отношение сигнал-шум 
получено у сигнала ЭКГ. У сигнала ЭКГ также наиболее 
надежный и простой алгоритм определения R-пиков. 

Таким образом, для метода информационного анали-
за В.М. Успенского рекомендуется использовать следу-
ющую модификацию основных параметров сигналов: 
размах амплитуды систолического комплекса, времен-
ной интервал между пиками и площадь кардиоцикла. 
Применение метода возможно для всех рассмотренных 
типов кардиосигналов ЭКГ, СКГ и ГКГ. 

C. Альтернативные методы анализа и визуализации 
гирокардиограммы 
Помимо методов информационного анализа, осно-

ванного на RR анализе, для сигнала ЭКГ разработаны 
методы нелинейного анализа. Анализ нелинейной дина-
мики работы сердца позволяет, в отличие от классиче-
ских способ анализа вариабельности сердечного ритма, 
отфильтровать присутствующие волны RR-
интервалограммы, полученные в результате комплекса 
модулирующих влияний на сердечный ритм. Первым 
шагом исследования нелинейной динамики работы 
сердца является оценка формы фазового портрета. Для 
сигнала ЭКГ характерно наличие аттрактора, некой точ-
ки притяжения на графике. При вегетативной дисфунк-
ции происходит значительная утрата нормальной струк-

туры фазового портрета в сторону геометрического 
упрощения. Метод используется для выявления патоло-
гий работы сердца. Параллельно выполняется спек-
тральный анализ сигналов. Проводится анализ автокор-
реляционной функции и вариационного ряда [19]. 

По аналогии построены фазовые портреты для сигна-
лов СКГ и ГКГ для условно здорово испытуемого и ис-
пытуемого с ишемической болезнью сердца, представ-
ленные на рис. 12. На графиках видно, что аттрактор 
размывается и теряются петли на сигналах ЭКГ и СКГ. 
Различия для ГКГ похожи, но не столь выражены.  

 
Рис. 12. Фазовые портреты ЭКГ, СКГ и ГКГ 

Кроме традиционных фазовых портретов, существу-
ют так называемые фазовые портреты по Такенсу. В со-
ответствии с теоремой Такенса, возможно описание си-
стемы на основе m-мерных векторов задержек, состав-
ленных из последовательных отрезков временного ряда: 

     1 2,  2 ,  ,  1mx t T x t T х t m T       

На рис.13 изображены фазовые портреты по Такенсу 
для кардиоциклов ЭКГ, СКГ, ГКГ.  

 
Рис. 13. Фазовые портреты по Такенсу 

Для информационного анализа могут использованы 
следующие параметры, вычисленные на основе фазовых 
портретов по Такенсу: площадь контура, угол наклона 
оси, периметр контура. 

На рис. 14–15 представлены графики биспектров 
сигналов, позволяющий визуально оценивать частотные 
характеристики сигналов. Биспектр сигнала – это функ-
ция от двух переменных ݂1 и ݂2, задающих частоты, вы-
ражающаяся следующей формулой: 
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1 2 1 2 1 2( , ) ( ) ( ) ( )B f f X f X f X f f  

где X(f) − преобразование Фурье сигнала, а X*(f) − ком-
плексное сопряженное к нему. 

При вычислении биспектра сигнала получается дву-
мерная матрица, элементами которой являются ком-
плексные числа. На основе полученной матрицы, эле-
менты которой можно обозначить как ܽ(݅,݆), можно со-
поставить каждому сигналу некоторое изображение. Для 
получения такого изображения вычисляется новая мат-
рица ܤ=||ܾ (݅,݆)||, элементы которой равны: 

( , ) Re2 ( , ) Im2 ( , )b i j a i j a i j  

где Re обозначает действительную часть комплексного 
числа, а Im обозначает мнимую часть комплексного 
числа [20]. 

В качестве изображения используется контурный 
график матрицы B. 

Авторами статьи [21] было показано, что ишемиче-
ская болезнь сердца может быть обнаружена при анализе 
изображений, полученных на основе биспектра сигнала. 
Метод, описанный в вышеуказанной статье, состоял в 
выделении площади региона внутри контуров, при оцен-
ке которой можно было сделать вывод о наличии у па-
циента ишемической болезни сердца. 

 
Рис. 14. Биспектры кардиосигналов условно здорового испытуемого 

 

Рис. 15. Биспектры кардиосигналов испытуемого с ИБС 

Такой метод может использоваться для сигналов ГКГ 
и СКГ. При этом возможна как визуальная оценка, так и 
использование численных параметров (например, пло-
щади региона внутри контура) для информационного 
анализа. 

На данный момент отсутствуют открытые базы сиг-
налов ГКГ для разных групп испытуемых, чтобы оце-
нить эффективность приведенных методов информаци-
онного анализа. В рамках нашего исследования врачи 

проводят измерения кардиосигналов ГКГ и СКГ у боль-
ших групп пациентов, что позволит проверить предло-
женные методы. 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Разработанный прототип ЭСКБ, опробованные мето-

дика измерения и обработки данных позволяют осу-
ществлять запись качественной гирокардиограммы с 
нижней части грудины человека синхронно с сигналами 
СКГ и ЭКГ.  

Проведенный сравнительный анализ информацион-
ных возможностей ЭКГ, СКГ и ГКГ обнаружил, что ГКГ 
обладают свойствами сигналов и может использоваться 
наравне с ЭКГ для информационного анализа, в том 
числе в соответствии с методикой В.М. Успенского для 
неинвазивной диагностики заболеваний внутренних ор-
ганов на любом этапе их развития. 

Потенциально наиболее эффективными параметрами 
информационного анализа сигналов ЭКГ, СКГ и ГКГ 
являются площадь кардиоцикла, временной интервал 
между пиками и размах амплитуды систолического ком-
плекса. Эти параметры имеют наиболее выраженные ко-
эффициенты вариации и приемлемые соотношения сиг-
нал-шум. 

Использование сигналов СКГ и ГКГ для модифика-
ции метода Успенского позволят увеличить точность 
диагностики и, вероятно, расширить список диагности-
руемых заболеваний. 

В настоящее время в рамках исследования по гранту 
РФФИ проводятся клинические испытания прототипа 
ЭСКБ и создание базы данных сигналов СКГ и ГКГ, что 
позволит полноценно протестировать предложенные 
методы анализа. 
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Аннотация—В докладе рассмотрены результаты лет-
ных испытаний блока измерителей линейного ускорения 
(БИЛУ) на кварцевых маятниковых акселерометрах с 
цифровым усилителем обратной связи и широтно-
импульсным управлением током датчика момента каждо-
го измерительного канала, прошедшего летные испытания 
в системе управления космического корабля «Союз МС-
14». Рассмотрен комплекс вопросов, включающий в себя 
результаты самих летных испытаний, а также результаты 
анализа параметров БИЛУ после летных испытаний, под-
твердивших стабильность основных технических характе-
ристик прибора. 

Ключевые слова—кварцевый маятниковый акселеро-
метр; цифровая обратная связь; кажущееся ускорение; 
летные испытания 

I. ВВЕДЕНИЕ 
22 августа 2019 года космический корабль «Союз 

МС-14» (изделие 11Ф732 № 743) с роботом «Федором» 
на борту стартовал с космодрома «Байконур». В составе 
системы управления был применен ряд новых приборов, 
а одной из целей автономных летных испытаний была 
проверка модернизированной системы аварийного спус-
ка и штатной работы всех систем управления космиче-
ским кораблем, в состав одной из которых входил мо-
дернизированный шестиосный блок измерителей линей-
ного ускорения (БИЛУ) с цифровой обратной связью и 
ШИМ – управлением током датчика момента кварцевого 
маятникового акселерометра – инерциального чувстви-
тельного элемента прибора БИЛУ. Полет завершился  
7 сентября 2019 года с положительными результатами. 

Разработка акселерометров с цифровой системой 
управления и блока на их основе докладывалась ранее на 
ряде Международных конференций по интегрированным 
навигационным системам [1–4]. По этому вопросу был 
получен ряд патентов [5–7], опубликованы статьи в 
научных журналах [8–10]. Упомянутые летные испыта-
ния стали первой проверкой в эксплуатации разработан-
ной теории, схемотехнических решений и программно-
математического обеспечения на практике. 

После завершения полета космического корабля 
«Союз МС-14» прибор БИЛУ был возвращен на пред-
приятие-изготовитель – ПО «Корпус» для оценки сохра-
нения после летных испытаний значений параметров 

прибора, записанных в формуляр при его изготовлении, и 
анализа изменений параметров, если таковые произошли. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Приборы систем управления космических изделий в 

виду особой ответственности решаемых приборами задач 
не подлежат использованию после летных испытаний. 
Приборы, используемые в системах управления космиче-
скими кораблями «Прогресс-МС» и «Союз-МС» прекра-
щают существование вместе с изделиями при завершении 
их эксплуатации. Единственным исключением являются 
приборы, установленные на спускаемом аппарате, которые 
возвращаются на Землю в составе спускаемого аппарата.  

Настоящая статья посвящена исследованию стабиль-
ности после завершения летных испытаний параметров 
разработанного предприятием в последние годы измери-
теля линейных ускорений на базе кварцевого маятнико-
вого акселерометра с цифровой обратной связью, постро-
енного с использованием только отечественных ЭРИ. 

Возможность анализа стабильности параметров при-
бора после летных испытаний в составе системы управ-
ления спускаемого аппарата представилась, поскольку 
для апробации ряда новых технических решений, в том 
числе, – и вновь разработанной цифровой обратной свя-
зи измерителя линейных ускорений – прибора БИЛУ, – 
предприятием ПАО «РКК «Энергия» был проведен бес-
пилотный пуск корабля «Союз-МС» № 732, и после за-
вершения с положительными результатами летных испы-
таний прибор БИЛУ был передан предприятию-
разработчику для анализа параметров и точностных ха-
рактеристик.  

III. ПРЕДЛАГАЕМЫЕ КРИТЕРИИ ОЦЕНКИ СТАБИЛЬНОСТИ  
ПАРАМЕТРОВ ПРИБОРА ПОСЛЕ ЛЕТНЫХ ИСПЫТАНИЙ 

1. При проведении лабораторных отработочных испы-
таний (ЛОИ) и совместных отработочных испытаний 
(СОИ) – выполняется проверка параметров прибора после 
каждого эксплуатационного воздействия, заданного в 
техническом задании, - после ударов, вибраций, линейных 
перегрузок и иных внешних возмущающих воздействий. 

Прибор, прошедший летные испытания, транспорти-
ровался в составе изделия на Байконур, подвергался од-
новременному комплексному воздействию ударов, виб-
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раций и других дестабилизирующих факторов. Можно 
считать, что прибор прошел повторные отработочные 
испытания при одновременном воздействии всех эксплу-
атационных возмущений, заданных в техническом зада-
нии, проверки на каждое из которых прибор проходил 
при проведении отработочных испытаний на предприя-
тии - изготовителе. После завершения летных испытаний 
к приборам космического назначения не предъявляются 
требования по сохранению параметров. 

Целью проведенных испытаний являлось выявле-
ние конструктивных запасов прибора, которые оценива-
ются путем контроля сохранения значений параметров 
после летных испытаний. 

Критерием конструктивных запасов прибора, 
прошедшего летные испытания, - после одновремен-
ного воздействия всей совокупности эксплуатацион-
ных возмущений-предлагается считать соответ-
ствие после летных испытаний значений парамет-
ров прибора допускам, установленным в конструк-
торской документации.  

2. Прибор БИЛУ – шестиканальный, все каналы 
имеют одинаковую конструкцию [4, 10].  

 
Рис. 1. Направление осей чувствительности относительно приборной 
системы координат OXYZ 

На рис. 1 представлена ориентация осей чувстви-
тельности измерительных каналов прибора БИЛУ. Из-
мерительный канал прибора представляет собой соб-
ственно кварцевый маятниковый акселерометр (КМА) и 
цифровой усилитель обратной связи (ЦУОС), реализо-
ванный на отечественной элементной базе. Измерение 
вектора линейного ускорения может осуществляться 
любой из 20-ти «троек» измерительных каналов прибо-
ра, выбор «тройки» осуществляется системой управле-
ния на основе специальных алгоритмов, при этом прибор 
обеспечивает работу при трех отказавших каналах. Тем 
не менее, несмотря на повышенную надежность разра-
ботанной конструкции прибора БИЛУ, переход на ре-
зервную «тройку», а, тем более, отказ одного или не-
скольких каналов в условиях полета, являются ситуаци-
ей чрезвычайной и абсолютно нежелательной как для 

космонавтов, так и для разработчиков прибора, поэтому 
задача контроля параметров после первых летных испы-
таний БИЛУ является необходимой и весьма актуальной. 

Проверки после летных испытаний могут быть вы-
полнены несколько раз через определенные временные 
интервалы. Поскольку все шесть измерительных каналов 
прибора имеют одинаковую конструкцию, то значения 
параметров прибора могут рассматриваться в качестве 
массива случайных величин, для которых могут быть 
определены статистические характеристики математиче-
ское ожидание М и среднеквадратическое отклонение по 
критерию М±3б, которые характеризуют конструкцию, 
сохраняющую значения основных параметров. 

В качестве второго критерия конструктивных 
запасов прибора предлагается рассматривать изме-
нения параметров прибора после летных испытаний 
по отношению к их фактическим значениям при изго-
товлении. Это более «жесткий» критерий оценки кон-
структивных запасов прибора. Ниже приведены резуль-
таты статистической обработки основных параметров 
прибора путем сравнения: 

 статистических характеристик М, М±3б каждого 
рассматриваемого параметра, измеренного на 
указанном массиве значений после летных испы-
таний, с установленными в документации допус-
ками на данный параметр (рис. 2, 3, 4, 5, 6); 

 статистических характеристик М, М±3б изме-
нений каждого рассматриваемого параметра, 
измеренного на указанном массиве значений 
после летных испытаний, по отношению к его 
значению, записанному в формуляр прибора. 
(рис. 7, 8, 9); 

 статистических характеристик М, М±3б изме-
нений термоинвариантности параметров прибо-
ра после летных испытаний по отношению к 
термоинвариантности параметров, обеспечен-
ной при изготовлении прибора (рис. 10, 11). 

Рассмотрим характеристики параметров первой 
группы, графики которых показаны на рис. 2-6. 

Значения масштабного коэффициента в нормальных 
условиях после летных испытаний по отношению к до-
пуску на параметр. 

 
Рис. 2. Значения масштабного коэффициента после летных испыта-
ний, мм/c/бит 

Допуск (4,000±0,0136) мм/с·бит. 
М = 3,998658601 мм/с·бит; σ = 0,000516259 мм/с·бит; 
М ± 3σ = [3,997109824 ÷ 4,000207378] мм/с·бит; 
М ± 2σ = [3,997626083 ÷ 3,999691119] мм/с·бит; 
М ± σ = [3,998142342 ÷ 3,99917486] мм/с·бит. 
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Рис. 3. Значения систематической составляющей нулевого сигнала 
после летных испытаний, g 

Допуск ±0,002 g. 
М = –0,000101493 g; σ = 0,000264737 g; 
М ± 3σ = [–0,000895702 ÷ 0,000692717] g; 
М ± 2σ = [–0,000630966 ÷ 0,000427981] g. 

Значения случайной составляющей от запуска к за-
пуску в нормальных условиях после летных испытаний 
по отношению к допуску на параметр.  

 
Рис. 4. Значения случайной составляющей нулевого сигнала от запус-
ка к запуску после летных испытаний, g 

Допуск ±1·10–4 g. 
М = 0,0604·10–4 g; σ = 0,0460·10–4 g; 
М ± 3σ = [–0,0777·10–4 ÷ 0,1985·10–4] g; 
М ± 2σ = [–0,0317·10–4 ÷ 0,1524·10–4] g; 
М ± σ = [0,0144·10–4 ÷ 0,1064·10–4] g. 

Значения масштабного коэффициента при крайних 
значениях температур рабочего диапазона после летных 
испытаний по отношению к допуску. 

 
Рис. 5. Значения масштабного коэффициента после летных испытаний 
при крайних температурах (0 и 40 º С), мм/c/бит 

Допуск (4,000±0,0136) мм/с·бит. 
М = 3,998293428 мм/с·бит; σ = 0,000647712 мм/с·бит; 
М ± 3σ = [3,996350292 ÷ 4,000236563] мм/с·бит; 
М ± 2σ = [3,996998004 ÷ 3,999588851] мм/с·бит; 
М ± σ = [3,997645716 ÷ 3,998941139] мм/с·бит. 

Значение систематической составляющей нулевого 
сигнала после летных испытаний при крайних значениях 
температур рабочего диапазона по отношению к допуску. 

 
Рис. 6. Значения систематической составляющей нулевого сигнала 
после летных испытаний при крайних температурах (0 и 40 º С), g 

Допуск ±0,002 g. 
М = –0,00005874 g; σ = 0,000263675 g; 
М ± 3σ = [–0,000849766 ÷ 0,000732283] g; 
М ± 2σ = [–0,000586091 ÷ 0,000468608] g; 
М ± σ = [–0,000322417 ÷ 0,000204933] g. 

Далее рассмотрим изменение масштабного коэффи-
циента прибора после летных испытаний к фактическо-
му значению параметра до летных испытаний, записан-
ному в формуляр прибора. Этот фактор также важен для 
оценки потенциальных возможностей прибора в услови-
ях летных испытаний. Как уже отмечалось выше оценке 
данных параметров посвящены графики, изображенные 
на рис. 7–9. 

  
Рис. 7. Изменение масштабного коэффициента после летных испытаний 
по отношению к формулярному, % 

Допуск ±0,02 %. 
М = –0,000729188 %; σ = 0,002894551 %; 
М ± 3σ = [–0,009412842 ÷ 0,007954467] %; 
М ± 2σ = [–0,00651829 ÷ 0,005059915] %; 
М ± σ = [–0,003623739 ÷ 0,002165364] %. 

 
Рис. 8. Изменение статической составляющей нулевого сигнала после 
летных испытаний по отношению к формулярному, g 
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Допуск ±1·10–4 g. 
М = 0,104275·10–4 g; σ = 0,751047·10–4 g; 
М ± 3σ = [–2,14887·10–4 ÷ 2,35742·10–4] g; 
М ± 2σ = [–1,39782·10–4 ÷ 1,60637·10–4] g; 
М ± σ = [–0,646772·10–4 ÷ 0,855322·10–4] g. 

Изменение случайной составляющей нулевого сигна-
ла от запуска к запуску после летных испытаний к фак-
тическому значению параметра до летных испытаний, 
записанному в формуляр прибора. 

 
Рис. 9. Изменение случайной составляющей нулевого сигнала от запус-
ка к запуску после летных испытаний по отношению к формулярному, g 

Допуск по ТУ ±1·10–4 g. 
М = –0,0160083·10–4 g; σ = 0,0582592·10–4 g; 
М ± 3σ = [–0,190786·10–4 ÷ 0,158769·10–4] g;  
М ± 2σ = [–0,132527·10–4 ÷ 0,10051·10–4] g;  
М ± σ = [–0,0742675·10–4 ÷ 0,0422509·10–4] g. 

Графики изменения термоинвариантности масштаб-
ного коэффициента и систематической составляющей 
нулевого сигнала прибора после летных испытаний по 
отношению к термоинвариантности масштабного коэф-
фициента и систематической составляющей нулевого 
сигнала, обеспеченной при изготовлении прибора изоб-
ражены на рис. 10, 11, соответственно.  

 
Рис. 10. Разность изменений значений масштабного коэффициента до 
и после летных испытаний между нормальными условиями и крайни-
ми температурами (0 и 40 º С), % 

М = –0,00220963%; σ = 0,007286512 %; 
М ± 3σ = [–0,024069166 ÷ 0,019649907] %; 
М ± 2σ = [–0,016782654 ÷ 0,012363395] %; 
М ± σ = [–0,009496142 ÷ 0,005076883] %. 

 
Рис. 11. Разность изменений значений систематической составляющей 
нулевого сигнала до и после летных испытаний между нормальными 
условиями и крайними температурами (0 и 40 º С), g 

М = 0,511867·10–4 g; σ = 0,548214·10–4 g; 
М ± 3σ = [–1,13278·10–4 ÷ 2,15651·10–4] g; 
М ± 2σ = [–0,584561·10–4 ÷ 1,60829·10–4] g; 
М ± σ = [–0,0363473·10–4 ÷ 1,06008·10–4] g. 

Вследствие неортогональной ориентации осей чув-
ствительности шести измерительных каналов БИЛУ, как 
это показано на рис. 1., для контроля прибора введен 
комплексный параметр, зависящий, с одной стороны, от 
погрешностей основных параметров, вносимых в фор-
муляр прибора, - масштабного коэффициента, нулевого 
сигнала и углов ориентации осей чувствительности, и с 
другой стороны, определяемый по известной для каждо-
го места контроля прибора величине модуля ускорения 
силы тяжести [10]. 

Этот комплексный параметр используется и для 
входного контроля прибора, что обеспечивает точность 
входного контроля при минимизации времени и техни-
ческих средств проведения входного контроля. Прибор 
устанавливается в три положения, при которых оси ко-
ординат Х.У.Z поочередно ориентируются вдоль верти-
кали места, в каждом положении измеряются проекции 
модуля вектора ускорения силы тяжести на оси чувстви-
тельности шести измерительных осей и через обратную 
матрицу рассчитывается модуль вектора ускорения силы 
тяжести.  

Допуск на точность измерения модуля вектора уско-
рения силы тяжести g шестью измерительными канала-
ми задан ±0,05%, после летных испытаний изменился на 
±0,002% по отношению к формулярному значению. 

IV.  ВЫВОДЫ 
Прибор БИЛУ КХ69-042, результаты испытаний ко-

торого приведены в статье, представляет собой первый 
образец штатного прибора, поставленного в ПАО «РКК 
«Энергия» для летных испытаний, конструкция которого 
была выполнена с цифровой обратной связью на отече-
ственной элементной базе.  

Введение цифровой обратной связи кварцевых маят-
никовых акселерометров позволило выполнить модерни-
зацию прибора БИЛУ, который использовался в системе 
управления спускаемого аппарата с 2004 и обладал тер-
моинвариантностью параметров за счет использования в 
аналоговой системе обратной связи аппаратной компен-
сации температурной зависимости основных парамет-
ров, реализованной на импортной элементной базе.  

-2,5E-04 -2,0E-04 -1,5E-04 -1,0E-04 -5,0E-05 0,0E+00 5,0E-05 1,0E-04 1,5E-04 2,0E-04 2,5E-04

Δ
М
М-σ
М+σ
М-2σ
М+2σ
М-3σ
М+3σ
Допуск -
Допуск +

Изменение систематической составляющей нулевого сигнала
после ЛИ по отношению у формулярному, g

М-σ М М+σМ-2σ М+2σМ-3σ М+3σДопуск "-" Допуск "+"

Н
ор

м
ал

ьн
ое

 р
ас

пр
ед

ел
ен

ие
  

-0,0275 -0,0225 -0,0175 -0,0125 -0,0075 -0,0025 0,0025 0,0075 0,0125 0,0175

Разность
М
М-σ
М+σ
М-2σ
М+2σ
М-3σ
М+3σ

Разность изменений значений масштабного коэффициента до и после ЛИ
между НУ и крайними температурами (0 и 40)°С, %

ММ-3σ М+3σМ+2σМ+σМ-2σ М-σ

Н
ор

ма
ль

но
е 

ра
сп

ре
де

ле
ни

е 
 

-0,00012 -0,00007 -0,00002 0,00003 0,00008 0,00013 0,00018

Разность
М
М-σ
М+σ
М-2σ
М+2σ
М-3σ
М+3σ

Разность изменений значений систематической составляющей нулевого сигнала
до и после ЛИ между НУ и крайними температурами (0 и 40)°С, g

ММ-3σ М+3σМ+2σМ+σМ-2σ М-σ

Н
ор

м
ал

ьн
ое

 р
ас

пр
ед

ел
ен

ие
  

XXVII Санкт-Петербургская международная конференция по интегрированным навигационным системам, 2020 г.

187



Цифровая обратная связь, реализованная на отече-
ственных ЭРИ [1–7], позволила не только обеспечить 
достигнутый в прежней реализации прибора уровень 
точностей и термоинвариантности параметров прибора, 
но и, как показал приведенный в статье анализ, обеспе-
чить серьезные конструктивные запасы прибора, сохра-
нившего после летных испытаний практически без изме-
нений значения параметров при его изготовлении. 
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Аннотация—В представленной работе рассматривает 
программный комплекс, позволяющий осуществлять мо-
делирование обоих классов ошибок ИНС в зависимости от 
статистической информации о случайной погрешности 
смещения нулей, случайных ошибок масштабных коэф-
фициентов и дисперсии шума сигналов датчиков угловых 
скоростей (ДУС) и акселерометров, входящих в состав 
ИНС. В работе будут представлены результаты имитаци-
онного моделирования ошибок ИНС с использованием 
разработанного программного комплекса для различных 
классов точности чувствительных элементов. 

Ключевые слова—моделирование, бесплатформенная 
инерциальная навигационная система 

I. ВВЕДЕНИЕ 
На сегодняшний момент в открытой продаже при-

сутствуют различные по классу точности бесплатфор-
менные инерциальные навигационные системы (ИНС), 
построенные на базе различных по классу точности чув-
ствительных элементов. Применение той или иной 
инерциальной навигационной системы для решения 
конкретной задачи, зачастую, основывается на сопо-
ставление ее точностных, массовых, габаритных и сто-
имостных характеристиках, причем точностные харак-
теристики, в большинстве случаев, имеют превалирую-
щее значение.  

Теоретически, ошибки инерциальных навигационных 
систем разделяются на класс стационарных, не завися-
щих от движения объекта, на котором установлена ИНС, 
и класс нестационарных, зависящих от движения объек-
та. Первый класс ошибок, в большинстве случаев, моду-
лируется случайными погрешностями смещения нулей 
датчиков, входящих в состав ИНС. Данный класс оши-
бок, модулирует синусоидальные колебания с периодом 
Шулера и принципиально может быть оценен, а также 
математически промоделирован без привязки к какому-
либо объекту исключительно на основании знаний о ста-
тических параметрах погрешностей датчиков ИНС и 
известных уравнениях ошибок ИНС. Второй же класс 
ошибок принципиально может быть оценен только с 
использованием знаний о реальных значениях ускорений 
и угловых скоростей объекта в процессе его движения, 
модулирующих дополнительные погрешности датчиков 
в процессе движения. 

II. МОДЕЛИРОВАНИЕ ОШИБОК ИНС 
Для моделирования обоих типов ошибок ИНС в рам-

ках данной работы будет рассматриваться программный 
комплекс, реализующий схему, представленную на рис. 1.  

 

Рис. 1. Предлагаемая схема моделирования ошибок ИНС 

Основой предлагаемой схемы моделирования оши-
бок является классический алгоритм ИНС [1], реализо-
ванный с использованием географической системы ко-
ординат (ENUp) и уравнения Пуассона для матрицы 
направляющих косинусов LL

BC : 

LL LL LL
B B B LL BС C C     


В качестве сигналов с датчиков угловой скорости и 

акселерометров в предлагаемой схеме использует их 
программная модуляция, реализованная на уравнениях 
движения заданного объекта (в данной статье исполь-
зуются уравнения движения легкого ЛА). Полученные 
таким образом сигналы принципиально не имеют ин-
струментальных погрешностей, присущих реальным 
датчикам, входящим в состав ИНС. Алгоритм ИНС, 
реализованный с использованием таких сигналов, также 
принципиально не будет содержать погрешностей, мо-
дулированных погрешностями датчиков ИНС. Тем са-
мым, расчет данных движения объекта на основании 
такого алгоритма можно считать эталонным. 

В дополнении к нему параллельно ведется расчет 
еще одного алгоритма ИНС, по структуре и содержанию 
полностью совпадающим с предыдущим. Единствен-
ным отличием являются входные для данного алгорит-
ма данные: к исходным сигналам угловых скоростей и 
ускорений добавляются программные ошибки, имити-
рующие сигналы ошибок датчиков ИНС. Полученные в 
результате расчета алгоритма ИНС данные будут содер-
жать ошибки параметров движения объекта, такие как 
ошибки углов ориентации, ошибки расчета линейных 
скоростей и координат. Для идентификации указанных 
выше ошибок производится сравнения расчетов двух 
реализованных алгоритмов. Полученные в результате 
сравнения величины и будут являться ошибками расчета 
параметров движения объекта алгоритмом ИНС. Таким 
образом, изменяя модулируемые инструментальные по-
грешности датчиков ИНС можно добиваться различных 
ошибок определения углов ориентации, линейных скоро-
стей и координат рассматриваемого объекта.  
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III. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ПОГРЕШНОСТЕЙ  
ДАТЧИКОВ ИНС 

Для введения инструментальных погрешностей ДУ-
Сов и акселерометров в моделируемые показания датчи-
ков ИНС возможно воспользоваться следующей моде-
лью погрешностей датчиков [2] (1):  
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где ( )ii t  и ( )ii t  – ошибки масштабных коэффициен-
тов ДУСов и акселерометров, соответственно; 

( )ii t  и ( )ii t  – ошибки неортогональностей осей ДУ-
Сов и акселерометров, соответственно; 

( )i t  и ( )i t  – ошибки смещений нулей ДУСов и аксе-
лерометров, соответственно. 

Tr
B
 и Tr

Ba  – вектора истинных угловых скоростей и ли-
нейных ускорений объекта, полученные на основании 
его математической модели движения. 

Err
B
  и Err

Ba  – ошибки показаний ДУСов и акселеромет-
ров, соответственно. 

Для моделирования описанных выше погрешностей 
возможно воспользоваться корреляционной функцией 
непрерывного случайного процесса следующего вида 
(см. рис. 2) [3]: 

2 | |( ) eK      

 
Рис. 2. Корреляционная функция непрерывного случайного процесса 

Формирующий фильтр для такой функции будет вы-
глядеть следующим образом [4]: 

2 (t)i ix x w        

где (t)w  – функция белого шума с единичной интенсив-
ностью. 

Таким образом, задавая различные параметры   и 
  для формирующего фильтра возможно будет доби-
ваться моделирования случайных погрешностей датчи-
ков угловой скорости и акселерометров в заданном диа-
пазоне значений (см. рис. 3 и 4). 

 
Рис. 3. Пример работы формирующего фильтра для моделирования 
случайных смещений нулей ДУСов ИНС 

 
Рис. 4. Пример работы формирующего фильтра для моделирования 
случайных смещений нулей акселерометров ИНС 

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
Для проверки состоятельности предлагаемого про-

граммного комплекса предлагается сравнение точностей 
ИНС в процессе натурных испытаний и имитационного 
моделирования.  

В качестве источников угловых скоростей и ускорений 
рассматриваются блоки чувствительных элементов (БЧЭ) 
БЧЭ-500 и БЧЭ-501 компании ООО НПК «Оптолинк», 
точностные характеристики которых сведены в табл. 1. 

ТАБЛИЦА 1. ТОЧНОСТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ БЧЭ 

Параметр 
БЧЭ 

БЧЭ-500 БЧЭ-501 
Случайная составляющая дрейфа 
ДУСов, °/час 

0.2 0.03 

Случайная составляющая 
смещения нуля акселерометров, g 

30.2 10  30.1 10  

Ошибка масштабного 
коэффициента ДУСа, % 0.05 0.05 

Ошибка масштабного 
коэффициента акселерометра, % 0.08 0.05 

 
Разница показаний линейных скоростей и координат 

курсовертикалей «НВ-2» и «НВ-3», построенных на базе 
БЧЭ-500 и БЧЭ-501, компании ООО «Интеграл» [5], ра-
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ботающих в полностью автономном режиме, и системы 
спутниковой навигации в процессе натурных испытаний 
курсовертикалей на самолете АН-26 (траектория полета 
показана на рисунке 5) представлены на рис. 6–9. 

 

Рис. 5. Траектория полета ЛА в процессе натурных испытаний 
курсовертикалью «НВ-2» и «НВ-3» 

 

Рис. 6. Ошибки в определении линейных скоростей ЛА 
курсовертикалью «НВ-2» в автономном режиме работы 

 

Рис. 7. Ошибки в определении географических координат ЛА 
курсовертикалью «НВ-2» в автономном режиме работы 

 

Рис. 8. Ошибки в определении линейных ЛА курсовертикалью «НВ-3» 
в автономном режиме работы 

 

Рис. 9. Ошибки в определении географических координат ЛА 
курсовертикалью «НВ-3» в автономном режиме работы 

В сравнении с натурными данными в среде MathLab 
на основании уравнений движения ЛА и его аэродина-
мических характеристиках была сформирована имита-
ционная траектория его движения (см. рисунок 10) и 
показания датчиков ИНС. 

 
Рис. 10. Траектория полета ЛА в процессе имитационного моделирования 

Полученные сигналы датчиков вместе с моделируемы-
ми погрешностями, величины которых соответствуют 
табл. 1, были переданы в предлагаемый программный 
комплекс, сформировавший несколько последовательных 
расчетов одного и того же имитационного полета. Резуль-
таты одного из таких расчетов представлены на рис. 11–12. 

 
Рис. 11. Ошибки в определении линейных скоростей ЛА в одном из 
расчетов имитационного моделирования 

 
Рис. 12. Ошибки в определении координат ЛА в одном из расчетов 
имитационного моделирования 
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На основании 10-ти последовательных расчетов со 
случайными погрешностями датчиков ИНС в заданных 
диапазонах были рассчитаны СКО ошибок определения 
скоростей и координат, которые сведены в итоговую 
табл. 2. 

ТАБЛИЦА 2. СРАВНЕНИЕ ТОЧНОСТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК 

Параметр 
Тип расчета 

Натурные 
данные 

Имитационное 
моделирование 

Ошибка определения скоростей 
при точности датчиков, 
соответствующих БЧЭ-500, м/с 

12.1 13.8 

Ошибка определения координат 
за час полета при точности 
датчиков, соответствующих БЧЭ-
500, м 

15811 23012 

Ошибка определения скоростей 
при точности датчиков, 
соответствующих БЧЭ-501, м/с 

6.3 5.8 

Ошибка определения координат 
за час полета при точности 
датчиков, соответствующих БЧЭ-
501, м 

2012 3592 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Как видно из представленной табл. 2, результаты мо-

делирования ошибок ИНС предлагаемым методом соот-
ветствует точностям испытываемых курсовертикалей в 
процессе натурных полетов. Данное обстоятельство ука-
зывает на то, что предлагаемый программный комплекс 
принципиально может быть использован в процессе под-
бора точностей чувствительных элементов ИНС для ре-

шений той или иной задача. К достоинствам предлагае-
мого следует отнести возможность следующие: 

 моделирования ошибок ИНС любого класса точ-
ности 

 полноценную модель погрешностей датчиков, в 
состав которой включены как ошибки смещений 
нулей, так и ошибки масштабных коэффициентов 
и неортогональностей осей 

 возможность изменения алгоритма ИНС в зави-
симости от объекта применения и оценку измене-
ния точности полученных результатов 

К недостаткам предлагаемого программного ком-
плекса следует отнести необходимость создания матема-
тической модели движения рассматриваемого объекта с 
максимально возможной точностью, которая скажется на 
точности имитационного моделирования 
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Аннотация—В статье представлены результаты разра-
ботки автономной курсовертикали для малого маневрен-
ного БЛА с фиксированным крылом, основанной на рас-
ширенном фильтре Калмана. Для получения оценок углов 
ориентации использованы МЭМС акселерометры и гиро-
скопы, 3-осевой магнитометр и барометрический датчик 
высоты. Предложенная система содержит ряд новых 
структурных элементов: блок предварительной обработки 
ускорений, анализатор маневра, вертикальный канал оце-
нивания и канал непрерывной калибровки магнитометра, 
что способствует уменьшению ошибок оценивания углов 
ориентации. Точность работы системы проверена в ходе 
экспериментов и составляет 0.3 градуса по углам крена и 
тангажа и 1.5 градуса по углу курса. 

Ключевые слова—курсовертикаль, фильтр Калмана, 
МЭМС, магнитометр, калибровка, БЛА 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Широко распространенным решением задачи опре-

деления положения и ориентации малогабаритных БЛА 
является бесплатформенная инерциальная навигацион-
ная система (БИНС), которая выполняет комплексирова-
ние инерциальных данных и навигационного решения 
СНС приемника [1]. Однако такую систему нельзя 
назвать автономной, поскольку СНС сигнал является как 
внешним измерением, качество которого зависит от ви-
димости спутников и электромагнитной обстановки в 
окрестности БЛА. 

Для достижения автономности и повышения помехо-
устойчивости БЛА предлагается автономное решение 
задачи определения ориентации. Рассматриваемая далее 
курсовертикаль (КВ) предназначена для оценивания уг-
лов ориентации БЛА на основе автономных измерений: 
кажущихся линейных ускорений, угловых скоростей, 
индукции магнитного поля Земли и атмосферного дав-
ления. При наличии ограничений на стоимость и массу 
оборудования эти данные могут быть получены с МЭМС 
инерциального измерительного модуля (ИИМ), состоя-
щего из 3-осевого акселерометра, 3-осевого гироскопа, 
3-осевого магнитометра и датчика давления. 

В литературе широко известна схема построения КВ 
с обработкой инерциальных данных при помощи филь-
тра Калмана, когда прогноз ориентации осуществляется 
посредством интегрирования данных гироскопов, а кор-
рекция производится по измерениям геофизических по-
лей: гравитационного и магнитного, а вектор состояния 
системы, помимо параметров ориентации, дополняется 
оценками дрейфов гироскопов [2]. При этом предполага-
ется, что используемых 3-осевой датчик индукции маг-

нитного поля может быть откалиброван перед началом 
работы КВ, а объект наблюдения находится в квазиста-
тическом состоянии, то есть измерения вектора ускоре-
ния свободного падения могут быть взяты напрямую из 
показаний акселерометров — кажущихся ускорений. 

Однако оба допущения не могут быть приняты для 
малогабаритного маневренного БЛА. По причине ком-
пактного размещения электротехнического оборудова-
ния на борту присутствуют переменные магнитные ис-
кажения, вызванные движением органов управления и 
протекающими токами в нагрузочных цепях. Это не поз-
воляет считать софт-айрон Csoft и хард-айрон chard калиб-
ровки [3] постоянными на протяжении полета. Кроме 
того, при выполнении маневров собственные ускорения 
БЛА могут достигать 1.0g по абсолютной величине, что 
противоречит предположению о квазистатичности и вы-
зывает существенные модельные невязки. 

II. ОПИСАНИЕ СИСТЕМЫ 

A. Принцип построения КВ 
В качестве основных переменных состояния системы 

оценивания выбраны углы Эйлера, рассчитываемые 
расширенным фильтром Калмана в два этапа: прогноз и 
коррекция. Поскольку входные измерения выполняются 
автономно, предлагаемая система является независимой 
от электромагнитной обстановки в окрестности БЛА. 
Численное интегрирование вращательного движения 
выполняется методом Рунге-Кутты 4-го порядка с со-
провождением высокочастотных движений [4]. Для про-
блемы шарнирного заклинивания в данной работе пред-
лагается эвристическое решение [5]. 

Ряд новых введенных структурных элементов спо-
собствует повышению точности КВ: анализатор манев-
ра, блок компенсации ускорений, вспомогательный вер-
тикальный канал оценивания и модуль непрерывной 
калибровки магнитометра в реальном времени. Так как 
рассматриваемый БЛА подвержен существенным пере-
менным аэродинамическим нагрузкам, коррекции вы-
полняются выборочно с предварительной декоррелиру-
ющей обработкой. Во избежание систематических мо-
дельных ошибок наблюдения пассивная компенсация 
собственной динамики объекта применяется в зависимо-
сти от состояния детектора маневра. 

Калмановские невязки обрабатываются последова-
тельно для всех измерений доступных на текущем этапе 
коррекции. Тест нормализованных квадратов невязок 
используется для расчета качества работы фильтра [6]. 
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B. Основные уравнения 
Вектор состояния системы x состоит из углов Эйлера 

ϕ = [φ θ ψ]T, дрейфов гироскопов δω, вертикальной ско-
рости vh, барометрической высоты h, обобщенного 
дрейфа вертикального ускорения δah и калибровочных 
параметров магнитометра в составе вектора смещений 
нулей chard (хард-айрон) и матрицы искажения Csoft (софт-
айрон). 

1,* 2,* 3,* .
TT

h h soft soft softv h a C C C    hardx c   
Входными воздействиями являются измерения гиро-

скопов ω, измерения акселерометров a и модельный бе-
лый шум: 

3 1 3 1 3 1 9 1 3 1 .
TT T T T T

a        a soft hard        
Динамическая модель системы, за исключением ча-

сти, описывающей изменение калибровочных парамет-
ров, имеет следующий вид в пространстве состояний: 
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Калибровочные параметры магнитометра моделиро-

ваны как Винеровский процесс. Их обновление произво-
дится непрерывно в процессе работы ФК. В целях улуч-
шения сходимости, вращательная часть софт-айрон мат-
рицы устанавливается постоянной по выполнению кри-
терия. 

 
1

12; ; .T
soft soft soft soft soft soft soft soft softC V Q V C C Q V C    

Анализатор маневра используется для выбора типо-
вой модели собственных ускорений БЛА. Наиболее зна-
чимым является центростремительное ускорение wc. Его 
значение в зависимости от скорости изменения курса ωL 
определяется соотношением ниже: 
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где ωV — вертикальная проекция угловой скорости 
вращения, vL — продольная скорость. Уровни ωL1 и ωL2 
настраиваемы. 

Косвенные измерения y* вектора состояния включа-
ют в себя данные 3-осевого акселерометра, данные ба-
рометрического датчика высоты и данные 3-осевого 
магнетометра, а также модуль последних измерений. 
Уравнения прогноза вектора наблюдений y приведены 
ниже: 

,
TT T

h by y   a my y y  
где 

   

 
     

0 cos sin ;

;

;

2 .

T T
c c

h
T

soft

T TT T T T
b soft soft soft

P w w
y h

C P

y P C C P C P

     



 

  

a

m hard

hard hard hard

y g

y b c

b b c b c c





    

III. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТА 
Качество работы предлагаемой автономной системы 

определения ориентации протестировано во время экс-
периментального полета на борту БЛА «Орлан–10» про-
изводства ООО «СТЦ». В ходе испытания бортовым 
вычислителем производилась обработка поступающих 
от ИИМ данных в режиме реального времени. На вычис-
лителе параллельно было запущена разработанная ООО 
«СТЦ» интегрированная БИНС/СНС [7] для выдачи вы-
сокоточной навигационной информации об истинном 
положении и ориентации БЛА. Полет проходил на высо-
те 600 – 700 м со средней скоростью 80 км/ч и продол-
жался около 1 часа. Погодные условия отличались силь-
ным ветром, около 10 м/с, направление юго-западное.  

На рис. 1 изображена траектория движения БЛА и с 
указанием времени прохождения по ней летательного 
аппарата от начала регистрации. Траектория включает в 
себя участки прямолинейного движения, движения по 
окружности, интенсивных разворотов и маневров в виде 
восьмерки, а также быстрого снижения.  

 

Рис. 1. Трактория экспериментаьного полета по данным БИНС 

Углы ориентации БЛА изменялись в пределах ±30° 
по крену и ±15° по тангажу. Данные регистрации углов 
на выходе БИНС/СНС представлены на рисунке 2 ниже. 

 

Рис. 2. Фрагмент регистрации углов ориентации 

По результатам эксперимента проведен расчет СКО 
ошибок оценивания углов ориентации автономной КВ, 
взятых на интервале времени по завершении переходных 
процессов ФК. Точность показаний КВ оказалось лучше 
многих предлагаемых на рынке аналогов: 0.27° по углу 
крена, 0.25° по углу тангажа, 1.44° по углу курса, даже в 
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интенсивных динамических условиях эксплуатации и 
при наличии сильного ветра. 

Для полетной регистрации проведена постобработка 
данных ИИМ тремя упрощенными конфигурациями си-
стемы: 1 – без вертикального канала, 2 – без вертикаль-
ного канала и без компенсации собственных ускорений, 
3 – без калибровки магнитометра. Сравнение СКО оши-
бок представлены в таблице 1. 

ТАБЛИЦА I.  ОШИБКИ ОЦЕНИВАНИЯ КВ 

СКО 
ошибки, ° 

Конфигурация КВ 
0 

(онлайн) 
1 

(оффлайн) 
2 

(оффлайн) 
3 

(оффлайн) 

крен 0.27 0.33 1.12 0.93 

тангаж 0.25 0.35 1.36 1.20 

курс 1.44 1.45 4.45 12.4 

 
Результаты моделирования подтверждают увеличе-

ние точности оценивания углов ориентации благодаря 
предложенным улучшениям алгоритма КВ. 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
С целью обеспечения бортовых систем БЛА беспере-

бойной навигационной информацией в условиях внеш-
них возмущений и электромагнитных помех предлагает-
ся решение задачи автономного определения ориентации 
при помощи расширенного фильтра Калмана без привле-
чения внешних источников измерений состояния объек-
та. Разработанная система определения ориентации пред-

ставляет собой бесплатформенную КВ и включает в себя 
новые структурные элементы: детектор маневра, блок 
компенсации собственных ускорений, вспомогательный 
вертикальный канал оценивания. В ходе летных испыта-
ний на малогабаритном маневренном БЛА «Орлан10» 
производства ООО «СТЦ» проведена верификация рабо-
ты системы. Достигнутая точность оценивания составляет 
0.3° по углам крена и тангажа и 1.5° по углу курса, что 
демонстрирует эффективность предложенных методов в 
сравнении с классической схемой построения КВ. 
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Аннотация—Приведено математическое описание кон-
тура стабилизации гироскопического стабилизатора, чув-
ствительным элементом которого является волновой твер-
дотельный гироскоп, функционирующий в режиме датчика 
угловой скорости. Выполнено имитационное моделирование 
и исследование динамических характеристик гироскопиче-
ского стабилизатора на волновом твердотельном гироскопе.  
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I. ВВЕДЕНИЕ 
Гироскопические стабилизаторы широко применя-

ются на подвижных объектах для стабилизации полез-
ной нагрузки [1–4]. Гиростабилизированные оптико-
электронные системы наблюдения, в основе которых 
лежит стабилизация платформы по 2-м осям применяют-
ся в следующих областях:  

 проведение спасательных работ; 
 обнаружение и распознавание подвижных объек-

тов (машина, человек, животное); 
 дистанционное обнаружение пожаров (в условиях 

сильной задымленности); 
 контроль дорожных ситуаций (в том числе выяв-

ление и пресечение противоправных действий); 
 охрана правопорядка; 

 технический мониторинг нефтегазопроводов и 
линий электропередач и т.д. 

В настоящее время, в основном, чувствительными 
элементами (ЧЭ) 2-х осевого гироскопического стабили-
затора (ГС) являются динамически настраиваемые гиро-
скопы и волоконно-оптические гироскопы, а в некото-
рых системах низкой точности микромеханические ги-
роскопы и акселерометры [5–6]. Перспективным чув-
ствительных элементом для ГС является волновой твер-
дотельный гироскоп (ВТГ). 

По сравнению с другими видами гироскопов ВТГ 
имеет ряд преимуществ: высокий рабочий ресурс, спо-
собность переносить большие перегрузки, относительно 
небольшие массогабаритные характеристики, низкая 
энергоемкость, сохранение инерциальной информации 
при кратковременном отключении электропитания, ма-
лое время готовности, низкий уровень шума в выходном 
сигнале, высокая стабильность выходного сигнала при 
неподвижном основании. ВТГ является перспективным 
ЧЭ так же потому, что имеет минимальное число дета-
лей и технологичен в производстве.  

Целью статьи является исследование динамики ГС 
на ВТГ.  

II. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИЧАНИЕ ГС НА ВТГ 
Структурная схема одного канала ГС на ВТГ имеет 

вид, представленный на рис. 1. 

 

Рис. 1. Структурная схема одного канала ГС на ВТГ 

На рис. 1 введены следующие обозначения: bK  – ко-
эффициент Брайана, bхU  – входное напряжение, 1wtgk , 

2wtgk , 3wtgk  – коэффициенты передачи в контурах 

регулирования ВТГ, ysJ  – эквивалентный момент 

инерции платформы, 1b  – удельный момент вязкого 
трения, wtgТ  – постоянная времени ЧЭ ВТГ, pzk  – 

коэффициент передачи пьезоэлементов; 1kzТ  – посто-
янная времени корректирующего звена, 1kzk  – коэффи-
циент усиления контура стабилизации; 1dsТ  – постоян-
ная времени  двигателя стабилизации, 1dsk  – коэффици-
ент передачи по моменту двигателя стабилизации, M  – 
возмущающий момент, 2y  – абсолютная угловая ско-

рость платформы, gz  – угол поворота внутренней рам-
ки ГС относительно наружной. 

На рис. 2 приведена имитационная модель одного 
канала ГС на ВТГ, функционирующего в режиме ДУС 
(при 0gz ). Уровень шума на выходе ВТГ при мак-
симальной измеряемой скорости 500 град/с не превы-
шает 0,1 град/с. 

 

Рис. 2. Имитационная модель  одного канала ГС на ВТГ 
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Для определения параметров контуров регулирова-
ния ВТГ в режиме датчика угловой скорости (ДУС) ис-
пользовалась передаточная функция разомкнутой систе-
мы ВТГ с пропорционально-интегральным регулятором 
по огибающей выходного сигнала.  
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Для определения полосы пропускания и динамиче-
ской точности ГС использована передаточная функция 
замкнутой схемы ВТГ в режиме ДУС с пропорциональ-
но-интегральным регулятором по огибающей выходного 
сигнала: 
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На основании передаточных функций (1), (3) постро-
ены логарифмические амплитудно-фазовые частотные 
характеристики (ЛАФЧХ) разомкнутой и замкнутой си-
стем ВТГ в режиме ДУС с пропорционально- интеграль-
ным регулятором. 

Согласно рис. 3 система устойчива, запас по фазе в 
разомкнутой системе составляет 73,400. 

Как видно из рис. 4, полоса пропускания ВТГ равна 
140 Гц. 

На рис. 5 приведен график переходного процесса вы-
ходного сигнала ВТГ, как реакция на ступенчатое вход-
ное воздействие с амплитудой 500град/с. Величина пе-
ререгулирования составляет 8%, а время переходного 
процесса 0,02 с. 

 
Рис. 3. ЛАФЧХ разомкнутой системы ВТГ с пропорционально- 
интегральным регулятором 

 

Рис. 4. ЛАФЧХ замкнутой системы ВТГ с пропорционально - 
интегральным регулятором 
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Рис. 5. График выходного напряжения ВТГ, как реакция на ступенчатое 
воздействие 

III. ДИНАМИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ГС НА ВТГ В 
РЕЖИМЕ ДУС 

Согласно рис. 1, получим передаточную функцию 
разомкнутой цепи (6) контура стабилизации.  
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Далее определим передаточную функцию замкнутой 
цепи (8) контура стабилизации (входом является возму-
щающий момент М, а выходом – погрешность стабили-
зации ε):  
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В результате моделирования были получены ЛАФЧХ 
разомкнутой системы (рис. 6). На рис. 7 представлена 
ЛАФЧХ замкнутой системы (входом является возмуща-
ющий момент, а выходом погрешность стабилизации).  

 
Рис. 6. ЛАФЧХ разомкнутой системы контура стабилизации 

Анализ рис. 6 показывает, что система устойчива. За-
пас по фазе составляет 33,20, а запас по амплитуде со-
ставляет –14,4 дБ. 

 
Рис. 7. ЛАФЧХ замкнутой системы контура стабилизации 

Как видно из рис. 7 полоса пропускания ГС равна  
40 Гц. Значение ЛАЧХ в полосе пропускания –42 дБ. 

Построим график зависимости погрешности стабили-
зации от времени (рис. 8), как реакция на единичное сту-
пенчатое воздействие. 

 
Рис. 8. График погрешности стабилизации при единичном ступенчатом 
воздействии 

Время переходного процесса составляет менее 0,05 с, 
а величина перерегулирования равна 10%. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
1. В результате исследования была подтверждена рабо-

тоспособность ГС на ВТГ в режиме ДУС. 

2. Синтезирован контур стабилизации, в котором обес-
печены запасы по фазе 33,20 и по амплитуде –14,4 дБ. 

3. Полоса пропускания контура стабилизации состав-
ляет 40 Гц. Значение ЛАЧХ, построенной по переда-
точной функции замкнутой системы, являющейся 
отношением погрешности стабилизации к возмуща-
ющему моменту относительно оси стабилизации 
равно –42 дБ. 
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Аннотация—Разработана методика оптимизации кон-
фигурации тройки одноосных измерителей угловой скоро-
сти для условий несимметрии множества допустимых уг-
ловых скоростей объекта. Ее применение позволяет рас-
ширить использование ЧЧЛГ с небольшим рабочим диа-
пазоном вдоль каждой измерительной оси на случай быст-
рого вращения объекта вокруг медленно прецессирующей 
оси. В работе предложены варианты решения поставлен-
ной оптимизационной задачи, которые позволяют до 4,7 
раз снизить требования к величине диапазона измерений 
угловой скорости вращения с помощью ЧЧЛГ и повысить 
точность измерений в меньшем диапазоне. 

Ключевые слова—гироскопы; инерциальная навигацион-
ная система; четырехчастотный лазерный гироскоп; вы-
сокодинамичный объект 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Повышение эксплуатационных характеристик бес-

платформенной инерциальной навигационной системы 
(БИНС) возможно с использованием более точных изме-
рительных датчиков, а также путем оптимизации распо-
ложения датчиков в составе системы [1, 2] (Рис. 1). 

 

Рис. 1. Измерительная система из трех одноосных ЧЧЛГ 

В работе предлагается комплексный подход, затраги-
вающий оба пути усовершенствования БИНС. Переход 
на более точные датчики заключается в замещении 

двухчастотных лазерных гироскопов в БИНС четырех-
частотными лазерными гироскопами (ЧЧЛГ). Оптимиза-
ция размещения датчиков в системе реализуется разра-
боткой методики выбора рациональной конфигурации 
измерительной системы, состоящей из трех одноосных 
ЧЧЛГ, с учетом возможной несимметрии области вариа-
ции допустимой угловой скорости вращения объекта. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

А. Четырехчастотный лазерный гироскоп 
Использование частотных подставок является при-

меняемым на практике решением проблемы захвата ча-
стот встречных волн в лазерных гироскопах [3]. Частот-
ные подставки механического типа [3] создают периоди-
ческие крутильные колебания лазерного гироскопа во-
круг оси чувствительности. Частотные подставки магни-
тооптического типа [3, 4] создают кажущееся вращение 
наложением на активную среду лазерного гироскопа 
продольного магнитного поля. Данный метод исключает 
подвижные элементы в конструкции лазерного гироско-
па, что существенно повышает прочностные характери-
стики. Однако лазерный гироскоп с магнитооптической 
частотной подставкой чувствителен к внешним магнит-
ным полям [5], что вносит вклад в ошибку измерений. 
Для обеспечения высокой механической прочности ла-
зерного гироскопа с сохранением его нечувствительно-
сти к магнитным полям необходим переход к четырехча-
стотному режиму работы [6]. 

В ЧЧЛГ по два луча противоположных круговых по-
ляризаций распространяются в каждом из направлений 
обхода кольцевого резонатора. Воздействие магнитного 
поля имеет разные знаки для волн противоположных 
круговых поляризаций. Как следствие, усреднение сиг-
нала позволяет вычесть влияние магнитного поля на из-
лучение. 
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Во-первых, использование четырехчастотного режи-
ма работы лазерного гироскопа (Рис. 2) повышает точ-
ность измерений угловой скорости вращения, так как 
компенсируется магнитная составляющая ошибки изме-
рений, и измерения дублируются путем независимого 
детектирования сигналов от волн разных поляризаций. 

 

Рис. 2. Четырехчастотный лазерный гироскоп 

Во-вторых, указанная нечувствительность к магнит-
ному полю позволяет располагать ЧЧЛГ в составе БИНС 
без оглядки на возможное влияние на ЧЧЛГ электропро-
водки и катушек магнитооптической частотной подстав-
ки соседних ЧЧЛГ. Как следствие, реализуется свобода 
ориентации тройки ЧЧЛГ в составе БИНС. 

Необходимо разработать для ЧЧЛГ в составе БИНС 
методику выбора рациональной конфигурации измери-
тельной системы, состоящей из трех одноосных ЧЧЛГ, с 
учетом возможной несимметрии области вариации допу-
стимой угловой скорости вращения объекта. 

Б. Используемые обозначения 
Рассмотрим приборную систему координат (ПСК) с 

осями x, y, z, образующими правую тройку. В ПСК зада-
дим расположение оси чувствительности (ОЧ) νi  (i = 1, 
2, 3) i-го ЧЧЛГ с помощью двух углов α [0, 2π)i  , 

π πγ [ , ]
2 2i    (Рис. 3). 

 

Рис. 3. Расположение оси чувствительности ЧЧЛГ в осях ПСК 

И пусть множество векторов допустимой угловой 
скорости вращения объекта задается неравенствами с 
известными пределами: 

ω ω ωx x x
   , 

ω ω ωy y y
   , 

ω ω ωz z z
   . 

(1) 

Поскольку установка ЧЧЛГ в ПСК может быть реа-
лизована не единственным образом, задачу ее выбора 
сформулируем, как оптимизационную. 

В этих условиях необходимо определить значения 
углов α , γ , 1,3i i i   оптимальной установки ОЧ ЧЧЛГ. В 
качестве критерия оптимальности используем величину 
рабочего диапазона ЧЧЛГ, достаточную для измерений 
вектора ω  с учетом (1), а под его оптимизацией понима-
ется минимизация диапазона по абсолютной величине. 

В. Модель измерений 

Идеальные измерения ЧЧЛГ Ω , 1,3i i  , ОЧ которых 
расположены, как на Рис. 3, представимы в виде: 

Ω ω cos α cos γ ω sin α cos γ ω sin γi x i i y i i z i         (2) 

где ω ,ω ,ωx y z  – фактические значения проекций в ПСК 
вектора угловой скорости объекта, или в векторной 
форме: 

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

cos α cos γ sin α cos γ sin γ
Ω cosα cos γ sin α cos γ sin γ ω

cos α cos γ sin α cos γ sin γ

  
     
   

, (3) 

Отсюда следует алгоритм восстановления вектора 
угловой скорости в ПСК: 

*
ω̂ Ω

Δ
W

 , (4) 

в котором *W  – матрица алгебраических дополнений 
матрицы системы (3), Δ  – определитель матрицы систе-
мы (3), причем он зависит от углов установки ОЧ сле-
дующим образом: 

Δ cos γ cos γ sin γ sin(α α )1 2 3 2 1
cos γ cos γ sin γ sin(α α )1 3 2 3 1
sin γ cos γ cos γ sin(α α )1 2 3 3 2

     

     

    

. (5) 

Г. Оценка необходимого рабочего диапазона ЧЧЛГ 
Произведем оценку рабочего диапазона ЧЧЛГ, необ-

ходимого для адекватного измерения угловой скорости 
ω . Вычисляя, с учетом (1), минимум и максимум Ω i  (2) 
по ω ,ω ,ωx y z , получим для верхнего и нижнего границ 
диапазона выражения: 

maxΩ (ω cosα ω sin α )cos γ ω sin γi x i y i i z i         (6) 

где 
ω , cos α 0

ω
ω , cosα 0

x i
x

x i





  


 , 

ω , sin α 0
ω

ω , sin α 0

y i
y

y i





  


 , 
ω , sin γ 0

ω
ω , sin γ 0

z i
z

z i





  


 ; 

(7) 

minΩ (ω cos α ω sin α ) cos γ ω sin γi x i y i i z i            (8) 
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где 
ω , cosα 0

ω
ω , cos α 0

x i
x

x i





  


 , 

ω , sin α 0
ω

ω , sin α 0

y i
y

y i





  


 , 
ω , sin γ 0

ω
ω , sin γ 0

z i
z

z i





  


 . 

(9) 

Д. Формулировка оптимизационной задачи 
Задачу выбора углов ориентации ОЧ сформулируем, 

как задачу на экстремум: 

 * * *
1 1 1 2 2 2 3 3 3

α ,γ , 1,3
min max Ω (α , γ );Ω (α , γ );Ω (α , γ )

ii i 
, (10) 

с ограничением в виде неравенства  

*
1 1 2 2 3 3| Δ(α , γ ,α , γ ,α , γ ) | Δ , (11) 

где  * min maxΩ max | Ω |,| Ω |i i i  – максимальное по абсо-

лютной величине значение границ рабочего диапазона. 
Если множество векторов допустимой угловой скорости 
ω  симметрично относительно 0, то * maxΩ Ωi i ; 

1 1 2 2 3 3Δ(α , γ ,α , γ ,α , γ )  – зависимость определителя мат-
рицы преобразования от ПСК к измерительным осям (5) 
от углов установки ОЧ; *Δ 0  – заданное предельное 
значение определителя. Выполнение неравенства (11) 
гарантирует невырожденность матрицы преобразования 
и, соответственно, структуры  измерительной системы.  

III. ОБСУЖДЕНИЕ ЗАДАЧИ И ЕЕ РЕШЕНИЯ 
Сформулированная оптимизационная задача обеспе-

чивает минимизацию размера рабочего диапазона ЧЧЛГ 
при сохранении их 3D конфигурации, что позволяет ис-
пользовать ЧЧЛГ высокой чувствительности с неболь-
шим рабочим диапазоном для измерения достаточно 
больших скоростей вращения. 

Ограничение снизу величины определителя матрицы 
преобразования обеспечивает возможность адекватного 
восстановления скорости в осях ПСК по измерениям 
ЧЧЛГ. 

Отметим, что возможна также формулировка двой-
ственной задачи к выше изложенной. А именно: необхо-
димо максимизировать определитель матрицы преобра-
зования при ограниченной сверху величине рабочего 
диапазона ЧЧЛГ **Ω . В этом случае задача (10) и огра-
ничения (11) поменяются местами, т.е.  

1 1 2 2 3 3
α ,γ
max | Δ(α , γ ,α , γ ,α , γ ) |

i i
, (12) 

при ограничениях 

 * * * **
1 1 1 2 2 2 3 3 3max Ω (α , γ );Ω (α , γ );Ω (α , γ ) Ω . (13) 

Решение двойственной задачи, естественно, будет 
другим. 

В общем случае решение задачи (10), (11) возможно 
только численно. Учитывая сложность целевой функции 
и возможное наличие множества экстремумов, в каче-
стве метода отыскания начального приближения целесо-

образно использовать какую-либо разновидность гене-
тического алгоритма. В частных случаях, допускающих 
упрощение задачи, возможно и аналитическое решение. 

А. Возможности оптимизации 
Компоновка из трех ЧЧЛГ со взаимно перпендикуляр-

ными ОЧ задается углами α 120 , 240 , 360 , γ 35,3 ,       что 
позволяет тройкой ЧЧЛГ измерить максимальную угло-
вую скорость в 1,73 раза превышающую диапазон изме-
рений одного ЧЧЛГ (Рис. 4, 5). Варьирование углов ори-
ентации ОЧ ЧЧЛГ позволяет измерять в разы большие 
угловые скорости той же тройкой приборов. 

 

Рис. 4. Зависимость максимальной измеряемой угловой скорости от 
угла гамма ориентации осей чувствительности 

 

Рис. 5. Зависимость максимальной измеряемой угловой скорости от 
угла альфа ориентации осей чувствительности 

Зависимости получены при α 120 , 240 , 360    и при 
γ 35,3  соответственно. 

Б. Примеры решения 
Пусть область допустимого вращения объекта опре-

деляется неравенствами | ω | σ,x  | ω | σ,y   

| ω | σ,z k  1k  . И пусть * 3Δ
2

 . В этом случае за-

дача (10), (11) принимает вид: 

 

1

2
, , 1,3

3

min max

| cos | | sin | cos | sin |, 1: 3

ii i

i i i i i

A
A
A

A k i

 

   



 
 
 
 
 

     

, (14) 

1 2 3 2 1

1 3 3 3 1
*

1 2 3 3 2

| cos γ cos γ sin γ sin(α α )
cos γ cos γ sin γ sin(α α )

sin γ cos γ cos γ sin(α α ) | Δ

    

     

     

. (15) 

Такая задача все еще слишком сложная для аналитиче-
ского решения. Упростим ее, введя некоторые связи между 
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переменными. Будем считать, что 1
2α α π,
3

   2
2α α π,
3

   

3
4α α π;
3

  а также 1 2 3γ γ γ γ 0    . В этом случае (14), 

(15) принимают вид: 

α,γ
min max , | cosα | | sin α |) cos γ sin γ

2 2| cos(α π) | | sin(α π) |) cos γ sin γ
3 3
4 4| cos(α π) | | sin(α π) |) cos γ sin γ
3 3

A
B A k
C

B k

C k

 
      
 
 

     

     

, 
(16) 

2 *2 1cos γ sin γ Δ
33 3

   . (17) 

Из последнего неравенства следует, что 
0, 4 sin γ 0,7  . Поскольку 1k  , слагаемые, содер-
жащие cos γ , не оказывают существенного влияния на 
величину целевой функции. Поэтому в качестве решения 
можно принять *γ arcsin 0,4 0, 4  рад., α  – произволь-
ный. При этом рабочий диапазон ЧЧЛГ можно умень-
шить в 2,5 раза по сравнению со стандартным располо-
жением ОЧ вдоль осей ПСК. Еще более существенного 
уменьшения диапазона можно добиться, если ослабить 
требование для определителя, уменьшив параметр *Δ . 

Чтобы завершить пример, рассмотрим задачу для 
фиксированного значения угла α , скажем, при α 0 . 
Тогда целевая функция принимает вид: 

γ

γ
0,4 sin γ 0,7

cos γ sin γ;

2 3min max cos γ sin γ;
2

2 3 cos γ sin γ
2
2 3min cos γ sin γ

2

k

k

k

k
 

 
  
 

    
 
 

  
 

     
  

. (18) 

Единственный максимум целевой функции (без учета 

диапазона) достигается в точке **γ
1,87

karctg  и при 

1,83k   получаем **sin γ 0,7 . Отсюда следует, что 
при 1,83k   минимум функции в рассматриваемом диа-

пазоне достигается на границе, т.е. *γ 0, 4 , что под-
тверждает полученное выше решение. 

Для системы из трех одинаковых ЧЧЛГ с взаимно 
перпендикулярными ОЧ Δ 1  (Рис.  6), максимальная 
измеряемая угловая скорость ω 1,731 Ωmax max   пре-
вышает границу рабочего диапазона ЧЧЛГ в 1,731 раза. 

 

Рис. 6. Пример сконструированной измерительной системы 

Для *Δ 0,3  приведем три варианта оптимизации: 

1. α 120 , 240 , 360 , γ 69 .      Δ 0,3115.
ω 3,6268 Ω ,max max  т.е. в Κ 2,095 раза уве-
личен максимум измеряемой угловой скорости 
при неизменных ЧЧЛГ, либо в Κ 2,095 раза 
уменьшен рабочий диапазон ЧЧЛГ при сохра-
нении максимальной измеряемой угловой ско-
рости; 

2. α 58 , 116 , 174 , γ 35,3 .      Δ 0,3069.
ω 6,0261 Ω ,max max  Κ 3,4813.  

3. α 7 , 14 , 21 , γ 35,3 .      Δ 0,3119.
ω 8,1985 Ω ,max max  Κ 4,7363.  

IV. ВЫВОДЫ 
В работе предложено повышение эксплуатационных 

характеристик БИНС путем использования нечувстви-
тельных к магнитным полям ЧЧЛГ, а также ориентации 
их ОЧ с использованием оптимизационного метода, поз-
воляющего в 4,7 раза снизить требования на величину 
рабочего диапазона ЧЧЛГ, либо при заданном диапазоне 
измерять в 4,7 раза большие угловые скорости вращения 
вокруг выбранной оси. 
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Аннотация—Рассмотрена математическая модель по-
луаналитического гирокомпасирования. Определены тре-
бования к погрешности задания угла поворота гироскопи-
ческого датчика в зависимости от его точности и требуе-
мой точности гирокомпасирования. 

Ключевые слова—гирокомпас, погрешность, вращение 

I. ВВЕДЕНИЕ 
При решении задач геодезии и навигации необходи-

мо определять угол курса неподвижного объекта. Не-
смотря на то, что в настоящее время определение угла 
курса может быть выполнено при помощи спутниковых 
навигационных систем, в ряде случаев гироскопические 
методы оказываются более предпочтительными. В 
настоящее время для гирокомпасирования используются 
маятниковые гирокомпасы, гирокомпасы с косвенным 
управлением, аналитические и полуаналитические гиро-
компасы [1–4]. Для исключения моментов трения в вы-
сокоточных маятниковых гирокомпасах и гирокомпасах 
с косвенным управлением используют жидкостный и 
торсионный подвесы чувствительного элемента, однако 
конструкции таких гирокомпасов имеют высокую слож-
ность и стоимость. Современные гирокомпасы исполь-
зуют в качестве чувствительных элементов высокоточ-
ные датчики угловой скорости, устанавливаемые в 
обычном кардановом подвесе. Дальнейшее уменьшение 
сложности и стоимости гирокомпасов обеспечивает ана-
литическое гирокомпасирование [5, 6], используемое 
при начальной выставке современных бесплатформен-
ных инерциальных навигационных систем, когда по ак-
селерометрам определяются углы крена и тангажа, а по-
средством датчиков угловой скорости измеряется вектор 
угловой скорости вращения Земли. К недостаткам таких 
систем можно отнести высокие требования к точности 
датчиков угловой скорости и акселерометров, меньшую 
точность. В системах полуаналитического гирокомпаси-
рования (двойного гирокомпасирования) для повышения 
точности системы при снижении требований к характе-
ристикам чувствительных элементов используется вра-
щение блока гироскопических чувствительных элемен-
тов вокруг вертикальной оси [7, 8]. Такое вращение поз-
воляет калибровать чувствительные элементы в процес-
се работы и повышает точность измерения угла азимута 
при незначительном усложнении системы. В качестве 
примера можно привести систему «Бекар-Э» разработки 
ЦНИИ «Электроприбор» [9]. 

Учитывая преимущества систем полуаналитического 
гирокомпасирования, в работе получена математическая 

модель такой системы, определены требования к харак-
теристикам чувствительных элементов и выбран способ 
обработки их сигналов. Полученные результаты допол-
няют исследование [10]. 

II. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
При достаточно точной выставке измерительной си-

стемы в плоскости горизонта (единицы угловых минут) 
и отсутствии вращения блока вокруг вертикальной оси 
погрешность широты связана с погрешностями системы 
следующим образом: 

  

где – угол тангажа; – угол курса;  – широта;  – 
погрешность смещения нуля датчика угловой скорости; 

 – погрешность коэффициента передачи датчика 
угловой скорости;  – погрешность определения широ-
ты;  – погрешность определения угла тангажа;  – 
погрешность угла курса;  – угловая скорость враще-
ния Земли. 

Из формулы (1) следует, что при достаточно точной 
выставке измерительной системы в плоскости горизонта 
погрешности углов крена и тангажа слабо влияют на 
погрешность определения курса. Кроме того, уменьше-
ние угла тангажа и погрешностей его измерения снижает 
влияние погрешности определения широты. Существен-
ное влияние на погрешность определения курса оказы-
вает исходная ориентация измерительной системы по 
углу курса   – для минимизации погрешности ее сле-
дует брать близкой к 90° или к -90°. Учитывая малость 
угловой скорости вращения Земли, погрешности коэф-
фициента передачи и смещения нуля датчика угловой 
скорости не позволяют получить высокую точность при 
отсутствии вращения. 

При вращении измерительного блока и измерении 
угловой скорости вращения Земли в двух положениях, 
отличающихся на 180°, формула (1) примет вид: 
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где  и  – погрешности смещения нуля в 
первом и втором положениях, соответственно;  и 

 – погрешности задания первого и второго положе-
ний измерения, соответственно. 

Формула (2) показывает, что вращение позволяет ка-
либровать смещение нуля датчиков угловой скорости, но 
вносит погрешность от неточного задания угла поворота. 
Таким образом, в системах полуаналитического гиро-
компасирования необходим достаточно точный датчик 
угла поворота блока чувствительных элементов вокруг 
вертикальной оси. 

Анализ математической модели показал, что калиб-
ровка акселерометров путем вращения блока инерциаль-
ных чувствительных элементов имеет смысл только при 
выполнении условия: 

  

где  – погрешность смещения нуля акселерометров; g – 
ускорение силы тяжести. 

Из модели также следует, что вращение блока чув-
ствительных элементов обеспечивает эффективное 
устранение погрешностей датчиков угловой скорости 
при выполнении условия 

  

где  – угол крена. 

Формула (4) позволяет оценить требования к датчику 
угла поворота на основе характеристик используемого 

датчика угловой скорости. Например, погрешность сме-
щения нуля ДУС ВГ035 (0,3°/ч) примерно эквивалентна 
погрешности задания угла поворота в 1°.  

При устранении постоянной составляющей погреш-
ности и погрешности коэффициента передачи датчика 
угловой скорости путем вращения основное влияние 
будет оказывать шумовая составляющая его сигнала. 

Влияние шумовой погрешности датчика угловой 
скорости ВГ035 величиной 0,01°/ч при времени осред-
нения 30 с эквивалентно погрешности задания угла 2 
угловых минуты. Таким образом, при использовании 

датчика типа ВГ035 точность позиционирования 0  и 

180  должна быть не хуже 2 угловых минут. При этом 
возможно обеспечить точность гирокомпасирования 
порядка 10 угловых минут. 

Полученная в работе модель погрешностей позволяет 
быстро оценить требования к элементам системы полуа-
налитического гирокомпасирования. 
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Аннотация—Представлены обзор и развитие результа-
тов, полученных докладчиками в области кватернионных и 
бикватернионных моделей и алгоритмов функционирования 
бесплатформенных и платформенных инерциальных нави-
гационных систем и доложенных на XX-XXIII и XXV, XXVI  
Санкт-Петербургских Международных конференциях по 
интегрированным навигационным системам. Эти модели и 
алгоритмы повышают эффективность аналитического ис-
следования свойств инерциальной навигации и точность 
автономного определения параметров ориентации и навига-
ции движущихся объектов. 

Ключевые слова—бесплатформенные и платформенные 
инерциальные навигационные системы; кватернионные и 
бикватернионные модели и алгоритмы инерциальной 
навигации  

I. КВАТЕРНИОННЫЕ И БИКВАТЕРНИОННЫЕ МОДЕЛИ  
И АЛГОРИТМЫ БИНС ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПАРАМЕТРОВ 

ОРИЕНТАЦИИ И НАВИГАЦИИ 
 

Разработаны новые модели и алгоритмы функциони-
рования бесплатформенных инерциальных навигацион-
ных систем (БИНС), предназначенные для высокоточного 
определения кажущейся, гравитационной и относитель-
ной скоростей движущегося объекта, параметров ориен-
тации объекта в инерциальной и географической сопро-
вождающей системах координат, а также географических 
координат местоположения объекта [1, 2]. Для нахожде-
ния кажущейся скорости и параметров инерциальной ори-
ентации объекта (параметров Родрига–Гамильтона (Эйле-
ра)) использовано дифференциальное бикватернионное 
кинематическое уравнение в дуальных параметрах Эйле-
ра, предложенное Ю.Н. Челноковым (1980) [3, 4], и прин-
цип перенесения Котельникова–Штуди [5], позволяющий 
переносить результаты, полученные в задаче определения 
инерциальной ориентации объекта в вещественных пара-
метрах Эйлера на более общую указанную задачу в ду-
альных параметрах Эйлера. В основе определения грави-
тационной скорости лежит интегрирование новых, пред-
ложенных Ю.Н. Челноковым, дифференциальных уравне-
ний для проекций гравитационной скорости на оси гео-
графической   системы   координат с использованием про-
екций кажущейся скорости объекта на оси инерциальной 
системы координат. Для нахождения относительной ско-
рости объекта использованы алгебраические соотноше-
ния, связывающие относительную, кажущуюся и гравита-
ционную скорости и вытекающие из принципа суперпо-
зиции. Входная информация алгоритмов – приращения 
интегралов от проекций векторов абсолютной угловой 
скорости и кажущегося ускорения объекта на связанные с 
ним координатные оси. Выходная информация – парамет-
ры Эйлера и углы самолетного типа, характеризующие 

ориентацию объекта в инерциальной и географической 
сопровождающей системах координат; проекции векторов 
кажущейся, гравитационной и относительной скоростей 
движущегося объекта на географические и связанные ко-
ординатные оси; географические координаты местополо-
жения объекта.  

Для вычисления инерциальной ориентации и кажу-
щейся скорости объекта разработаны новые кватернион-
ные и бикватернионные (в кватернионных и бикватерни-
онных ортогональных операторах) одношаговые алгорит-
мы 3-го порядка точности и двухшаговые алгоритмы 3-го 
и 4-го порядков точности [5-8]. Интегрирование диффе-
ренциальных уравнений для гравитационной скорости и 
географических координат местоположения объекта про-
водится методом Рунге–Кутты 4-го порядка точности. 
Результаты математического моделирования показали 
высокие точностные характеристики разработанных алго-
ритмов. Так, методические погрешности вычисления 
инерциальной ориентации объекта для алгоритма 3-го 
порядка точности находятся в диапазоне 10-510-7 

град/час, а вычисления кажущейся скорости  в диапазоне           
10-610-8 м/с через час движения объекта в зависимости от 
условий его движения и шага интегрирования.  

Дано сравнение предлагаемых моделей и алгоритмов 
БИНС для вычисления кажущейся, гравитационной и от-
носительной скоростей движущегося объекта с уравнени-
ями и алгоритмами, предложенными в известных работах  
Бара–Ицхака (I.Y. Bar–Itzhack, 1977), Н.Т. Кузовкова и 
О.С. Салычева (1982), Д.В. Лебедева (1984), Д.В. Лебеде-
ва и А.П. Панова (1989), В.Н. Бранца и И.П. Шмыглевско-
го (1992), Поля Саважа (Сэвиджа) (P.G. Savage, 1998), 
В.Н. Бранца (2009) [9-15]. Показано, что предлагаемые 
модели и алгоритмы значительно проще и эффективнее 
моделей и алгоритмов, предложенных в этих работах. 

II. ИССЛЕДОВАНИЕ АЛГОРИТМОВ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
ИНЕРЦИАЛЬНОЙ ОРИЕНТАЦИИ 

Исследованы [6, 7] новые одношаговые алгоритмы 
третьего порядка точности и двухшаговый алгоритм чет-
вертого порядка точности, предложенные докладчиками, 
и известные алгоритмы БИНС (метод средней скорости, 
имеющий второй порядок точности; одношаговый алго-
ритм третьего порядка точности (структурой этого алго-
ритма охватываются алгоритмы А. Эдвардса, П.Н. Беса-
раба, P.G. Savage, А.П. Панова); двухшаговый алгоритм 
третьего порядка точности; четырехшаговый алгоритм 
четвертого порядка точности А.П. Панова), предназна-
ченные для определения параметров ориентации движу-
щегося объекта (параметров Эйлера) в инерциальной си-
стеме координат. В основе построения новых алгоритмов 
лежит использование классического кватерниона поворо-
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та Гамильтона, кватерниона с нулевой скалярной частью, 
который ставится в соответствие классическому кватер-
ниону поворота с помощью кватернионного аналога фор-
мулы Кэли, а также новое кватернионное кинематическое 
уравнение типа Риккати [5] (см. также [6, 7]), полученное 
Ю.Н. Челноковым (2008) с использованием этого аналога 
формулы Кэли. Отметим, что матричная форма этого 
уравнения, полученная с использованием стереографиче-
ского проектирования четырехмерного пространства на 
ориентированное трехмерное пространство, была ранее 
предложена С.Е. Переляевым. Также отметим, что ис-
пользованные нами в этих уравнениях четырехмерные 
(кватернионные или матричные) кососимметрические 
операторы имеют качественные преимущества перед 
трехмерными операторами, которые обуславливают собой 
существенные преимущества предложенных нами кине-
матических уравнений ориентации в четырехмерных опе-
раторах перед известными кинематическими уравнениями 
в трехмерных кососимметрических операторах.  

Новые алгоритмы построены с помощью метода по-
следовательного приближения Пикара. В этих алгоритмах в 
качестве входной информации используется интегральная 
первичная информация об абсолютном угловом движении 
объекта. Одной из отличительных черт проведенного иссле-
дования заключается в изучении точности (вычислительного 
дрейфа) алгоритмов ориентации при наличии высокочастот-
ных (порядка 100 или 400 гц.) колебаний основания с учетом 
частоты съема первичной интегральной информации 1000 
или 2000 гц. При моделировании движения объекта предпо-
лагается, что он совершает по каждой из угловых перемен-
ных ψ, ϑ, γ (типа самолетных углов) отдельные гармониче-
ские колебания или совершает по каждой из угловых пере-
менных композицию нескольких низкочастотных и высоко-
частотных гармонических колебаний с разными амплитуда-
ми и частотами. Моделирование проводилось как для от-
дельных низкочастотных угловых гармонических колеба-
ний объекта (частоты колебаний fψ = fϑ = 1 гц, fγ = 0.5 гц)  
с малыми (ψ+ = 1 град, ϑ+ = 2 град, γ+ = 3 град) и большими 
(ψ+ = 15 град, ϑ+ = 5 град, γ+ = 15 град) амплитудами  
(а также для других вариантов с большими амплитудами и 
частотами), так и для композиций высокочастотных и низко-
частотных гармонических колебаний объекта, в частности, 
для следующих параметров гармоник: первая высокочастот-
ная гармоника: частоты – fψ = 380 гц, fϑ = 400 гц, fγ = 420 гц; 
амплитуды (одинаковые) – ψ+ = ϑ+ = γ+ = 2.5 угл. с или  
ψ+ = ϑ+ = γ+ = 25 угл. с; вторая высокочастотная гармоника: 
частоты – fψ = 60 гц, fϑ = 80 гц, fγ = 100 гц; амплитуды –  
ψ+ = 1 угл. мин, ϑ+ = 1.5 угл. мин, γ+ = 2 угл. мин или  
ψ+ = 10 угл. мин, ϑ+ = 15 угл. мин, γ+ = 20. угл. мин; третья 
низкочастотная гармоника: частоты – fψ = fϑ = fγ = 1 гц 
(одинаковые) или fψ = 1 гц, fϑ = 2 гц, fγ = 3 гц; амплитуды – 
ψ+ = 6 град, ϑ+ = 8 град, γ+ = 10 град. Задание таких зако-
нов движения объекта позволило наиболее полно выявить 
точностные возможности исследуемых алгоритмов (тра-
диционно при исследовании алгоритмов ориентации дви-
жение объекта задается в виде конического движения, т.е. 
моделируется колебательное движение объекта по двум, а 
не трем угловым переменным). Вычисления проводились 
с 32- или 64-разрядной сеткой (последняя использовалась 
при моделировании алгоритмов четвертого порядка точ-

ности). Шаг интегрирования h выбирался из интервала 
[0.0005c ÷ 0.1c]. Время движения объекта (интегрирова-
ния) – 600 с (10 мин). Программы для задания движения 
объекта и для моделирования алгоритмов разработаны 
Л.А. Челноковой, ею проведено и моделирование алго-
ритмов. По результатам проведенного объемного матема-
тического моделирования сделаны следующие основные 
выводы: 

1. Из всех рассмотренных алгоритмов наименьшие ме-
тодические погрешности имеет новый двухшаговый алго-
ритм четвертого порядка точности, построенный на осно-
ве кватернионного кинематического уравнения типа Рик-
кати. Этот алгоритм обладает лучшей вычислительной 
устойчивостью и имеет простую структуру. При шаге ин-
тегрирования h = 0.01 с его погрешности для моделируе-
мых низкочастотных угловых движений объекта с боль-
шими амплитудами составляют 1.29・10−5 град, 
3.93・10−6 град и 1.45・10−5 град по переменным ψ, ϑ и γ 
соответственно, что на 1 ÷ 2 порядков меньше (для этого 
же шага интегрирования), чем погрешности всех других 
рассмотренных одно- и двухшаговых алгоритмов. При 
шаге интегрирования h = 0.001 с погрешности этого алго-
ритма для этих угловых движений объекта составляют 
величины 4.13 ・ 10−7 град, 1.47 ・ 10−7 град и 5.40 ・ 10−7 
град по переменным ψ, ϑ и γ соответственно. 

2. Из всех рассмотренных одношаговых алгоритмов 
ориентации наименьшую методическую погрешность 
имеет наш новый одношаговый алгоритм третьего поряд-
ка точности, построенный на основе кватернионного ки-
нематического уравнения типа Риккати.  

3. Хорошо известный четырехшаговый алгоритм чет-
вертого порядка точности А.П. Панова имеет для боль-
шинства вариантов моделирования точность, сопостави-
мую с точностью нашего нового двухшагового алгоритма 
четвертого порядка точности, если выполнены определен-
ные алгоритмические особенности реализации этого четы-
рехшагового алгоритма. Однако наш двухшаговый алго-
ритм четвертого порядка точности имеет преимущество в 
смысле объема необходимых вычислений в 1.5 ÷ 2 раза в 
силу его большей простоты. Кроме того, новый двухша-
говый алгоритм позволяет выполнять определение ориен-
тации с большей частотой (по сравнению с четырехшаго-
вым алгоритмом) и, следовательно, с большей точностью. 
Отметим, что алгоритм А.П. Панова показал по углу курса 
для отдельных вариантов моделирования (при наличии 
высокочастотных колебаний объекта) на порядок худшую 
точность (в сравнении с нашим алгоритмом). 

4. Вычислительные дрейфы всех алгоритмов для высо-
кочастотных колебаний объекта с малыми амплитудами 
(наиболее интересный для практики случай) имеют поря-
док 10−6 град. 

5. Наличие высокочастотных составляющих в угловых 
колебаниях объекта может приводить к потере вычисли-
тельной устойчивости алгоритмов ориентации при невер-
ном выборе шага интегрирования. Так, для одной из рас-
смотренных композиций высокочастотных и низкоча-
стотных угловых гармонических колебаний объекта поте-
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ря вычислительной устойчивости алгоритмов ориентации 
наблюдалась уже при шаге интегрирования, равном 
0.002с. 

Детальный анализ точности различных алгоритмов 
ориентации содержится в наших работах [6, 7]. 

III. БИКВАТЕРНИОННЫЕ МОДЕЛИ И АЛГОРИТМЫ БИНС  
В КОСОСИММЕТРИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРАХ 

Разработаны [5-7, 16-18] новые дуальные модели и ал-
горитмы БИНС в бикватернионных кососимметрических 
операторах, предназначенные для высокоточного опреде-
ления параметров инерциальной ориентации объекта (па-
раметров Эйлера) и проекций кажущейся скорости дви-
жущегося объекта на инерциальные и связанные коорди-
натные оси. В основе построения моделей и алгоритмов 
лежит использование дуальных формул Кэли, бикватер-
нионов с нулевыми дуальными скалярными частями и 
принципа перенесения Котельникова–Штуди. Предло-
женные нами бикватернионные модели имеют вид дуаль-
ных кинематических уравнений типа Риккати. Построен-
ные дуальные алгоритмы используют интегральную пер-
вичную информацию об абсолютной угловой скорости и 
кажущемся ускорении движущегося объекта и имеют тре-
тий или четвертый порядок точности. Дано сравнение 
предлагаемых бикватернионных моделей и алгоритмов 
БИНС для вычисления инерциальной ориентации и ка-
жущейся скорости движущегося объекта с другими 
бикватернионными моделями и алгоритмами, предложен-
ными ранее в известных работах Д.В. Лебедева (1984) 
[12], Д.В. Лебедева и А.П. Панова (1989) [13]. Показано, 
что предложенные нами бикватернионные модели и алго-
ритмы проще и эффективнее моделей и алгоритмов, пред-
ложенных в этих работах. 

IV. СВЕРХБЫСТРЫЙ, БЫСТРЫЙ И МЕДЛЕННЫЙ ЦИКЛЫ 
АЛГОРИТМОВ ОРИЕНТАЦИИ БИНС 

Рассмотрены [19, 20] сверхбыстрый, быстрый и мед-
ленный циклы алгоритмов ориентации БИНС, предназна-
ченных для определения ориентации движущегося объек-
та в инерциальной и нормальной географической систе-
мах координат по приращениям интегралов от проекций 
вектора абсолютной угловой скорости объекта на связан-
ные с ним координатные оси (квазикоординатам). Алго-
ритмы сверхбыстрого цикла построены с использованием 
кватернионного кинематического уравнения типа Риккати 
и метода последовательного приближения Пикара. Алго-
ритм быстрого цикла реализует вычисление кватерниона 
поворота объекта на шаге быстрого цикла в инерциальной 
системе координат. Алгоритм медленного цикла исполь-
зуется для вычисления кватерниона ориентации объекта в 
нормальной географической системе координат. Модели-
рование различных версий алгоритмов быстрого и сверх-
быстрого циклов для вычисления параметров инерциаль-
ной ориентации объекта показало, что упрощенный од-
ношаговый алгоритм сверхбыстрого цикла 3-го порядка 
точности дает точность определения инерциальной ориен-
тации объекта, превосходящую точность известного алго-
ритма П. Саважа, реализующего интегрирование кинема-

тического уравнения Борца, более чем на 1.52 порядка, а 
неупрощенный одношаговый алгоритм быстрого цикла 3-
го порядка точности – более чем на 24 порядка (по углам 
самолетного типа) в зависимости от параметров углового 
движения объекта. 

V. КВАТЕРНИОННЫЕ РЕГУЛЯРНЫЕ МОДЕЛИ  
И АЛГОРИТМЫ ИНС  

Предложены [21-25] качественно новые кватернион-
ные модели идеальной работы БИНС, а также систем про-
странственной инерциальной навигации [26, 27] со стаби-
лизированной в азимуте платформой и с гиростабилизи-
рованной платформой, сохраняющей свою ориентацию в 
инерциальном пространстве неизменной, в регулярных 
четырехмерных переменных Кустаанхеймо–Штифеля и в 
новых их модификациях. Эти модели являются линейны-
ми и регулярными (в новом времени) в случае кеплеров-
ских движений объекта (эллиптического, гиперболическо-
го, параболического) в отличие от нелинейных моделей 
ИНС в декартовых и криволинейных координатах. Они 
имеют динамическую аналогию с кватернионными  регу-
лярными моделями возмущенной пространственной зада-
чи двух тел в переменных Кустаанхеймо–Штифеля [22, 
28-32], что позволяет использовать в космической инер-
циальной навигации результаты, установленные в теории 
регулярной небесной механики и астродинамики (в част-
ности, результаты, касающиеся повышения точности чис-
ленного интегрирования регулярных моделей астродина-
мики на несколько порядков по сравнению с точностью 
численного интегрирования моделей орбитального дви-
жения в декартовых координатах (Е. Stiefel, G. Scheifele, 
Т.В. Бордовицына, Н.А. Шарковский [33–35])).  

В предложенных нами кватернионных моделях иде-
альной работы ИНС, помимо ньютоновской составляю-
щей гравитационного поля Земли, учитываются его зо-
нальные, тессеральные и секториальные гармоники. В 
качестве переменных в этих моделях используются регу-
лярные четырехмерные переменные и полная энергия 
единицы массы КА, что улучшает численную устойчи-
вость решений уравнений идеальной работы ИНС. 

Предложены новые алгоритмы функционирования 
ИНС космического назначения, построенные с использо-
ванием кватернионных регулярных моделей идеальной 
работы ИНС, в том числе алгоритмы для решения важно-
го класса навигационных задач, в которых расстояние от 
объекта до центра Земли известно как функция времени 
или формируется из внешних (по отношению к ИНС) ис-
точников.  
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Aннотация—На основе полученного точного решения 
приближенного кватернионного уравнения типа Риккати 
с помощью квадратур решена задача определения кватер-
ниона ориентации твердого тела при произвольном векто-
ре угловой скорости и малом угле поворота твердого тела 
(фактически решена усеченная задача Дарбу). Исходя из 
этого решения, предложен подход к построению нового 
алгоритма для вычисления ориентации БИНС. 
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I. ВВЕДЕНИЕ 
При функционировании высокоточных бесплатфор-

менных инерциальных навигационных систем (БИНС) 
может периодически вычисляться кватернион с нулевой 
скалярной частью, отвечающий за ориентацию в про-
странстве твердого тела (объекта) путем приближенного 
решения кватернионного кинематического уравнения 
типа Риккати или, иначе, кинематического уравнения, 
записанного в кососимметрических операторах [1–3] (в 
практике построения  БИНС в сверхбыстрых циклах ал-
горитмов нелинейными членами в подобных уравнениях 
при малых углах поворота твердого тела пренебрегают). 
В уравнении входной величиной является вектор угло-
вой скорости твердого тела. Отметим, что полное нели-
нейное уравнение типа Риккати для кватерниона с нуле-
вой скалярной частью является аналогом кватернионно-
го линейного уравнения относительно кватерниона ори-
ентации твердого тела; кватернион с нулевой скалярной 
частью и кватернион ориентации связаны между собой 
известными соотношениями. Приближенное линейное 
дифференциальное уравнение в кососимметрических 
операторах решают различными численными методами, 
например, методом Пикара, тогда вторая итерация этого 
метода в практике БИНС может быть принята за оконча-
тельную. Данное слагаемое в итерационной формуле 
метода Пикара называют вектором некоммутативного 

поворота, или «конингом». При определенных движени-
ях твердого тела это слагаемое вносит существенный 
вклад в погрешность метода. Исследование некоммута-
тивных поворотов (или «конинга») как вида механиче-
ского движения тел, разделение численных алгоритмов 
определения ориентации твердого тела (БИНС) на быст-
рый и медленный циклы счета направлены на компенса-
цию влияния этого явления. Между тем, для некоторого 
нового вектора угловой скорости, который получается в 
задаче определения ориентации твердого тела (БИНС) на 
основе исходного произвольного вектора угловой скоро-
сти при осуществлении взаимно - однозначных замен 
переменных в уравнениях движения твердого тела, при-
ближенное дифференциальное уравнение в кососиммет-
рических операторах допускает точное аналитическое 
решение. Покажем это. 

Ставится задача определения кватерниона ориента-
ции Λ твердого тела по произвольному заданному век-
тору угловой скорости ω(t) и начальному угловому по-
ложению твердого тела в пространстве на основе ква-
тернионного кинематического уравнения, известная как 
задача Дарбу. Далее производятся замены переменных 
по схеме Λ→U, где U-кватернион ориентации некоторой 
введенной системы координат, при этом всегда возмо-
жен обратный переход U →Λ. Эти замены носят харак-
тер преобразований вращения и сводят исходную задачу 
определения ориентации твердого тела (кватерниона Λ) 
с произвольным переменным вектором угловой скорости 
ω(t) к задаче, где вектор угловой скорости введенной 
системы координат w(t), оставаясь в общем случае пере-
менным по модулю, совершает вполне определенное 
движение – вращается вокруг одной из осей системы 
координат. Данное движение является обобщенной ко-
нической прецессией и хорошо согласуется с известной 
концепцией Пуансо, что всякое вращение твердого тела 
вокруг неподвижной точки можно представить как неко-
торое коническое движение. Нахождение аналитическо-
го решения полученного кватернионного дифференци-
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ального уравнения относительно нового неизвестного 
кватерниона U по-прежнему остается трудной задачей. 
Однако уравнение, отличающееся от этого только коэф-
фициентом «1/2» в правой части (т.е. с вектором угловой 
скорости w(t)/2) решается в замкнутой форме. При этом 
отметим, что кватернионному дифференциальному 
уравнению изоморфно однородное векторное диффе-
ренциальное уравнение Пуассона.  

Полученной задаче с вектором угловой скорости 
Ω(t) и неизвестным кватернионом ориентации U ставит-
ся в соответствие полное нелинейное дифференциаль-
ное уравнение типа Риккати (уравнение в кососиммет-
рических операторах) относительно неизвестного ква-
терниона с нулевой скалярной частью y. Приближенное 
линейное уравнение в кососимметрических операторах, 
которое математически представляет собой неоднород-
ное векторное дифференциальное уравнение, однород-
ная часть которого эквивалентна уравнению Пуассона с 
векторным коэффициентом w(t)/2, становится аналити-
чески разрешимым и, следуя методу Лагранжа, его ре-

шение y находится в квадратурах. 
В докладе на основе полученного точного решения 

приближенного линейного уравнения в кососимметри-
ческих операторах с помощью квадратур решена задача 
определения кватерниона ориентации твердого тела при 
произвольном векторе угловой скорости и малом угле 
поворота твердого тела (фактически решена усеченная 
задача Дарбу). Исходя из этого решения, предложен 
подход к построению нового алгоритма сверхбыстрого 
цикла для вычисления инерциальной ориентации БИНС: 
1) по заданным компонентам вектора угловой скорости 
твердого тела ω(t) на основе взаимно однозначных замен 
переменных в каждый момент времени вычисляется но-
вый вектор угловой скорости w(t) некоторой новой вве-
денной системы координат; 2) используя новый вектор 
угловой скорости w(t) и начальное положение твердого 
тела, с помощью квадратур находится точное решение 
y  приближенного линейного уравнения в кососиммет-

рических операторах с нулевым начальным условием;  
3) по полученному кватерниону с нулевой скалярной 
частью определяется значение кватерниона ориентации 

твердого тела (БИНС) по схеме  yy  U →Λ.  

Отметим, что при построении алгоритма ориентации 
БИНС на каждом последующем шаге замена перемен-
ных учитывает предыдущий шаг алгоритма таким обра-
зом, что  начальное значение кватерниона с нулевой ска-
лярной частью в уравнении типа Риккати каждый раз 
будет нулевым.  

Поскольку предлагаемый алгоритм аналитического 
решения приближенного линейного уравнения в косо-
симметрических операторах является точным, он носит 
регулярный характер при всех угловых движениях твер-
дого тела.  

Ранее авторами были построены аналитические ре-
шения приближенного дифференциального уравнения 
Борца для вектора ориентации твердого тела и уравне-
ния относительно вектора конечного поворота твердого 
тела, и на их основе кватернионные алгоритмы опреде-
ления ориентации БИНС [4–9]. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ОРИЕНТАЦИИ 
ТВЕРДОГО ТЕЛА (БИНС) 

Рассмотрим задачу Коши для  кватернионного кине-
матического уравнения [10] с произвольной заданной 
вектор-функцией угловой скорости (t), записанную в 
следующей форме (эта задача известна как проблема 
Дарбу): 

,2 )ω(ΛΛ t   (2.1) 

.00 Λ)Λ( t  (2.2) 

Здесь 3322110 )()()()()( ititittt  Λ  – кватер- 
нион, описывающий положение твердого тела в инер-
циальном пространстве; 332211 )()()()( iiiω tttt    – 
вектор угловой скорости твердого тела, заданный свои-
ми проекциями на оси системы координат, связанной с 
твердым телом; 321 ,, iii  – орты гиперкомплексного про-
странства (мнимые единицы Гамильтона), которые мож-
но идентифицировать с ортами трехмерного векторного 
пространства 321 ,, iii ; символ «  » означает кватерни-
онное произведение; 0Λ – начальное значение кватерни-
она )(tΛ  при 0tt  , ),[ 0  tt  ( 0t  положим равным 0). 
Требуется определить кватернион )(tΛ . 

Также может ставиться задача определения кватер-
ниона с нулевой скалярной частью, отвечающего за ори-
ентацию в пространстве твердого тела (объекта) путем 
приближенного решения кватернионного кинематиче-
ского уравнения типа Риккати [1] 

,4/2/4/ yωyωyωy    (2.3) 

где « » означает векторное произведение. В уравнении 
(2.3) входной величиной является вектор угловой скоро-
сти ω . Отметим, что нелинейное уравнение (2.3) отно-
сительно кватерниона с нулевой скалярной частью y 
является аналогом кватернионного линейного уравнения 
(2.1); кватернионы y и Λ  связаны соотношениями: 
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где   является эйлеровым углом поворота твердого те-
ла, a e  – единичным вектором эйлеровой оси вращения. 
В практике построения  алгоритмов ориентации БИНС 
путем численного решения уравнения типа (2.3) на вре-
менном отрезке mm ttt 1  третьим членом в этом 
уравнении при малых углах   пренебрегают (он являет-
ся величиной второго порядка). Если полученное упро-
щенное (приближенное) дифференциальное уравнение 

2/4/ ωyωy    (2.5) 
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решать итерационным методом Пикара, то вторая итера-
ция этого метода в такого рода задачах принимается за 
окончательную [11]: 
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(2.6) 

где вектор β  в (2.6) называют вектором некоммутатив-
ного поворота, или «конингом». При определенных 
движениях твердого тела это слагаемое вносит суще-
ственный вклад в погрешность метода. Исследование 
некоммутативных поворотов (или «конинга») как вида 
механического движения тел, разделение численных 
алгоритмов определения ориентации твердого тела 
(БИНС) на быстрый и медленный циклы счета направ-
лены на компенсацию влияния этого явления. Между 
тем, для некоторого нового вектора угловой скорости 
w(t), который получается в задаче определения ориента-
ции твердого тела (БИНС) на основе исходного произ-
вольного вектора угловой скорости (t) при осуществле-
нии взаимно однозначных замен переменных в уравнени-
ях движения твердого тела, приближенное кватернион-
ное кинематическое уравнение типа Риккати допускает 
точное аналитическое решение (т.е. становится разреши-
мой усеченная задача Дарбу). Покажем это. 

III. TОЧНОЕ РЕШЕНИЕ ПРИБЛИЖЕННОГО КВАТЕРНИОННОГО 
КИНЕМАТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ТИПА РИККАТИ И ПОДХОД 
К ПОСТРОЕНИЮ НА ЕГО ОСНОВЕ АЛГОРИТМА ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

ОРИЕНТАЦИИ БИНС 
Запишем взаимно-однозначную замену переменных в 

задаче (2.1), (2.2) [6,12] по схеме Λ→U, где U(t) - кватер-
нион ориентации некоторой введенной системы коорди-
нат (новая переменная), кватернион V(t) - задаваемый 
оператор перехода, К – произвольный постоянный ква-
тернион: 

1)()()(  VК,VКUΛ ttt  , (3.1) 
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  КiΛU ~)(0 20   , (3.6) 

где (3.3)–(3.6) новая задача определения ориентации с 
новым вектором угловой скорости w(t), а "."  означает 
норму кватерниона. 

Нахождение аналитического решения полученного 
кватернионного дифференциального уравнения (3.3) по-
прежнему остается трудной задачей. Однако уравнение, 
отличающееся от этого только коэффициентом «1/2» в 
правой части (т.e. вектором угловой скорости w(t)/2) 

2/~)(2 КwКΨΨ  t , (3.7) 

  КiΛΨ ~)(0 20   , (3.8) 

решается в замкнутой форме. Выберем кватернион К  в 
виде )( 20 iΛК   , чтобы начальные условия (3.6), 
(3.8) стали единичными     100  ΨU . Отметим, что 
этот прием с кватернионом К  важен при последующем 
построении алгоритма ориентации БИНС. Решение зада-
чи Коши (3.7), (3.8) запишется так: 

0220
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На основе выражений типа (2.4) поставим в соответ-
ствие приведенной кватернионной задаче определения 
ориентации (3.3)–(3.6) задачу с приближенным уравне-
нием типа (2.5): 
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0)0( у . (3.12) 

Отметим, что однородная часть линейного диффе-
ренциального уравнения (3.11) эквивалентна разреши-
мой системе (3.7), записанной в форме векторного диф-
ференциального уравнения Пуассона. Следуя методу 
Лагранжа решения линейных неоднородных дифферен-
циальных систем уравнений, на основании (3.9), (3.10) 
точное решение приближенного уравнения (3.11) будет 
иметь вид  
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 (3.13) 

Тем самым задача определения ориентации твердого 
тела (2.1)-(2.3) на основе (2.5) при малых углах поворота 
полностью решена с помощью квадратур. Приведем 
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аналитический алгоритм определения ориентации твер-
дого тела (БИНС) при произвольных углах поворота: 

1) по заданным компонентам вектора угловой скоро-
сти твердого тела )(tω  в каждый момент времени t вы-
числяются функции )(),( tt   по формулам: 
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2) по вычисленным )(),( tt   определяется вектор 
w(t): 
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3) используя вектор w(t) и начальное положение 
твердого тела 0Λ  вычисляется значение кватерниона с 

нулевой скалярной частью y : 
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4) на основе формул типа (2.4) (записанным относи-
тельно кватерниона Λ ) по кватерниону с нулевой ска-
лярной частью y  определяем компоненты кватерниона 
U ; 

5) находим приближенное значение кватерниона 
ориентации твердого тела (БИНС) approxΛ  
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При реализации алгоритма ориентации БИНС на 
каждом последующем шаге алгоритма m кватернион К  
следует выбирать в виде )( 21 iΛК   mm . Тогда 

начальное значение по переменной y  каждый раз будет 
нулевым. 
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Аннотация—Рассматривается инерциальная измери-

тельная система (ИИС) для космических средств выведе-
ния, включающая трехосный гироскопический стабилиза-
тор (ТГС) и бесплатформенный инерциальный измери-
тельный блок (БИИБ). Предлагается метод начальной 
азимутальной выставки БИИБ с помощью информации 
ТГС. Анализируются два варианта метода, для каждого из 
которых приводятся основные математические соотноше-
ния и результаты оценки точности, проведенной методом 
математического моделирования. 

Ключевые слова—бесплатформенный инерциальный 
измерительный блок, трехосный гироскопический 
стабилизатор, начальная азимутальная выставка, 
средства выведения 

I.  ВВЕДЕНИЕ 
Космические средства выведения, особенно пилоти-

руемых аппаратов, предъявляют достаточно жесткие 
требования к точности начальной выставки ИНС. По-
грешности определения начальной ориентации прибор-
ной системы координат (ПСК), связанной с осями инер-
циальных измерителей, должны быть не более (3) 10–
15 относительно вертикали и не более 1–2 относитель-
но направления на Север. В настоящее время требуемые 
характеристики ИИС, как по точности, так и по надеж-
ности, для систем управления (СУ), разрабатываемых в 
НПО автоматики им. академика Н.А. Семихатова для 
семейства ракет-носителей (РН) «Союз-2» [1], обеспечи-
ваются двумя трехосными гироскопическими стабилиза-
торами (ТГС) с установленными на платформе каждого 
из них тремя маятниковыми акселерометрами разработ-
ки НПО электромеханики (г. Миасс). Это подтверждено 
более чем 100 успешными пусками в обеспечение до-
ставки полезных грузов на различные орбиты, а также 
пилотируемых программ.  

Общей тенденцией развития ИНС является переход к 
бесплатформенным системам, имеющим преимущества 
в надежности, технологичности, прочности, габаритно-
массовых характеристиках, отсутствии ограничений на 
угловое движение изделия. В НПО автоматики расчетно-
теоретические и экспериментальные исследования по 
созданию и внедрению БИНС в СУ изделий ракетно-
космической техники (РКТ) проводятся, начиная с 70-х 
годов прошлого столетия, и в СУ перспективных РН 
предполагается использовать БИНС. При всех преиму-
ществах такого решения оно приводит к ряду проблем 
для СУ РН. Одной из них является обеспечение точности 

начальной выставки, которую целесообразно осуществ-
лять автономно, поскольку это существенно снижает 
сложность и стоимость как бортовой, так и наземной 
аппаратуры СУ, в сравнении, например, с использовани-
ем внешних оптических измерений. Точность начальной 
выставки БИНС может быть повышена за счет проведе-
ния стендовой калибровки БИИБ непосредственно перед 
его установкой на РН [2], однако это позволяет обеспе-
чить требуемую точность только для горизонтирования. 

Техническим решением, позволяющим использовать 
преимущества как платформенных, так и бесплатфор-
менных инерциальных измерительных блоков, и обеспе-
чить резервирование, является построение ИИС по ком-
бинированной схеме, включающей ТГС и БИИБ навига-
ционного класса точности. По совокупности характери-
стик в настоящее время наиболее перспективным для 
рассматриваемых применений является БИИБ на базе 
волоконно-оптических гироскопов (ВОГ) [3], [4]. 

В докладе рассматривается ИИС с минимальной из-
быточностью, обеспечивающей парирование одной воз-
можной неисправности. В состав такой ИИС входит 
один ТГС с тремя акселерометрами и один БИИБ  на 
базе трех ВОГ и трех акселерометров. Разработчиком 
БИИБ в целом является также НПО электромеханики (г. 
Миасс), разработчиком ВОГ – компания «Оптолинк» 
(Москва). 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ  
Основная идея предлагаемого метода повышения 

точности азимутальной выставки БИНС заключается в 
следующем. Схема эксплуатации СУ РН «Союз» вклю-
чает калибровку ТГС, до установки РН на стартовом 
комплексе, на техническом комплексе, где изделие нахо-
дится в горизонтальном положении. В этом положении 
по показаниям акселерометров ТГС и БИИБ определя-
ются углы рассогласования относительно горизонталь-
ной плоскости осей ПСК БИИБ и системы координат 
корпуса (КСК) ТГС. При предпусковой подготовке, ко-
гда РН ориентирована вертикально, эти углы характери-
зуют рассогласование ПСК БИИБ и КСК ТГС в азимуте. 

Будем считать, что соответствующие оси ПСК БИБ и 
КСК ТГС номинально параллельны между собой и па-
раллельны соответствующим осям системы координат 
OXYZ , связанной с корпусом РН. В этом случае, обо-
значая верхним индексом (1) системы координат, свя-
занные с ТГС, (2) – системы координат, связанные с 
БИИБ, матрицу перехода M  от ПСК БИБ 
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(2) (2) (2)
S S SOX Y Z  к КСК ТГС (1) (1) (1)

B B BOX Y Z  можно пред-
ставить как матрицу малого поворота 

1

1
1

z y

z x

y x

M

  
 

    
   

. 

При вертикальном положении РН ось OY  направле-
на вертикально вверх, оси ,OX OZ  ориентированы в 
горизонтальной плоскости. При переходе от вертикаль-
ного положения к горизонтальному РН разворачивается 
сначала вокруг оси OZ  на 90, затем вокруг оси OY , 
занявшей горизонтальное положение, на угол . Матри-
ца перехода от вертикального положения к горизонталь-

ному имеет вид: 
0 cos sin
1 0 0
0 sin cos

HR
    

   
    

. 

В процессе предпусковой подготовки азимутальная 
ориентация ТГС определяется методом двухпозицион-
ного гирокомпасирования. Азимутальная ориентация 
БИИБ определяется через азимутальную ориентацию 
ТГС, углы разворота гиростабилизированной платформы 
(ГСП), на которой установлены акселерометры, относи-
тельно КСК ТГС, измеряемые датчиками угла, и углы 
конструктивной привязки ПСК БИИБ к корпусу ТГС 

, ,x y z   , которые необходимо определить при гори-
зонтальном и вертикальном положениях РН. 

III. УРАВНЕНИЯ ИЗМЕРЕНИЯ 
Чтобы линеаризовать уравнения измерения, сигнал 

измерения будем формировать как разность между из-
меряемым акселерометрами ТГС и БИИБ вектором ка-
жущегося ускорения. При вертикальном положении РН 
на стартовом комплексе, кроме эталонных векторов – 
нормальной реакции опоры на ускорение силы тяжести 
(далее – ускорение силы тяжести) и скорости вращения 
Земли, датчики ТГС и БИИБ измеряют кажущееся уско-
рение и угловую скорость, обусловленные колебаниями 
корпуса РН (в частности, из-за ветра). Это движение бу-
дем считать погрешностью модели системы. 

Для формирования разностного сигнала измерения 
необходимо проекции измеряемых векторов представить 
в одной и той же системе координат. При решении тра-
диционных задач начальной выставки и калибровки ТГС 
в качестве такой системы координат обычно использует-
ся прямоугольная платформенная систем координат 
(ПлСК) (1) (1) (1)

S S SOX Y Z , жестко связанная с осями чув-
ствительности акселерометров. Поскольку ГСП стабили-
зирована в инерциальном пространстве, это система ко-
ординат с точностью до уходов ГСП является инерци-
альной. В рассматриваемой задаче в качестве системы 
координат, в которой формируется разностный сигнал, 
можно использовать также КСК ТГС. Далее рассмотре-
ны оба подхода. 

A. Уравнения измерения в осях КСК ТГС 
В осях КСК ТГС уравнения измерения имеют доста-

точно простой вид. Для формирования разностного сиг-
нала измерения необходимо проекции кажущегося уско-

рения, измеряемые акселерометрами ТГС и БИИБ, пере-
считать в оси КСК ТГС. Ускорение, измеряемое акселе-
рометрами ТГС, может быть пересчитано с помощью 
матрицы перехода  P t  от корпуса к платформе ТГС, 
формируемой по показаниям датчиков углов ТГС, и свя-
зано с эталонным ускорением силы тяжести следующим 
образом: 

  (1)T
SP t W R R M G      (1) 

где 
 при вертикальном положении РН
 при горизонтальном положении РНH

E
R

R


 


; 

cos 0 sin
0 1 0

sin 0 cos

B B

B B

A A
M

A A

 
   
  

, BA  – номинальный азиму-

тальный угол установки корпуса РН на стартовом ком-
плексе; R  – матрица углов отклонения ПлСК, приве-
денных к номинальным осям корпуса РН, от требуемого 
положения;  0, ,0 TG g  – эталонное ускорение силы 
тяжести в географической системе координат (ГСК). 

Кажущееся ускорение в осях ПСК БИИБ связано с 
эталонным ускорением силы тяжести соотношением: 

(2) T
SW M R R M G       (2) 

Из (1) и (2) получим разностное уравнение измере-
ния, которое с точностью до членов первого порядка 
малости при горизонтальном положении РН принимает 
вид: 

   (1) (2)
sin

sin cos
cos

y
T

H x zS S

y

g

W P t W W g
g

  
 

          
    

    (3) 

При вертикальном положении: 

0
z

V

x

g
W

g

 
    
   

  (4) 

Как видно из соотношений (3) и (4), при горизон-
тальном положении РН наблюдается угол y , при вер-
тикальном – углы ,z x  . Углы отклонения ПлСК от 
требуемого положения в первом приближении в уравне-
ния измерения не входят. 

B. Уравнения измерения в осях ПлСК 
В осях ПлСК, представляющей собой инерциальную 

систему координат (ИСК), физически реализуемую ГСП, 
уравнения измерения имеют более сложный вид. Для 
формирования разностного сигнала необходимо проек-
ции кажущегося ускорения, измеряемые акселерометра-
ми БИИБ, пересчитать в оси ПлСК. Возможны два спо-
соба пересчета. В первом способе используются измере-
ния датчиков углов ТГС, во втором – показания датчи-
ков угловой скорости (ДУС) БИИБ. 
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Измеряемое акселерометрами ТГС кажущееся уско-
рение в осях ПлСК имеет вид (без учета погрешностей 
акселерометров): 

     (1)
0

T
SW A t P t R R M B t G        (5) 

где  A t  – матрица собственных уходов (матрица пере-
хода от осей ГСП на текущий момент к осям ГСП на 
начальный момент);  B t  – матрица вращения Земли 
(переход от текущего положения ГСК к начальному). 

Исходя из (2) и (5) получим соотношение между про-
екциями кажущегося ускорения, измеряемого акселеро-
метрами ТГС и БИИБ: 

   
       

(1) (2)

0

,  гдеS S
T T T T

W t P t M W

P t A t P t R R M B t M R R

  

         

 
 (6) 

Для первого способа формирования разностного сиг-
нала измеряемое ускорение пересчитывается с осей ПСК 
БИИБ в оси ПлСК с помощью матрицы  P t  и разност-

ный сигнал формируется как    (1) (2)
S SW t W P t W      . 

Во втором способе по показаниям ДУС БИИБ цикличе-
ски решается задача определения матрицы ориентации 
 L t  ПСК БИИБ (2) (2) (2)

S S SOX Y Z  относительно ИСК 
(1) (1) (1)
S S SOX Y Z . В качестве начального значения исполь-

зуется матрица    0 0L t P t . Разностный сигнал фор-

мируется как    (1) (2)
S SW t W L t W      . 

Для упрощения уравнений измерения от вектора ма-

лого поворота в осях ПСК БИИБ , ,
TПСК

x y z        
перейдем к вектору малого поворота в осях ГСК 

 , , TГСК T T ПСК
N H E M R        . Используя (5) и 

(6), получим уравнения измерения относительно гори-
зонтальных составляющих вектора ГСК : 

       0 0
E

T

N

g
W t A t P t R R M B t

g

  
          
   

  (7) 

После перемножения матриц и аппроксимации поли-
номом первого порядка соотношение (7) принимает вид: 

 
   

   

1 1 1 1

2

3 2 3 3 3

N N E E N N E E H

N N N

N N E N N E E H

a a g b b g t
W t b g t

a a g b b g t

      
     
       

  (8) 

где ,N H   – горизонтальная и вертикальная составля-
ющие скорости вращения Земли; ,qk qka b , ,q N E , 

1,2,3k   – постоянные коэффициенты, представляющие 
собой функции элементов матриц  0 , ,P t R M . 

IV. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ИЗМЕРЕНИЯ 
Для решения уравнений измерения будем использо-

вать подход, эффективность которого для решения раз-

личных задач начальной выставки и калибровки ИНС 
подтверждена многолетней практикой НПО автоматики 
[5]. Разностный сигнал линейного ускорения сначала 
дважды интегрируется, а затем по каждой оси обрабаты-
вается фильтром Калмана. Это позволяет заметно 
уменьшить влияние шумов измерения и погрешностей 
модели системы и упростить алгоритмы.  

При формировании разностного сигнала в осях КСК 
ТГС, как видно из соотношений (3), (4), сигнал измере-
ния представляет собой полином третьего порядка; в 
осях ПлСК – полином четвертого порядка (соотношение 
(8)). В первом случае вектор состояния, переходная мат-
рица состояния и матрица измерения имеют вид: 

,

, ,

,

p m

p m p m

p m

s

X v

a

 
 

  
 
  

; 

2
1

2
0 1
0 0 1

m
m

m m

t
t

t

 
 

 
   
 
 
  

;  1,0,0H  , (9) 

где , ,p x y z ; , mm t  – номер и длительность цикла 
обработки информации; ,p ma  – разности проекций 
ускорения, измеряемого акселерометрами ТГС и БИИБ; 

,p mv , ,p ms  – первый и второй интегралы от них по вре-
мени. 

Во втором случае соотношения (9) принимают вид: 

,

,
,

,

,

p m

p m
p m

p m

p m

s

v
X
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0 0 1
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; 

 1,0,0,0H  , 

(10) 

где ,p mb  – оцениваемый фильтром параметр, в физиче-
ском смысле эквивалентный уходу ГСП. 

Элементы вектора состояния оцениваются с помо-
щью стандартной процедуры калмановской фильтрации 
[6]. В первом случае ,p ma  – постоянные величины, в 
идеале равные составляющим разностного сигнала ли-
нейного ускорения, поэтому требуемые углы рассогла-
сования определяются непосредственно из соотношений 
(3) и (4). Во втором случае алгоритм оценки несколько 
сложнее. От текущих значений параметров ,p ma , оцени-
ваемых фильтром, надо перейти сначала к их начальным 
значениям, затем с помощью соотношений (8) опреде-
лить N , E  при горизонтальном и вертикальном по-
ложениях РН. По этим параметрам, так же, как и в пер-
вом варианте метода, в горизонтальном положении РН 
оценивается угол y ; в вертикальном – углы x , z . 

V. ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ 
Оценка точности определения угла рассогласования 

y  ПСК БИИБ и КСК ТГС вокруг продольной оси РН 
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проводилась методом математического моделирования в 
среде MATLAB для рассмотренных выше двух вариан-
тов метода. Моделировались оцениваемые углы привяз-
ки ПСК БИИБ к КСК ТГС , ,x y z    и углы отклонения 
осей ПлСК от требуемого положения относительно го-
ризонтальной плоскости ,   и относительно 
направления на Север   (матрица R ). Погрешности 
датчиков ТГС и БИИБ и угловые колебания РН на стар-
товом комплексе на данном этапе не задавались. Оцени-
вались статистические характеристики погрешностей; 
все моделируемые параметры задавались как нормально 
распределенные случайные величины с нулевым мате-
матическим ожиданием. Результаты расчетов приведены 
в табл. 1. 

ТАБЛИЦА I 

Погрешности оценки угла рассогласования ПСК БИИБ и 
КСК ТГС вокруг продольной оси РН 

Задаваемые величины 
(3) 

Погрешности оценки y  (3), угл.м, 

при формировании сигнала измере-
ния 

в осях КСК ТГС в осях ИСК ТГС 
, , 2     ; 

, , 1x y z      

0.7601 0.6326 

Как видно из таблицы 1, даже при углах отклонения 
осей ПлСК от требуемого положения на 2, погрешность 
оценки угла рассогласования y  не превышает 
0.63÷0.76, или 1.0÷1.3% от оцениваемой величины. 

Суммарная погрешность азимутальной выставки 
БИИБ складывается из погрешности гирокомпасирова-
ния ТГС, которая для РН «Союз-2» не более 1.7; рас-
сматриваемой в докладе погрешности оценки углов при-
вязки КСК ТГС к ПСК БИИБ, и погрешностей углов 
привязки осей акселерометров ТГС, к осям корпуса (по-
грешности формирования матрицы  P t ). По предвари-
тельным оценкам разработчиков ТГС, последняя состав-
ляющая погрешности имеет уровень 1.0÷1.5. Суммарная 
погрешность азимутальной выставки БИИБ с помощью 
предложенного метода составит 2.0÷2.3. Погрешность 
автономной азимутальной выставки БИИБ имеет уро-
вень 10÷15. 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Построение инерциальной измерительной системы 

для СУ изделий РКТ по комбинированной схеме, вклю-
чающей ТГС и БИИБ, обеспечивает работу системы при 
одной возможной неисправности с требуемым уровнем 
точности. Такой подход дает возможность воспользо-
ваться отработанными на практике техническими реше-
ниями в части ТГС, сохранив при этом направление тра-
диционной гироскопии, и отработать БИИБ для СУ 
средств выведения, что в перспективе может быть ис-
пользовано при переходе к возвращаемой первой ступе-
ни РН. При этом точность автономной азимутальной 
выставки БИИБ имеет уровень 10÷15, что на порядок 
ниже требуемой. 

Предлагаемый метод начальной азимутальной вы-
ставки БИИБ с помощью информации датчиков ТГС 
позволяет повысить точность выставки БИИБ до 
2.0÷2.3. Методические погрешности рассмотренных 
вариантов метода имеют одинаковый уровень. Для прак-
тического выбора варианта далее будет проведен срав-
нительный анализ погрешностей метода, обусловленных 
погрешностями датчиков ТГС и БИИБ и угловыми коле-
баниями РН на стартовом комплексе. 
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Аннотация—Данная статья раскрывает метод после-
довательных приближений в решении терминальной зада-
чи. Используется «идеальная» модель одноосного гироста-
билизатора для построения терминального закона управ-
ления. Составляющие моментных возмущений представ-
лены в виде неопределенностей. Проведено математиче-
ское моделирование терминального управления с возму-
щающими воздействиями. 

Ключевые слова—терминальное управление, возмуща-
ющие воздействия, математическое моделирование 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Определение управляющего воздействия к одноос-

ному гиростабилизатору (ОГС), обеспечивающего пере-
мещение из произвольного начального положения в за-
данное конечное с необходимыми характеристиками, в 
условиях множественных возмущений и неопределенно-
стей требует значительных вычислительных и времен-
ных затрат, а в некоторых случаях и невозможно. 

Целью работы является подтверждение применимо-
сти терминального закона управления ОГС, полученного 
на «идеальной» модели ОГС, обеспечивающего переме-
щение из произвольного положения в заданное конечное 
с необходимыми характеристиками в условиях множе-
ственных возмущений и неопределенностей. 

Объектом исследования является одноосный гиро-
стабилизатор (ОГС), в состав которого входит гироста-
билизированная платформа (ГСП) и поплавковый гиро-
блок (ГБ). 

II. ТЕРМИНАЛЬНАЯ ЗАДАЧА 
«Полную» терминальную задачу для ОГС можно 

сформулировать следующим образом [1, 2]. 

Для ОГС, представленного системой дифференци-
альных уравнений: 
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 rot rotm cobsin t       – изменение угловой ско-
рости вращения ротора с частотой колебаний cob , 
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 ,  ,o kt t t при этом обобщенный функционал качества 
управления  

     ,  ,  = , ( ), ( )  + , ( )
k

o
o k k k

o

t

t
t t t J f t x t u t dt F t x t   

примет минимальное значение при наложенных ограни-
чениях: 

 в виде «жесткой» нелинейной системы диффе-
ренциальных уравнений, 

 на управляющие воздействия  

 α α α,α( ),ω ( )  ,u u
k k k maxM t t t M  

 на фазовые переменные ( )  ,maxX t X   

 на вектор конечного состояния, с целью обеспе-
чения требуемой степени «мягкости» управления 
r >0, 

при этом необходимо обеспечить устранения явления 
«чистого запаздывания» при управлении 1 .  

В связи с тем, что аналитическое решение данной за-
дачи потребует огромных вычислительных и временных 
затрат и поэтому затруднительно, в работе предлагается 
подход, основанный на выделении «идеальной» модели 
ГСП для синтеза терминального закона управления 
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и представления оставшихся слагаемых дифференциаль-
ного уравнения в виде неопределенностей, характеризу-
ющих составляющие моментных возмущений относи-
тельно оси стабилизации ГСП, приведенных к моменту 
инерции ГСП, не превышающих определенных значений: 

α

α
ωω (- )

α α 4 5 71 2 3 6

( )    ω ( ),

( )  ( )+N +N +N +N +N +N +N ,rotexp s imp pultr

t t

t U t  

 

 




 

где 1 1
1 ( ) ( )g gp g gp maxΝ k J t k J t  

          – не-
определенность, характеризующая приведенный момент 
вязкого трения, 

 

 

1
2

1

( )

( )

gb gb

gb gb

rot rot rot gp

H H

rot rot rot gp max

H H

Ν J J t

J J t

 









       

        





 –  

неопределенность, характеризующая приведенный мо-
мент перекрестной связи от ГБ, 
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неопределенность, характеризующая приведенный мо-
мент управления от существующего запаздывания по 
управлению, 

   4  = ( ) ( ) ( ) ( )tr tr tr
maxΝ M t sign t M t sign t          

неопределенность, характеризующая приведенный мо-
мент трения в оси стабилизации ГСП, 

5 5
imp imp

maxΝ Ν  – неопределенность, характеризующая 
приведенную составляющую момента возмущения, вы-
званную воздействием вибрационной составляющей от 
импульса подмагничивания гиромотора, 
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приведенную составляющую момента возмущения, вы-
званную действием пульсационной составляющей мо-
мента, возникающей в магнитной системе исполнитель-
ного двигателя ГСП, 

7 ( )rot
rotm cobΝ sin t       – неопределенность, ха-

рактеризующая приведенный момент, вызванная соб-
ственным колебанием ротора гиромотора. 

В зависимости от математической модели могут по-
являться неопределенные слагаемые характеризующие 
другие виды возмущений. 

В результате решения данной терминальной задачи 
получен терминальный закон управления для идеальной 
модели ГСП [3]: 
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III. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
Проведено математическое моделирование углового 

перемещения ГСП из произвольного начального поло-
жения в заданное конечное с терминальным законом 
управления и различными комбинациями неопределен-
ностей. 

Реализация математической модели терминального 
управления ОГС представлена на рис. 1. 

 

Рис. 1. Реализация математической модели терминального 
управления ОГС 

Результаты математического моделирования приве-
дены на рис. 2–7. 
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Рис. 2. Изменение угла поворота ГСП без неопределенностей при 

 kα t 5 =120   

 
Рис. 3. Изменение угла поворота ГСП с неопределенностью 1Ν  

при  α 5 =120kt    

 
Рис. 4. Изменение угла поворота ГСП с неопределенностью 

( )
3
exp sΝ   при  α 5 =120kt    

 
Рис. 5. Изменение угла поворота ГСП с неопределенностью 4

trΝ  при 

 α 5 =120kt    

 
Рис. 6. Изменение угла поворотаИзменение угла поворота ГСП с 

неопределенностью 5
impΝ  при  α 5 =120kt    

 

Рис. 7. Изменение угла поворота ГСП с неопределенностью 
( )

4 51 3
exp s imptrΝ Ν Ν       при  α 5 =120kt    

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 Используя «идеальную» модель ГСП, получен 

терминальный закон управления, обеспечиваю-
щий конечный вектор состояния с требуемой 
«мягкостью». 

 Математическое моделирование перемещений 
ГСП из произвольного положения в заданное ко-
нечное с терминальным законом управления по-
казало отсутствие какого-либо существенного 
влияния неопределенностей, характеризующих 
составляющие моментных возмущений относи-
тельно оси стабилизации ГСП, на вектор конечно-
го состояния ГСП. 

 Предложенный в работе подход синтеза терми-
нального закона управления апробирован экспе-
риментально и математическим моделированием 
ГСП с неопределенностями и может быть приме-
нен для различных систем управления. Получен-
ное терминальное уравнение инвариантно к 
внешним возмущениям. 
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Аннотация—В докладе рассмотрена работа прецизионно-
го поворотного стенда с избыточным количеством первич-
ных измерителей, часть которых применяется в качестве 
инерциальных чувствительных элементов в цифровой си-
стеме управления стенда. Показано применение метода мак-
симального правдоподобия для комплексирования информа-
ции измерителей, дающее улучшение точностных характери-
стик поворотного стенда. Представлена методика получения 
интегральной оценки угловой скорости платформы стенда. 

Ключевые слова—угловые измерения; оптический датчик 
угла; измеритель угловой скорости; измеритель кажущегося 
ускорения; погрешность; метод максимального 
правдоподобия; прецизионный стенд; цифровая система 
управления 

Совершенствование технологий бесплатформенных 
инерциальных навигационных систем (БИНС) за по-
следние годы привело к развитию интегрированных 
навигационных систем, в которых информация с пер-
вичных измерителей – датчиков угловых скоростей и 
кажущихся ускорений комплексируется с информацией 
от спутниковых систем, причём алгоритмы комплекси-
рования информации и цифровой фильтрации, применя-
емые при разработке БИНС, могут основываться на 
весьма широком спектре алгоритмов в зависимости от 
решаемой задачи [1]. 

Кроме того, существенно расширился диапазон изме-
рений прецизионных измерителей угловой скорости. Ес-
ли ранее, в электромеханических системах диапазон уг-
ловых скоростей был напрямую связан с их точностью, 
то ныне положение радикально изменилось. Так, напри-
мер, если ранее прецизионный датчик угловой скорости 
(ДУС) с газодинамическими опорами ротора и магнит-
ным центрированием его подвеса имел дрейф порядка 
0,0005 /ч и погрешность масштабного коэффициента 

0,005 % при маломощном датчике момента, обеспечивая, 
тем самым, диапазон измерения не выше 1-3/с [2], то 
ныне прецизионные ВОГ, обеспечивая не худшие резуль-
таты по точностным характеристикам имеют диапазон 
измерения от десятков до нескольких сотен (30-200)/с, а 
прецизионные волновые твердотельные гироскопы, рабо-
тающие в интегрирующем режиме, – неограниченный 
диапазон измерения (несколько тысяч /с) при не худших 
технических характеристиках [3–5]. То же самое можно 
сказать и о гироскопах на ядерном магнитном резонансе. 
По случайной составляющей дрейфа они ныне несколько 
отстают от ВТГ и ВОГ, имея его величину порядка 
0,02 /ч, но зато погрешность масштабного коэффициен-
та между запусками составляет у них 0,0004 % при диа-
пазоне измерения до 3500 /с [6, 7]. 

Подобное улучшение технических характеристик со-
провождается уменьшением габаритов приборов и сокра-
щением их энергопотребления [8]. Так, например, по про-
гнозам специалистов из США в ближайшие 25 лет будут 
разработаны гироскопы на холодных атомах со случайной 
составляющей дрейфа в запуске 0,000015 /ч и погрешно-
стью масштабного коэффициента 0,0000001 % [9]. 

В связи с этим, разработка прецизионных стендов с 
инерциальными чувствительными элементами (ИЧЭ) и 
цифровыми системами управления, где в качестве ИЧЭ 
могут применяться гироскопы указанного типа и класса 
точности, а также прецизионные акселерометры и высо-
коточные оптические датчики угла является весьма акту-
альной задачей, о чём не раз докладывалось на Междуна-
родных конференциях по интегрированным навигацион-
ным системам [10–13]. Но не менее актуальной задачей 
является, подобно задачам в БИНС, комплексирование и 
обработка информации с датчиков угла и ИЧЭ различной 
физической природы для формирования выходного сиг-
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нала, поступающего в цифровую систему управления 
двигателем стенда для обеспечения его высоких точност-
ных характеристик, которые, согласно теоретическим 
положениям, должны быть на порядок выше, нежели у 
поверяемого прибора [10]. 

В докладе представлен одна из возможных методик 
снижения погрешности измерения угловой скорости 
прецизионным стендом с цифровой системой управле-
ния для задания угловых скоростей за счёт комплекси-
рования информации с прецизионных ИЧЭ и оптиче-
ского датчика угла методом максимального правдопо-
добия и представлена методика получения интегральной 
оценки угловой скорости платформы стенда. 

Рассмотрим конструкцию стенда, представленную 
на рисунке 1. В состав стенда входит датчик: угла (2), 
угловой скорости (ДУС) (4), тангенциальной (6) и цен-
тростремительной (7) составляющих линейного ускоре-
ния, которые расположены на вспомогательной плат-
форме (5), которая, в свою очередь, связана с основной 
платформой (1), на которую устанавливается испытуе-
мый прибор (9), посредством жёсткого вала (3), закреп-
лённого в прецизионных опорах (на рисунке не показа-
ны). Вал стенда приводится во вращение при помощи 
моментного двигателя (8), который контролирует блок 
управления (на рисунке не показан). Информация с дат-
чиков об угле, угловой скорости, тангенциальной и цен-
тростремительной составляющих ускорения поступают 
в регулятор блока управления, который вырабатывает в 
сигналы управления двигателем. Если используемые 
датчики имеют достаточную полосу пропускания, а мо-
ментный двигатель достаточную мощность, стенд спо-
собен поворачивать свою платформу как с установлен-
ной угловой скоростью, так и с установленным угловым 
ускорением, а также разворачивать свою платформу с 
изменяющейся угловой скоростью по заданному закону.  

 

Рис. 1. Конструкция поворотного стенда 

Основное преимущество построения стенда по ука-
занной схеме заключается в некоррелированности по-
грешностей измерений различных датчиков, имеющих 
различную физическую природу. Точность определе-
ния параметров движения во многом определяется 

знанием параметров модели погрешности конкретного 
датчика. 

В работах [14–18] были получены выражения для 
оценок погрешностей отдельных датчиков, входящих в 
состав поворотного стенда. В работах [19–21] произво-
дилось сопоставление теоретических оценок для по-
грешностей и практических результатов. В упомянутых 
работах было продемонстрировано несоответствие за-
конов распределения погрешностей показаний датчи-
ков, которые входят в состав стенда, нормальному зако-
ну распределения. В связи с этим использование МНК 
для определения оценки угловой скорости по информа-
ции от совокупности входящих в состав стенда датчи-
ков некорректно. Находить оптимальную в смысле ми-
нимума среднего квадрата погрешности оценку при из-
вестных плотностях распределения погрешности изме-
рений авторами предлагается методом максимального 
правдоподобия (ММП) [22–24].  

Обозначим измеряемые выходные значения датчи-
ков yk. Тогда 

      0
kkkkkkkkkk gMgMy   , (1) 

где ω – истинная угловая скорость поворотной плат-
формы стенда, g(ω) – передаточная функция датчика, M 
– масштабный коэффициент датчика, ξ – значение адди-
тивной погрешности датчика, являющейся суммой си-
стематической 0  и случайной ζ составляющих, 
k=1…m – номер измерительного канала. Оценка угло-
вой скорости по данным с k-го измерительного канала:  

 ,...),,,(~
321 zzzyf kkk  ;  

В работах [20, 21] приводятся следующие выраже-
ния для функции ,...),,,( 321 zzzyf kk :  для ДУС: 
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а для датчиков тангенциальной и центростремительной 
составляющих линейного ускорения – выражениями (5) 
и (4) соответственно. 
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Нахождение итоговой оценки угловой скорости по 
ММП требует определения ММП-оценок для всех из-
мерительных каналов поворотного стенда. Для каждого 
измерительного канала, исходя из предположения о не-
коррелированности их измерений вследствие того, что 
датчики различных каналов имеют различную физиче-
скую природу, авторами была построена система нор-
мальных уравнений. 

Для простоты пока будем полагать масштабные коэф-
фициенты Mk постоянными и известными. В [14] было 
показано, что плотность вероятности погрешности показа-
ний в каналах датчика угла, центростремительной и тан-
генциальной составляющих линейного ускорения распре-
делена в соответствии с (6), 
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 – функция Лапласа. 

а распределение плотности вероятности погрешности 
показаний датчика угла может быть описано с исполь-
зованием полигауссовской аппроксимации. Тогда мож-
но выписать выражения для систем нормальных урав-
нений у каждого отдельного измерительного канала 
стенда.  

Оценка максимального правдоподобия угловой 
скорости по показаниям ДУС. На основании (6), а 
также обозначив, x , запишем выражение для сов-
местной плотности вероятностей выборки из N значе-
ний угловой скорости, измеренных с помощью ДУС: 
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Прологарифмировав эту функцию и определеив её 
максимум, найдя нули её частных производных по ω и 
, получим систему нормальных уравнений для опреде-
ления ММП-оценки угловой скорости платформы по 
показаниям ДУС 
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Оценка  даст нам угловую скорость, которая будет 
использована в итоговой оценке, а величина   характе-
ризует достоверность оценки угловой скорости каждым 
конкретным датчиком и определяет дисперсию погреш-
ности оценивания. Значение дисперсии определяет вес 
каждой оценки  в итоговом выражении оценки угло-
вой скорости по результатам измерения совокупностью 
датчиков. 

Выражения (7) и (8) нелинейные, и аналитическое 
решение полученной системы нормальных уравнений 
невозможно. Для решения системы нормальных урав-
нений авторами использовались численные методы [22].  

Оценка максимального правдоподобия угловой 
скорости по показаниям датчиков тангенциальной и 
центростремительной составляющих линейного 
ускорения. Аналогично ДУС, для данных датчиков 
находятся ММП-оценки соответствующих составляю-
щих ускорения и их стандартные отклонения путём 
численного решения систем нормальных уравнений (9) 
и (10): 
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Здесь k – номер канала измерения; Nk – объём выборки. 

Оценка максимального правдоподобия угловой 
скорости по информации с датчика угла. Для получе-
ния оптимальной ММП-оценки по информации с датчи-
ка угла авторами на основании выражения (3) была по-
лучена следующая система нормальных уравнений: 
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Как и ранее, оценки ̂  и  из (11), (12) находятся с 
использованием численных методов.  

Методика оценки масштабных коэффициентов 
датчиков основана на представлении «идеального» 
значения масштабного коэффициента любого из рас-
сматриваемых датчиков как суммы его истинного зна-
чения и малой погрешности М* = M + M. 

В [22] подробно описывается итерационная проце-
дура нахождения малых погрешностей масштабных ко-
эффициентов каждого из датчиков. В данной публика-
ции, ввиду ограниченности объёма она приведена не 
будет, однако необходимо отметить, что методика 
оценки масштабных коэффициентов позволяет находить 
реальные масштабные коэффициенты датчиков с любой 
наперёд заданной точностью.  

Методика определения угловой скорости плат-
формы поворотного стенда. Предлагаемая авторами 
методика состоит из двух этапов, на первом из которых 
выполняется калибровка стенда, после выполнения кото-
рой стенд может воспроизводить и измерять угловую 
скорость (второй этап). Предполагается, что системати-
ческая составляющая погрешности датчика угла )(0   
а также погрешность задающего генератора МЗГ  извест-
ны до начала калибровки поворотного стенда. 

1) Платформа стенда фиксируется, измеряются 
средние значения величин Г , 0

цa , 0
a . Полученные 

значения в позже будут использованы как начальные 
приближения. 

2) Производится разворот платформы с наперёд 
заданными угловыми скоростями ωi, i=1,…,M на фикси-
рованные углы αi. Угловое положение платформы во 
время движения выбирается таким образом, чтобы слу-
чайная составляющая погрешности Δαζ была пренебре-
жимо малой. Длительности разворотов Ti фиксируется.  

3) Для каждого датчика с помощью взвешенного 
МНК [14] находится масштабный коэффициент Mk. 
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где в качестве 0
k  используются значения, определен-

ные на первом этапе. 

На этом калибровка заканчивается. Во время эксплу-
атации стенда: 

4) По ММП для каждого датчика определяется 
оценка угловой скорости k̂  и дисперсия 2

k . 

5) Вычисляются весовые коэффициенты pk как ве-
личины, обратные дисперсиям. pk=1/ 2

k . 

6) Окончательная оценка угловой скорости опре-
деляется как средневзвешенная: 
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ˆ~  , (17)  

где k̂  – ММП-оценка, полученная по данным с k-го 
измерительного канала. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В работе приведено описание метода оценки угловой 

скорости платформы поворотного стенда по информа-
ции от совокупности датчиков, основанное на методе 
максимального правдоподобия, использующем полу-
ченные авторами распределения плотностей вероятно-
стей погрешностей датчиков угловой скорости, угла, 
тангенциальной и центростремительной составляющих 
линейного ускорения.  

Авторами предлагается применение метода макси-
мального правдоподобия для определения оптимальной 
с точки зрения минимума квадрата погрешности оценки 
угловой скорости поворотной платформы стенда.  

Использование совокупной информации с датчиков 
параметров движения, основанных на использовании 
различных физических принципов измерения, в сочета-
нии с оптимальными методами обработки полученных 
экспериментальных данных, позволяет точнее оцени-
вать и задавать параметры движения прецизионных по-
воротных платформ. 
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Аннотация—В данной статье представлен новый метод 
калибровки акселерометров и гироскопов. В отличие от 
известных методов, он не требует специализированного 
оборудования, такого как поворотные стенды. Для выпол-
нения калибровки пользователю необходимо выполнить 
серию последовательных поворотов инерциального изме-
рительного модуля (IMU) и обеспечить периоды непо-
движности между ними. Для определения ошибок датчи-
ков минимизируется функция стоимости, определенная 
как сумма разностей ориентаций, рассчитанных на осно-
вании измерений акселерометра и гироскопа. Данная 
функция минимизируется относительно калибровочных 
параметров датчиков: масштабных коэффициентов, неор-
тогональностей осей, смещений нуля акселерометра и ги-
роскопа и несоосности между тройками осей акселеромет-
ра и гироскопа в составе.  

Представленный метод калибровки апробирован путем 
имитационного моделирования, а также на реальных дан-
ных, полученных с инерциальных модулей MPU-9250. В 
обоих случаях метод позволил правильно оценить калиб-
ровочные параметры. В результате моделирования разни-
ца между истинными значениями параметров и их оцен-
ками составила менее 0.1% от абсолютного значения ве-
личины. Эксперименты с модельными и реальными дан-
ными показали значительное уменьшение ошибки опреде-
ления ориентации после калибровки инерциальных дат-
чиков предложенным методом. Дополнительно проведена 
оценка влияния масштабного коэффициента и неортого-
нальности осей на ошибку определения ориентации. 

Программная реализация алгоритма на языке Python, 
симулятор данных инерциальных датчиков и данные ре-
альных датчиков представлены в открытом доступе1. 

Ключевые слова—калибровка гироскопа, инерциальные 
датчики, ошибки датчиков. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Использование инерциальных датчиков в задачах по-

зиционирования и навигации – хорошо изученная об-
ласть знаний. Вместе с тем, традиционно исследователи 
исходили из предположений о том, что используемые 
датчики являются высокоточными. Необходимый класс 
точности достигался как за счет технологий изготовле-
ния, так и за счет точных калибровок. Примером датчи-
ков высокого класса точности являются волоконно-
оптические гироскопы. Процесс производства инерци-
альных датчиков МЭМС-типа, напротив, относительно 
прост. Эта простота, с одной стороны, приводит к значи-
тельному уменьшению цены и, как следствие, к их более 

                                                                            
1 Все данные и программное обеспечение, использованное в настоя-
щем исследовании, размещены в открытом доступе по адресу http:// 
github.com/mikoff/imu-calib. 

широкому применению. С другой стороны, шум измере-
ний, ошибки масштабных коэффициентов и смещение 
нуля МЭМС-датчиков не позволяет использовать их в 
сферах, требующих повышенной точности.  

Одним из способов повышения точности датчиков 
является их калибровка. В основном для калибровки 
датчиков используются поворотные стенды [1] и специ-
альные оборудование [2]. Во время калибровки IMU за-
данным образом ориентируется в пространстве и вра-
щаются с известной скоростью. Затем измерения акселе-
рометра и гироскопа сравниваются с эталонными значе-
ниями проекции ускорения свободного падения и скоро-
стями вращения. К минусам данного метода относятся 
существенные затраты времени и ресурсов на калибров-
ку [3].  

Для калибровки акселерометра были предложены и 
другие подходы. Большинство из них используют из-
вестное значение ускорения свободного падения в пери-
оды неподвижности. Как показано в [4], это обычно при-
водит к смещенной оценке калибровочных параметров. 
Чтобы избежать этого, исследователи применяют метод 
максимального правдоподобия и минимизируют функ-
цию стоимости для калибровочных параметров датчика 
и ориентаций [5], [6]. Данный подход был также исполь-
зован для многосенсорных массивов инерциальных дат-
чиков, что позволило оценивать не только калибровоч-
ные параметры акселерометров, но и несоосность между 
акселерометрами. 

Для калибровки гироскопа не существует подобного 
быстрого, надежного и не требующего специального 
оборудования метода. В качестве решения данной зада-
чи предлагается использовать способ калибровки аксе-
лерометра [7] с помощью многогранника, распространив 
его на случай калибровки гироскопа. 

Целью данного исследования являлась разработка 
простого способа полной калибровки IMU без использо-
вания специального оборудования. Для выполнения ка-
либровки необходимо выполнить 10-20 произвольных 
вращений IMU и обеспечить периоды неподвижности 
между ними. Новизна предлагаемого подхода состоит в 
использовании функции стоимости, позволяющей в до-
полнение к ошибкам акселерометра оценивать ошибки 
гироскопа. Для акселерометра калибровочные парамет-
ры определяются путем минимизации суммы разностей 
между измеренным и ожидаемым выходным сигналом 
акселерометра в периодах неподвижности. Для гироско-
па калибровочные параметры определяются путем ми-
нимизации суммы различий ориентаций, рассчитанных 
по данным акселерометра в статике и гироскопа после 
завершения очередного вращения. 
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Разработка и верификация алгоритма происходила в 
несколько этапов. Сначала был создан симулятор дан-
ных IMU. Затем были построены функции стоимости 
ошибок, зависящие от масштабных коэффициентов, не-
ортогональности осей, смещений нуля акселерометра и 
гироскопа, а также несоосности триад акселерометра и 
гироскопа. Далее, используя численные алгоритмы для 
минимизации функции стоимости, была проведена 
оценка калибровочных параметров датчиков на модели-
рованных данных. Наконец, была проведена оценка ка-
либровочных параметров на реальных данных. 

В разделе II представлены модели измерений акселе-
рометра и гироскопа. В разделе III приведены функции 
стоимости, которые могут быть использованы для опре-
деления калибровочных параметров датчиков средства-
ми алгоритмов минимизации. В разделе IV описаны ре-
зультаты имитационного моделирования и калибровки 
реальных инерциальных модулей. Выводы приведены в 
разделе V. 

II. МОДЕЛЬ ИЗМЕРЕНИЙ ДАТЧИКОВ 
Модель измерений, отражающая основные типы 

ошибок акселерометра и гироскопа, может быть пред-
ставлена в следующем виде: 

 ,)(
~

3 aaa wfMIbf   
 ,)(~

3 ggg wMIb    

где I3 – единичная матрица размерности 33 , f
~
и ~  – 

векторы измерений кажущегося ускорения и угловой 
скорости, f и  истинные значения измеряемой ве-
личины, ab и gb  смещения нуля акселерометра и ги-
роскопа, aw  и gw   случайный шум измерений, вклю-
чающий в себя источники ошибок за рамками модели. 
Матрицы aM и gM построены из масштабных коэффи-
циентов и коэффициентов взаимного влияния осей ак-
селерометра и гироскопа: 
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где s{a,g} – масштабные коэффициенты, },,{ gam – коэф-
фициенты неортогональности, или взаимного влияния, 
осей измерения, обозначающие наличие ненулевого 
измерения по оси   при воздействии на акселерометр 
или гироскоп вдоль оси  .  

Поскольку изготовление IMU имеет технологические 
погрешности, измерительные оси акселерометра и гиро-
скопа не являются сонаправленными. Чтобы учесть дан-
ный эффект, в модель измерений добавлена матрица 
несоосности R, которая описывает преобразование меж-
ду системами координат акселерометра и гироскопа. Как 
указано в [8], при малых углах несоосности ошибка мо-

жет быть выражена как векторε относительно некоторо-
го выбранного базиса векторов. Тогда матрица вращения 
R может быть выражена как: 

   ,3  IR  

где   – кососимметричная матрица.  

С учетом матрицы вращения R измерения гироскопа 
могут быть преобразованы в систему координат акселе-
рометра: 

 .1 ga R    

С учетом оценок смещений нуля, масштабных коэф-
фициентов, неортогональности осей и ошибок несоосно-
сти между акселерометром и гироскопом, скорректиро-
ванные измерения имеют вид: 

 ,ˆ~
)ˆ()ˆ~

()ˆ(ˆ 1
3

1
3 aaaa bfMIbfMIf    

.ˆ~ˆ)ˆ()ˆ~ˆ()ˆ(ˆ 11
3

11
3 gggg

a bRMIbRMI     

Приближения в правых частях уравнений 7 и 8 вы-
полнены с учетом пренебрежения произведением по-
грешностей датчиков, при условии, что они имеют ма-
лую величину. 

Разные типы ошибок измерений представлены на ри-
сунке 1. В настоящей работе ошибки квантования счи-
таются пренебрежимо малыми. Также, в ходе исследова-
ния параметров используемых в данной работе инерци-
альных модулей MPU-9250 на поворотном столе было 
определено, что нелинейность датчиков пренебрежимо 
мала, поэтому данная ошибка не включена в модели из-
мерений датчиков (1) и (2). 

  

III. МЕТОД КАЛИБРОВКИ 
Разработанный метод калибровки акселерометра и 

гироскопа не требует применения специального точного 
оборудования, основан на слепой идентификации и ис-
пользует информацию об известной величине ускорения 
свободного падения. 

Для оценки калибровочных параметров R̂ , gasM ,
ˆ

 , 

gasb ,
ˆ
 необходимо произвести сбор данных IMU в не-

скольких различных положениях. Метод не использует 
информацию об истинной ориентации инерциального 
измерителя в пространстве, поэтому в процедуре калиб-
ровки может быть использовано любое приспособление. 

Рис. 2. Держатель IMU для калибровки 

 

 
Рис. 1. Типы ошибок датчиков 
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В настоящем исследовании использовался изготовлен-
ный с помощью 3D-принтера икосаэдр с усечением двух 
вершин, имеющий 22 грани. 

Процедура калибровки состоит из следующих шагов.  

1) Оценить калибровочные параметры aM̂ , ab̂  
акселерометра. 

2) Применить полученнные калибровочные 
параметры к измерениям акселерометра f

~
 и получить 

оценку f̂  согласно уравнению (7). 
3) Оценить калибровочные параметры гироскопа 

R̂ , gM̂ , gb̂ , используя функцию стоимости, описанную 
в разделе III-B.   

В последующих подразделах определены функции 
стоимости, используемые в процедурах оптимизации. 
Минимизация функции выполнялась численно с приме-
нением алгоритма Trust Region Reflective [9]. Экспери-
ментальным путем определено, что к решению данной 
задачи применимы и другие, более эффективные алго-
ритмы, однако они показали меньшую устойчивость при 
определении глобального минимума функции. 

A. Калибровка акселерометра 

Пусть N
iif 1}{  – набор усредненных измерений аксе-

лерометра в N различных положениях, a  – девять ка-
либровочных параметров: 

 .,,,,,,, ,,,,,,,,, zayaxaxzaxyayzazayaxaa bbbmmmsss  

Тогда квадрат ошибки между оценкой ускорения f̂ и 
ожидаемым измерением ускорения ),(ˆ u может высту-
пать в качестве функции стоимости при калибровке ак-
селерометра: 

   ,)),(ˆ(
1

2



N

i
iiiia ufL   

где ожидаемая величина ускорения û в положении i за-
висит от углов тангажа i  и крена i . Углы тангажа и 

крена рассчитываются, исходя из f̂ : 

 ),ˆ,ˆ(2arctan ,, zayai ff  

 ),ˆˆ,ˆ(2arctan 2
,

2
,, zayaxai fff   

откуда ожидаемое значение измерения оценивается как: 

.)]cos()cos(),sin()cos(),sin([),(ˆ T
iiiiiiiiu    

B. Калибровка гироскопа 
Пусть 11},{  Njj  – совокупность наборов из-

мерений гироскопа в периоды движения между N  ори-
ентациями, как указано в разделе III-A. В начальный и 
конечный момент устройство также должно быть непо-
движным. 

Характеристическое время вращения j  между двумя 
положениями составляет от 1 до 5 секунд. Это означает, 
что изменение ориентации устройства относительно 
предыдущего положения может быть рассчитано путем 

интегрирования показаний гироскопа по времени. Ори-
ентация в конце поворота jgR ,  может быть рассчитана 
как:  

 ,}{ ,, startjajgjg RRR   

где 
startjaR , – оценка ориентации, рассчитанная на осно-

вании скалиброванных измерений акселерометра непо-
средственно перед поворотом j, }{ jgR  –изменение ори-
ентации, рассчитанное путем интегрирования показаний 
гироскопа }{ j  за период движения j. С другой сторо-

ны, ориентация jgR ,  должна совпадать с ориентацией 
,, endjaR рассчитанной на основании скалиброванных из-

мерений акселерометра после поворота j. 
На основании измерений акселерометра могут оце-

ниваться только углы крена и тангажа.  

Пусть T
k RRR ],[,   – вектор углов тангажа и кре-

на, рассчитанных на основании соответствующей мат-
рицы поворота ,kR  а g  – двенадцать калибровочных 
параметров гироскопа: 


].,,,,,
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Тогда функция стоимости для калибровки гироскопа 
может быть представлена в виде: 
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где произведение T
jgja RR

end ,,  описывает поворот гиро-
скопа относительно акселерометра. 

IV. ЭКСПЕРИМЕНТЫ И РЕЗУЛЬТАТЫ 

A. Результаты моделирования 
Для проверки предложенного подхода было выпол-

нено имитационное моделирование методом Монте-
Карло. Были сгенерированы идеальные измерения аксе-
лерометра и гироскопа для последовательных поворотов 
и периодов неподвижности. Общее количество ориента-
ций составляло 24. Вращение между двумя неподвиж-
ными ориентациями составляло 1 секунду, время непо-
движности в каждой ориентации также составляло 1 се-
кунду. 

Затем идеальные измерения IMU были искажены со-
гласно уравнениям (1), (2) и (6). Масштабные коэффици-
енты акселерометра и гироскопа выбирались в диапазоне 
(–0.1, 0.1), коэффициенты взаимовлияния осей в диапа-
зоне (–0.06, 0.06), что соответствует неортогональности 
в ±5.7º. Смещение нуля акселерометра выбиралось в 
диапазоне (–1,1) м/c2, смещение нуля гироскопа в диапа-
зоне (–6,6) º/c, несоосность осей гироскопа и акселеро-
метра в диапазоне (–6,6)º. Все указанные величины гене-
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рировались в указанных диапазонах случайно с равно-
мерным распределением. Белый шум измерений гиро-
скопа и акселерометра имел параметры wa ~ N(0.0, 0.04) 
м/c2 и wg ~ N(0.0, 0.001) рад/c. Выбранные стандартные 
отклонения отражают уровень шумов измерений совре-
менных коммерчески доступных модулей IMU [10].  

Далее выполнялась калибровка согласно методике, 
описанной в разделе III. Результаты 200 симуляций при-
ведены в таблице I. Как видно из таблицы I, разница 
между истинными значениями и оценками ошибок сен-
соров близка к нулю и относительно мала по сравнению 
с абсолютными значениями величин. Данные результаты 
указывают на то, что предложенный способ оценки па-
раметров является несмещенным и для акселерометра, и 
для гироскопа.  

TABLE I.  РАЗНИЦА МЕЖДУ ИСТИННЫМИ ЗНАЧЕНИЕ И ОЦЕНКОЙ 
ПАРАМЕТРОВ ОШИБКИ ДАТЧИКОВ В 200 СИМУЛЯЦИЯХ МЕТОДОМ МОНТЕ-
КАРЛО. УКАЗАНЫ СРЕДНЯЯ ОШИБКА И СТАНДАРТНОЕ ОТКЛОНЕНИЕ. 

Пара- 
метр 

Ошибка оценки параметра, esttrue   

Акселерометр Гироскоп 

Среднее Ст. 
откл. 

Ед. 
изм. Среднее Ст. 

откл. 
Ед. 
изм. 

sx 
sy 

sz 
myz 
mxy 

mxz 
bx 
by 

bz 
εx 
εy 
εz 

0.0 
-0.0001 

0.0 
-0.0057 

0.0 
0.0 

-0.0003 
0.0 

0.0002 
- 
- 
- 

0.0002 
0.0004 
0.0004 
0.0286 
0.0286 
0.0344 
0.0019 
0.0031 
0.0031 

- 
- 
- 

 
 
 
º 
º 
º 

м/с2 

м/с2 

м/с2 

 

 

 

0.0003 
0.0003 
0.0004 
-0.0057 
-0.0115 
0.0115 
-0.0172 

0.0 
0.0 
0.0 
0.0 

-0.0057 

0.0005 
0.0006 
0.0021 
0.1891 
0.1318 
0.0688 
0.0344 
0.0286 
0.0229 
0.0974 
0.0286 
0.0401 

 
 
 
º 
º 
º 

º/с2 

º/с2 

º/с2 

º 
º 
º 

B. Результаты экспериментов 
Предложенный метод калибровки был апробирован 

с использованием мультисенсорного инерциального мо-
дуля MIMU2.5 [11],[12]. Данный модуль включает в себя 
пять блоков инерциальных измерителей Invensense 
MPU-9250 и микроконтроллер, осуществляющий сбор 
измерений. 

Модуль MIMU2.5 был закреплен внутри пластиково-
го держателя, представленного на рисунке 2. Держатель 
последовательно устанавливался на разные грани. В по-
лученных измерениях на основании абсолютных значе-
ний автоматически были выделены периоды неподвиж-
ности и поворотов, затем эти данные были поданы на 
вход алгоритма калибровки. 

Корректность калибровки определялась по значению 
невязки между ориентацией, рассчитанной по данным 
акселерометра в конце вращения, и ориентацией, рас-
считанной путем интегрирования гироскопических из-
мерений за время вращения. Принято, что оценка калиб-
ровочных параметров проведена успешно, если данная 
невязка составляет менее 0.1º. 

Оценки калибровочных констант для пяти чипов Inven-
sense MPU-9250, входящих в состав MIMU2.5, приведе-
ны в таблице II. Очевидно, что калибровка модулей при 
производстве выполнена с достаточно высоким каче-
ством, а параметры датчиков соответствуют паспортным 
характеристикам. Ошибка масштабных коэффициентов 
гироскопов и акселерометров составило менее 1%. Не-
ортогональность осей и несоосность акселерометра и 

гироскопа составила менее 1º для всех исследованных 
модулей IMU.  

TABLE II.  РЕЗУЛЬТАТЫ КАЛИБРОВКИ  IMU.  

Пара- 
метр 

Акселерометр Гироскоп 
#1 #2 #3 #4 #5 #1 #2 #3 #4 #5 

sx, % 
sy, % 
sz, % 

0.363 
0.315 
0.647 

0.471 
0.482 
0.932 

0.382 
0.355 
0.78 

0.263 
0.448 
0.721 

0.251 
0.286 
0.804 

0.041 
0.457 
0.826 

0.007 
0.26 

-0.179 

-0.058 
0.277 
0.242 

0.227 
0.599 
0.308 

0.226 
0.57 
0.853 

myz, º 
mxy, º 
mxz, º 

0.123 
0.02 
0.317 

-0.284 
-0.01 
0.145 

0.26 
-0.012 
0.282 

-0.009 
-0.028 
-0.104 

0.056 
0.0 

0.191 

-0.034 
-0.12 
0.806 

-0.639 
0.21 
0.262 

0.15 
-0.072 
0.876 

-0.105 
0.025 
0.072  

0.08 
0.178 
0.497 

bx 
by 
bz 

0.103 
0.097 
0.344 

0.09 
0.07 
0.338 

0.096 
0.008 
-0.045 

0.065 
0.092 
-0.009 

0.07 
0.036 
0.182 

1.146 
-0.401 
1.261 

-0.573 
1.089 
0.286 

0.573 
-0.344 
1.261 

-1.261 
1.031 
4.813 

-1.031 
0.401 
1.432 

εx, º 
εy, º 
εz, º 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

- 
- 
- 

0.03 
-0.364 
-0.074 

-0.565 
0.013 
0.069 

0.142 
-0.482 
-0.079 

-0.102 
-0.129 
0.015 

0.077 
-0.223 
0.075 

a. Смещения нуля bx, by, bz  приведены в м/с2 для акселерометра и ◦/с для гироскопа. 

Абсолютные значения измерений некалиброванных и 
калиброванных акселерометров в периоды неподвижно-
сти для модуля IMU#1 приведены на рисунке 3. 

 

 

 
Поскольку калибровка смещения нуля гироскопа 

очевидна, более интересно влияние масштабного коэф-
фициента и неортогональности осей гироскопа на точ-
ность определения ориентации при известном смещении 
нуля гироскопа. Общее время вращения для каждого 

 
Рис. 3. Абсолютное значение измерений акселерометра IMU#1 до и 
после калибровки 

 
Рис. 5. Ошибки ориентации для трех вариантов калибровки: 1)  без 
калибровки; 2) калибровка смещения нуля гироскопа; 3 калибровка
масштабного коэффициента, неортогональности осей и смещения
нуля гироскопа 

 
Рис. 4. Профиль вращения для оценки разницы в ориентации между 
истинной и восстановленной ориентацией 
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эксперимента составляло 58 секунд. В течение этого 
времени ошибка ориентации, вызванная sg и mg, находи-
лась в диапазоне [3.1– 3.9]º для тангажа   и [3.3– 4.9]º 
для крена  . После калибровки параметров sg и mg -
ошибка определения ориентации значительно уменьши-
лась и составила, соответственно [0.1– 0.5]º для тангажа 
 и [0.1– 0.6]º для крена  . 

Чтобы показать, как данные ошибки влияют на 
ошибку оценки ориентации, калибровочные параметры, 
полученные для модуля IMU#1, были использованы в 
имитационной модели. Модуль IMU плавно вращался 
между 24 случайными ориентациями без периодов непо-
движности. Профиль вращения (изменения ориентации, 
для которых был сгенерированы измерения IMU) приве-
ден на рисунке 4. Для смоделированных измерений пу-
тем интегрирования показаний гироскопа рассчитана 
ориентация и ошибка ориентации относительно истин-
ной ориентации для трех вариантов калибровки: 

1) без калибровки; 
2) с частичной калибровкой (только смещения нуля 

гироскопа);  
3) с полной калибровкой гироскопа. 

Ошибки в определении углов крена, тангажа и рыс-
канья для трех перечисленных случаев приведены на 
рисунке 5. Очевидно, что даже в том случае, когда учи-
тывалось смещение нуля гироскопа, ошибки масштабно-
го коэффициента и неортогональность осей за короткое 
время приводили к значительным ошибкам в определе-
нии ориентации. Например, в выполненном моделирова-
нии ошибка определения ориентации во время вращения 
составила до 3º для каждого из углов Эйлера. Для калиб-
рованных измерений соответствующие ошибки опреде-
ления углов Эйлера составили менее 0.1º, что подтвер-
ждает значимость полной калибровки гироскопа. 

V. ВЫВОДЫ И ДАЛЬНЕЙШИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ 
В данной работе предложен метод калибровки 

акселерометра и гироскопа, не требующий информации 
об истинной скорости вращения или ориентации. В про-
цедуре калибровки используются только собственные 
измерения акселерометра и гироскопа, полученные при 
вращениях устройства между различными ориентациями 
с короткими периодами неподвижности. Никаких других 
ограничений на использование метода не накладывается. 

Представленный метод позволяет осуществлять ка-
либровку следующих параметров инерциального моду-
ля: а) смещения нуля, б) масштабные коэффициенты, в) 
неортогональность осей, г) несоосность между тройками 
осей акселерометра и гироскопа. 

Оценка параметров гироскопа выполняется путем 
сравнения разницы углов ориентации, рассчитанных по 
данным акселерометра в периоды неподвижности, с из-
менением ориентации, накопленным по данным гиро-
скопа во время вращения.  

 Предложенный метод калибровки дает устойчивые и  
несмещенные оценки параметров ошибок инерциальных 
датчиков в пределах 0.1% от их абсолютного истинного 
значения. Проверка метода выполнена с использованием 
смоделированных и реальных данных. Путем имитаци-
онного моделирования показано влияние ошибок 
гироскопа на точность оценки ориентации. 

Простота и устойчивость метода делают его хорошим 
инструментом для инженеров и исследователей, 
заинтересованных в улучшении характеристик исполь-
зуемых недорогих инерциальных датчиков. Опублико-
ванный в открытом доступе исходный код позволяет 
собственными силами осуществлять калибровку моду-
лей IMU c использованием предложенного метода. 
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Математическая модель чувствительного 
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Аннотация—В настоящей работе показан алгоритм по-

строения математической модели чувствительного эле-
мента маятникового компенсационного акселерометра, 
составлены уравнения движения, показан пример реали-
зации математической модели в среде Simulink математи-
ческого программного пакета Matlab 

Ключевые слова—акселерометр; маятник; 
математическая модель 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время развиваются и находят широкое 

применение бесплатформенные инерциальные навига-
ционные системы (БИНС). К точностным характеристи-
кам современных БИНС, используемых в системах 
управления ракетно-космической техникой, предъявля-
ются высокие требования. Прецизионные командные 
приборы систем управления должны обладать высоки-
ми параметрами качества управления, такими как пере-
регулирование, быстродействие. Одним из путей повы-
шения качества управления является совершенствова-
ние алгоритмов управления. 

Для того чтобы эффективно синтезировать новые ал-
горитмы управления объектом, необходимо сначала 
построить наиболее адекватную математическую мо-
дель данного объекта. В настоящей работе объектом 
исследования является маятниковый компенсационный 
акселерометр с упругим подвесом.  

Цель настоящей работы – построить математическую 
модель маятникового узла исследуемого акселерометра. 

II. АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 
На рисунке 1 схематично показана триада акселеро-

метров. Их оси чувствительности ориентированы по трем 
взаимно перпендикулярным осям триады XT, YT, ZT. 

 
Рис. 1.  

В общем случае триада движется с ускорением а, ко-
торое проецируется на оси чувствительности каждого 
акселерометра из триады. 

Построим кинематическую схему маятникового 
компенсационного акселерометра (рисунок 2). 

Основными элементами акселерометра являются: 
чувствительный элемент – маятник, подвешенный на 
упругих растяжках, катушки датчика момента, которые 
закреплены на маятнике, магнитные системы датчика 
момента, расположенные слева и справа от маятника, 
датчик угла, усилитель обратной связи. При наличии 
ускорения, направленного вдоль оси чувствительности 
акселерометра чувствительный элемент под действием 
инерционного момента отклоняется от своего первона-
чального положения на некоторый угол. Датчик угла 
преобразует этот угол в электрический сигнал. Проходя 
через усилитель, сигнал поступает на датчик момента, 
который преобразует электрический сигнал в момент, 
уравновешивающий инерционный. 

 

Рис. 2.  

На рисунке 3 схематично показано исходное поло-
жение маятника. Здесь упругие растяжки заменены си-
лами упругости с коэффициентами линейной жесткости 
Kx, Ky, Kz. Система координат ХOYOZO связана с кор-
пусом акселерометра. Точка O1 связана с подвесом ма-
ятника. Система координат XYZ связана с маятником, 
ее начало координат находится в точке O1. В этой си-
стеме координат X – ось чувствительности акселеро-
метра, Y – ось подвеса, Z – ось маятника. 
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Рис. 3.  

Входным воздействием считается вектор ускорения 
с произвольным модулем и направлением. Проекция 
этого ускорения на ось чувствительности вызовет инер-
ционную силу, которой будет противодействовать сила, 
формируемая датчиком момента. 

В общем случае подвес позволяет маятнику иметь 
шесть степеней свободы, т.е. под действием входного 
ускорения маятник может совершать вращательные 
движения вокруг трех взаимно-перпендикулярных осей 
и двигаться поступательно вдоль каждой из этих осей. 
Движение маятника рассматриваем как сложное движе-
ние, при котором переносным движением является по-
ступательное движение точки подвеса маятника, а отно-
сительным движение –вращательное движение тела ма-
ятника относительно точки его подвеса. Поступатель-
ному движению точки подвеса будут противодейство-
вать силы упругости, формируемые упругими элемен-
тами подвеса. 

Составим уравнения движения точки O1 в системе 
координат ХOYOZO. 





Здесь m – масса маятника, ax определяется из пока-
заний данного акселерометра. Аналогично определяют-
ся ay и az. 

Теперь рассмотрим относительное движение маят-
ника в системе координат XYZ. При наличии ускорения 
а возникает инерционная сила m∙a, под действием кото-
рой маятник вращается вокруг осей X, Y и Z. Сила m∙a 
раскладывается на составляющие: m∙ax, m∙ay и m∙az. 
Вращению маятника будут препятствовать: упругие 
моменты, пропорциональные углам отклонения; демп-

фирующие моменты, пропорциональные угловым ско-
ростям; инерционные моменты, пропорциональные уг-
ловым ускорениям; момент от компенсационной силы. 
На рисунке 4 показано исходное положение маятника. 
О1А = lЦ – расстояние от точки подвеса до центра масс 
маятника, О1B = lДМ – расстояние от точки подвеса до 
точки приложения компенсационной силы. 

Осуществим переход маятника из исходного поло-
жения в конечное путем трех последовательных пово-
ротов. Первый поворот – на угол φ вокруг оси Y (рису-
нок 4). Система координат, связанная с данным проме-
жуточным положением маятника – X1Y1Z1. Далее вы-
полним поворот на угол (-γ) вокруг оси X1 (рисунок 5). 
Система координат, связанная с данным промежуточ-
ным положением маятника – X2Y2Z2. Последний пово-
рот – на угол δ вокруг оси Z2 (рисунок 6). Система ко-
ординат, связанная с конечным положением маятника – 
X3Y3Z3. На рисунке 6 показаны все действующие на 
маятник силы и моменты. 

 

Рис. 4.  

 

Рис. 5.  
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Рис. 6.  

Составим уравнения относительного вращательного 
движения маятника в системе координат XYZ. Для это-
го спроецируем действующие на маятник моменты на 
оси данной системы координат. Сначала составим про-
екции компенсационной силы FДМ. Эта сила приложена 
к точке В2 и параллельна оси X3. 







Моменты, действующие по оси X: 



Подставим проекции FДМ: 



Моменты, действующие по оси Y: 



Подставим проекции FДМ: 



Моменты, действующие по оси Z: 



Подставим проекции FДМ: 



Компенсационная сила FДМ определяется по форму-
ле: 



где B0 – магнитная индукция в рабочем зазоре маг-
нитной системы датчика момента, Тл; 

lВ – длина витка катушки датчика момента, м; 

w – число витков катушки датчика момента; 

IДМ – ток, протекающий в катушке датчика момента, 
А. 

Датчик угла акселерометра регистрирует угол φ. Ток 
IДМ выражается через угол φ следующим образом: 



где КДУ – крутизна датчика угла, В/рад; 

КУОС – коэффициент усиления усилителя обратной 
связи; 
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RОС – сопротивление обратной связи, Ом. 

Тогда выражение для компенсационной силы FДМ 
примет вид: 



Подставим выражение для компенсационной силы в 
уравнения движения. 

По оси X: 



По оси Y: 



По оси Z: 



Для углов отклонения φ, γ, δ менее 1° справедливо 
следующее: 





Тогда уравнение движения примут следующий вид: 

По оси X: 





По оси Y: 





По оси Z: 
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III. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 
МОДЕЛИ 

Для дальнейшего исследования полученных уравне-
ний и построения различных алгоритмов управления 
необходимо определить значения всех физических вели-
чин, участвующих в уравнениях. Одни величины воз-
можно определить экспериментально, исследуя реальный 
акселерометр, либо его макет. Другие величины могут 
быть определены путем исследования трехмерной моде-
ли маятникового узла с помощью современных про-
граммных средств автоматизированного проектирования. 

Рассматриваемая модель содержит следующие пара-
метры: 

– масса подвижной части маятника (определяется 
взвешиванием, либо расчетом в САПР); 

– расстояние от точки подвеса до центра масс (опре-
деляется расчетным путем); 

– расстояние от точки подвеса до точки приложения 
компенсационной силы (определяется расчетным путем); 

– линейные жесткости маятника вдоль трех взаимно-
перпендикулярных осей (определяется расчетом трех-
мерной модели маятникового узла в САПР); 

– угловая жесткость маятника вокруг оси подвеса 
(определяется тремя способами: расчетным путем, с 
помощью САПР и экспериментально); 

– угловые жесткости маятника вокруг двух других 
осей (определяются расчетом трехмерной модели маят-
никового узла в САПР); 

– коэффициент демпфирования маятника вокруг оси 
подвеса (определяется экспериментально); 

– моменты инерции маятника относительно точки 
подвеса (определяются расчетом трехмерной модели 
маятникового узла в САПР); 

– крутизна датчика угла (определяется эксперимен-
тально); 

– коэффициент усиления усилителя (определяется 
расчетным путем); 

– магнитная индукция в рабочем зазоре датчика мо-
мента (определятся тремя способами: расчетным путем, 
с помощью САПР и экспериментально). 

IV. РЕАЛИЗАЦИЯ МОДЕЛИ 
Для подтверждения математических выкладок по-

строим данную математическую модель в среде 
Simulink математического программного пакета Matlab. 
Общий вид модели показан на рисунке 7. 

 

Рис. 7.  

Подсистема Subsystem показана на рисунках 8-10. 

 

 

Рис. 8.  

 

Рис. 9.  
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Рис. 10.  

На рисунке 11 показаны графики углов отклонения 
маятника при воздействии постоянного ускорения с 
проекциями ах = 0,01 g, аy = 1 g, аz = 0,01 g. 

 

Рис. 11.  

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Таким образом, в результате данной работы получе-

на математическая модель маятникового узла исследуе-
мого компенсационного акселерометра с упругим под-
весом, состоящая из шести уравнений. Эксперимен-
тально либо путем компьютерного моделирования 
определены параметры, входящие в математическую 
модель маятникового узла компенсационного акселеро-
метра. В дальнейшем планируется на основе данной 
математической модели маятникового акселерометра 
построить и исследовать различные типы регуляторов с 
целью обеспечения наилучших показателей качества 
управления.
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Аннотация—основные проблемы создания высокоточ-
ных акселерометров навигационного класса состоят в 
обеспечении стабильности и воспроизводимости двух па-
раметров: нулевого сигнала и масштабного коэффициента. 
Опыт разработки и исследования кварцевых и кремние-
вых акселерометров (Q-flex и Si-flex) позволяет выявить 
основные причины возникновения нестабильности и не-
воспроизводимости указанных параметров. Главные из 
них заключаются в следующем:   

 наличие таких погрешностей изготовления балок 
упругого подвеса лопасти маятника, как неплос-
костность, шероховатость поверхности, смещение 
плоскости балок от общей плоскости (как парал-
лельное смещение, образующее коробчатую 
структуру, так и угловые повороты балок); 

 деформация и искажение формы балок при напы-
лении металла токоподводов; 

 неоднородность структуры материала магнито-
провода и полюсного наконечника плунжерного 
моментного датчика прибора; 

 структурные изменения материала магнитопро-
вода в процессе эксплуатации прибора, в первую 
очередь в процессе циклического изменения ра-
бочей температуры. 

Ряд погрешностей акселерометров, связанных с осо-
бенностями используемых для изготовления деталей при-
боров супер инваров и кварца, а также с особенностями 
технологических процессов, приводит к появлению скач-
кообразных изменений нулевого сигнала и масштабного 
коэффициента, которые, очевидно, не поддаются алгорит-
мической компенсации. 

В докладе приводится описание ряда эксперименталь-
ных наблюдений, проведенных с Q-flex акселерометрами 
различных производителей, дается анализ причин возник-
новения погрешностей и приводятся рекомендации по 
исключению возможности возникновения рассмотренных 
погрешностей. 

Ключевые слова—маятниковый компенсационный аксе-
лерометр, Q-flex акселерометр, масштабный коэффици-
ент, нулевой сигнал, стабильность масштабного коэффи-
циента, стабильность нулевой сигнала, супер инвар, токо-
подводы, напыление 

I. ВВЕДЕНИЕ. СТАТИЧЕСКИЕ И ДИНАМИЧЕСКИЕ 
ТЕМПЕРАТУРНЫЕ ИСПЫТАНИЯ НАВИГАЦИОННЫХ 

АКСЕЛЕРОМЕТРОВ 
В условиях эксплуатации навигационных акселеро-

метров обычно указываются требования к обеспечению 
точности при работе в условиях циклически изменяю-
щейся температуры, например при изменении темпера-
туры в диапазоне от минус 60°C до +80°C. Кроме того, 
указывается скорость изменения температуры порядка 2 
°C/мин. Для подтверждения работоспособности прибо-
ров в этих условиях принято проводить статические 
температурные испытания, при которых температура 
ступенчато изменяется от одного номинала к другому. 
Приборы выдерживаются при каждой температуре до 
прекращения дрейфа в их показаниях (обычно около 1 
часа) и затем фиксируется выходной сигнал прибора, по 
которому определяется изменение нулевого сигнала, 
масштабного коэффициента, базовых ошибок и т.д. 

Обычно изменения выходного сигнала (например, 
нулевого сигнала – U0) имеют вид узкой гистерезисной 
петли, показанной на рис.1.  

 
Рис. 1. Гистерезисная петля при статических температурных 

испытаниях (последовательность температур: +20°C, минус 
55°C, +20°C, +75°C, +20°C) 
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По наклону гистерезисной петли определяются зави-
симости нулевого сигнала от температуры U0(t°), мас-
штабного коэффициента от температуры SF(t°) и иных 
параметров. Их представляют в виде степенных рядов и 
используют полученные зависимости для алгоритмиче-
ской компенсации температурных погрешностей прибо-
ров. Часто гистерезисная петля получается незамкнутой. 
Ошибка ΔU0 – ошибка неповторяемости или невоспро-
изводимости у прецизионных акселерометров, например 
типа QA-3000 [1], может составлять порядка единиц ppm 
по масштабному коэффициенту и порядка единиц мкg по 
невоспроизводимости нулевого сигнала. Именно эти 
погрешности определяют точностные характеристики 
акселерометров и следовательно цену приборов.  

Помимо статических температурных испытаний ак-
селерометры подвергаются так называемым динамиче-
ским температурным испытаниям, при которых испыту-
емый прибор помещается в температурную камеру, тем-
пература в которой изменяется по синусоидальному за-
кону, например, в диапазоне от минус 50°C до +70°C, с 
периодом порядка 3 часов, и определяются температур-
ные изменения нулевого сигнала и масштабного коэф-
фициента. Вид выходного сигнала при этом имеет вид 
гистерезисной петли, показанной на рис.2, ширина кото-
рой значительно превышает ширину статической кривой 
и зависит от различия времени прохождения тепла (хо-
лода) извне к термодатчику прибора и его конструктив-
ным элементам, определяющим точностные характери-
стики (маятнику, магнитопроводу, магниту и т.д.).  

 
Рис. 2. Гистерезисная петля при динамических температурных 

испытаниях 

Гистерезисные петли при динамических испытаниях 
получаются достаточно широкими, и по ним не опреде-
ляются ошибки невоспроизводимости (неповторяемо-
сти). При этом, в зависимости от положения измери-
тельной оси прибора по отношению к вертикали, по 
наклону петли определяется погрешность изменения 
нулевого сигнала U0, реже масштабного коэффициента и 
оценивается возможность алгоритмической компенса-
ции температурной погрешности прибора по показаниям 
температурного датчика. 

В ряде случаев, при проведении динамических тем-
пературных испытаний регистрируются строго повторя-
ющиеся в каждом периоде изменения температуры скач-
кообразные изменения нулевого сигнала U0. Они могут 

наблюдаться как при положительных температурах 
(рис.3), так и при отрицательных (рис.4). 

 
Рис. 3. Скачок нулевого сигнала при положительной температуре[2] 

 
Рис. 4. Скачок нулевого сигнала при отрицательной температуре 

Имеющиеся регулярно повторяющееся скачкообраз-
ные изменения U0 представляют особый интерес для 
исследования, так как в них проявляется многократное 
усиление влияние факторов, вызывающих нестабиль-
ность и неповторяемость параметров прибора. Отметим, 
что скачкообразные изменения нулевого сигнала U0 и 
масштабного коэффициента SF обычно не выявляются 
при проведении статических температурных испытаний 
приборов. 

II. ВЛИЯНИЕ ПОГРЕШНОСТИ ИЗГОТОВЛЕНИЯ УПРУГОГО 
ПОДВЕСА НА ТЕМПЕРАТУРНОЕ ИЗМЕНЕНИИ U0. ПРОЦЕСС 

ФОРМООБРАЗОВАНИЯ(ТРАВЛЕНИЯ) 
Одной из причин появления скачкообразного изме-

нения U0 при положительных температурах является 
искажение формы упругой перемычки. Искажения, та-
кие как неплоскостность, шероховатость поверхности, 
выход балок из общей плоскости (параллельное смеще-
ние, поворот балок вокруг продольной оси) различаются 
по длине и ширине балок и могут наблюдаться с помо-
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щью оптических методов. Результаты интерферометри-
ческих измерений форм балок показаны на рис. 5,6. Экс-
перименты показывают, что чем меньше отклонение 
формы балок от идеальной, тем с большей вероятностью 
можно получить малую и более стабильную величину 
U0. Следует иметь в виду, что наихудшие результаты по 
форме балок дают так называемые пицеиновые техноло-
гии с индивидуальным изготовлением отдельных маят-
ников (рис.5). 

 
Рис. 5. Форма балки, полученной пицеиновой технологией 

Групповые MEMS технологии с использованием в 
качестве заготовок для изготовления маятников преци-
зионных пластин (вафель) из плавленого кварца (рис.7) 
позволяют получать хорошие результаты при наличии 
кварца высокой чистоты (99,999%) и организации опти-
мальной циркуляции травителя HF, равномерно омыва-
ющего все поверхности пластин, размещенных в кассете 
в реакторе. 

Эти два фактора, наряду с выполнением на поверхно-
сти вафли специальных стойких к HF и не имеющих пор 
защитных масок, являются необходимым условием для 
получения качественных кварцевых маятников. Форма 
балок качественных балок соответствует рис. 6. 

 
Рис.6. Форма балки, полученной групповой MEMS технологией 

 
Рис.7. Маятники, изготовленные групповой MEMS технологией 

III. ПРОЦЕСС НАПЫЛЕНИЯ ТОКОПРОВОДЯЩИХ ПЛЕНОК 
В традиционных конструкциях акселерометров типа Q-

flex [2] электропроводящие покрытия маятника (контакт-
ные площадки, проводники на рамке, покрытие на поверх-
ности установочных платиков, электроды на поверхности 
лопасти маятника и токоподводы на упругих балках) вы-
полняются путем напыления на поверхность маятника 
подслоя хрома или титана толщиной 400-600 ангстрем, 
поверх которого напыляется золото. Толщина золотого 
покрытия варьируется от 2000 ангстрем на поверхности 
упругих балок подвеса до 6000 ангстрем для электродов и 
контактных площадок. Несмотря на столь малую толщину 
напыления металлических пленок, ими создаются замет-
ные деформации элементов кварцевого маятника из-за 
большой разницы ТКЛР плавленного кварца и золота 
(0,5×10-6 1/К и 14×10-6 1/К соответственно). 

Особенность процесса напыления металлической 
пленки состоит в том, что при напылении поверхность 
кварцевого маятника нагревается от начальной темпера-
туры в +20 °C до температуры порядка (+60..+100) °C в 
зависимости от толщины напыления. После этого квар-
цевая деталь и напыленный металл остывают до комнат-
ной температуры. При этом металл сильно выгибает по-
верхность балки. Если затем проводить напыление на 
противоположную сторону маятника, то его деформиро-
ванная форма сохранится даже при одинаковой толщине 
напыления (при напылении на лицевую сторону маятни-
ка изначально холодная поверхность балок была плос-
кой, а при напылении на обратную сторону изначально 
холодная поверхность балок кривая). В связи с этим 
необходимо одновременно напылять металл сразу на обе 
стороны балки, т.е. использовать два одинаковых магне-
трона или вращать вафлю в потоке напыляемого металла 
вокруг ее экваториальной оси.  

Помимо этого, к термодеформации кварцевого маят-
ника при эксплуатации прибора может приводить техно-
логическая погрешность формирования металлизации (до 
10% толщины напыления и до 50 мкм разброс топологии) 
токоподводов. На рис. 8а представлен результат модели-
рования деформации перемычки упругого подвеса с раз-
нотолщинностью металла с лицевой и обратной стороны 
10% (2000 и 2200 ангстрем соответственно). На рис. 8б 
представлен результат моделирования деформации пере-
мычки упругого подвеса при погрешности ширины токо-
подводов с лицевой и обратной стороны (0,9 мм и 0,95 
мм соответственно) при температуре минус 55 °С. 
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Рис. 8а. Вид термодеформаций упругого подвеса кварцевого маятника 

при разнотолщинности напылённых токоподводов при 
температуре минус 55°С, коэффициент отображённой 
деформации х2000 

 
Рис. 8б. Вид термодеформаций упругого подвеса кварцевого маятника 

при погрешности ширины напылённых токоподводов при 
температуре минус 55°С, коэффициент отображённой 
деформации х2000 

Основной прогиб балка имеет в своей центральной 
части, а на участках, близких к ее заделке (рамка и ло-
пасть) балка остается плоской. Таким образом углубле-
ние на балке имеет форму лодочки. При изменении тем-
пературы кривизна балки увеличивается или уменьшает-
ся, материал напыления и балки напряжен, и при неко-
торых температурах может происходить потеря устой-
чивости напряженного состояния, при котором форма 
изгиба балки может скачкообразно измениться на проти-
воположную. В результате происходит изменение нуле-
вого сигнала. Данное явление проявляющееся в виде 
повторяющихся скачков при каждом циклическом изме-
нении температуры ранее было рассмотрено в работе [3]. 
Скачкообразные изменения имели место при охлажде-
нии прибора от +80℃ до +50℃. Для случая погрешности 
ширины токоподводов на кварцевых перемычках появ-
ляются ярко выраженные рёбра жёсткости. 

Помимо деформаций, описанные погрешности ме-
таллизации приводят также к возникновению уводящего 
момента при изменении температуры. Согласно прове-
дённым расчётам, уровень напряжений в золотых токо-
подводах в диапазоне температур от минус 55 до +95°С 
может превышать предел упругости золота, что приво-
дит к пластическим деформациям. Для исследования 
этого эффекта проведено моделирование нулевого сиг-
нала акселерометра в зависимости от температуры для 
различных типов погрешностей металлизации с учётом 
пластических деформаций золота (рис. 9).  

 
Рис.9. Моделирование зависимости нулевого сигнала акселерометра 

от температуры в случае разнотолщинности токоподводов 10% 

Моделирование имитирует данные статического 
температурного испытания, так как не учитывает дина-
мические тепловые процессы. Получено, что погреш-
ность толщины проводников 10% между лицевой и об-
ратной стороной приводят к смещению нулевого сигнала 
до 100 мкg/°С, гистерезис достигает 200 мкg, а невозврат 
после одного термоцикла превышает 20 мкg. Для по-
грешности ширины токоподводов 50 мкм между лице-
вой и обратной стороной значения смещения, гистерези-
са и невозврата нулевого сигнала составили 75 мкg/°С, 
160 мкg и 17 мкg соответственно. Помимо традиционной 
конструкции, моделировался модифицированный вари-
ант маятника с токоподводами, расположенными в 
нейтральном слое упругих перемычек в специально 
сформированных канавках [3]. Для такой конструкции 
при разнотолщинности металла в 10% значение смеще-
ния нулевого сигнала оказалось равным около 7 мкg/°С, 
а гистерезис и невозврат не превышали 30 мкg и 6 мкg 
соответственно. 

Влияние напыления металла на поверхность маятни-
ка может быть существенно снижено в случае использо-
вания в акселерометре свободно висящих токоподводов, 
размещенных в окне между упругими перемычками 
(рис. 10) [4]. 

 
Рис. 10. Вид маятника с приваренными свободно висящими 

токоподводами 
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Здесь на поверхности рамки и лопасти напылены 
контактные площадки, к ним приварены гибкие токо-
подводы 1, 2 из золотой фольги толщиной 3 мкм. Такой 
токоподвод идеален с точки зрения влияния на неста-
бильность нулевого сигнала, однако его изготовление 
требует высокой квалификации сборщика и не вписыва-
ется в изготовление маятников по MEMS технологии. 

Была разработана конструкция и MEMS технология, 
позволяющая получить маятники с гибкими свободными 
токоподводами, размещенными в окне между упругими 
балками[5]. Данная технология использует удаляемый 
после напыления токоподводов жертвенный слой кварца 
с поверхностью на которую напыляется материал токо-
подводов, совпадающей с нейтральной плоскостью 
упругих балок. Вид маятника со свободными токоподво-
дами показан на рис.11. 

 
Рис.11. Эскизный вариант кварцевого маятника со свободновисящими 

токоподводами, выполненный по технологии MEMS 

К сожалению, при использовании описанной техно-
логии свободные токоподводы из-за разности ТКЛР 
кварца и золота после изготовления оказываются сильно 
натянутыми, вплоть до развития пластических деформа-
ций. Данные напряжения могут влиять на упругий мо-
мент балок, возникающий при отклонении лопасти ма-
ятника. По этой причине была разработана MEMS тех-
нология изготовления гофрированных токоподводов, в 
которых влияние разности ТКЛР существенно снижено. 
Согласно моделированию (рис.12), в таком варианте 
конструкции при погрешности толщины токоподводов 
10% смещение нулевого сигнала не превышает 1,7 
мкg/°С, а гистерезис и невозврат имеют значения 7 мкg и 
1 мкg соответственно. 

 
Рис.12. Результат моделирования гофрированного токоподвода 

IV. ВЛИЯНИЕ ТЕРМОУПРУГИХ СТРУКТУРНЫХ 
ПРЕОБРАЗОВАНИЙ В СУПЕРИНВАРНЫХ СПЛАВАХ, ИЗ 

КОТОРЫХ ИЗГОТОВЛИВАЮТСЯ ДЕТАЛИ Q-FLEX 
АКСЕЛЕРОМЕТРОВ 

При проведении динамических температурных испы-
таний акселерометров типа Q-flex с магнитопроводами 
из суперинварных сплавов в некоторых приборах были 
зафиксированы скачкообразные изменения нулевого 
сигнала при охлаждении в области от минус 25℃ до ми-
нус 55℃. В партии приборов, демонстрирующих при 
испытаниях данное явление, магнитопроводы были из-
готовлены из суперинвара одной плавки. В приборах, 
для производстве которой применялся тот же суперин-
вар, но взятый из другой плавки, скачкообразные изме-
нения сигнала зафиксированы не были. Т.е. наличие 
скачкообразного сигнала у выборки приборов, зависело 
от того, из какой плавки взяты заготовки для магнито-
провода. График изменения нулевого сигнала в зависи-
мости от температуры и его скачкообразное изменение 
показаны на рис. 13.  

  
Рис.13. График изменения нулевого сигнала в зависимости от 

температуры и его скачкообразное изменение 

Причиной появления скачков нулевого сигнала акселе-
рометра при охлаждении является резкая деформация 
или изменение объёма малых ,по отношению к размерам 
магнитопровода, областей материала в толще или на 
поверхности  магнитопровода, приводящее к нарушению 
плоскостности сопрягаемой с маятником поверхности. 
Подобная деформация может происходить при фазовом 
превращении в сплаве, т.е. при переходе части материала 
из аустенитной фазы в мартенситную. При этом лишь 
ограниченное число зерен материала магнитопровода 
претерпевает мартенситное превращение, основной же 
объем сохраняет аустенитную структуру. В качестве 
примера показана аустенитная и мартенситная структу-
ры стали (рис.14а и рис.14б соответственно).[6] Инвар-
ные свойства сплава железа и никеля обеспечивает 
аустенитная структура (ТКЛР от 0,5·10-6 1/К до 1,7·10-6 
1/К при температурах от минус 60 °С до +100 °С). При 
переходе части материала в мартенситную фазу, которая 
имеет ТКЛР в районе 10·10-6 1/К, инварные свойства 
сплава в этой области теряются. Мартенситное преобра-
зование может иметь взрывной характер и может быть 
первопричиной скачков сигнала.  
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Рис.14а. Аустенитная структура 

 

Рис.14б. Мартенситная структура 

Известно, что на точку мартенситного преобразова-
ния существенно влияет содержания никеля, а сплавы 
инварного класса склонны к ликвации никеля к грани-
цам структурных элементов (ячеек, дендритов). Соглас-
но данным исследований [7] разность содержаний нике-
ля на границе и в центре структурных элементов сплавов 
в условиях охлаждения отливок может достигать 5% по 
массе. В обедненных никелем центральных частях ячеек 
и дендритов могут появиться зоны, в которых при мину-
совых температурах выделяется мартенсит.  

В материалах типа Super Invar 32-5 производитель 
Carpenter Technology Corporation гарантирует отсутствие 
мартенситных превращений в сплаве при отрицательных 
температурах вплоть до минус 75 °С. В связи с этим це-
лесообразно сравнить химический состав сплава Super 
Invar 32-5 и сплава 32НКД, из которого изготовлены 
магнитопроводы акселерометров, имеющих скачки ну-
левого сигнала при термоциклировании (табл.1) [8, 9]. В 
сплаве 32НКД имеется повышенное содержание меди и 
углерода в сравнении со сплавом Super Invar 32-5. 

ТАБЛИЦА 1.  ХИМИЧЕСКИЙ СОСТАВ СПЛАВОВ. 

Cплав Массовая доля элементов, % 
Fe Ni Co C Mn Cu Si 

Не более 
32НКД Осн

ова 
31,5-
33,0 

3,3-
4,2 

0,05 0,4 0,6-
0,8 

0,2 

Super 
Invar 
32-5 

Осн
ова 

32,62 5,5 0,01 0,40 0,06 0,1 

Содержание углерода и меди  влияет на температуру 
прямого и обратного мартенситного превращения в 
сплаве. Повышенное процентное содержание меди и 
углерода естественным образом увеличивает разность 
содержания по массе данных элементов как в заготовках 
разных плавок, так и внутри отдельно взятой заготовки 
магнитопровода. Данный факт, в совокупности с ликва-
цией никеля, может приводить к тому, что мартенситное 
преобразование имеет место быть только в отдельно взя-
тых магнитопроводах, и лишь ограниченное число зерен 
в сплаве его претерпевают. 

Возможность мартенситного преобразования в су-
перинварных сплавах при температурах, лежащих в рас-
сматриваемом диапазоне, также рассмотрена в статье 
[10]. Мартенситная структура образовывалась, по пред-
ставленным данным, при температурах около минус 30 
°С и после трех циклов охлаждения полностью стабили-
зировалась. При этом обратного перехода в аустенитную 
фазу при термоциклировании не происходило. 

При испытаниях отдельных партий приборов типа Q-
flex скачки нулевого сигнала повторялись с неизменной 
амплитудой и после 20-ти температурных циклов, что 
говорит об обратимости фазового превращения в иссле-
дуемом суперинварном сплаве. Т.е. имеет место быть 
термоупругое мартенситное превращение. График по-
вторяющихся скачков нулевого сигнала представлен на 
рис. 15. 

 
Рис.15. График повторяющихся скачков нулевого сигнала 

Термоупругое мартенситное превращение характери-
зуется малым температурным гистерезисом (десятки 
градусов Цельсия) т.е. разницей температур точек пря-
мого и обратного преобразования. На данном эффекте 
базируются сплавы с эффектом памяти формы Эффект 
памяти формы открыт у многих сплавов, в том числе у 
систем на базе Fe-Ni-Co. Но для суперинваров термо-
упругое мартенситное преобразование в литературе не 
описано, т.к. оно может носить вероятностный характер, 
зависящий от случайной вариации содержания элемен-
тов в сплаве или от их ликвации по объему заготовки. 

Для подтверждения наличия обратного мартенситно-
го преобразования и обнаружения примерной темпера-
туры, при которой оно происходит, в рамках испытаний 
приборов был проведен ряд термоциклов с последова-
тельным уменьшением верхней температуры. В термо-
циклах с диапазоном минус 50 °С - минус 20 °С повторя-
емость скачков нулевого сигнала исчезла. Следователь-
но, можно сделать вывод о том, что обратного перехода 
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в аустенитную фазу до минус 20℃ не происходит, мар-
тенсит, образовавшийся при минусовой температуре, 
стабилизируется. Соответствующий график представлен 
на рис. 16. 

 
Рис.16. Отсутствие скачка нулевого сигнала  

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В статье показаны причины возникновения скачко-

образных изменений нулевого сигнала, которые наблю-
даются как при положительных, так и при отрицатель-
ных температурах. 

Рассмотрены конструкции Q-flex акселерометров с 
напыленными и свободными токоподводами. 

Отмечены особенности технологий напыления ме-
талла и требования к кварцевым заготовкам и к инварам, 
из которых изготовлены магнитопроводы, обеспечива-

ющие высокую стабильность и воспроизводимость ну-
левого сигнала акселерометров. 
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Аннотация—Рассматривается методика идентифика-
ция параметров волнового твердотельного гироскопа в 
режимах вынужденных колебаний и свободного выбега с 
учетом нелинейности. С помощью метода осреднения 
Крылова − Боголюбова получены калибровочные уравне-
ния, позволяющие определить коэффициент нелинейности 
и параметры, характеризующие дефекты резонатора, 
включая модули разночастотности и анизотропии демп-
фирования, ориентацию главных осей жесткости и дисси-
пации. Предложенные методики позволяют проводить 
испытания при достаточно больших амплитудах колеба-
ний. Проведено численное моделирование определения 
параметров гироскопа в режиме выбега. Показано, что 
учет нелинейности при достаточно больших амплитудах 
колебаний повышает точность определения параметров.   

Ключевые слова—волновой твердотельный гироскоп, 
нелинейные колебания, идентификация параметров 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время волновые твердотельные гироско-

пы (ВТГ) находят широкое применение в качестве датчи-
ков инерциальной информации навигационных систем 
подвижных объектов [1]. Разнообразие сфер успешного 
применения ВТГ является следствием уникального соче-
тания свойств ВТГ, таких как высокая надёжность, срав-
нительно высокое отношение точности к стоимости, не-
большие габариты и энергопотребление, малое время 
готовности, практически неограниченный технический 
ресурс, слабая зависимость от температуры окружающей 
среды, сохранение инерциальной информации при крат-
ковременном отключении электропитания [2].  

Одной из технологических проблем, решаемых при 
производстве гироскопов, является идентификация па-
раметров математической модели. Идентификация мо-
жет выполняться в режиме свободного выбега, в режиме 
вынужденных колебаний и в режиме управляемой пре-
цессии [3]. Вопросы идентификации погрешностей из-
готовления резонаторов и методы повышения точности 
ВТГ рассмотрены в [4–6]. В указанных работах при 
определении параметров гироскопа использовались ли-
нейные уравнения малых колебаний резонатора. В рабо-
тах [7, 8] отмечено, что при экспериментальных иссле-
дованиях динамики вибрационных гироскопов были 
обнаружены явления, характерные для нелинейных си-
стем, например, срыв колебаний. Пренебрежение нели-
нейностью возможно лишь при малых амплитудах ко-
лебаний, при которых отношение сигнала к шуму недо-
статочно высокое. Для его повышения следует увеличи-
вать амплитуду колебаний, однако при этом возрастают 
погрешности, вызванные нелинейностью. В [9–13] 
предложены методики определения параметров ВТГ с 

кольцевым и цилиндрическим резонаторами в режиме 
вынужденных колебаний с учетом нелинейности. Одна-
ко у кварцевых полусферических и цилиндрических 
резонаторов, обладающих высокой добротностью, ши-
рина резонанса мала для снятия данных при регулиро-
вании частотной настройки, а время затухания колеба-
ний велико и достаточно для снятия данных в режиме 
свободного выбега. Поэтому в данной работе кроме ре-
жима вынужденных колебаний рассмотрим построение 
методики определения параметров ВТГ в режиме сво-
бодного выбега с учётом нелинейности колебаний.    

II. УРАВНЕНИЯ КОЛЕБАНИЙ КОЛЬЦЕВОГО РЕЗОНАТОРА 
Рассмотрим уравнения, описывающие нелинейные 

колебания неидеально изготовленного резонатора ВТГ в 
одномодовом приближении [6, 9]:   
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2 2
1 0 2 0

2

2 2
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f f b f b g c h f
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где f и g  – обобщенные координаты второй основной 
формы колебаний резонатора; ω – характерная частота 
собственных колебаний; γ – коэффициент демпфирова-
ния; v – параметр, характеризующий угловую скорость; 
с и n – параметры позиционных сил; sin 4s mh h  , 

cos 4c mh h   и sin 4s mb b  , cos 4c mb b   – парамет-
ры, характеризующие разночастотность и анизотропию 
демпфирования соответственно, mh , mb  – модули раз-
ночастотности и анизотропии демпфирования, α и β – 
углы ориентации главных осей жесткости и диссипации 
относительно отсчетных осей; ξ – параметр, характери-
зующий нелинейность колебаний, 1 2 3 4, , ,u u u u  – норма-

лизованные амплитуды управляющих сигналов, 0  – 
частота внешнего гармонического возбуждения второй 
основной формы колебаний резонатора. Точкой в (1) и 
далее обозначается дифференцирование по времени t.  

Нелинейные слагаемые вида 
2 2( )f g f  , 

2 2( )f g g   
свойственны для описания динамики резонаторов вол-
новых твердотельных гироскопов, относящихся к клас-
су гироскопов обобщённого маятника Фуко [4], и полу-
чены в [6] в предположении, что для материала резона-
тора справедлив нелинейный закон упругости. В [8, 12] 
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нелинейность данного вида получена при учете конеч-
ного отношения прогиба к малому зазору датчиков 
управления для зависящих от опорного напряжения 
электростатических сил.  

III. МЕТОДИКА ИДЕНТИФИКАЦИИ ПАРАМЕТРОВ 
Поскольку движение резонатора ВТГ представляет 

колебательный процесс с достаточно высокой частотой 
колебаний ω и малыми возмущающими воздействиями, 
то исследование динамики резонатора проводится по 
осреднённым уравнениям. Для разработки методики 
идентификации параметров ВТГ получим нелинейную 
математическую модель динамики неидеального резо-
натора с помощью метода осреднения Крылова–
Боголюбова. В качестве новых, медленных, переменных 
используем переменные Ван-дер-Поля [6]:  
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Медленные переменные 1( ),q t  1( ),p t  2 ( ),q t  2 ( )p t  
представляют косинусные и синусные составляющие 
огибающих функций ( )f t , ( )g t .   

В результате осреднения уравнений (1) получена 
следующая система дифференциальных уравнений ди-
намики резонатора, которая при точной настройке на 
резонанс 0( )   имеет вид:  
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2

D q z  

где вектор медленных переменных  1 1 2 2, , , ,Tq p q pq  

матрицу D зададим в блочной форме ( )D D I :  
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I – единичная матрица размера 4 4 , 

 1 2 3 4, , , , , ,, , , ,,sc c s
T

b b c u un uh h u  z     – вектор 

определяемых параметров, /    , /c ch h  , 

/s sh h  , /c c  , /n n  , 1 1 2 ,Ek p Xq    

2 1 2 ,Ek q p X   3 2 1 ,Ep Xk q   4 2 1 ,Ek q p X   
22 2 2

1 2 213( ) / 4,E q p q p     2 1 1 2( ) / 2X p q p q  . В слу-

чае свободного выбега матрица D D , а вектор 

 , , , , , , , ,s c s
T

cb b c n h h  z     .  
Заметим, что в электронном контуре гироскопа фи-

зически реализуется схема осреднения [6]: с помощью 
емкостной системы электродов измеряются высокоча-

стотные функции времени ( )f t , ( )g t , и с помощью 
контуров обработки сигналов выделяются (2) огибаю-

щие 1( ),q t  1( ),p t  2 ( ),q t  2 ( )p t . Таким образом, медлен-

ные переменные 1( ),q t  1( ),p t  2 ( ),q t  2 ( )p t  системы (3) 
являются измеряемыми.  

Рассмотрим оценку вектора параметров z  по методу 
наименьших квадратов. Отрезок времени наблюдений 
 0,T  разбиваем на N  равных частей: ,i tt i h   

/th T N  шаг по времени, 0 .i N   Определяемые 
параметры считаем постоянными на промежутке време-
ни  0,T . Интегрируем левую и правую часть (3) на 
отрезках  1 1,i it t  :   

 1 1
1( ) ( ) , 1,2,..., 1,
2

     i i it t D i N     q q z  

где интегралы, обозначенные как 

 
1

1
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i
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t

i
t

D D t dt




  q  1, 2, ..., 1,     i N  

вычисляются от элементов матриц численно, например 
по формуле Симпсона. Таким образом, систему (3), дис-
кретизированную на отрезке  0,T  и представленную 
системами (4), записываем в виде переопределённой 
системы линейных алгебраических уравнений:   

,    D  y z e 

где введены составные матрица D , вектор y :  

1 2 1 1 2 1
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2(0, )eN I e  – вектор некоррелированных случайных 
ошибок измерений с одинаковыми дисперсиями.  

По методу наименьших квадратов получим оценку:  

   1
ˆ T TD D D


z y  

при условии, что матрица TD D  не является вырожденной.   

Оценка (5) минимизирует сумму квадратов отклонений 

   ˆ ˆ .TS D D  y z y z 

Оценка остаточной дисперсии имеет вид:     

2ˆ S
n k
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где k – число определяемых параметров.  

Доверительные интервалы для определяемых пара-
метров находим по формуле:  

ˆ ˆˆ ˆ , 1 ,j p jj j j p jjz t c z t c j kz        

где jjc  – диагональные элементы матрицы  

  1TC D D


 , pt  – квантиль порядка д(1 ) / 2p P   

распределения Стьюдента c –n k  степенями свободы, 
дP  – доверительная вероятность. Если число –n k  ма-

ло, то pt  выбирают по таблице распределения Стью-
дента, если – 30n k  , то pt  можно выбирать из табли-
цы функций Лапласа. 

Заметим, что разработанные методики идентификации 
параметров могут быть использованы для ВТГ с цилин-
дрическими, полусферическими и кольцевыми резонато-
рами, динамика которых описывается уравнениями (1). 

Найденные при идентификации параметры, включая 
технологические погрешности изготовления резонатора 
и коэффициент нелинейности, могут использоваться для 
повышения точности определения угловой скорости в 
методиках компенсации погрешностей [11, 12] или для 
повышения точности балансировки резонаторов [14]. 

IV. ЧИСЛОВОЙ ПРИМЕР 
Рассмотрим ВТГ с цилиндрическим резонатором из 

кварцевого стекла с электростатическими датчиками 
управления. Плотность, модуль упругости и коэффициент 
Пуассона кварцевого стекла равны соответственно ρ =2210 
кг/м3, E = 73.6 ГПа, νp = 0.17. Принимаем следующие 
размеры цилиндрического резонатора [6]: радиус R = 20 
мм, толщина h = 1 мм, высота H = R. При данных 
значениях параметров резонатора его характерная частота 

собственных колебаний 120890c   (3260 Гц). При 

добротности 55 10Q    получаем коэффициент 
демпфирования 1/ 0.04178cQ     . Пусть вектор 
параметров имеет вид [12]: z =  ( 0.04178,  0,  0.00084,  0,  
0,  0,  0.01571,  0.02721,  0.561 )T . 

Элементы вектора z имеют размерность c–1. В каче-
стве начальных условий при моделировании режима 
свободного выбега резонатора (рис.1) возьмём значения 
медленных переменных установившиеся колебаний.  

 
Рис. 1. Изменение медленных переменных в режиме свободных 
колебаний 

Для моделирования съёма информации к значениям 
медленных переменных добавляются ошибки измере-
ний, подчиняющиеся нормальному закону распределе-
ния с нулевым математическим ожиданием и дисперси-
ей 2 20.0001e  . Рассматривается время выбега 100 се-
кунд с шагом измерений равным 0.2 с. 

По полученным при моделировании динамики резо-
натора данным определяются коэффициенты математи-
ческой модели. Сравнивая найденные и заданные пара-
метры, подсчитаем погрешность идентификации пара-
метров гироскопа. Для расчета относительной погреш-
ности используем евклидову норму вектора: 

ˆ
.

ˆ


 
z z

z
z

 

Рассмотрим идентификацию коэффициентов пред-
ложенной нелинейной математической модели и линей-
ной математической модели. Расчёт параметров ВТГ по 
линейной математической модели (коэффициент нели-
нейности в данном случае отсутствует) даёт следующий 
вектор оценок 1ˆ z (0.04206, –0.00084, 0.00022, –
0.00057, –0.00149, 0.00089, 0.01698, 0.02671,)T, оста-
точную дисперсию 2 2

1ˆ 0.0003   и относительную по-
грешность вектора оценок параметров 1 0.0514r  . Рас-
чёт параметров ВТГ по предложенной нелинейной ма-
тематической модели даёт следующий вектор оценок 
параметров 2ˆ z  (0.04177, 0.00001, –0.00083, 0.00001,  
–0.00003, 0.00003, 0.01569, 0.02717, 0.5587)T, остаточ-
ную дисперсию 2 2

2ˆ 0.0003   и относительную погреш-
ность вектора оценок параметров 2 0.0096r   (для срав-
нения с погрешностью вектора 1ẑ  рассматривался век-
тор 2ẑ  без коэффициента нелинейности). Таким обра-
зом, при случайных погрешностях измерений с диспер-
сией 2 20.0001e   погрешность определения параметров 
рассматриваемого ВТГ с цилиндрическим резонатором 
уменьшилась на 81% благодаря учёту нелинейности 
колебаний. 

При дисперсии случайных погрешностей измерений 
2 20.0002e   в случае использования для идентифика-

ции параметров линейной математической модели от-
носительная погрешность вектора оценок параметров 
1 0.0531r  , в случае использования нелинейной мате-

матической модели 2 0.0184r  , то есть погрешность 

уменьшилась на 65%. При 2 20.0003e   погрешность 
уменьшается на 45% благодаря учёту нелинейности, 
при 2 20.0004e   на 25% и при 2 20.0005e   на 11%.  

Таким образом, ряд проведенных вычислительных 
экспериментов показал значительное повышение точно-
сти определения параметров волнового твердотельного 
гироскопа с цилиндрическим резонатором при исполь-
зовании методики идентификации параметров, учиты-
вающей нелинейность колебаний.   
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V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ  
Разработаны методики определения параметров 

волнового твердотельного гироскопа в режимах вынуж-
денных колебаний и свободного выбега с учетом нели-
нейности колебаний резонатора. Данные методики поз-
воляет проводить испытания при больших амплитудах 
колебаний, при которых отношение сигнала к шуму 
достаточно высокое. Результаты математического моде-
лирования показали, что учет нелинейности повышает 
точность определения параметров. 
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Аннотация—Приводится описание методики калиб-
ровки бесплатформенной инерциальной навигационной 
системы (БИНС) на трехстепенном стенде. Рассматрива-
ется БИНС на базе серийных волоконно-оптических гиро-
скопов и маятниковых акселерометров. Даны основные 
формульные зависимости, связывающие выходные сигналы 
датчиков с их основными погрешностями. Приведены ре-
зультаты заводских испытаний вариантов БИНС, разра-
ботанных в НПП Хартрон-Аркос Лтд. 

Ключевые слова—бесплатформенная инерциальная 
навигационная система, калибровка, волоконно-оптический 
гироскоп, маятниковый акселерометр, трехстепенной 
стенд 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Научно-производственное предприятие Хартрон-

Аркос Лтд на базе волоконно-оптических гироскопов 
(ВОГ) и маятниковых акселерометров (АК) разработало 
и внедрило в производство два типа бесплатформенной 
инерциальной навигационной системы (БИНС) для си-
стем управления ракет-носителей и беспилотных лета-
тельных аппаратов: универсальный навигационный ком-
плекс (УНК) и систему навигации с автономной выстав-
кой и калибровкой (СН АВК) [1, 2].  

УНК и СН АВК представляют собой интегрирован-
ные навигационные системы, построенные на базе 
БИНС. Аппаратура навигационных приборов обеспечи-
вает их комплектацию с аппаратурой потребителя спут-
никовых навигационных систем (АП СНС) – GPS или 
ГЛОНАСС. Комплексная обработка информации инер-
циальной навигационной системы и АП СНС выполня-
ется программным обеспечением в специальном вычис-
лителе прибора. Инерциально-измерительный блок 
(ИИБ) в СН АВК помещен в двухосный карданный под-
вес, что обеспечивает возможность периодической ка-
либровки ВОГ и АК в местах эксплуатации без снятия 
прибора с объекта применения. Высокие точностные 
характеристики БИНС обеспечиваются интегрированием 
с АП СНС, калибровками на заводе-изготовителе и ка-
либровками в процессе эксплуатации [2, 3]. Специализи-
рованный вычислитель навигационных приборов авто-
номно решает задачу определения вектора состояния 
объекта управления в части навигационных параметров 
и параметров ориентации.  

Для применения в системах управления космических 
аппаратов на базе ВОГ был также создан бесплатфор-
менный астроинерциальный блок (БАИБ). Начальная 

выставка и коррекция БАИБ осуществляется путем ком-
плексирования ИИБ с астроизмерительной системой. 

II. МЕТОДИКА И ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ 
Методика калибровки БИНС заключается в итераци-

онном определении систематических погрешностей ВОГ 
и АК по результатам прямых измерений и сравнении их 
выходной информации в нескольких ориентациях при-
бора с эталонными значениями. 

В состав калибруемых параметров входят системати-
ческие погрешности ВОГ и АК, обусловленные смеще-
нием нулей и масштабных коэффициентов, и системати-
ческие погрешности ориентации их осей чувствительно-
сти относительно приборной системы координат (СК). 
Эталонные значения определяются вычисленными про-
екциями вектора ускорения силы земного тяготения и 
вектора угловой скорости вращения Земли на оси при-
борной СК.  

Калибровка проводится с учетом компенсации теп-
ловых систематических погрешностей датчиков (смеще-
ний нулей и масштабных коэффициентов), определяе-
мых путем термоиспытаний прибора и построения ап-
проксимационных моделей тепловых систематических 
погрешностей до начала проведения калибровки [2]. 

В идеальном случае ориентация осей приборной СК 
определяется плоскостью посадочных мест корпуса при-
бора и нормалью к контрольному элементу прибора. Прак-
тически соответствие приборной и географической СК 
обеспечивается обмерами положения планшайбы с уста-
новленным прибором при помощи уровня и теодолита. 

A. Модель выходной информации ВОГ  
Выходной информацией ВОГ является код, пропор-

циональный проекции вектора абсолютной угловой ско-
рости на ось чувствительности ВОГ. В УНК оси чув-
ствительности (ОЧ) трех ВОГ, так же как и ОЧ трех АК, 
образуют в номинальном положении ортогональную 
тройку осей. 

Ориентация ОЧ ВОГ в приборной системе координат 
в номинальном положении задается матрицей направля-
ющих косинусов G. Cвязь между проекциями угловых 
скоростей в гироскопической СК и в приборной СК 
определяется зависимостью 

)  3; 2, 1,( .п zy,x,jiji  G  (1) 
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Проварьировав уравнение (1), получим модель по-
грешностей ВОГ в гироскопической СК 

.ппп ijjji  GGG  (2) 

С учетом уравнений (1) и (2), модель выходной ин-
формации ВОГ в гироскопической СК представляется в 
следующем виде: 

ijidusi t  п)( G 

Здесь: 

,iiiii   

где i – погрешность смещения нуля ВОГ, i – по-
грешность масштабного коэффициента ВОГ, i – слу-
чайная в запуске погрешность ВОГ, G – погрешность 
элементов матрицы направляющих косинусов, обуслов-
ленная погрешностями углов установки ОЧ ВОГ. 

Спроектируем выходную информацию ВОГ на оси 
приборной СК, получим:  

)()(п tt dusi
T

dusj  G 

или в более детальном виде 

)()()( jпп ttt i
T

dusj  G  (3) 

Преобразуем второе слагаемое правой части уравне-
ния (3) 
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Окончательно получим 

,)( пппп jj
T

ii
T

j   GGGG  (4) 

где пj  – погрешности ВОГ в приборной СК, пj  – 
погрешности смещения нуля ВОГ в приборной СК, 

)(п  GGGG T  – обобщенные погрешности 
ВОГ, обусловленные погрешностями установки ОЧ и 
погрешностями масштабных коэффициентов, пj  – слу-
чайная погрешность ВОГ в приборной СК. 
 

B. Модель выходной информации АК 
Выходной информацией АК является код, пропорци-

ональный проекции вектора кажущегося ускорения на 
ось чувствительности АК. 

Ориентация ОЧ АК в приборной СК в номинальном 
положении задается матрицей направляющих косинусов 
A. Для получения модели погрешности АК в приборной 
СК воспользуемся подходом, аналогичным для получе-
ния модели погрешности для ВОГ. В результате получим 

, пппп )( jjq
T

ji
T

j WWW   AAAA  (5) 

где пjW  – погрешности АК в приборной СК, пj  – 
погрешности смещения нуля АК в приборной СК, 

)(п q
T AAAA   – обобщенные погрешности АК, 

обусловленные погрешностями установки ОЧ и погреш-
ностями масштабных коэффициентов, jп – случайная 
погрешность АК в приборной СК. 

Погрешности ВОГ пi ,  пG  и АК пj ,  пA  
оцениваются при калибровке. 

III. ТЕХНОЛОГИЯ КАЛИБРОВКИ 
На базе изложенной выше методики разработана 

технология заводской калибровки БИНС на трехстепен-
ном стенде. Основные принципы разработанной техно-
логии калибровки следующие: 

 систематические погрешности определяются в 
приборной СК по прямым измерениям; 

 калибровка выполняется в несколько итераций, 
при этом каждая итерация – новый запуск прибо-
ра, результат получают путем последовательной 
обработки данных всех итераций; 

 калибровка проводится с учетом компенсации 
тепловых систематических погрешностей датчи-
ков, определяемых путем термоиспытаний прибо-
ра; 

 все задачи калибровки решаются автоматизиро-
вано с записью данных испытаний и результатов 
анализа в базу данных (БД); 

 проверка результатов калибровки в режимах ос-
новной работы прибора. 

Технология калибровки выполняется поэтапно. 

Этап 1. Термокалибровка. Термоиспытания БИНС на 
двухосном стенде с поворотной термокамерой 
ACUTRONIC. Построение математических моделей теп-
ловых систематических погрешностей ВОГ и АК для их 
алгоритмической компенсации. 

Этап 2. Калибровка. Проведение режима «Калибров-
ка-итерационная». Определение остановки процесса ите-
рации, условие остановки – изменения систематических 
погрешностей от итерации к итерации на величину, 
меньше назначенного допуска. Расчет окончательных 
значений систематических погрешностей, их запись в БД. 
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Этап 3. Проверка результатов калибровки. Провер-
ка результатов калибровки в статическом и динамиче-
ском режимах основной работы прибора при номиналь-
ной и крайних значениях температуры в новых запусках 
прибора. 

При внедрении данной технологии разработан про-
граммно-аппаратный комплекс, который образует авто-
матизированное рабочее место для калибровки навига-
ционных приборов. 

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ ИСПЫТАНИЙ 
Данная технология калибровки была отработана на 

предприятии на образцах создаваемых БИНС. Ее эффек-
тивность проверена путем оценки полученных в пяти 
циклах испытаний отклонений по продольной (L), вер-
тикальной (H) и боковой (B) координатам объекта 
управления за 500 с полета в инерциальном (таблица I) и 
интегрированном (таблица II) режимах. 

ТАБЛИЦА I. СТАТИСТИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ИСПЫТАНИЙ УНК В ИНЕРЦИАЛЬНОМ РЕЖИМЕ 

Характеристики Статические испытания Динамические испытания 
L, м H, м B, м L, м H, м B, м 

Предельное отклонение (3) 234 166 107 239 180 166 
Границы доверительного интервала (3): - нижняя 

                                                          - верхняя 
140 99 64 143 108 100 
673 477 307 688 517 478 

Расчетное значение предельного отклонения 260 - 260 320 - 260 
Математическое ожидание (МО) 51 -80 26 7 68 31 
Границы доверительного интервала МО: - нижняя 

                                                         - верхняя 
-46 -148 -18 -92 -7 -37 
147 -11 70 106 142 100 

ТАБЛИЦА II. СТАТИСТИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ИСПЫТАНИЙ УНК В ИНТЕГРИРОВАННОМ РЕЖИМЕ 

Характеристики Статические испытания 
L, м H, м B, м 

Предельное отклонение (3) 3.76 3.1 3.62 
Границы доверительного интервала (3): - нижняя 

                                                          - верхняя 
2.6 
6.4 

2.2 
5.5 

2.5 
6.3 

Расчетное значение предельного отклонения 6.25 - 6.25 
Математическое ожидание (МО) 1.7 -0.4 -2.5 
Границы доверительного интервала МО: - нижняя 

                                                         - верхняя 
0.9 
2.5 

-1.1 
0.3 

-3.3 
-1.6 

 

Как видно из приведенных результатов, оценки пре-
дельных отклонений (3) координат не превышают рас-
четных значений. 

V. ВЫВОДЫ 
Созданные образцы БИНС на основе датчиков сред-

него класса точности после проведения калибровки по 
разработанной технологии имеют точностные характери-
стики, сравнимые с зарубежными и отечественными ана-
логами, а по таким характеристикам, как масса, габариты, 
стоимость, данные приборы превосходят аналоги. 

На предприятии изготовлено два опытных и два се-
рийных образца приборов УНК, которые прошли полные 
циклы наземной экспериментальной отработки, результа-
ты которой подтвердили выполнение требований техни-
ческих заданий. Планируется поставка серийных образ-
цов УНК для ракеты-носителя «Циклон-4М» и использо-
вание СН АВК в составе комплекса оперативно-
тактической ракеты «Гром-2».  

Изготовлен опытный образец прибора БАИБ, кото-
рый после наземной отработки поставлен в Головную 

организацию для установки в качестве научного пасса-
жира на подготавливаемый к запуску микроспутник 
«Микросат». 
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Аннотация—Получены формулы для оценки шума ти-
па «random walk» алгоритмической компенсации смеще-
ния гироскопа. Приведен пример оценки статистической 
значимости факторов при калибровке смещения волокон-
но-оптического гироскопа в рабочем диапазоне темпера-
тур и различных скоростях изменения температуры. По-
казано, что случайная погрешность температурных дат-
чиков может играть определяющую роль в шуме типа 
«random walk» алгоритмической компенсации смещения 
гироскопа и превышать собственный шум гироскопа. 
Приведен пример получения регрессионной зависимости 
алгоритмической компенсации смещения гироскопа при 
помощи нейронной сети с многослойным перцептроном. 
Рассмотрены факторы, влияющие на выбор постоянной 
времени дифференцирующего низкочастотного темпера-
турного фильтра. Представлены экспериментальные зави-
симости случайной погрешности алгоритмической ком-
пенсации для температурных датчиков с различной слу-
чайной погрешностью и продемонстрирована необходи-
мость применения температурных датчиков с минималь-
ной случайной погрешностью.  

Ключевые слова—Волоконно-оптический гироскоп 
(ВОГ), температурная зависимость смещения, калибровка, 
нейронная сеть, обучение нейронной сети, статистиче-
ская значимость факторов, вариация Аллана, дополни-
тельный шум алгоритмической компенсирующей добавки, 
температурный сценарий при калибровке и проверке, выбор 
постоянной времени температурного фильтра 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Волоконно-оптические гироскопы (ВОГ) в последнее 

время находят все большее применение в качестве чув-
ствительных элементов систем управления и бесплат-
форменных инерциальных навигационных систем 
(БИНС) различных классов точности [1–4]. Поскольку 
ВОГ в отличие от кольцевого лазерного гироскопа (КЛГ) 
является пассивным прибором, в котором световой луч 
генерируется вне оптоволокна, в нем отсутствует явление 
синхронизации встречных мод при малых скоростях 
вращения. Вследствие этого выходная характеристика 
ВОГ линейна при малых скоростях вращения [2], что 
необходимо (в частности) для выставки методом гиро-
компасирования БИНС навигационного класса точности. 

Ценой этого преимущества ВОГ над КЛГ является 
высокая чувствительность выходного сигнала ВОГ к 
температуре, градиенту температуры и скорости изме-
нения средней температуры ВОГ, механическим напря-
жениям в оптоволокне (в том числе кратковременным 
его изменениям вследствие механического удара), 

внешнему давлению [5–12]. Причиной этой высокой 
чувствительности является тот факт, что формирующий 
сигнал биений луч света в ВОГ распространяется в 
твердом теле (оптоволокне) в отличие КЛГ, где свет 
распространяется в газе. Проведенные в последнее вре-
мя технологические и конструктивные усовершенство-
вания ВОГ и методы улучшения качества оптоволокна 
[4] привели к значительному снижению этой чувстви-
тельности, но не устранили ее до уровня, необходимого 
для БИНС навигационного класса точности при измене-
нии температуры окружающей среды в промышленном 
диапазоне. 

Существуют два пути уменьшения чувствительности 
сигнала ВОГ к внешним факторам: стабилизация и ком-
пенсация [7–9]. В первом случае чувствительные эле-
менты ВОГ помещают в условия, исключающие изме-
нение температуры и других факторов (например, маг-
нитного поля), влияющих на чувствительные элементы 
ВОГ при изменении внешних по отношению к ВОГ 
условий [13–14]. В другом методе показания ВОГ ком-
пенсируют с учетом информации о температуре ВОГ в 
определенных точках конструкции ВОГ и внешней тем-
пературе [11, 15–22]. 

Оба метода имеют свои достоинства и недостатки. 
Перечислим последние.  

В случае стабилизации температуры ВОГ значи-
тельно возрастает общее энергопотребление и массога-
бариты БИНС. Время установления температурного 
равновесия внутри ВОГ при термостабилизации в 
большинстве случаев практического применения непри-
емлемо велико. 

В случае компенсации не всегда удается получить 
математическую модель, адекватно работающую не 
только в условиях калибровки, но и при условиях экс-
плуатации.  

В настоящей работе рассматривается метод умень-
шения чувствительности смещения ВОГ к внешним 
факторам путем компенсации.  

Опубликованные работы [11, 15–25] по указанной 
теме не рассматривали вопрос о значимости факторов 
регрессионной зависимости и оценки достоверности 
получаемой регрессии. Кроме того, не учитывалось 
влияние случайной погрешности термодатчиков на ре-
зультаты температурной компенсации смещения ВОГ.  

В настоящей работе рассматриваются вопросы оценки 
значимости факторов с использованием современных 
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статистических методов, оптимизация выбора постоян-
ной времени дифференцирующего фильтра и влияние 
точностных характеристик температурных датчиков на 
результат алгоритмической компенсации смещения ВОГ. 

Внимание к смещению ВОГ обусловлено тем, что на 
него в большой степени влияет скорость изменения 
температурного поля внутри гироскопа, что делает его 
более чувствительным к нестационарности и неодно-
родности распределения температуры.  

Здесь следует отметить, что чувствительностью к 
скорости изменения температуры обладают и другие 
характеристики ВОГ (а также характеристики акселе-
рометров).  Однако по своей природе эта зависимость 
величин от скорости изменения температуры в большей 
степени обусловлена пространственным разнесением 
термодатчика от активного элемента конструкции ВОГ 
или акселерометра. В силу уравнения теплопроводно-
сти, чем больше скорость изменения температуры, тем 
больше ее пространственный градиент и, следовательно, 
больше различие между показаниями термодатчика и 
действующей температурой чувствительного элемента. 

В случае смещения ВОГ скорость изменения темпе-
ратуры в силу эффекта Шупа [5] напрямую влияет на 
показываемую величину, что объясняет такую большую 
чувствительность. 

II. ТЕМПЕРАТУРНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ 
АЛГОРИТМИЧЕСКОЙ КОМПЕНСАЦИИ СМЕЩЕНИЯ ВОГ 
В стандарте [26] предлагается алгоритмическая ком-

пенсация смещения ВОГ Bias линейной функцией от 
температуры T, скорости ее изменения dT/dt и скорости 
изменения градиента температуры dtTd / : 

dt
TdD

dt
dTDTDDBias 

 3210


(1) 

где D0, D1, D2 – числовые коэффициенты, D3 – вектор 
той же размерности, что и вектор градиента темпера-
тур T . 

Для оценки градиента температуры необходимо 
наличие в окрестности ВОГ и (или) внутри него не-
скольких температурных датчиков. Один из них будет 
условно принятым располагающимся в начале коорди-
нат, показания остальных за вычетом термодатчика в 
начале координат будут образовывать разности ΔTi=Ti-
T0 для оценки градиента температуры. 

Отметим, что в случае однородного материала для 
оценки градиента температуры с математической точки 
зрения достаточно четырех не лежащих в одной плоско-
сти температурных датчиков. Но поскольку конструк-
ция ВОГ представляет собой сложное техническое из-
делие, неоднородное с точки зрения материалов, мест 
тепловыделения и распределения температуры в опто-
волокне универсального решения о количестве термо-
датчиков и их расположению нет. 

Расположение термодатчиков и их количество 
должны определяться экспериментально на опытном 
образце при установке ВОГ в штатный (для данной 
БИНС) модуль чувствительных элементов и корпус. 
Сценарий температурных испытаний при калибровке 

должен обеспечивать наблюдаемость статистически 
значимых факторов и включать все ситуации, возника-
ющие при эксплуатации, в том числе «холодный» старт 
БИНС во всем диапазоне рабочих температур. 

Вопрос о необходимости оставлении тех или иных 
термодатчиков должен решаться методами статистиче-
ского анализа (см. ниже) после обработки данных, по-
лученных при проведении калибровки. Проверку ре-
зультатов калибровки и подтверждение достаточности 
термодатчиков следует проводить на альтернативном 
температурном сценарии.    

Поскольку в формуле (1) участвуют производные по 
времени от температуры T   и разностей ΔTi, то необхо-
димо получать оценки этих величин по измеряемым 
значениям температуры как при проведении калибровки 
для получения регрессионной зависимости 

)/,,/,( dtTdTdtdTTYBias  , так и при работе ВОГ в 
составе БИНС и компенсации его показаний в реальном 
масштабе времени. 

Одним из возможных путей получения такого рода 
оценок является усреднение поступающих с периодом 
Δt показаний термодатчиков за время τ и последующее 
вычисления их производных [21]. Недостатком какого 
подхода является невысокое качество фильтрации шума 
термодатчиков (такой фильтр c конечной импульсной 
характеристикой имеет крутизну спада амплитудно-
частотной характеристики 6 дБ/октаву) и получение 
оценок температуры и ее производных с периодом τ. 

Лучшими характеристиками по сравнению с указан-
ным выше фильтром обладает фильтр с бесконечной 
импульсной характеристикой 2-го порядка с крутизной 
спада 12 дБ/октаву: 

T
dt
dT

dt
TdTmeas   22

2
2

 (2) 

где Tmeas – текущее значение температуры, измеренной 
термодатчиком, γ=0.707- коэффициент демпфирования. 
Конечно-разностный алгоритм получения оценок T(i), 
T1(i), T2(i)- температуры, первой и второй ее производ-
ных в текущий момент i данного термодатчика из вы-
ражения (2) с периодом Δt << τ  имеет вид [27]: 

tiTiTiT
tiTiTiT

iTiTTiT meas






)()1()(
)()1()(
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1

211
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 (3) 

Преимуществами фильтра (3) являются: выдача ре-
зультата с малым периодом Δt << τ и лучшее подавле-
ние шума вне полосы пропускания. 

Для того, чтобы оценить влияние случайной по-
грешности температурных датчиков на возможность 
проводить коррекцию смещений ВОГ от температуры 
рассмотрим характеристики цифровых температурных 
датчиков. 

Ведущие производители электронных компонентов в 
спецификациях на цифровые температурные датчики 
указывают общую погрешность, лежащую в диапазоне 
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0.15÷7 °С и цену деления цифрового представления ре-
зультата измерения температуры. Систематическая по-
грешность, составляющая основную часть общей по-
грешности, не оказывает влияния на оценку фильтром 
скорости изменения температуры и оценку температуры 
при калибровке.  

Случайная погрешность температурных датчиков 
имеет несколько источников: шум внутреннего источ-
ника опорного напряжения, шум встроенного аналого-
вого термодатчика, шум аналогово-цифрового преобра-
зователя, конечная разрядность цифрового представле-
ния температуры.  

Не все производители указывают величину случайной 
погрешности температурных датчиков. В тех редких слу-
чаях, когда она указана, стандартное отклонение случай-
ной погрешности составляет 1~1.5 величины   цены деле-
ния цифрового представления температуры. Ниже мы 
будем приближенно полагать, что вся случайная погреш-
ность имеет стандартное отклонение, определяемое це-
ной деления цифрового представления температуры. 

Распространенными цифровыми термодатчиками 
для температурной компенсации ВОГ являются термо-
датчики с ценой деления 0.0625 °С. Существуют также 
термодатчики с ценой деления в диапазоне 0.25 °С ÷ 
0.0078 °С. 

Можно предположить, что погрешность оценки 
дифференцирующим фильтром скорости изменения 
температуры пропорциональна стандартному отклоне-
нию случайной погрешности термодатчика и уменьша-
ется с увеличением постоянной времени фильтра. 

Вычисления показывают, что для гауссовой случай-
ной погрешности показаний термодатчика справедливо 
следующее выражение для оценки стандартного откло-
нения случайной погрешности скорости изменения тем-

пературы dtdT /  при известном стандартном отклонении 

случайной погрешности температурного датчика S : 

где k – безразмерный численный коэффициент порядка 
3~5, зависящий от формы амплитудно-частотной харак-
теристики низкочастотного дифференцирующего филь-
тра. В выражении (4) предполагается, что время конвер-
сии в цифровом датчике температуры меньше периода 
опроса термодатчиков Δt. Нас интересует влияние слу-
чайной компоненты оценки скорости изменения темпе-
ратуры на случайную составляющую алгоритмической 
компенсирующей добавки к смещению ВОГ. Как будет 
экспериментально показано в дальнейшем для оценки 
указанной величины, необходимо учитывать чувстви-
тельность регрессионной модели только к скорости из-
менения температуры dtdT / . Тогда можно записать: 

2/3
// /)/(  SdtdTdtdTBias tkGGdtdT

Y 



(5) 

где Bias  – стандартное отклонение алгоритмической 
компенсирующей добавки к смещению ВОГ при усред-

нении показаний гироскопа за время τ, G –коэффициент 
чувствительности регрессионной зависимости Y к ско-
рости изменения температуры. 

При усреднении показаний ВОГ по ансамблю за вре-
мя наблюдения  t>>τ  в предположении о гауссовом ха-
рактере случайной погрешности термодатчиков можно 
получить оценку стандартного отклонения избыточного 
алгоритмического шума типа «random walk», поступаю-
щего на вход навигационного алгоритма и ухудшающего 
параметры инерциальной навигационной системы:   

ttkGt S
Bias 2)(


 




(6) 

Наличие этого шума обусловлено случайными про-
цессами в термодатчике, которые не коррелированы со 
случайными процессами в ВОГ, поэтому дисперсия 
шума, алгоритмически компенсированного ВОГ будет 
представлять сумму дисперсии собственного шума ВОГ 
и дисперсии шума компенсирующей добавки. 

III. ПРИМЕР АЛГОРИТМИЧЕСКОЙ КОМПЕНСАЦИИ 
СМЕЩЕНИЯ ВОГ 

В качестве примера рассмотрим экспериментальные 
результаты алгоритмической компенсации смещения 
ВОГ с тремя температурными датчиками. Один термо-
датчик находился внутри ВОГ, два других были закреп-
лены на модуле чувствительных элементов поблизости 
от корпуса ВОГ. Стандартное отклонение случайной 
погрешности термодатчиков составляла 0.0625 °С. ВОГ 
был закреплен в модуле чувствительных элементов в 
составе БИНС. Испытания проводились в термокамере 
при неподвижном положении БИНС относительно Зем-
ли.  Для обеспечения наблюдаемости параметров ре-
грессионной зависимости был выбран температурный 
сценарий изменения температуры в термокамере таким 
образом, чтобы вариация скорости изменения темпера-
туры происходила во всем температурном диапазоне 
при снижении и повышении температуры.  

Был выбран следующий сценарий для калибровки: 
температура, задаваемая термокамерой, максимально 
быстро изменяла значение на 10 °С либо 20 °С с интер-
валом в 2 часа, проходя между крайними точками тре-
буемого диапазона температур.  

 
Fig. 1. Зависимость от времени: 1- нескомпенсированые по 
температуре данные ВОГ, 2-значение регрессионный модели с 
нейронной сетью, 3- результат алгоритмической компенсации 
показаний ВОГ при усреднении по 100 сек, 4- зависимость 
температуры ВОГ 

2/3
/ / SdtdT tk   (4) 
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Альтернативный температурный сценарий для про-
верки результатов калибровки смещения ВОГ заклю-
чался в проходе вниз-вверх между крайними значения-
ми температуры с резким изменением на 20 °С с интер-
валом в 2 часа и со стационарными температурами в 
термокамере, не совпадающими со стационарными тем-
пературами при калибровке.  

Результат калибровки данного экземпляра ВОГ 
представлен на рис. 1. Кривая 1 демонстрирует измене-
ние некомпенсированного смещения ВОГ, 2 – рассчи-
танные моделью с нейронной сетью, 3 – представляет 
результат алгоритмической компенсации при усреднении 
показаний на интервале 100 сек фильтром с конечной 
импульсной характеристикой и окном Блэкмана. На рис. 
1. кривая 4 показывает изменение температуры ВОГ по 
одному из внешних термодатчиков. Постоянная времени 
дифференцирующего фильтра τ была равна 30 с.  

Для построения регрессионной модели вначале прове-
дем факторный анализ и определим значащие факторы для 
регрессионной зависимости )/,,/,( dtTdTdtdTTYBias  . 
Всего данном случае 6 факторов: T, dT/dt, ΔT1, ΔT2, 
dΔT1/dt, dΔT2/dt. 

Выше была отмечена необходимость применения 
большого количества температурных датчиков при про-
ведении калибровки ВОГ с целью компенсации его сме-
щения. Высокая корреляция показаний температурных 
датчиков может привести к неустойчивости найденной 
регрессионной зависимости. Это явление, называемое 
мультиколлинеарностью факторов, известно давно и од-
ним из первых способов устранения неустойчивости был 
предложен метод главных компонент (PCA) в котором 
предлагается уменьшить размерность данных, потеряв 
при этом наименьшее количество информации [28]. При-
менение этого или подобного алгоритма позволяет ис-
ключить лишние термодатчики внутри и (или) снаружи 
ВОГ, обеспечивающие алгоритмическую компенсацию 
смещения ВОГ. Основным недостатком метода главных 
компонент является его линейность, и, следовательно, 
принципиальная невозможность учесть некоторые важ-
ные характеристики структуры данных.  

Для поиска значимых факторов мы воспользуемся 
двумя наиболее популярными в настоящее время мето-
дами: гребневая (Ridg) регрессия в сочетании с пошаго-
вым включением-исключением факторов и методом 
частных наименьших квадратов (PLS).  

В основе своей гребневая регрессия содержит прин-
цип регуляризации плохо обусловленной задачи линей-
ной регрессии [29]. 

Результат анализа в линейном приближении гребне-
вой (Ridg) регрессии представлен в табл. 1. Большое зна-
чение частного F-критерия F(6,2334) = 2467.1 и множе-
ственного коэффициента корреляции R=0.929407 свиде-
тельствует о значимости регрессии. 

Красным цветом выделены значимые факторы с ма-
лым (меньше 0.05) значением индекса достоверности p, 
черным – незначимые. 

Наибольшую значимость имеет скорость изменения 
температуры dT/dt с наибольшим модулем t-критерия 
Стьюдента [30,31]. 

TABLE I.  РЕЗУЛЬТАТЫ RIDG РЕГРЕССИИ  

N=2341 

Ridge Regression Summary for Dependent 
Variable: Var1,  I=0.1,  R=0.929407 
R2=0.863797,              Adjusted R2=0.863447, 
F(6,2334)=2467.1  

t(2334) p-value 
T -15.8734 0.000000 

dT/dt 46.7816 0.000000 
ΔT1 -16.5344 0.000000 
ΔT2 -4.2490 0.000022 

dΔT1/dt 0.4923 0.622555 
dΔT2/dt 1.3546 0.175685 

 
Из приведенных результатов факторного анализа 

видно, что последнее слагаемой формулы (1) статисти-
чески незначимо и может быть опущено. Одновременно 
из табл. 1 следует, что в регрессионную формулу (1) 
необходимо включить разности температур (градиен-
ты). Из табл. 1 следует, что фактор ΔT2 имеет значи-
тельно меньшую значимость, чем ΔT1, хотя все еще 
пригоден для построения регрессии.  

Метод PLS известен как метод «проекции на скры-
тую структуру» и использует разложение исходных 
факторов по осям главных компонент, но дополни-
тельно выделяет подмножество латентных перемен-
ных, в пространстве которых связь между зависимой 
переменной и предикторами достигает максимального 
значения [32]. 

Применение метода PLS позволяет оценить относи-
тельную важность факторов (Importance) и получить ее 
количественную оценку (VIP - variable importance in 
projection) вклада каждого фактора в регрессионную 
зависимость отклика. Результат применения метода 
частных наименьших квадратов представлен в табл. 2. 

TABLE II.  РЕЗУЛЬТАТЫ PLS АНАЛИЗА ЗНАЧИМОСТИ ФАКТОРОВ  

N=2341 VIP Importance 
T 0.500659 4 

dT/dt 1.522426 1 
ΔT1 1.281793 3 
ΔT2 1.323460 2 

dΔT1/dt 0.168670 5 
dΔT2/dt 0.092560 6 

 
Как и в предыдущем варианте факторного анализа 

видно, что скорости изменения разностей температур 
имеют наименьшую, а скорость изменения температуры 
T наибольшую значимость при построении регрессион-
ной зависимости.  

Полученные выводы о значимости отдельных фак-
торов были сделаны в предположении о линейной зави-
симости отклика и факторов. Ниже из результатов ре-
грессионного анализа будет видно, что линейное при-
ближение описывает большую часть регрессии, что 
оправдывает ее применение при факторном анализе. 

В случае сильной нелинейности регрессионной зави-
симости от факторов вместо частного F-критерия необ-
ходимо пользоваться тестом Wald, тестом множителей 
Лагранжа, либо тестом отношения правдоподобия [33]. 

После определения значимых факторов построим 
два варианта множественной регрессии смещения ВОГ. 
Один вариант – линейная регрессия (1) с учетом значи-
мости факторов (табл. 1), другой вариант – нелинейная 
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зависимость )/,,/,( dtTdTdtdTTYBias   с теми же фак-
торами.  

Нелинейная зависимость будет моделироваться ис-
кусственной нейронной сетью прямого распространения 
с одним промежуточным слоем и с моделью нейрона в 
промежуточном и выходном слоях в виде многослойно-
го персептрона (MLP) (рис .2). Функцией активации 
нейронов выбирались логистическая функция или ги-
перболический тангенс. Обе функции позволяли одина-
ково эффективно аппроксимировать экспериментальные 
данные. В качестве входного слоя использовались зна-
чимые факторы табл. 1. 

Моделирование нелинейной функции нейронной се-
тью имеет значительное преимущество перед другими 
методами аппроксимации (например, полиномами) и поз-
воляют воспроизводить чрезвычайно сложные зависимо-
сти. Наличие развитых методов обучения сети по предъ-
явленным данным облегчает нахождение регрессии.  

 
Fig. 2. Схематичное изображение нейронной сети 

Для сравнения проводилось также моделирование 
нелинейной зависимости искусственной нейронной се-
тью для временных рядов. В этом случае входным сло-
ем служили текущие факторы: переменная T, разности 
ΔTi, а также их значения и значения выходной перемен-
ной на несколько шагов назад.  Число шагов назад вы-
бирались от 1 до 3. Число шагов прогнозирования было 
выбрано 1. Наличие во входном слое выходной пере-
менной в предыдущих шагах делает алгоритм рекур-
рентным и способной моделировать более сложную 
динамику процесса [34, 35]. 

Следует отметить, что для рассматриваемого в дан-
ной работе примере результаты моделирования для слу-
чая прогнозирования временных рядов идентичны слу-
чаю регрессии для рассматриваемого примера.  

Однако, в случае сети прямого распространения вы-
числительный код, реализующий нейронную сеть, более 
компактен, поэтому далее рассматривается только этот 
вариант нейронной сети.    

При обучении нейронной сети для предотвращения 
ее переобучения 15% данных, полученных на калибро-
вочном сценарии, выделялось для кросс-валидации и 
15% для контрольной проверки. 

Результаты применения линейной модели и нейрон-
ной сети представлены в таблице III при времени усред-
нения показаний гироскопов на интервале 100 сек и по-
стоянной времени дифференцирующего фильтра τ рав-
ной 30 сек на двух массивах данных температурных 
сценариях: калибровочных и проверочных. 

TABLE III.  РЕЗУЛЬТАТЫ АЛГОРИТМИЧЕСКОЙ КОМПЕНСАЦИИ 

 Калибровочные 
данные 

Проверочные 
данные 

Линейная модель 0.024 °/h 0.044 °/h 
Нейронная сеть 0.007 °/h 0.011 °/h 

 
Из табл. 3 следует, что нейронная сеть лучше моде-

лирует поведение смещения гироскопа при изменении 
внешних температурных условий. Выигрыш по оста-
точной погрешности от применения компенсации сме-
щения ВОГ нейронной сетью составляет приблизитель-
но в 3 раза, что делает ее применение более привлека-
тельной, чем линейная модель. В то же время из рисун-
ка 1 видно, что линейная модель скомпенсировала око-
ло 95% всей погрешности, что оправдывает ее примене-
ние при проведении факторного анализа в данном кон-
кретном случае. 

Полученные в разделе II формула (4) показывает, что 
стандартное отклонение погрешности оценки скорости 
изменения температуры уменьшается с ростом постоян-
ной времени дифференцирующего фильтра τ. Проиллю-
стрируем эту зависимость экспериментальными данны-
ми, полученными при калибровке.  

 
Fig. 3. Демонстрация зависимости погрешности оценки скорости 
изменения температуры от постоянной времени фильтра  τ. 

На рис 3. представлены оценки скорости изменения 
температуры, получаемые фильтром (3) при различных 
значениях постоянной времени дифференцирующего 
фильтра τ = 10 с, 30 с, 200 с.  

Видно, что при малых значениях τ = 10 с наблюдает-
ся значительная случайная погрешность оценки по по-
рядку величины соответствующая самой оценке скоро-
сти изменения температуры. 

Учытывая, что по результатам проведенного ранее 
факторного анализа погрешность оценки скорости из-
менения температуры имеет наибольший вес в регрес-
сионной зависимости  смещения ВОГ, можно сделать 
предположение, что для обеспечения минимального 
стандартного отклонения алгоритмической компенси-
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рующей добавки к смещению ВОГ постоянную времени 
фильтра  τ следует выбирать как можно больше. Из 
дальнейшего рассмотрения, однако, будет видно, что  
при значительном увеличении постоянной времени 
фильтра погрешность алгоритмической компенсации 
начинает возрастать.  

На рис. 4 представлены графики вариации Аллана 
для тестируемого ВОГ при различных условиях измере-
ния. Проанализируем полученные результаты. 

Кривая 1 представляет вариацию Аллана данного 
ВОГ при постоянной температуре +20 °С без алгорит-
мической компенсации. Наклон кривой 1 в интервале от 
100 до 2000 с приблизительно равен –0.5, что свиде-
тельствует о собственной погрешности типа «random 
walk». Эта кривая демонстрирует собственный шум 
данного ВОГ. 

Измерения вариации Аллана этого же образца ВОГ 
при постоянных температурах T=-40 °С, T=+50 °С пока-
зывают, что она незначительно отличается от кривой 1 
рис. 4. Это означает, что собственный шум данного ВОГ  
слабо зависит от температуры. 

 
Fig. 4. Вариация Аллана при различных условиях: 1 – постоянная 
температура +20 °С, 2 – нескомпенсированная зависимость показаний 
ВОГ при температурном сценарии рис. 1, 3 – скомпенсированная 
зависимость при τ=200 с, 4 –скомпенсированная зависимость при τ=30 с, 
5 – скомпенсированная зависимость при τ=10 с  

Кривая 2 рис. 4 представляет нескомпенсированную 
ошибку ВОГ при изменении температуры по темпера-
турному сценарию рис. 1. Изменения температуры в 
термокамере происходили с интервалом 2 часа и этому 
времени соответствует перегиб на кривой 2. В свое 
большей части кривая 2 показывает рост с увеличением 
времени усреднения, что, очевидно, вызвано нестацио-
нарностью внешних условий и, следовательно, большой 
вариацией смещения ВОГ (см. рис 1).   

Кривые 3, 4, 5 представляют алгоритмически ском-
пенсированные нейронной сетью показания  гироскопа 
с различными значениями постоянной времени диффе-
ренцирующего фильтра τ = 200, 30, 10 с соответственно. 

Компенсация при τ = 10 с (кривая 5) демонстрирует 
шум типа «random walk», превышающий собственный  
шум ВОГ в несколько раз. 

Увеличение постоянной времени до τ = 30 с (кривая 
4) ожидаемо снижает уровень избыточного шума (см. 
рис. 3) , однако при временах усреднения порядка ~1000 
сек и более начинает проявляться некоторое дополни-

тельное превышение шума алгоритической компенса-
ции над собственным шумом (кривая 1). 

Это дополнительное превышение становиться еще 
более очевидным при дальнйшем увеличении постоян-
ной времени фильтра τ до 200 с (кривая 3).  

Для более детального анализа на рис. 5 представим 
зависимость собственного шума ВОГ (прямая 1) и шума 
с учетом  алгоритмической компенсации при времени 
усреднения 2000 с (кривая 2) от постоянной времени 
фильтра τ . 

Немонотонная зависимость кривой 2 рис. 5 объясня-
ется совместным влияние двух факторов: увеличением 
шума алгоритмической  компенсирующей добавки с 
уменьшением постоянной времени τ дифференцирую-
щего фильтра (см. рис. 3) и увеличением погрешности 
коррекции показаний ВОГ с увеличением постоянной 
времени τ при изменениях температурных условий ра-
боты ВОГ. 

 
Fig. 5. Зависимость (кривая 2) стандартного отклонения смещения 
ВОГ при усреднении на интервале 2000 с от постоянной времени 
фильтра  τ. Прямая 1 – собственный шум ВОГ 

Первый фактор определяется зависимостью стан-
дартного отклонения от случайной погрешности темпе-
ратурного датчика S  и величины постоянной времени 
τ (см. формулу (6)). Второй фактор обусловлен ухудше-
нием способности алгоритма компенсировать смещение 
ВОГ с увеличением постоянной времени дифференци-
рующего фильтра τ при изменении внешних темпера-
турных условий.  

В связи с изложенным выше, доступным для разра-
ботчика БИНС на основе ВОГ путем снижения случай-
ной погрешности алгоритмически скомпенсированной 
угловой скорости вращения является уменьшение слу-
чайной погрешности температурного датчика его соот-
ветствующим выбором при конструировании БИНС и 
(или) изготовлении ВОГ, а также правильным выбором 
постоянной времени дифференцирующего фильтра τ. 

На рис. 6 представлены результаты тестирования 
двух экземпляров ВОГ в составе различных БИНС при 
различных значениях случайной погрешности темпера-
турных датчиков S  и различных значениях постоян-
ной времени дифференцирующего фильтра.  

По оси ординат отложена зависимость стандартного 
отклонения алгоритмической компенсирующей добавки 

)100(Bias  при усреднении на интервале 100 с. Кривая 1 
соответствует ВОГ с тремя внешним термодатчикам при 
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0078.0S °С. Кривая 2 соответствует алгоритмической 
компенсации показаний ВОГ при 0625.0S  °С. Тем-
пературная компенсация в обоих случаях проводилась 
нейронной сетью. 

 
Fig. 6. Зависимость стандартного отклонения избыточного шума 
алгоритмически скомпенсированного смещения ВОГ при усреднении 
на интервале 100 с при применении дифференцирующего фильтра с 
постоянной времени τ и стандартном отклонении случайной 
погрешности температурных датчиков 0.0078 °С (кривая 1) и 0.0625 
°С (кривая 2)  

Следует отметить, что факторный анализ для ВОГ, 
компенсированного термодатчиками с 0078.0S °С 
также показал статистическую незначимость скорости 
изменения разностей температур.  

В соответствии с формулой (5) избыточный шум ал-
горитмической компенсации пропорционален G –
коэффициенту чувствительности регрессионной зави-
симости Y к скорости изменения температуры. Его ве-
личина определяется конструкцией ВОГ, применяемы-
ми материалами и отсутствием либо наличием каких-
либо несовершенств изготовления и будет индивидуа-
лен для каждого образца ВОГ. 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Проведенный теоретический анализ и анализ экспе-

риментальных данных показал, что случайная погреш-
ность температурных датчиков может играть решаю-
щую роль в случайной погрешности смещения ВОГ при 
его алгоритмической компенсации температурной зави-
симости. В приведенном примере калибровки для эк-
земпляра ВОГ со стандартным отклонением случайной 
погрешности термодатчиков 0.0625 °С избыточный шум 
алгоритмической компенсации значительно превышал 
собственный шум ВОГ.  

Зависимость погрешности алгоритмической компен-
сации смещения ВОГ от постоянной времени диффе-
ренцирующего фильтра немонотонна. При малых зна-
чениях постоянной времени дифференцирующего филь-
тра погрешность алгоритмической компенсации убыва-
ет с ростом постоянной времени. Однако, с увеличением 
постоянной времени ухудшается способность алгоритма 
компенсировать изменения внешних условий, что мо-
жет приводить к недопустимой погрешности БИНС при 
эксплуатации.   

Определение оптимального значения постоянной 
времени дифференцирующего фильтра должно прово-
диться с учетом случайной погрешности применяемых 
для температурной компенсации ВОГ термодатчиков и 

динамики изменения внешних температурных условий 
применения БИНС. 

При построении регрессионной модели алгоритми-
ческой компенсации ВОГ необходимо предварительно 
проводить анализ значимости факторов. 

Расположение и число термодатчиков должно опре-
деляться экспериментально по результатам тестирова-
ния на опытном образце и последующего факторного 
анализа. 

Применение нейронной сети для построения регрес-
сионной зависимости алгоритмической компенсации дает 
лучшие результаты, чем линейная модель регрессии. 

Сценарий температурных испытаний при калибров-
ке смещения ВОГ должен соответствовать условиям 
эксплуатации и должен обеспечивать наблюдаемость 
значимых факторов. Для корректной компенсации 
смещений ВОГ при «холодном» старте БИНС необхо-
димо включение «холодного» старта в сценарий в тем-
пературном диапазоне калибровки. 
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Аннотация—В работе выполнен обзор публикаций, по-
священных бесплатформенным инерциальным навигаци-
онным системам, построенным на акселерометрах. 

Ключевые слова—акселерометр, безгироскопная инер-
циальная навигационная система, аналитический обзор 

Проведенные статистические исследования публика-
ций [1-51] по акселерометрическим инерциальным нави-
гационным системам (АИНС) в России (СССР) и за ру-
бежом (США, Китай, Тайвань, Япония, Индия, Индоне-
зия, Канада, Франция, Германия, Италия, Англия, Нор-
вегия, Нидерланды, Турция, Сербия,Украина), начиная с 
50-х годов прошлого века, показывают волновой рост 
количества публикаций с годами, приведенный на гра-
фике ( рисунок 1). Можно выделить три волны исследо-
ваний АИНС. 

 

Рис. 1. Тенденции развития АИНС и МЭМС: 

1 – публикации об акселерометрических системах; 
2 – тенденции увеличения оборота МЭМС; 
3 – публикации об акселерометрических системах для 
гражданской промышленности; 
4 – публикации об акселерометрических системах для 
оборонной промышленности. 

Для графиков публикаций: N = (максимальное коли-
чество публикаций в 2019 году / ежегодное количество 
публикаций)100% 

Для графика оборота рынка МЭМС: N = (оборот 
рынка МЭМС на 2019год / ежегодный оборот) 100%. 

Первая волна исследований возможности создания 
АИНС приходится на 50-70-е годы прошлого века. 
Первую волну исследований навигационных систем, 
построенных только на акселерометрах, можно охарак-
теризовать только теоретическим анализом возможности 
построения таких систем и попытками предложить раз-
личные конфигурации расположения элементов. Суще-
ствующие на тот момент акселерометры имели доста-

точно большие габаритные размеры при низком пороге 
чувствительности, что делало невозможным построение 
на их основе работоспособного инерциального измери-
тельного блока. 

Вторая волна научных публикаций по безгироскоп-
ным навигационным системам начинается с 1994 года. 
Это связано с появлением на рынке относительно деше-
вых, и гораздо более миниатюрных и качественных 
МЭМС-датчиков, изготавливаемых по новейшим техно-
логиям. Этот период отмечается большим ростом вни-
мания к АИНС в научно-исследовательских институтах, 
на оборонных и гражданских предприятиях, и, соответ-
ственно, ростом публикаций и патентов во всех странах 
мира. В них освещаются вопросы создания и примене-
ния АИНС; проводится подробный анализ различных 
конфигураций акселерометров, погрешностей АИНС и 
методов их уменьшения; предлагаются новые способы 
обработки информации с акселерометров; приводятся 
результаты разработки, изготовления и испытания 
АИНС. Таким образом, для второго периода (1994-2009) 
характерно проведение компьютерного моделирования 
работы акселерометрических систем и появление попы-
ток практической реализации схем, построенных только 
на акселерометрах. Данные для различных вариантов 
АИНС, полученные теоретическими выкладками и ком-
пьютерным моделированием, подтверждаются первыми 
лабораторными статическими и динамическими испыта-
ниями акселерометрических блоков. Следует отметить, 
что эти испытания дали положительный результат. В 
аналитических работах этого периода уделяется внима-
ние исследованию влияния количества акселерометров в 
схеме на величину ошибок измерения угловых ускоре-
ний, а также предлагаются критерии выбора количества 
акселерометров. 

При анализе конфигураций акселерометров в публи-
кациях этого периода наибольшее внимание обращено 
на следующие схемы: 

– содержащие 9 акселерометров, расположенных 
вдоль координатных осей; 

– содержащие 6 акселерометров, распределенных по 
«кубической» топологии (акселерометры располагаются 
в центрах граней куба, их оси чувствительности направ-
лены вдоль диагоналей); 

– схемы с избыточным количеством акселерометров, 
равным или большим 12. 
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Во втором периоде акселерометрические системы 
начали находить практическое применение в серийных 
изделиях оборонной промышленности (малогабаритные 
летательные аппараты с малым временем полета), авто-
мобильной промышленности (ориентация автомобиля 
при движении и во время удара при авариях), в компью-
терной индустрии (ориентация различных манипулято-
ров), медицинской технике. При этом доля АИНС в во-
енной промышленности значительно превышала доли в 
других отраслях. 

Наибольшее развитие акселерометрические системы 
получили в третьем периоде –2009 – 2019 гг. Следует 
отметить прослеживающуюся тенденцию сокращения 
числа публикаций с подробным описанием проектов. В 
то же время обилие аннотаций статей и рефератов патен-
тов подтверждает серьезность проведения работ по со-
зданию АИНС в разных областях техники. Отсутствие 
более полных текстов, как предполагается, связанное с 
накладыванием грифа военной и коммерческой тайны, 
говорит о работоспособности и важности таких систем. 
В третьем периоде большинство публикаций посвящено 
не только составлению уравнений определения навига-
ционных параметров в АИНС, но и программным, и в 
меньшей степени аппаратным, методам устранения по-
грешностей. 

В ряде работ для повышения точности кроме стан-
дартных статичных триад акселерометров, предлагается 
включать в схемы подвижные акселерометры, вращаю-
щиеся по определенному закону. Предлагается способ 
снижения погрешностей, вызванных нестабильностью 
масштабных коэффициентов акселерометров, с помо-
щью автокомпенсации, основанный на вращении допол-
нительных акселерометров. 

Также в третьем периоде уделялось внимание иссле-
дованию соотношения между избыточным количеством 
акселерометров и повышением точности определения 
угловой ориентации объекта и его координат. 

Проведенный анализ также показывает, что геогра-
фия развития АИНС широка и включает страны Азии 
(особенно Китай, Тайвань, Японию, Корею, Индию, Ин-
донезию), Европейские странны (и в частности Герма-
нию, Англию, Норвегию, Нидерланды, Францию, Ита-
лию, Турцию, Сербию, Украину, Россию (СССР)), а 
также США и Канаду. 

По приблизительным оценкам первое место по коли-
честву публикаций, посвященных АИНС, делят США и 
Китай. Наибольшее количество заявок и патентов на 
изобретения и полезные модели также принадлежит 
этим странам. Но следует отметить, что на период треть-
ей волны отмечается спад публикаций авторов из США, 
с одновременным увеличением количества публикаций 
китайских ученых. Но в тоже время именно в США про-
водится большинство крупномасштабных международ-
ных конференций по данной тематике. 

В работах Китая и США отражаются все этапы раз-
работок АИНС, в том числе анализ, моделирование ра-
боты, устранение погрешностей различными методами, 
проведение лабораторных и полевых экспериментов. 

Также значительное количество публикаций имеется 
у авторов научных центров Тайваня и Японии, большин-

ство из которых посвящено моделированию работы 
АИНС. 

Несмотря на небольшое количество публикаций, зна-
чительного прогресса в разработке АИНС достигли в 
Индонезии. 

Во всех перечисленных странах разработка АИНС 
ведется в основном для оборонной промышленности. В 
тоже время в докладах Европейских авторов прослежи-
вается и гражданская направленность. 
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Аннотация—Изложены основы фундаментальной тео-
рии «обобщенного» маятника Фуко. Описан принципи-
альный физический эффект, лежащий в основе функцио-
нирования приборов, входящих в рассматриваемый класс 
гироскопов, и сформулированы общие принципы построе-
ния законов управления их фазовым состоянием. Изучены 
вопросы устойчивости функционирования рабочего ре-
жима датчика и выведены основные калибровочные 
уравнения. Представлены прикладные аспекты реализа-
ции фундаментальной теории «обобщенного» маятника 
Фуко в высокоточных и прецизионных инерциальных 
датчиках, представлены инженерно-конструкторские ре-
шения в современных разработках волновых твердотель-
ных гироскопов нового поколения на основе высокодоб-
ротных кварцевых полусферических резонаторов для низ-
кодинамичных и высокодинамичных объектов авиацион-
но-космического назначения. 

Ключевые слова—классический маятник Фуко, упругий 
кольцевой резонатор, полусферический кварцевый резона-
тор (волновой твердотельный гироскоп), теория инерци-
альных датчиков, «обобщенный» маятник Фуко 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Опыты, проведенные в 1851 году французским ме-

хаником и астрономом Леоном Фуко [1], а также опыты 
его многочисленных последователей дали только каче-
ственные результаты, подтверждающие факт вращения 
Земли. Количественное исследование всех источников 
погрешностей классического маятника Фуко и новое 
аналитическое доказательство вращения Земли дал в 
своей докторской диссертации в 1879 году нидерланд-
ский физик-экспериментатор Хайкес Каммерлинг-
Оннес [2]. Известно, что изотропный осциллятор с дву-
мя степенями свободы, выполняющий в современных 
гироскопах роль маятника Фуко, реализован в виде од-
ной из форм собственных колебаний упругой среды, 
обладающей осевой симметрией. При этом, в отличие от 
классического маятника Фуко, вращение упругой среды 
вокруг оси симметрии датчика вовлекает реализован-

ную форму собственных колебаний во вращение отно-
сительно абсолютного (инерциального) пространства.  

В соответствующем выбранной форме колебаний 
собственном подпространстве принципиальные вопро-
сы теории нового датчика инерциальной информации 
могут рассматриваться в рамках одних и тех же уравне-
ний, аналогичных уравнениям классического маятника 
Фуко. По этой причине весь этот класс гироскопов мо-
жет быть назван новыми инерциальными датчиками 
семейства «обобщенный» маятник Фуко. В современной 
практике мировой гироскопии появился целый класс 
новых гироскопических приборов, в которых фактиче-
ски реализована идея «обобщенного» маятника Фуко: 
струнный гироскоп [3], кольцевой гироскоп [4], полу-
сферический кварцевый резонатор (волновой твердо-
тельный гироскоп) [5–9,10,11,15], ВТГ с металлическим 
цилиндрическим резонатором [12–14], «квапазон» [17], 
сферичеcкий кварцевый резонатор [18], и другие. Все 
указанные выше новые инерциальные датчики ориента-
ции весьма успешно конкурируют с классическими ги-
роскопами, однако их теория существенно отличается 
от фундаментальной теории известных симметричных и 
несимметричных механических гироскопов [19]. 
Например, кинетический момент, который в механиче-
ских гироскопах стремятся сделать как можно большим, 
в перечисленных выше новых датчиках должен быть 
равен нулю [16]. «Обобщенный» маятник Фуко является 
математическим маятником, гомеоморфным реальному 
физическому маятнику, плоскость колебаний которого 
медленно поворачивается относительно земной поверх-
ности в сторону, противоположную направлению вра-
щения Земли. Многие исследователи предполагают, что 
Земля не вовлекает плоскость колебаний маятника во 
вращение вокруг местной вертикали. Между тем благо-
даря нелинейным эффектам маятник Фуко обладает 
собственной скоростью прецессии вокруг местной вер-
тикали, так что, не контролируя его собственную пре-

XXVII Санкт-Петербургская международная конференция по интегрированным навигационным системам, 2020 г.

262



цессию, невозможно осуществлять достоверные и точ-
ные измерения угловой скорости вращения Земли.  

II. ОБОБЩЕННЫЙ МАЯТНИК ФУКО 
В предлагаемом авторами научном исследовании 

рассматриваются принципиальные вопросы фундамен-
тальной теории новых и перспективных гироскопиче-
ских инерциальных датчиков ориентации семейства 
«обобщенный» маятник Фуко. Предлагается новая ло-
кальная теория управления «обобщенным» маятником 
Фуко. Подробно рассматриваются общие принципы 
управления механическими стоячими волнами, которые 
возбуждаются в высокодобротных осесимметричных 
кварцевых резонаторах и других материалах. Предлага-
ются практические аспекты реализации необходимых 
законов управления электрическими сигналами в новом 
поколении высокодобротных полусферических кварце-
вых резонаторов авиационно-космического назначения, 
конструкция которых исключает применение традици-
онного кольцевого электрода возбуждения для поддер-
жания необходимых рабочих форм резонансных коле-
баний маятника. 

Изотропный осциллятор с двумя степенями свободы, 
играющий в этих новых приборах роль «обобщенного» 
маятника Фуко, реализован в виде одной из форм соб-
ственных колебаний упругой среды, обладающей осе-
вой симметрией. При этом, в отличие от классического 
маятника Фуко, вращение упругой среды вокруг оси 
симметрии датчика вовлекает реализованную форму 
собственных колебаний во вращение относительно 
инерциального пространства (исключение составляет 
струнный гироскоп), однако отношение угловой скоро-
сти формы колебаний относительно упругого тела к 
угловой скорости тела относительно пространства явля-
ется строго постоянной величиной (константой), зави-
сящей от номера формы рабочих колебаний и почти не 
зависящей от свойств материала. Эта постоянная полу-
чила название масштабного коэффициента инерциаль-
ного датчика, или коэффициента Брайана, по имени 
первого исследователя колебаний упругого кольца [20]. 
В соответствующем выбранной форме колебаний соб-
ственном подпространстве все принципиальные вопро-
сы теории подобного высокоточного датчика инерци-
альной информации могут рассматриваться в рамках 
одних и тех же уравнений, аналогичных уравнениям 
классического маятника Фуко.  

По этой причине весь этот класс приборов может 
быть назван «обобщенным» маятником Фуко. Разуме-
ется, не все вопросы теории могут быть решены в ука-
занных выше рамках. Главным образом, это вопросы, 
связанные с учетом нелинейных свойств колебательной 
системы. Однако вопрос о том, как управлять таким 
маятником и как идентифицировать его дефекты с тем, 
чтобы сделать извлекаемую информацию наиболее до-
стоверной, решаются в рамках уравнений, общих для 
всего класса новых инерциальных датчиков. Рассмот-
рим вывод основных уравнений новых гироскопических 
датчиков на примере тонкого упругого кольца. Известно 
уравнение колебаний такого кольца в своей плоскости 
[11]: 

24 2 2 ( 3 ) 0w w w w w w w w w                  
 

в котором через w(t,) обозначено радиальное переме-
щение точки на кромке кольца, имеющей угловую ко-
ординату . Штрихи означают дифференцирование по 

углу , а точки – по времени t, (t) – угловая скорость 
вращения кольца в его плоскости, предполагаемая из-
вестной и зависящая произвольным образом от времени. 
Уравнение (1) допускает точное аналитическое решение 
в виде гармонической волны  

 1 2( )cos ( )sinw q t k q t k    

Значение k = 0 даже не имеет смысла рассматривать, 
поскольку такая форма колебаний соответствует де-
формациям растяжения, в то время как уравнение (1) 
выведено для нерастяжимого тонкого кольца. Значение 
k = 1 формально возможно, однако означает перемеще-
ние кольца как жесткого целого без каких-либо дефор-
маций, что для нас не представляет существенного ин-
тереса. Если рассматривать колебания вида (2), т.е. ко-
лебания по одной из собственных рабочих форм (общее 
решение есть сумма по k всех таких форм с произволь-
ными константами), то тонкое упругое кольцо, как ко-
лебательная система, эквивалентна изотропному осцил-
лятору, положение которого определяется двумя коор-
динатами q1 и q2. Подставляя выражение решения (2) в 
(1), находим уравнения движения такого парциального 
осциллятора: 

2 2 2 2 2 2
1 2 2 1( 1) 4 2 [( 1)] ( 3) 0k q k q k q k k k q           


2 2 2 2 2 2

1 2 2 1( 1) 4 2 [( 1)] ( 3) 0k q k q k q k k k q           




Систему (3) удобно записать в следующей векторно-
матричной форме 

 2
1 2 2 2( 1) 4 2 0k q k Гq k Гq vq        (4) 

1 2 2 2 2 2 2

2

0 1
, , [( 1)] ( 3)]

1 0
q

q Г v k k k
q

      




Если кольцо не вращается, то параметр ω = 0 и система 
(3) распадается на уравнения двух независимых осцил-
ляторов, для которых общее решение имеет вид 

q1 = acosµt + msinµt, q2 = bcosµt + nsinµt     (5) 

с произвольными постоянными а, в, m, п и с частотой 
2 2 1/2[( 1)]k k    . 

В соответствии с общим аналитическим выражением (2) 
решение уравнения (4) определяет в этом случае следу-
ющий закон колебаний тонкого упругого кольца: 

( cos sin )cos ( cos sin )sinw a k b k t m k n k t        

При произвольных начальных условиях уравнения (5) 
определяют в плоскости (q1, q2) эллипс. В случае, когда 
эллипс вырождается в отрезок прямой решение (6) 
определяет в кольце механическую стоячую волну.  

В случае противоположного вырождения, когда эл-
липс превращается в окружность, формула (6) опреде-
ляет в тонком упругом кольце бегущую волну, которая 
не обладает инерционными свойствами.  

Если параметр ω≠0, то прямолинейных колебаний в 
плоскости (q1, q2) в общем случае система (3) не имеет. 
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Иными словами, во вращающемся кольце стоячие вол-
ны невозможны. Однако в этом случае в кольце суще-
ствуют такие колебания, которые в некоторой вращаю-
щейся системе координат имеют вид стоячих волн. Та-
кие волны мы будем называть прецессирующими вол-
нами. Скорость соответствующей вращающейся систе-
мы координат будем называть скоростью прецессии 
волны. Переход к вращающейся системе координат в 
уравнении (1) означает замену угловой переменной  на 
новую переменную +(t), где угол +(t) определяет 
положение подвижной системы координат относитель-
но кольца. Если вместо угла  в формулу (2) подставить 
(+), получим, что q1 и q2 надо заменить на выражения 
(q1sink+q2cosk) и (–q1sink+q2cosk) соответственно. 
Это преобразование поворота в плоскости (q1, q2), при-
водит к тому, что во вращающейся системе координат 
уравнение (4) приобретает следующий вид: 

 2 2 2

2 2 2 2 2

( 1) 2 [( 1) 2 ] [( 1) 2 ]

[ 4 ( 1) ] 0.

k q Г k k q k k q

v k k k q 

           

    

 



 



 
 

Для введенных переменных во вращающейся систе-
ме координат сохраняются прежние обозначения. 
Найдем условия существования в этой системе коорди-
нат прямолинейной формы колебаний: 

q1= q1
0(t),   q2=q2

0(t)                       (8) 

Здесь q1
0, q2

0 – произвольные константы, а (t) – скаляр-
ная функция времени, подлежащая определению. 

Если подставить равенства (8) в уравнение (7), то 
можно заметить, что для существования в (7) решения 
вида (8) достаточно потребовать обращения в нуль со-
ответствующего коэффициента при матрице Г: 

 2 22[( 1) 2 ] [( 1) 2 ] 0k k              

При любых (t) это можно обеспечить выбором угла (t) 
по следующей формуле 

 2
2 ( )

1
t dt

k
  

   

После чего скалярная функция (t) найдется из следую-
щего уравнения: 

2 2 2 2 2 2[( 1) ] [ 4 ( 1) ] 0k v k k k           

в котором вместо  надо подставить выражение (10). 

Покажем, что условие (10) является и необходимым 
для существования в системе (7) прямолинейной формы 
колебаний. Обозначим 2( 1) 2k u      и рассмотрим 
выражение (9): 2 0u u     , откуда находим 


c
u

   

Здесь с – произвольная постоянная. 

Решение (11) показывает, что функция (t) не может 
менять знак. Следовательно, она не определяет колеба-
тельный процесс. Таким образом, к стоячим волнам от-
носится только рассмотренный выше случай, приводя-

щий к формуле (10). Формула (10) представляет обоб-
щение результата Брайана для тонкого упругого коль-
цевого резонатора. Эффект Брайана [20], как эффект 
прецессии стоячей волны при вращении резонатора с 
постоянной угловой скоростью, является эффектом 
расщепления двукратных частот, поэтому этот эффект 
имеет малое отношение к тому, что экспериментально 
было открыто Скоттом [15] в 1982 году и использовано 
в известном патенте Линча [9]. Хотя авторы патента 
ошибочно и сослались на формулу Брайана [20], на са-
мом деле, в подтверждение своей идеи они привели ре-
зультат эксперимента, в котором поворот первоначаль-
но неподвижного вибрирующего резонатора на угол 90 
градусов вызывал поворот стоячей волны на 30 граду-
сов без каких-либо изменений самой формы стоячей 
волны. Тем самым была установлена весьма важная для 
целей практического применения следующая экспери-
ментальная формула: 

1/ 3( )в    

Полученная в эксперименте формула связывает уже 
не постоянные скорости поворота резонатора, а сами уг-
лы поворота при явно непостоянных угловых скоростях.  

Изложенное выше можно суммировать в виде тео-
ремы: Какой бы ни была зависимость угловой скорости 
тонкого упругого кольца от времени (в классе диффе-
ренцируемых на бесконечном полуинтервале функций), 
существует и единственна вращающаяся относитель-
но кольца система координат, в которой при опреде-
ленных начальных условиях колебания кольца представ-
ляют собой механические стоячие волны. 

Скорость такой системы координат выражается 
формулой (10). Частным случаем из нее вытекает ре-
зультат Брайана [20], установленный им только для по-
стоянной угловой скорости 0   резонатора:  

2
2

1в k
   




Заметим, что выражение, верное для стационарного 
случая, как правило, не бывает верным для нестацио-
нарного. Формула (10) описывает новый физический 
эффект, не замеченный Брайаном, и впервые установ-
ленный экспериментально, авторами известного патента 
«Vibratory rotational sensor» [9]. Формулу (10) ввиду ее 
точного характера можно сколько угодно раз аналити-
чески дифференцировать.  

В частности, можно отметить, что ускорение меха-
нической стоячей волны пропорционально ускорению 
самого упругого вибрирующего кольца: 

2 2

2 2 2
2

1
d d
dt k dt

    
   

   


Поскольку ускорение тонкого упругого кольца про-
порционально приложенному к нему моменту внешних 
сил I M , то можно утверждать, что этот момент 
вызывает не только ускорение кольца, но и ускорение 
прецессирующей стоячей волны.  

Все сказанное выше позволяет определить обсужда-
емый здесь физический эффект в неравномерно враща-
ющемся кольце как эффект инертности упругих волн в 
нем. Эффект (10), который установлен для уравнения 
колебаний (1) без каких-либо приближений, с различной 
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степенью точности верен и для произвольных упругих 
тел, обладающих осевой симметрией. Различие будет 
состоять только в величине масштабного коэффициента, 
равного для кольца 2/(k2+1). 

III. ЛОКАЛЬНАЯ ТЕОРИЯ УПРАВЛЕНИЯ ОБОБЩЕННЫМ 
МАЯТНИКОМ ФУКО 

Рассмотренные выше свойства стоячих волн в иде-
альных осцилляторах являются неустойчивыми по от-
ношению к исчезающе малым возмущениям. Так, сколь 
угодно малые отклонения от симметричной формы ре-
зонатора или от симметрии упругих свойств приводят к 
тому, что прецессия стоячей волны во вращающейся 
оболочке становится невозможной. 

Для создания работоспособного прибора в условиях 
реальных возмущений в систему необходимо вводить 
обратные связи, препятствующие разрушению прецес-
сирующих волн. Чтобы правильно сформировать обрат-
ные связи, необходимо ясно представить себе, какие 
эволюции под действием возмущений претерпевают 
стоячие волны, и разделить возмущения по признаку 
вызываемой ими эволюции. Малые возмущения, в чис-
ло которых включаются и электрические силы, необхо-
димые для поддержания колебаний и управления ими, 
приводят к появлению в правой части системы (1) ма-
лых членов, зависящих от времени, от пространствен-
ной переменной , от величины радиальных перемеще-
ния w и от производных w по времени t и по угловому 
параметру . Кроме того, малыми будем считать все 
члены, содержащие угловую скорость ω и ее производ-
ную по времени  . Представим общее решение такого 
уравнения в следующей форме: 

1 2
( 2)

( ( ) cos ( )sin )k k

k

w q t k q t k




   

Акцентируя внимание на второй (k=2) рабочей моде 
(форме) колебаний резонатора, введем обозначения 

2
1 1( ) ( )q t q t , 2

2 2( ) ( )q t q t  . 

Тогда система уравнений (3), рассматриваемая толь-
ко для второй рабочей моды колебаний, может быть 
переписана в следующем аналитическом виде: 

 1 1 1

2 2 2

( , , ),

( , , ).

k k

k k

q q Q t q q

q q Q t q q

  

  

 

 
 

Здесь без ограничения общности принято v2=1. Пра-
вые части системы (12) зависят не только от q2, но и от 
всех остальных форм qk, для которых необходимо напи-
сать уравнения, аналогичные (12). В системе уравнений 
(12) выполним замену фазовых переменных 

1 2 1 2 1 2 3 4( , , , ) ( , , , )q q q q x x x x  по следующим формулам: 

 1 1 3 2 42

1 1 3 2 2 4

cos sin , cos sin ,
sin cos , sin cos .

q x t x t q x t x t
q x t x t q x t x t
   

      
 

Если возмущения отсутствуют (=0), то x  const и в 
конфигурационном пространстве (q1,q2) уравнения (13) 
определяют эллипс. То есть каждая точка фазового про-
странства ݔ определяет одну единственную эллиптиче-
скую траекторию в пространстве q, и наоборот, каждой 
эллиптической траектории в пространстве q соответ-
ствует единственная неподвижная точка в пространстве 

 .Среди эллиптических траекторий есть вырожденные .ݔ
Как уже выше было отмечено, стоячим волнам соответ-
ствуют отрезки прямых в пространстве q, а бегущим 
волнам – окружности. В первом случае пространство х в 
(13) должен удовлетворять условию 

 1 3
1 4 2 3

2 4
det ( ) 0

x x
K x x x x

x x
     

Если траектория — окружность, то х удовлетворяет 
условию 

ܮ = ଶ(ଷݔ±ଶݔ)+ଶ(ସݔ±ଵݔ) = 0                        (15) 
В четырехмерном пространстве х уравнение (14) 

определяет трехмерный конус. Многообразие, задавае-
мое условием (15), представляет собой двумерную ось 
этого конуса. Таким образом, множество всех стоячих 
волн в резонаторе находится во взаимно-однозначном 
соответствии с точками конуса (14), а множество всех 
бегущих волн – с точками его оси (15). Выразим угол, 
определяющий ориентацию стоячей волны относитель-
но резонатора – , через параметры ݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ -ସ.  Стояݔ
чую волну для второй рабочей формы (моды) колебаний 
в аналитическом виде можно записать так:  

ݓ = ݐ)ݏܿݎ − )ܿ2ݏ( − ). 
Поскольку, очевидно, имеют место равенства  

ଵݔ														 = ଶݔ  ,(2)ݏܿ()ݏܿݎ = ()ݏܿݎ sin(2),  
ଷݔ														 = ()݊݅ݏݎ cos(2), 		ݔସ = ()݊݅ݏݎ sin(2) 
то искомая связь получается такой: 

ଶݎ sin(4) = ଶݔଵݔ)2 +  ,(ସݔଷݔ
ଶݎ cos(4) = ଵଶݔ) − ଶଶݔ + ଷଶݔ −  (ସଶݔ

ଶݎ = 12ݔ 22ݔ+ 32ݔ+ +  .42ݔ
Введем обозначения для двух квадратичных форм, 

сопряженных квадратичной форме К:  

ଵܭ													 = 2ݔ1ݔ ଶܭ 				,4ݔ3ݔ+ = −ଵଶݔ) ଶଶݔ + ଷଶݔ − (ସଶݔ 2⁄  
и, окончательно, угол, определяющий ориентацию стоя-
чей волны , может вычисляться по формулам: 

4݊݅ݏ																					 = ଵܭ2 ⁄ଶݔ 4ݏܿ , = ଶܭ2 ⁄ଶݔ . 
Пусть теперь возмущения 0. Тогда ݔܿݐݏ݊		и точ-

ка х(t) медленно движется в пространстве х. Рассмотрим 
траекторию, которая в начальный момент времени 
находилась на конусе (0)ݔ ∈  точке ݍ В пространстве .ܭ
 соответствует некоторый отрезок прямой, который	(0)ݔ
в дальнейшем под воздействием возмущений может 
претерпевать следующие эволюции: прецессия формы, 
т. е. медленное вращение отрезка в плоскости ݍ, когда 
существует такая система координат, в которой отрезок 
неподвижен; изменение частоты колебаний (ݐ)ݍ  вдоль 
неподвижного отрезка; изменение амплитуды колеба-
ний, когда изменяется только длина отрезка; разруше-
ние формы – это такая ее эволюция, которая не сводится 
к первым трем. Всем этим эволюциям прямолинейной 
формы колебаний в пространстве ݍ  соответствуют 
определенные направления движения точки x(t) в фазо-
вом пространстве. Направление наискорейшего разру-
шения прямолинейной формы колебаний резонатора 
определяется нормалью к конусу вида (14): 

݁ଵ =
ௗ
ௗ௫
ଷݔ−,ସݔ}=	 ଶݔ−, ,  {ଵݔ

Для выяснения направления, определяющего пре-
цессию волны, подвергнем выражения (13) известному 
преобразованию поворота  ݔy  ( — угол поворота): 
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ቀ ݏܿ ݊݅ݏ
݊݅ݏ− ቁ൬ݏܿ

ଶݔ cos(ݐ) + (ݐ)	ସsinݔ
ଶݔ cos(ݐ) + (ݐ)	ସsinݔ

൰ =

=൬ݕଵ cos
(ݐ) + (ݐ)	ଷsinݕ

ଶݕ cos(ݐ) + (ݐ)	ସsinݕ
൰ 

Отсюда вытекают следующие аналитические формулы: 

ଵݕ = ଵcos()ݔ + ଶݔ sin() , ଶݕ	 = ଵsin()ݔ− + ଶݔ cos() 
ଵݕ = ଷcos()ݔ + ସݔ sin() , ସݕ = ଷcos()ݔ− +  ()	ସcosݔ

Вектор, определяющий искомое направление, имеет вид 

݁ଶ =
ݕ݀
݀

ߙ)| = 0) = ଶݔ} ଵݔ−, ,  {ଷݔ−,ସݔ
Для построения направления, определяющего изме-

нение частоты, подвергнем (13) преобразованию транс-
ляции по времени ( — параметр преобразования): 

൬ݔଵ cos
ݐ) + ) + ݐ)	ଷsinݔ + )

ଶݔ cos(ݐ + ) + ݐ)	ସsinݔ + )൰ = ൬ݕଵ cos
(ݐ) + (ݐ)	ଷsinݕ

ଶݕ cos(ݐ) + (ݐ)	ସsinݕ
൰ 

Откуда следуют выражения 

ଵݕ = ଵcos()ݔ + ଷݔ sin() , ଶݕ	 = ଶݔ cos() +  ସsin()ݔ
ଷݕ = ଵݔ− sin() + ଷݔ cos() , ସݕ = ()݊݅ݏଶݔ− + ସݔ cos() 

Вектор, определяющий искомое направление, имеет вид 

݁ଷ =
ݕ݀
݀

|( = 0) = ,ଷݔ} ସݔ ଵݔ−,  {ଶݔ−,
Для построения направления, определяющего изме-

нение амплитуды волны, подвергнем (13) преобразова-
нию подобия (µ – параметр подобия): 

൬(1 + μ)ݔଵ cos(ݐ) + (1 + μ)ݔଷsin	(ݐ)
(1+ μ)ݔଶ cos(ݐ) + (1 + μ)ݔସsin	(ݐ)

൰ =

= ൬ݕଵ cos
(ݐ) + (ݐ)	ଷsinݕ

ଶݕ cos(ݐ) + (ݐ)	ସsinݕ
൰ 

Искомое нами направление задается вектором 

݁ସ =
ݕ݀
݀μ

|(μ = 0) = ,ଵݔ} ଶݔ , ଷݔ ,  {ସݔ
Итак, четырехмерный базис, определяющий направ-

ления инфинитезимальных эволюций, таков: 

݁ଵ = ,ଶݔ−,ଷݔ−,ସݔ} ݁ଷ									ଵ},ݔ = ,ଷݔ} ,ସݔ ,ଵݔ−  	,{ଶݔ	
							݁ଶ = ,ଶݔ} ,ଵݔ− ݁ସ									 ଷ},ݔ−,ସݔ = ,ଵݔ	} ,	ଶݔ ,ଷݔ  } (16)	ସݔ
где первый вектор ݁ଵ определяет разрушение стоячей 
волны, второй ݁ଶ – прецессию, третий ݁ଷ – изменение 
частоты, а последний ݁ସ– изменение амплитуды. 

Отметим важнейшие свойства построенного базиса. 

Свойство 1. (матрица Грама). Вычислим матрицу ска-
лярных произведений: 

 = ቱ

(݁ଵ , ݁ଵ) . . (݁ଵ, ݁ସ)
.											.					.											.
.											.					.											.

(݁ସ, ݁ଵ) . . (݁ସ, ݁ସ)

ቱ = ቱ
ଶݔ 0 0 ܭ2		
0 ଶݔ ܭ2− 0
0
ܭ2

ܭ2−
0

		ଶݔ 	0
0 ଶݔ			

ቱ 

Определитель ݀݁ݐ = ସݔ) − .ଶ)ଶܭ4	 Этот определитель 
на конусе К = 0 равен восьмой степени нормы вектора 
 .На оси конуса (15) он равен нулю  .ݔ

Свойство 2. Эволюционный базис ортогонален на ко-
нусе. Это свойство непосредственно усматривается из 
вида матрицы Грама. 

Свойство 3. Четыре векторных поля (16) порождают 
четырех-параметрическую абелеву группу Ли диффео-
морфизмов фазового пространства в себя. Это следует 
из того, что, как нетрудно проверить, все скобки Пуас-
сона векторных полей (16) равны нулю. 

Свойство 4. (глобальные эволюции конуса К = 0 вдоль 
векторных полей (16). Выпишем операторы ортов эво-
люционного базиса: 

ଵܷ = ସݔ
߲
ଵݔ߲

ݔଷ
߲
ଶݔ߲

	ݔଶ
߲
ଷݔ߲

ଵݔ	+
߲
ସݔ߲

 

		 ଶܷ = ଶݔ
߲
ଵݔ߲

ݔଵ
߲
ଶݔ߲

ସݔ	+
߲
ଷݔ߲

		ݔଷ
߲
ସݔ߲

 

		 ଷܷ = ଷݔ
߲
ଵݔ߲

+ ସݔ
߲
ଶݔ߲

	ݔଵ
߲
ଷݔ߲

		ݔଶ
߲
ସݔ߲

 

				 ସܷ = ଵݔ
߲
ଵݔ߲

+ ଶݔ
߲
ଶݔ߲

+ ଷݔ
߲
ଷݔ߲

+ ସݔ
߲
ସݔ߲

 

Глобальная эволюция конуса К вдоль векторного 
поля ݁ଵ	: exp(± ଵܷ)ܭ = ℎ2ܿܭ ± ଵ

ଶ
.		ℎ2ݏଶݔ	  Заметим, 

что при  → ∞  многообразие ܿܭℎ2 ± ଵ
ଶ
	ℎ2ݏଶݔ	 = 0 

стремится к многообразию ܭ ± ଵ
ଶ
ଶݔ	 = 0,  представляю-

щему собой ось конуса (15). Иными словами, вдоль по-
ля ݁ଵ  все траектории, начинающиеся на конусе ܭ = 0, 
стремятся к оси конуса. То есть стоячие волны при та-
ком возмущении превращаются в бегущие. Глобальная 
эволюция К вдоль ݁ଶ, ݁ଷ, ݁ସ  определяется так: U2K =0, 
U3K =0, U4K =2К. Тогда К является инвариантом век-
торных полей ݁ଶ, ݁ଷ,	многообразие ܭ = 0	является инва-
риантным многообразием векторного поля ݁ସ. 

Свойство 5. Определитель системы четырех базис-
ных векторов (16): 

∆= ݐ݁݀ ቯ

݁ଵ
݁ଶ
݁ଷ
݁ସ

ቯ = ݐ݁݀ ቱ

ସݔ ଷݔ− ଶݔ− ଵݔ
ଶݔ ଵݔ− ସݔ ଷݔ−
ଷݔ
ଵݔ

ସݔ
ଶݔ

ଵݔ− ଶݔ−
ଷݔ ସݔ

ቱ = 

					= ଶݔଵݔ)4− + ସ)ଶݔଷݔ − ଶଶݔ−ଵଶݔ)4−) + ଷଶݔ − (ସଶݔ     (17) 
С другой стороны, поскольку определитель матрицы 
Грама равен квадрату определителя (17) (det = ଶ), 
можно для (17) получить выражение:  = ଶܭ4 ଶݔ	− . 
Отсюда видно, что определитель равен нулю, как и 
определитель Грама на оси конуса стоячих волн, и ра-
вен четвертой степени нормы вектора х (со знаком ми-
нус) на самом конусе К = 0. Выше были введены обо-
значения для двух конусов, сопряженных конусу К : 

ଵܭ = 2ݔ1ݔ + ,4ݔ3ݔ ଶܭ =
భ
మ(1ݔ

+22ݔ−2 32ݔ − (42ݔ 										 (18) 
Векторные поля, порождаемые нормалями к кону-

сам, ортогональны друг другу и ортогональны ݁ଵ  во 
всех точках пространства х. В этих обозначениях имеем 
два представления для :  = ଵଶܭ)4− + (ଶଶܭ = ଶܭ4 −  .ସݔ
Оператор проектирования возмущений. Осуществим в 
системе (12) переход к переменным (13) и выполним 
после этого осреднение по явно входящему времени. 
При этом по всем остальным переменным ݍ(к > 2) сле-
дует выполнить аналогичный переход. Если предполо-
жить, что зависимость ܳଵ и ܳଶ от ݍ и ̇ݍ не содержит сте-
пеней выше двух, то после осреднения связь уравнений, 
отвечающих разным формам, исчезает и в переменных х 
система (12) приобретает вид 

ݔ̇ = ܺ(ݔ),                                       (19) 
в котором правая часть Х(х) связана с правыми частями 
Q в уравнениях осциллятора (12) следующим образом: 

(ݔ)ܺ = න ቛ−ݐݏܿܧݐ݊݅ݏܧ ቛ
ଶ


ฯܳଵܳଶ

ฯ݀,ݐ			ܧ = ቛ1 0
0 1ቛ										(20) 

Наиболее общий вид линейных по координатам и 
скоростям сил в системе (12) следующий: 

														ฯܳଵܳଶ
ฯ = ܥ) ܪ+ +ܰ)ቛ

ଵݍ
+ଶቛݍ ܦ) + ܩ + ) ฯݍଵ̇ݍଶ̇

ฯ,                                    

   C= ቛܿ 0
0 ܿቛ ܪ, = ቛܿ4ݏ 4݊݅ݏ			

4݊݅ݏ ܰ,4ቛݏܿ− = ቛ 0 ݊
−݊ 0ቛ					(21) 

   D= ቛ݀ 0
0 ݀ቛ ܩ, = ฯܿ4ݏ 4݊݅ݏ			

4݊݅ݏ 			4ฯ,ݏܿ− = ฯ 0 
− 0ฯ 

где: С – симметрическая матрица потенциальных сил 
сферического типа; Н – симметрическая матрица потен-
циальных сил гиперболического типа; N – кососиммет-
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рическая матрица непотенциальных сил; D – симметри-
ческая матрица диссипативных сил сферического типа; 
G – симметрическая матрица диссипативных сил гипер-
болического типа; Г – кососимметрическая матрица 
гироскопических сил. Матрицы С и D – диагональные 
(сферические тензоры), матрицы Н и G имеют след, 
равный нулю (девиаторы). Коэффициенты h и g опреде-
ляют нормы девиаторов гиперболических сил, а углы а 
и  – ориентацию главных осей жесткости и демпфиро-
вания относительно тела резонатора. Углы 2а и 2 
определяют ориентацию осей девиаторов относительно 
осей ݍଵ	и ݍଶ.		Выполним отображение всех перечислен-
ных сил в правые части системы (19) по формуле (20). В 
результате получим аналитические выражения для ука-
занных сил 

			:		 (ݔ)ܺ =
1
2
ଷݔ−	} , ,ସݔ	− ଵݔ ,  {		ଶݔ

:ࡴ		 (ݔ)ܺ =
1
2
ℎ[{−	ݔଷ, ,ସݔ ,	ଵݔ ,ସݔ−}+	ଶ}cos4ݔ− ,ଷݔ− ,ଶݔ  		[4݊݅ݏ{ଵݔ

(ݔ)ܺ	:ࡺ		 =
1
2
,ଷݔ−} ,ସݔ− ,	ଵݔ 		:ܦ			,{ଶݔ

1
2
,ଷݔ−}݀ ,ସݔ− ,	ଵݔ  {		ଶݔ

(ݔ)ܺ	:ࡳ			 =
1
2
g[{−	ݔଷ, ,ସݔ ,	ଵݔ 4ݏܿ{ଶݔ− + ,ସݔ−} ,ଷݔ− ,ଶݔ  	,[4݊݅ݏ{ଵݔ

   (ݔ)ܺ  	∶ = ଵ
ଶ
	൛	ݔଶ ଵݔ		−				, ,	ସݔ								, ଷݔ−					 ൟ 

Теперь, для того чтобы выяснить, какую эволюцию 
вызывают все указанные выше силы достаточно спро-
ецировать их на векторы эволюционного базиса (16). 
Если нас интересует локальная эволюция стоячей вол-
ны, то, в силу ортогональности базиса (16) на конусе 
стоячих волн, при вычислении проекций достаточно 
брать скалярные произведения найденных выше векто-
ров X с векторами (16). Вне конуса базис (16) неортого-
нален, поэтому в общем случае проектирование сил 
осуществляется по правилам неортогонального проек-
тирования: ܺ = ்ܣ ଵܺ,гдеି(்ܣ) −	матрица, получаемая 
транспонированием матрицы (17) с дополнительным 
делением каждого столбца на норму ‖݁ଵ‖ = -векто) ‖ݔ‖
ры ܺ  и ܺ  здесь понимаются как матрицы-столбцы). 
Обратную матрицу (்ܣ)ିଵ можно вычислить при помо-
щи матрицы Грама  

Г = ଵି(்ܣ)	்ܣܣଶݔ =  . ܣଶିଵݔ
Матрица, обратная найденной выше матрице Грама, 

легко вычисляется: 

ିଵ = −
1

ቱ
ଶݔ 0 0 ܭ2−
0 ଶݔ ܭ2 0
0

ܭ2−
ܭ2
0

		ଶݔ 0	
0 ଶݔ			

ቱ 

где  представлено формулой (17). Перед тем как свести 
вычисленные таким образом проекции сил X на базис ݁ 
в таблицу, разделим все найденные проекции на норму 
-Смысл этой операции состоит в следующем. Разде .‖ݔ‖
лив проекции сил на вектор ݁ଵ на норму ‖ݔ‖, мы полу-
чаем нормированную на амплитуду волны скорость ее 
разрушения. Поскольку скорость изменения фазового 
вектора вдоль ݁ଶ определяет изменение угла прецессии 
в фазовом пространстве, то при делении этой скорости 
на модуль фазового вектора мы получаем скорость из-
менения самого угла. Скорость изменения фазового 
вектора в направлении ݁ଷ определяет скорость накопле-
ния временной фазы    в функциях типа sin(ݐ + ) .  
Для получения скорости накопления этой фазы и надо 
делить фазовую скорость на модуль фазового вектора. 
Если обозначить буквой ݎ  полную амплитуду колеба-
ний, ݎ = ‖ݔ‖ = ඥݔଵଶ + ଶଶݔ + ଷଶݔ +  ସଶ, то для нахожденияݔ
скорости изменения логарифма амплитуды также необ-
ходимо делить фазовую скорость на модуль фазового 
вектора. Разумность рассмотрения именно такой скоро-
сти следует из того, что в линейных системах изменение 

амплитуды происходит по экспоненциальному закону и 
интерес представляет лишь показатель экспоненты. Ес-
ли, в дополнение к сказанному, проекции на ݁ଶ  разде-
лить на 2, то скорость прецессии в фазовом простран-
стве превращается в соответствующую скорость в ре-
альном физическом пространстве. С учетом всего ска-
занного выше таблица локальных эволюций принимает 
ниже следующий вид (табл. 1). При построении этой 
таблицы было учтено, что вне конуса угол, определяю-
щий прецессию волновой картины, вычисляется по 
формулам 

														sin 4 = ଵܭ2 √−,⁄ 	cos4 = ଶܭ2 √−⁄  	
Из таблицы следует, что потенциальные сфериче-

ские силы (матрица сил G) приводят к изменению толь-
ко частоты колебаний. Гиперболические силы (матрица 
Н) приводят к разрушению стоячей волны и к измене-
нию частоты колебаний если ܭ = 0. Вне конуса стоячих 
волн эти силы приводят также и к прецессии волнового 
поля и к изменению амплитуды. Непотенциальные силы 
(N) приводят только к разрушению стоячей волны. Дис-
сипативные силы (D) приводят только к изменению ам-
плитуды. Диссипативные силы гиперболического типа 
(G) вызывают прецессию стоячей волны и изменение ее 
амплитуды при условии ܭ = 0.   Если ܭ0 , возникает 
дополнительно изменение К  и изменение амплитуды. 
Гироскопические силы приводят только к прецессии 
волнового поля. Таблица позволяет делать не только 
качественный анализ влияния возмущений на эволюцию 
стоячей волны, но также содержит и количественную 
информацию. Так, при К=0, то из второй строчки извле-
каем 

			̇ =
g
4 sin4

(− ) +

4 

Это уравнение отделилось от всех остальных и мо-
жет интегрироваться независимо. 

 
Поскольку, в соответствии с (3) коэффициент  равен 

(8/5), то эффект возмущения гироскопическими сила-
ми при g = 0  имеет вид  = (2/5), что совпадает с вы-
ражением (10). Если g  0 и  = 0, то написанное урав-
нение имеет две особые точки, соответствующие двум 
стационарным состояниям стоячей волны, которые сов-
падают с главными осями диссипации. Одно состояние 
устойчиво (в этом состоянии диссипация наименьшая), 
другое состояние неустойчиво (в котором диссипация 
наибольшая). Максимальный ≪уход≫ достигается в 
промежуточном состоянии и равен g/4. Два стационар-
ных состояния существуют и в случае || < |g| . Если 
|| > |g|, то угол прецессии стоячей волны оказывается 
неограниченным.     

IV.  ОБЩИЕ ПРИНЦИПЫ УПРАВЛЕНИЯ СТОЯЧИМИ 
ВОЛНАМИ В ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ РЕЗОНАТОРАХ  

Для упрощения дальнейшего изложения обозначим 
ଵݍ = ଶݍ	 и  ݔ =  :и перепишем уравнения (12) в виде  ݕ

ݔ̈ + ݔ = ܺ, ݕ̈ + ݕ = ܻ                      (22) 
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Поведение всех траекторий в плоскости ݕݔ  удобно 
проследить, воспользовавшись в фазовом пространстве 
,ݔ) ,ݕ ,ݔ̇ (ݕ̇ тороидальными координатами (ݎ, ݇,, ), 
называемыми в небесной механике элементами орбиты: 

ݔ           = ݐ)ݏܿݎ + )ܿݏ() − ݐ)݊݅ݏ݇ + ) sin(), 
ݕ      = ݐ)ݏܿݎ + )݊݅ݏ() + ݐ)݊݅ݏ݇ + )ܿݏ(),      (23) 
ݔ̇ = ݐ)݊݅ݏݎ− + )ܿݏ() − ݐ)ݏܿ݇ + ) sin(), 
ݕ̇ = ݐ)݊݅ݏݎ− + )݊݅ݏ() + ݐ)ݏܿ݇ + ) cos() 

Поясним смысл новых переменных ݎ, ݇,,  .  Если 
бы в уравнениях (22) правые части равнялись нулю, то 
любая траектория в плоскости ݕݔ представляла бы со-
бой эллипс, а переменные ݎ, ݇,, , являющиеся в этом 
случае постоянными интегрирования, имели бы следу-
ющий смысл: ݎ— большая полуось эллипса, к —малая, 
 — угол наклона большой оси эллипса к оси х. Посто-
янная  определяет положение фазовой точки на эллип-
тической траектории в начальный момент времени 
ݐ = 0.  Если в уравнениях (22) правые части присут-
ствуют, то формулы (23) мы будем рассматривать в 
дальнейшем как замену фазовых переменных 
,ݔ) ,ݕ ,ݔ̇ ,ݎ)(ݕ̇ ݇,, ).  Заметим, что введенный в (23) 
угол , очевидно, в два раза превосходит угол, опреде-
ляющий положение волны относительно резонатора, 
введенный ранее и фигурирующий в приведенной в 
таблице. Полная энергия колебаний и момент количе-
ства движения выражаются через введенные выше пе-
ременные: 

ܧ = భ
మ
ଶݔ̇) + ଶݕ̇ + ଶݔ + (ଶݕ = భ

మ
ݎ) + ݇ଶ),																(24) 

ܭ = ݕ̇ݔ − ݕݔ̇ =  (25)                                    ݇ݎ
Таким образом, величины ݎ  и ݇  определяют основ-

ные динамические характеристики свободного движе-
ния резонатора на основной форме посредством формул 
(24) и (25) — полную энергию и кинетический момент.  

Переменные  и  являются ≪координатами≫ этой 
формы колебаний. Поворот эллипса на угол  дает 

ቛ
ݔ
ݏܿ				ቛቛݕ ݊݅ݏ			

݊݅ݏ− ቛቛݏܿ		
ݔ
ቛݕ = ฯݐ)ݏܿݎ + )

ݐ)݊݅ݏ݇ + )ฯ, 

что и проясняет геометрический смысл переменных ݎ и 
݇  как главных полуосей эллипса. Основной целью 
управления «обобщенным» маятником Фуко является 
удержание его на фазовом многообразии ݎ =  ,ݐݏ݊ܿ
݇ = .ݐݏ݊ܿ  В фазовом пространстве переменных 
,ݔ) ,ݕ ,ݔ̇ -многообразие представляет собой пересече	(ݕ̇
ние трехмерного конуса нулевой квадратуры с трехмер-
ной сферой постоянной амплитуды. Этому многообра-
зию в конфигурационном пространстве ݔ, ݕ  соответ-
ствует семейство произвольно ориентированных отрез-
ков одинаковой длины и симметричных относительно 
начала координат. От конкретно реализо-ванного такого 
отрезка и осуществляется отсчет поло-жения подвижно-
го основания, поэтому многообразие ݎ = ,ݐݏ݊ܿ   ݇ =
ݐݏ݊ܿ  носит название отсчетного многообразия. Зако-
ны управления «обобщенным» маятником Фуко, реали-
зующие необходимые обратные связи, должны удовле-
творять следующим основным требованиям: 

 асимптотическая устойчивость отсчетного много-
образия; 

 инвариантность по отношению к группе вращения 
в   ݔ,  ;ݕ

 отсутствие интерференции различных каналов 
управления; 

 инвариантность к фазовому потоку невозмущен-
ной системы  ̈ݔ + ݔ = ݕ̈	 ;0 + ݕ = 0; 

 инвариантность к трансляции по времени t. 

Первые два требования являются категорическими, 
от них зависит сама возможность превращения реализо-
ванного «обобщенного» маятника Фуко в гироскоп. Три 
последних требования определяют качество управления. 
Известные первые примеры реализации законов управ-
ления в интегрирующем волновом гироскопе фирмы 
«Делко» (США) [5], последним трем требованиям не 
удовлетворяли.  

Для того, чтобы законы управления были инвари-
антны по отношению к группе вращений, они должны 
быть сформированы из дифференциальных инвариантов 
этой группы. Группа вращений имеет три независимых  
дифференциальных инварианта первого порядка:  

ܫ = ଶݔ + ଶݕ , ଵܫ = ଶݔ̇ + ଶݕ̇ , ଶܫ							 = ݕ̇ݔ − ̇.ݕݔ  
Для инвариантности управления по отношению к  

фазовому потоку невозмущенной системы эти инвари-
анты должны быть ее первыми интегралами. Таких ин-
тегралов тоже три: ܧ = 0ܫ) + (1ܫ 2,⁄ ܭ	 =  и	2ܫ

ܮ = ݕݔ −  .ݕ̇ݔ̇
Линейные по координатам и скоростям силы, при-

кладываемые к маятнику с целью управления, в наибо-
лее общей форме имеют вид (21). Как это было ранее 
отмечено, указанные силы появляются так же, как воз-
мущения, обусловленные разнообразными дефекта-ми 
практической реализации обобщенного маятника. Ло-
кальные эволюции маятника под воздействием возму-
щений были систематизированы в таблице 1 в пункте 2. 
Из нее, в частности, следует, что для управления квад-
ратурой можно воспользоваться позиционными силами 
с матрицами Н и N или скоростными силами с матрицей 
G. Для управления амплитудой можно воспользоваться 
позиционными силами с матрицей Н или скоростными 
силами с матрицами D и G. Однако силы Н и G приво-
дят не только к изменению квадратуры ܭ  или амплиту-
ды, но также и к изменению  и . Для удовлетворения 
требованию 3 (отсутствие интерференции каналов) 
можно при управлении квадратурой пользоваться толь-
ко силами типа N. По этой же причине для управления 
амплитудой остается единственный выбор — силы типа 
D. Выбирая в первом случае коэффициент ݊	пропорци-
ональным квадратуре К, а во втором случае коэффици-
ент D пропорциональным отклонению полной энергии 
от требуемого уровня (Eܧ), получаем уравнения иде-
ального управляемого маятника Фуко: 

ݔ̈ + ݔ = −(ܧ − ݔ̇(ܧ + ݕܭ + ݕ̇ +  ,ݔ݂
ݕ̈	 + ݕ = −(ܧ − ݕ̇(ܧ − ݔܭ + ݔ̇ +  (26)        ,ݕ݂

ܧ           = భ
మ
ଶݔ̇) + ଶݕ̇ + ଶݔ + ,(ଶݕ ܭ = ݕ̇ݔ − ݕݔ̇ =       ݇ݎ

Здесь для полноты картины, помимо управления 
квадратурой и управления амплитудой, введены также 
управление прецессией (р) и управление частотой (f). 
Как следует из той же таблицы, для управления прецес-
сией без введения погрешностей в другие каналы можно 
пользоваться только силами типа Г, а для управления 
частотой — только силами типа С. Управление прецес-
сией и частотой не требуется для формирования отсчет-
ного многообразия и может использоваться для других 
целей. Помимо условия 3, построенное управление по 
построению удовлетворяет условиям 2,4,5. Удовлетво-
рение условию 1 (устойчивость отсчетного многообра-
зия) должно быть доказано. Продифференцируем для 
этого Е и К (формулы (24) и (25)) в силу системы (26): 

ܧ̇ = ଶݔ̇−] − ଶݕ̇ + ଵ
ଶ
+ଶݔ) ቃ	ଶ)ݕ ݔ̇ݔ) + (ݕ̇ݕ − 

																												−(ܧ − +ଶݔ)(ܧ −(ଶݕ 	ܭଶ,																														(27) 
ܭ̇ = −2ݔ̇ݔ)ݕ + (ݕ̇ݕ − (ܧ − ܭ(ܧ − 	ݔ)ܭଶ +      					(ଶݕ
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Выполним осреднение уравнений (27) вдоль траек-
торий неуправляемой (е==0) системы. Эти траектории 
представлены формулами (23), в которых переменные 
,ݎ	 ݇,,  являются константами. В результате получают-
ся следующие уравнения: 

ܧ̇ = (ܧ ܧ(ܧ− − 	ܭଶ ܭ̇			, = (ܧ−ܧ)ܭ − 	ܧܭ. 
В силу существования этих уравнений асимптотиче-

ская устойчивость отсчетного многообразия с характе-
ристическими числами ଵ = −ܧ	 и ଶ = −ܧ  имеет 
место, если коэффициенты  > 0 и  > 0.  

V. РЕАЛИЗАЦИЯ НЕОБХОДИМЫХ ЗАКОНОВ 
УПРАВЛЕНИЯ ЭЛЕКТРИЧЕСКИМИ СИЛАМИ 

Дискретная электрическая модель [21] полусфериче-
ского резонатора основывается на предположении, что 
проводящая поверхность резонатора состоит из п от-
дельных обкладок, составляющих с сосредоточенными 
электродами п конденсаторов. Прикладывая к этим 
электродам напряжения по определенным правилам, мы 
имеем возможность создавать необходимые правые ча-
сти в системе (26). Выясним, как должны быть распре-
делены напряжения по электродам, чтобы реализовать 
необходимые законы управления. Пусть при  = систе-
ма (22) представлена функцией Лагранжа: 

ܮ = భ
మ(̇ݔ

ଶ + ଶݕ̇ − ଶݔ − ̇(ଶݕ .                                 (28) 
Для получения лагранжиана управляемой системы  

0, в котором учитываются процессы в электрических 
цепях, из выражения (28) необходимо вычесть потенци-
альную энергию n конденсаторов: 

П = ∑ (ଶݍ) ⁄(ܥ2)
ୀଵ                                          (29) 

Здесь ܥ – емкость к-го конденсатора, ݍ  – заряд на 
конденсаторе: ݍ = ܥ ܸ через ܸ  обозначено напряже-
ние на к-м электроде. Емкость конденсатора зависит от 
радиального прогиба полусферической оболочки ݓ  в 
месте его расположения: 

ܥ = (݀ܥ) (݀ − ⁄(ݓ                                  (30) 
Расстояние d между обкладками конденсатора в не-

деформированном состоянии резонатора в дальнейшем 
без ограничения общности полагаем равным единице. 
Смещение резонатора в месте положения к-го электрода 
выражается формулой 

ݓ = (2)ݏܿݔ + 				,(2)݊݅ݏݕ = 
ర(݇ − 1)   (31) 

Подставим (31) в (30), а после этого (30) в (29). 
Уравнения Лагранжа приводят к следующей системе: 

ݔ̈ + ݔ = ଵ
ଶబ

 (2)ݏଶܿݍ


ୀଵ
ݕ̈			, + ݕ = ଵ

ଶబ
 (2)ݏଶܿݍ



ୀଵ
 

ݍ = ܥ ܸ                                      (32) 
Для того чтобы сформировать в системе (26) необ-

ходимые правые части, обеспечивающие управление 
амплитудой, квадратурой, прецессией и частотой, необ-
ходимо подать на электроды управления напряжения ܸ  
в следующем виде: 

ܸ = (ܧ− (ܧ ቂ̇ݏܿݔ

4
(݇ − 1) + ݊݅ݏݕ̇


4
(݇ − 1)ቃ + 

                   +ݍ ቂݏܿݕ 
ସ
(݇ − 1) − ݊݅ݏݔ 

ସ
(݇ − 1)ቃ+ 

+                    ቂ̇ݏܿݕ 
ସ
(݇ − 1) + ݊݅ݏݔ̇ 

ସ
(݇ − 1)ቃ + 

                   +݂ ቂݏܿݔ 
ସ
(݇ − 1) + ݊݅ݏݕ 

ସ
(݇ − 1)ቃ + ܸ             (33) 

Здесь ܸ  – опорное напряжение. Подставляя (33) в 
(32) и осуществляя суммирование, получим 

ݔ̈   + ݔ = 0ܸ0ܥ݊) 2)⁄ [(ܧ ݕܭ		+ݔ̇(ܧ− + ݕ̇) + ̇[	(ݔ݂  
ݕ̈		 + ݕ = 0ܸ0ܥ݊) 2)⁄ [(ܧ−ܹ)̇ݕ−		ݔܭ − ݔ̇) + ̇[	(ݕ݂     (34) 

Использованы свойства сумм тригонометрических 
функций кратных углов, приведшие в данном случае к 
алгоритмической линеаризации связи электрических 
сил с электрическими напряжениями. Уравнения (34) 
отличаются от уравнений (26) только общим множите-
лем ݊ܥ ܸ 2⁄  . 

VI. КАЛИБРОВОЧНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
Так называются уравнения, позволяющие для управ-

ляемого маятника решать следующую обратную задачу 
механики: управление системой и ее движение извест-
ны, требуется восстановить дефекты. Для вывода ка-
либровочных уравнений «обобщенного» маятника Фуко 
в уравнения (26) введем члены X и У, характеризующие 
всевозможные технологические дефекты кварцевого 
резонатора и системы управления: 

ݔ̈ + ݔ = −(ܧ − ݔ̇(ܧ + ݕܭ + ݕ̇ + ݔ݂ + ܺ 
ݕ̈	 + ݕ = −(ܧ − ݕ̇(ܧ − ݔܭ + ݔ̇ + ݕ݂ + ܻ     (35) 

В этих уравнениях силы X и Y имеют структуру (21). 
При этом на этот раз матрицы С и D определяют откло-
нения частоты колебаний от номинала и естественную 
диссипацию. Матрицы N и Г определяют возмущения, 
появляющиеся в результате погрешностей в системе 
съема информации и управления, и зависят от их кон-
кретного выполнения в конкретных реализациях 
«обобщенного» маятника Фуко. Главные погрешности 
собственно механической части гироскопа представле-
ны матрицами Н и G. Они определяют соответственно 
разночастотность и разнодобротность маятника.  

Для построения калибровочных уравнений удобно 
перейти в системе (35) от исходных декартовых пере-
менных к тороидальным координатам (23). 

Чтобы максимально упростить выкладки, введем 
матрицу-столбец 

ܴ = ቛ
ݔ
 ቛݕ

и запишем систему (35) в следующей матричной форме: 
ௗ
ௗ௧
ฮܴ, ܴ̇ฮ = ฮܴ̇	, ܼ − ܴฮ, ฮܴ	, ܴ̇ฮ = ฯݔ ݔ̇

ݕ ฯݕ̇ , ܼ = ቛܻܺቛ			(36) 
здесь для краткости через X и Y обозначены все члены в 
правых частях системы (35). В матричной форме замену 
(23) можно представить в виде 

ฮܴ, ܴ̇ฮ=ܵ() ቛݎ 0
0 ݇ቛܵ(ݐ + ),				ܵ() = ฯܿݏ ݊݅ݏ−

݊݅ݏ ݏܿ ฯ      (37) 
Подставляя (37) в (36), найдем 

	̇ ܵ()ቛݎ 0
0 ݇ቛܵ(ݐ + ) + ܵ() ቛ̇ݎ 0

0 ݇̇ቛܵ
ݐ) + ) + 

+	̇ ܵ() ቛݎ 0
0 ݇ቛܵ

(ݐ + ) = ฮܴ̇	, −ܴฮ + ‖0	, ܼ‖. 
Учитывая свойства ортогональной матрицы ܵ(), 

ܵ() = −ฯ				݊݅ݏ ݏܿ
ݏܿ− ܵ			,ฯ݊݅ݏ

்ܵ=்ܵܵ = ܬ = ቛ 0 1
−1 0ቛ, 

்ܵܵ = ்ܵܵ = ܫ = ቛ1 0
0 1ቛ 

Получим следующее выражение: 

	̇ ܬ ቛݎ 0
0 ݇ቛ + 	̇ ቛݎ 0

0 ݇ቛ ܬ + ቛ̇ݎ 0
0 ݇̇ቛ = ்ܵ()‖0	, ݐ)்ܵ‖ܼ + ) 

Или, в покоординатной форме: 

ݎ̇ = ܻ+ݏܿܺ)− ݐ)	)sin݊݅ݏ + ),																 
		݇̇ = −݊݅ݏܺ)− ܻcos) cos(ݐ + ) ,																 
	݇̇+ ̇	ݎ = ܻ+ݏܿܺ)−] (݊݅ݏ ݐ)ݏܿ + )],	 
+̇ݎ ݇	̇ = ܻ−݊݅ݏܺ)+] ݏܿ ) ݐ)݊݅ݏ + )] 

что окончательно позволяет записать 

ݎ̇ = ܻ+ݏܿܺ)− ݐ)	)sin݊݅ݏ + ),																 
		݇̇ = −݊݅ݏܺ)− ܻcos) cos(ݐ + ) ,																 
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̇ =
1

ଶݎ − кଶ
+ݏܿܺ)݇] ܻ (݊݅ݏ ݐ)ݏܿ + ) + ݊݅ݏܺ)ݎ

− ܻ (ݏܿ ݐ)ݏܿ + )],	 

ݎ̇ =
1

ଶݎ − кଶ
ܻ+ݏܿܺ)ݎ] (݊݅ݏ ݐ)ݏܿ + ) ݊݅ݏܺ)݇+

−ܻ ݏܿ ) ݐ)݊݅ݏ + )] 
Подставим в эти уравнения вместо		ܺ и ܻ соответству-
ющие правые части системы (35). Получим, после 
осреднения по явно входящему времени: 

ݎ̇ = 
ଶ
(ℎ ݊݅ݏ 2(− )−݊ − ݇ݎ] +

ݎ
2
[gܿݏ 2(− ) + ݀

+ (0ܧ −
1
2
ଶݎ) + кଶ))൨, 

݇̇ = −ೝ
మ ቂ(ℎ ݊݅ݏ 2(− )+݊ + ݇ݎ] − 

ଶ
[gܿݏ 2(− ) −

݀ − (0ܧ −
ଵ
ଶ
ଶݎ) + кଶ))ቃ,                           (38) 

̇ = −ଵ
ଶ
(+ ( − మାкమ

ଶ(మିкమ)
(g݊݅ݏ 2(− )

+)+
݇ݎ

ଶݎ) − кଶ)ℎܿ2ݏ
(− ), 

ݎ̇ = −ଵ
ଶ
(ܿ + ݂) + 

(మିкమ)
(g )2݊݅ݏ

− )−
ଶݎ + кଶ

ଶݎ) − кଶ)ℎ2݊݅ݏ
(− ). 

В процессе калибровки коэффициенты управления 
квадратурой –  и амплитудой – , а также управление 
прецессией – р и частотой – f поддерживают такими, 
чтобы обеспечить ̇ݎ0 , ݇̇0,  ̇0, ̇ = ̇ ≡ 	,ݐݏ݊ܿ где 
 − достаточно малая контролируемая скорость пре-
цессии, необходимая для принудительного изменения 
положения отсчетного многообразия с целью снятия 
зависимостей ܣ(), ܳ(), ,() ݂(). Здесь через перемен-
ные ܣ = (ܧ − (ܧ  обозначена интенсивность управле-
ния амплитудой, а через ܳ = ܭ  —интенсив-ность 
управления квадратурой. Приравнивая правые части 
системы (38) нулю и учитывая, что амплитуда стоячей 
волны  ݎ много больше квадратуры ݇, находим 

݇[ℎ2݊݅ݏ(− ) − ݊ − ܳ()] + [g௦ଶ(ି)ାௗା()] = 0, 
−)2݊݅ݏℎ]ݎ ) + ݊ + ܳ()] + [g௦ଶ(ି)ିௗି()] = 0, 
ିభమ[+ )2݊݅ݏభమg	ି[() − ) + ೖ

ೝ௦ଶ(ି)ି̇ = 0, (39) 
ଵ
ଶ
[+ ݂()]ି	


g2݊݅ݏ(− ) + ଵ

ଶ
௦ଶ(ି) = 0.							 

Система (39) называется системой калибровочных 
уравнений «обобщенного» маятника Фуко, в которой 
известными считаются ݎ(), ݇(), ,()ܣ ܳ(), ,() ݂() 
(эти зависимости снимаются в процессе калибровки), а 
также  .̇  Неизвестными, подлежащими нахождению, 
являются параметры дефектов:		ℎ,, ݊, g,, ݀, , ܿ.  

Левые части системы (39) представляют собой -
периодические функции угла. Они могут быть представ-
лены сходящимися рядами Фурье, а тождественное ра-
венство нулю этих рядов влечет за собой равенство ну-
лю всех в отдельности коэффициентов этих рядов. Та-
ким образом, может быть получена бесконечная система 
алгебраических уравнений для нахождения восьми не-
известных: 	ℎ,, ݊, ݃,, ݀, , ܿТакая явно переопределен-
ная система всегда совместна и имеет единственное ре-
шение относительно ℎଵ = ℎܿ2ݏ, ℎଵ = ℎܿ2ݏ, 
݊ , 	gଵ = gܿ2ݏ, ݀, ܿ.  Это следует из доказанной выше 
теоремы об асимптотической устойчивости отсчетного 
многообразия, а также из линейности системы (39) по 
отношению к этим переменным.  

Для их нахождения из указанной переопределенной 
системы достаточно взять любые восемь уравнений с 
отличным от нуля детерминантом. Пользуясь условием, 
что ݎ  много больше ݇,	эту задачу можно решать при-
ближенно. В частности, в нулевом приближении квад-
ратура  ݇ =0, ݎ = ඥ2ܧ , и из системы (39) находим 

 

VII. ПРИКЛАДНЫЕ АСПЕКТЫ РЕАЛИЗАЦИИ ТЕОРИИ В 
ИНЖЕНЕРНОЙ ПРАКТИКЕ СОВРЕМЕННОЙ ГИРОСКОПИИ 
Базовый конструктивный элемент–ВТГ, имеет квар-

цевый полусферический резонатор из высококачествен-
ного и высокодобротного плавленого кварца [22]. Рабо-
чая поверхность резонатора напыляется тонким слоем 
золота. Такое покрытие позволяет контролировать форму 
упругой деформации кромки резонатора с помощью спе-
циальной системы емкостных датчиков и управлять фор-
мой (модой) упругих рабочих колебаний, изменяя элек-
трические потенциалы на управляющих электродах.  

Необходимое для функционирования ВТГ движение 
(колебания резонатора в пределах упругих деформаций 
кромки полусферы) не связано ни с износом, ни с дегра-
дацией материала, поэтому практически не ограничивает 
долговечности прибора [22,23]. Уникальный физический 
принцип работы ВТГ дает новому гироскопу целый ряд 
преимуществ: полное отсутствие вращающихся частей, 
малое время готовности, малые габаритно-массовые ха-
рактеристики, весьма длительный рабочий ресурс прибо-
ра; высокая температурная стабильность основного кон-
струкционного материала полусферы (плавленого квар-
ца); высокая точность и малая случайная погрешность; 
устойчивость к условиям окружающей среды (темпера-
тура, удары, вибрации, гамма излучение); небольшая по-
требляемая мощность; сохранение инерциальной инфор-
мации при полном кратковременном отключении борто-
вого электропитания. Все перечисленные выше преиму-
щества переводят ВТГ в класс одних из наиболее пер-
спективных гироскопов [24].  

ВТГ космического применения: Специалистами, тех-
нологами и инженерами-конструкторами «НПП «Меди-
кон» разработан двухдетальный ВТГ-ДУС с полусфери-
ческим кварцевым 30-мм резонатором и полусфериче-
скими электродами для применений в условиях относи-
тельно малой входной угловой скорости вращения осно-
вания [25,26]. Синтезированы специальные алгоритмы и 
реализовано эффективное широтно-импульсное управле-
ние, повышающее линейность преобразования датчика 
ВТГ. При этом первоначальное формирование информа-
ции о колебаниях рабочей зоны резонатора осуществля-
ется с помощью пачек импульсов амплитудой 15В, пода-
ваемых на электроды оси X и Y резонатора поочередно с 
последующим усилением. При этом часть периода коле-
баний резонатора электроды используются для формиро-
вания первичной информации, как электроды съема, а 
вторая часть периода колебаний резонатора они исполь-
зуются как электроды управления ВТГ. Схемы, поясня-
ющие работу модуля цифрового управления ВТГ-ДУС 
космического применения приведены на рис. 1–3. 

 
Рис. 1. Функциональная схема датчика угловой скорости. 
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Рис. 2. Схема электродов ВТГ(ДУС).   Рис. 3. Выходной сигнал ПСР. 
 

Выходной сигнал колебаний кромки полусфериче-
ского резонатора (ПСР) наблюдаемый на экране преци-
зионного цифрового осциллографа представлен на 
рис.3. Здесь условно обозначены: R – синфазная (ампли-
тудная) составляющая колебаний резонатора, ρ – квад-
ратурная составляющая колебаний резонатора. 

ВТГ авиационного применения: Как инерциальный 
датчик классический ВТГ является интегрирующим – 
угол поворота волны за время измерения равен интегралу 
проекции угловой скорости на его ось чувствительности, 
поэтому диапазон измеряемых угловых скоростей прак-
тически неограничен, что делает прибор особенно удоб-
ным для использования в перспективных БИНС.   

Для высокодинамичных объектов реализована новая 
конструкция ВТГ-30иг на базе инерциального датчика 
[23] разработки «НПП «Медикон». Гироскоп функцио-
нирует в интегрирующем режиме, имеет многоканаль-
ную цифровую «пушпульную» схему управления по 
алгоритму [16,27], разработанному и реализованному 
сотрудниками «Лаборатории Механики Систем» 
В.Ф.Журавлевым и С.Е.Переляевым (Института про-
блем механики им. А.Ю.Ишлинского РАН). Цифровая 
часть электронного модуля управления содержит про-
цессор обработки сигналов, буферы аналого-цифровых 
преобразователей (АЦП), синтезатор частот, асинхрон-
ный микроконтроллер последовательного интерфейса 
[27]. Цифровой процессор по специальным алгоритмам 
обработки определяет углы ориентации волны, ампли-
туду и квадратную составляющую колебаний резонато-
ра и, используя эту информацию, вычисляет соответ-
ствующие весовые коэффициенты для управления стоя-
чей волной прибора. Программная реализация бортово-
го машинного алгоритма обработки информационных и 
формирования управляющих сигналов производится 
параллельно в отдельном процессоре современной 
быстродействующей программируемой логической ин-
тегральной схемы (ПЛИС) нового поколения. Каждый 
из каналов формирователей сигналов управления со-
держит ряд цифроаналоговых преобразователей (ЦАП), 
на вход которых в цифровом виде поступает информа-
ция о весовых коэффициентах управления, и как опор-
ные, сигналы синусов и косинусов и их производные с 
электродов информационных сигналов, т.е. с выходов 
быстродействующих аналого-цифровых преобразовате-
лей (АЦП). Алгоритм управления и приема данных от 
каждого АЦП реализован в ПЛИС (FPGA) типа “ARTIX-
7” с помощью отдельного «конечного автомата» (finite 
state machine) [27]. Результаты преобразования каждого 
входного АЦП преобразуются «конечным автоматом» в 
параллельный 16-битный код, сопровождаемый призна-
ком готовности. Данная информация поступает на вхо-
ды быстродействующего цифрового процессора (ЦП) 
реального времени. В этом машинном ЦП по синтези-
рованному алгоритму формируются специальные зако-
ны прямого цифрового управления, которые в виде 
напряжений с выходов ЦАП подаются на управляющие 
электроды гироскопа, расположенные на плате кварце-
вого узла возбуждения, съема и управления (ВСУ) при-

бора. Новый полностью цифровой модуль электроники 
– модуль контроллеров гироскопов (МКГ-1) включает 
трехпроцессорную структуру обработки выходных ана-
логовых сигналов трех датчиков (гироскопов). Модуль 
МКГ-1 реализован на базе современной программируе-
мой системы на кристалле (FPGA) типа “ARTIX-7” с 
одиннадцатью встроенными контроллерами, последова-
тельным интерфейсом и главным 64-битным цифровым 
процессором [27]. Программа, реализующая алгоритм 
обработки информационных и формирования управля-
ющих сигналов каждого из трех каналов, выполняется 
параллельно в отдельном процессоре (“Micro-Blaze”).  

Такая параллельная многопроцессорная структура 
обеспечивает одновременный опрос всех трех гироско-
пов. Контроллер последовательной линии связи опра-
шивает выходные устройства каждого процессора, пре-
образует информацию в последовательные пакеты и 
выдает их в стандартную линию связи RS-422. 

VIII. ТОЧНОСТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ГИРОСКОПА 
Результаты испытаний нового инерциального датчи-

ка ВТГ-30иг в лаборатории НПП «Медикон» при ком-
натной температуре окружающего воздуха подтвердили 
высокую стабильность смещения нуля гироскопа в за-
пуске. Стандартное среднее квадратичное отклонение 
(СКО) в запуске прибора ВТГ-30иг [28] не превысило 
значение СКО=0,005град/ч, а случайный уход по углу 
(ARW) менее 0,003град/ч1\2. В результате модернизации 
функциональной схемы модуля МКГ-1 управления ВТГ 
для высокодинамичных объектов ( = 1500	град/с)и 
увеличения частоты опроса (݂ = 200	Гц)  уменьшен 
угловой шум гироскопа:  

аߪ  = 0.11	угл. сек;  	ߝа 	= 0.009	угл. сек ඥГц⁄ .  
Для повышения точностных характеристик нового 

гироскопа разработан способ самокалибровки прибора. 
Применение новой процедуры автокалибровки конкрет-
ного инерциального датчика при его динамических и 
тепловых испытаниях, позволяет говорить об исключи-
тельно положительных результатах нового способа 
компенсации инструментальных и технологических 
погрешностей. Для минимизации времени запуска и 
сокращения готовности точного датчика ВТГ-30 реали-
зован алгоритм ускоренного запуска кварцевого резона-
тора прибора на необходимую резонансную частоту. 
Одновременно синтезирован алгоритм минимизации 
точностной готовности гироскопа, который значительно 
снизил время выхода амплитуды стоячей волны кромки 
резонатора на заданное рабочее значение и обеспечил 
ускоренное подавление ее квадратурной составляющей. 
Все это позволило реально минимизировать время раз-
гона волнового гироскопа до требуемой величины не 
превышающей T=3с. Диапазон измеряемых при тесто-
вых испытаниях прибора максимальных угловых скоро-
стей (±1500град/c) достигнут при заданных разработчи-
ком гражданских областей применений и ограниченных 
возможностях системы управления ВТГ-30иг и модуля 
функциональной электроники макетного образца широ-
кого промышленного применения, а не потенциальными 
возможностями измерений самого нового интегрирую-
щего гироскопа.  

Малое время готовности, за которое гироскоп дости-
гает заданной точности функционирования, показывает 
способность прибора обеспечивать измерение угловой 
скорости вращения Земли и заданную точность авто-
номной ориентации и навигации БИНС-ВТГ в течение 
длительного (более 1ч) времени без коррекции от гло-
бальных спутниковых систем. 
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IX. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Высоконадежный миниатюрный интегрирующий 

гироскоп ВТГ-30иг с цифровым выходом является вы-
сокоточным прибором автономной ориентации, разра-
ботанным российскими специалистами на основе про-
мышленного инерциального датчика ТВГ-01.2 космиче-
ского применения на базе кварцевого беззубцового [23] 
резонатора диаметром 30мм и нового модуля функцио-
нальной обслуживающей электроники (многоканальной 
системы прямого цифрового управления, съема и обра-
ботки сигналов). В настоящее время отработана новая 
конструкция прецизионного ВТГ-30м и изготовлена 
опытная партия гироскопов. Лабораторные тесты ВТГ-
30м показали, что новый прибор способен весьма 
успешно конкурировать с волоконно-оптическими 
(ВОГ) и кольцевыми лазерными гироскопами (КЛГ) по 
цене и точности, превосходя последние по показателю 
надежности функционирования в самых различных и 
жестких условиях эксплуатации и применения. 
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Аннотация—Приведен перечень задач, в результате 
решения которых разработаны и изготовлены волновые 
твердотельные гироскопы, работающие в режиме датчика 
угловых скоростей (ВТГ-ДУС) в двух конструктивных 
вариантах. На базе разработанных ВТГ-ДУС могут быть 
построены системы ориентации, стабилизации и навига-
ции (СОСН) среднего класса точности. Приведены пара-
метры одного из вариантов ВТГ-ДУС и проектная оценка 
точности СОСН на его базе 

Ключевые слова—волновой твердотельный гироскоп, 
металлический резонатор, измерительный модуль, гиро-
вертикаль, гиростабилизатор 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Волновой твердотельный гироскоп (ВТГ) с металли-

ческим резонатором имеет некоторые технико-
эксплуатационные преимущества по сравнению с дру-
гими типами гироскопов, а достигнутые значения пара-
метров точности дают возможность его применения в 
системах стабилизации и ориентации среднего класса 
точности [1, 2, 3, 4]. 

II. ПРОЕКТНЫЕ ЗАДАЧИ И ИХ РЕЗУЛЬТАТЫ 
При разработке ВТГ с металлическим резонатором 

были сформулированы и решены следующие задачи [5]: 

 выбран материал, обеспечивающий необходимый 
баланс между инварными и элинварными свой-
ствами с учетом изменения его структуры в про-
цессе совместной механической и термической 
обработки; 

 определены формы и размеры цилиндрического 
составного резонатора, обеспечивающих локали-
зацию колебаний вблизи свободной кромки ре-
зонатора; 

 рассчитаны размеры конструкции резонатора, 
обеспечивающие отсутствие «резонансных раз-
меров» сопрягаемых элементов конструкции, 
особенно разнесение частот колебаний свобод-
ной кромки резонатора и узла крепления; 

 разработаны методики и функционально-
программное обеспечение балансировки резона-
тора по четырем формам распределения дефек-
тов масс, устраняющих разночастотность и раз-
нодобротность с требуемой точностью; 

 разработаны функционально-структурная и элек-
трическая схемы электроники, обеспечивающие 
работу ВТГ в режиме датчика угловой скорости 
и угла при использовании пьезокерамики по осям 
возбуждения, измерения и коррекции; 

 разработана методика настройки и калибровки 
резонатора при одновременном воздействии уг-
ловой скорости и температуры с учетом взаимо-
влияния кориолисовой и квадратурной состав-
ляющих в выходном сигнале ВТГ [6]. 

III. РЕАЛИЗАЦИЯ 
Конструкция ВТГ-ДУС (исполнение 1) (рис. 1) имеет 

параметры (табл. 1), которые могут быть расширены: 
увеличен диапазон измеряемых угловых скоростей до ± 
10000 °/с и полоса пропускания до 150 Гц с уменьшени-
ем параметров точности и при некотором увеличении 
шума покоя.  

Второе исполнение ВТГ-ДУС (рис. 2) с корпусом, 
снабженным амортизаторами в трех точках крепления, 
создает возможность построения трехосного измеритель-
ного модуля для систем ориентации, стабилизации и нави-
гации динамичных носителей различного применения. 
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IV. ПРОЕКТНАЯ ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ СОСН НА ВТГ-ДУС 
1. Трехосный измерительный модуль, может исполь-

зоваться как устройство временной «пространственной 
памяти» в диапазоне измерения (±300 - ±2000) °/с и тем-
пературном интервале (- 40 – +85) °С: случайное блуж-
дание 0,05°/√ч, нестабильность нуля 0,5 °/ч, нестабиль-
ность масштабного коэффициента (0,005 – 0,05) °/с. 

2. Бескарданная гировертикаль, может применяться 
для определения углов по тангажу ±90 °, по крену ±180°. 
Точность определения углов в горизонтальном полете 
0,5°, после выполнения разворотов и спиралей длительно-
стью до 10 мин и выключенной коррекцией – не более 2°. 

 
Рис. 1. ВТГ-ДУС с металлическим резонатором: а – общий вид, б – 
габаритные размеры, в – конструкция (1 – резонатор, 2 – узел 
крепления, 3 – корпус, 4 – гермовывод, 5 – кожух) 

ТЕХНИЧЕСКИЕ ПАРАМЕТРЫ ВТГ-ДУС 

Параметр Значение 

Количество осей до 3 включительно 

Формат выходных данных Цифровой, аналого-
вый 

Интерфейс CAN, RS-232/422/485 
Частота передачи выходных 
данных 500-10000 Гц 

Температурная компенсация есть 

Диапазон измерения до ±2000 º/с 

Полоса пропускания до 50 Гц 
Случайный дрейф нулевого 
сигнала менее 0,6 º/ч 

Случайное блуждание 0,06 º/√час 

Шум покоя, RMS менее 0,025 º/с 

Ошибка масштабного 
коэффициента во всем 
диапазоне температур 

менее 0,05%  для диа-
пазона ± 2000°/с 

менее 0,005%  для 
диапазона ± 200°/с 

Время запуска менее 3 с 

Параметр Значение 

Время выхода на режим менее 6 с 

Потребляемая мощность менее 4 Вт 

Диапазон рабочих температур -40 ºС … +85 ºС 
Диапазон температур 
хранения -55 ºС … +90 ºС 

Электромагнитные влияния не защищено 

 

 
Рис. 2. ВТГ-ДУС с амортизированным корпусом (габаритные размеры) 

3. Малогабаритный двухосный управляемый гиро-
стабилизатор оптической аппаратуры, математическое 
моделирование которого определило отношение по-
грешности к возмущающему моменту менее 0,0005, а 
погрешность сопровождения менее 0,005 рад, при угло-
вой скорости объекта 1 рад/с. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Разработан и подготовлен к производству на серий-

ном заводе ВТГ-ДУС с металлическим резонатором, с 
практически неограниченным временем работы, с пара-
метрами среднего класса точности, который может быть 
применён в СОСН различных носителей. 
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Аннотация—Предложен численно-аналитический метод 
решения уравнения динамики кольцевого резонатора, закреп-
ленного на произвольно вращающемся основании. Метод ос-
нован на комбинированном использовании обобщенного мето-
да Бубнова–Галеркина (Канторовича) по углу и метода пря-
мых (Роте) по временной переменной. В отличие от ранее при-
веденных результатов в исходной модели учитываются слага-
емые, пропорциональные квадрату угловой скорости основа-
ния и угловому ускорению, также предполагается наличие 
неоднородности параметров резонатора по углу. Приведенный 
пример позволяет сделать вывод о пригодности метода для 
случая динамических процессов высокой интенсивности 
(большой квадрат угловой скорости и угловое ускорение), в 
частности, показан эффект снижения влияния дефекта пара-
метров резонатора по 4-й гармонике на его динамику. 

Ключевые слова—волновой твердотельный гироскоп, рас-
щепление частоты 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В общем виде математическая модель динамики упругих 

процессов в тонкостенных оболочках резонаторов ВТГ опи-
сывается системой нестационарных дифференциальных 
уравнений в частных производных. Численное интегрирова-
ние таких систем с достаточной точностью требует значи-
тельных вычислительных затрат. С учетом того, что основная 
часть энергии и максимальная амплитуда колебаний резона-
тора соответствуют области, примыкающей к его кромке, 
часто вместо модели упругой оболочки рассматривается 
кольцевая модель ВТГ.  

Особенно просто анализ динамики кольцевого резонато-
ра выполняется в случае постоянной угловой скорости осно-
вания и отсутствия дефектов в угловом распределении его 
параметров [1–3]. В этом случае уравнения динамики реша-
ются аналитически, находятся собственная частота колеба-
ний, коэффициент прецессии и другие кинематические и 
энергетические параметры. При определенном законе угло-
вой скорости от времени (линейный, гармонический, закон 

квадратного корня и др.), путем сведения к известным диф-
ференциальным уравнениям второго порядка с переменными 
коэффициентами, для кольцевого резонатора решения урав-
нений динамики также могут быть найдены аналитически в 
виде специальных функций [1]. Вид таких решений может 
быть достаточно громоздким и требовать различных асимп-
тотических представлений для разных диапазонов скоростей. 
Кроме того, далеко не любой закон поворота основания поз-
воляет получить такие аналитические решения. В частности, 
это касается таких практически важных случаев, когда угло-
вая скорость меняет свой закон со временем, а также, если 
она задана не в аналитическом, а в табличном виде. Наконец, 
при выводе решений уравнений динамики ВТГ предполага-
ется, что угловая скорость поворота основания мала и можно 
пренебречь ее квадратом, линеаризуя, таким образом, исход-
ную задачу. 

Целью работы является исследование нелинейных дина-
мических процессов в резонаторе неидеального ВТГ при 
больших угловых скоростях и ускорениях, имеющим место, 
например, в бурильных головках современного нефтегазово-
го оборудования. 

В данной работе предлагается универсальный численно-
аналитический метод решения уравнения динамики колеба-
ний кольцевого резонатора при произвольном законе пово-
рота основания и амплитудах угловых скоростей и ускоре-
ний. Метод основан на комбинированном использовании 
метода интегральных преобразований по пространственной 
переменной и метода прямых (Роте) по временной перемен-
ной. В литературе он известен под названием метода Канто-
ровича [4], либо обобщенного метода Бубнова–Галеркина. 
Рассматриваются вопросы, связанные с устойчивостью, 
оценкой погрешности и вычислительной сложностью алго-
ритма реализации. 

Известно, что на характеристики ВТГ большое влияние 
оказывает упруго-массовый дебаланс резонатора, возника-
ющий из-за технологических погрешностей при его изготов-
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лении [1–3, 5]. Этот дебаланс вызывает расщепление соб-
ственной частоты резонатора, снижает его добротность за 
счет рассеяния энергии колебаний в опорах, и приводит к 
возникновению систематического дрейфа стоячей волны. 
Поэтому необходим процесс балансировки, при котором мас-
совый дисбаланс компенсируется путем удаления небольших 
количеств вещества из определенных мест резонатора. 

В этой связи в работе отдельно рассматривается также 
важный случай моделирования динамики неидеального 
кольцевого резонатора с зависящими от угла физическими 
параметрами. При этом предполагается, что характеристики 
материала (плотность, модуль Юнга, добротность и др.) мо-
гут быть разложены в ряд Фурье по четырем низшим гармо-
никам неоднородности. Методом разделения (Фурье) можно 
получить решение динамики ВТГ в виде ряда по тригоно-
метрическим базисным функциям, оценить расщепление 
частоты, ориентацию осей жесткости и дрейф стоячей волны 
как функцию амплитуды и фазы неоднородности. Совмест-
ный учет в предложенной математической модели как не-
идеальности материала резонатора, так и внешней высоко-
интенсивной динамической нагрузки, позволяет сделать вы-
вод о возможности динамической компенсации дрейфа не-
сбалансированного резонатора при высоких скоростях и 
ускорениях резонатора, в частности, при высокочастотных 
вибрациях. Важным также является случай переходных про-
цессов, при которых основание достаточно резко переходит 
от одного скоростного режима к другому. Могут быть ис-
следованы как случаи свободных, так и вынужденных коле-
баний резонатора ВТГ. 

Примеры демонстрируют эффективность предложенного 
метода анализа нелинейной динамики ВТГ. Метод позволяет 
эффективно исследовать ранее не рассмотренные динамиче-
ские режимы функционирования неидеальных ВТГ как 
кольцевого типа, так и имеющих резонатор в форме оболоч-
ки вращения (полусферический, цилиндрический и др.). Ре-
зультаты расчетов хорошо согласуются с вычислениями по 
методу конечных элементов (МКЭ), а также с эксперимен-
тальными данными. 

II. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
В качестве исходной возьмем модель свободных колеба-

ний неидеального ВТГ с диссипацией, находящегося на ос-
новании, вращающемся с переменной угловой скоростью:  

IV2 IV 2

IV2 2 2

4 2 ( 3 ) ( )

( ) ( ) ( ) ,

w w w w w w w w

w w w w w w F



    

               

                   

  

   
 (1) 

где  ( , )w w t  – радиальное перемещение точки на 
кромке кольца, м; ( )t   – угловая скорость поворота 
основания, рад/с; 2 4/ ( )EJ SR  ;   – плотность материа-
ла, кг/м3; S – площадь поперечного сечения, м2; R  – радиус 

средней нейтральной линии, м; E  – модуль упругости мате-
риала, Па; 4 /12J h  – момент инерции поперечного сече-
ния относительно нейтральной оси, м4; h – толщина, м; ξ – 
время затухания, с; ( , )F F t  – ускорение точек системы 
под влиянием проекции внешней распределенной нагрузки 
на плоскость кольца, м/с2.  

В литературе чаще всего ограничиваются рассмотрением 
небольших угловых скоростей и ускорений ( 2, 1   ): 

2 VI IV VI IV4 2 ( 2 ) .w w w w w w w w w F                      (2) 

К сожалению, аналитический метод разделения перемен-
ных не может быть непосредственно использован в случаях 
наличия диссипации (даже равномерной по окружному уг-
лу). Он позволяет исследовать динамику резонатора ВТГ 
лишь для очень узкого класса угловых скоростей основания 
[1]: постоянной (Ω=const), изменяющейся по линейному за-
кону (с помощью функций параболического цилиндра), из-
меняющейся по закону квадратного корня (с помощью 
функций Эйри), изменяющейся по гармоническому закону (с 
помощью функций Матье). И даже в этих случаях решение 
имеет слишком громоздкий вид. С другой стороны, метод 
конечных разностей позволяет смоделировать любые неод-
нородности характеристик и динамики ВТГ. Однако, для 
обеспечения устойчивости и малой погрешности аппрокси-
мации необходимо либо использовать очень маленькие (син-
хронизированные между собой) шаги дискретизации по углу 
и времени, либо переходить к громоздким вычислительным 
схемам, обеспечивающим выполнение этих двух условий. В 
обоих случаях время расчетов даже на несколько секунд бу-
дет неприемлемо большим. 

Поэтому далее перейдем к рассмотрению численно-
аналитического метода, основанного на комбинированном 
использовании метода прямых (Роте) и интегральных преоб-
разований. В литературе он часто встречается под названием 
метода Канторовича [4], либо обобщенного метода Бубнова–
Галеркина [2]. 

III. МЕТОД РЕШЕНИЯ 
В качестве исходной возьмем модель свободных колеба-

ний (F = 0) неидеального ВТГ с диссипацией, находящегося 
на основании, вращающемся с переменной угловой скоро-
стью (1). Для однозначного решения уравнения динамики 
его необходимо дополнить начальными условиями а также 
условиями периодичности: 

0 1
( ) ( )

( , 0) ( ), ( , 0) ( );

(0, ) (2 , ), 0,1,...,5.l l

w a w a
w t w t l
   



 

 


 (3) 

Будем искать решение в виде 

( , ) ( ) sin 2 ( ) cos 2w t p t q t     (4) 
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Подставив это выражение в (1), после последовательного 
скалярного домножения на базисные функции sin 2 , cos 2   
(метод Бубнова–Галеркина), получим систему 
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где 
2 2

2 2 2 2
ss cc

0 0
2

2
sc cs

0

1 1( )sin 2 d , ( )cos 2 d ,

1 ( )sin 2 cos 2 d .

G G

G G

 



       
 

    


 

 

 


 

Для решения системы (5) применим метод конечных раз-
ностей по времени на сетке 
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Тогда, со вторым порядком точности по  , имеем 
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Подставляя эти аппроксимации в (5), получим систему  
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На каждом шаге i решение системы (6) имеет вид  
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Аппроксимация краевых условий получается после под-
становки (4) в (3), замены 

1 0 1 0(0) , (0)
p p q q

p q
 
 

    

и последовательного скалярного домножения на базисные 
функции sin 2 , cos 2  : 

2 2
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IV. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 
В качестве модели скорости возьмем экспоненциально 

уменьшающийся рост от 0 до A: 

 ( ) 1 e , ( ) e , 0.t tt A t A          

Примем наличие дефекта массы по 4-й гармонике, вызы-
вающего расщепление частоты резонатора: 

0 4 4( ) cos 4( )        , 

где 4  – амплитуда, а 4  – ориентация гармоники. 

В этом случае 

2 24 4
0 4 0 4

4
4

cos 4 , cos 4 ,
2 2

sin 4 .
2
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G G
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Без ограничения общности положим 0 1,  что фактиче-
ски аналогично переходу в (1) к безразмерным величинам 
времени, угловой скорости и времени затухания упругих 
релаксаций. 

Для начальных условий (3) примем 

0 1( ) cos 2 , ( ) 0.a a     

Анализ системы (5) и ее решения показывает, что при ма-
лых значениях   (высокая добротность) эффект разноча-

XXVII Санкт-Петербургская международная конференция по интегрированным навигационным системам, 2020 г.

278



стотности должен быть наиболее заметен при малых значе-
ниях 2  и  . И наоборот, в случае быстрого нарастания 
угловой скорости до высокой амплитуды, влияние дефекта по 
4-й гармонике будет менее существенным, а именно, когда 

4
2 min{ , }
9

A A   . (7) 

Последнее условие корректно лишь при достаточно 
больших временах с начала процесса, однако, можно пред-
положить, что при больших значениях параметра  эффект 
разночастотности еще не успеет заметно проявиться.  

а

 

б 

Рис. 1. Амплитуды колебаний в точке 0  при параметрах 2, 1A    (а) 
и 2, 0.1A    (б) (полужирная линия – случай 4 0  ) 

Для проверки последней гипотезы был проведен числен-
ный эксперимент при различных значениях параметров 

4 , ,A  . Подтверждающие гипотезу результаты для двух 
комбинаций таких параметров, соответственно удовлетво-
ряющих и не удовлетворяющих соотношению (7), приведе-
ны на рис. 1. Здесь было принято 4 0.1,  4 / 7  ; интер-
вал времени [0,10]t ; шаг равномерной сетки τ=1·10-3. 

Следует отметить, что полученный результат имеет до-
статочно общий характер и может быть получен при других 
законах резкого нарастания угловой скорости основания до 
больших значений, отличных от экспоненциального. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Полученные численно-аналитические решения позволя-

ют качественно оценить влияние нестационарной динамики 
и неоднородности характеристик ВТГ на его функциониро-
вание. По сравнению с аналитическими или численными 
моделями преимущество рассмотренного численно-
аналитического метода Канторовича состоит в его высоком 
быстродействии и гибкости. Учитывая все это, можно за-
ключить, что кольцевая модель может рассматриваться как 
эффективное средство наряду с уточненными моделями на 
основе МКЭ. Показано, что учет нелинейности в виде квад-
рата угловой скорости и ее ускорения в уравнении динамики 
ВТГ может позволить объяснить ряд эффектов, в частности, 
ослабление влияния дефекта массы по 4 гармонике и разно-
частотности на дрейф стоячей волны. 
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Аннотация—В работе проведены исследования, 

направленные на поиск условий, обеспечивающих подав-
ление влияния магнитного поля на дрейф нуля в зеема-
новских четырехчастотных и квазичетырехчастотных 
лазерных гироскопах. Определены оптимальные области в 
пределах контура усиления активной среды и значений 
подставки, при работе в которых обеспечивается макси-
мальное подавление влияния магнитного поля на дрейф 
гироскопа. Создана система, управляющая гироскопом и 
выводящая его в режим минимальной магнитной чув-
ствительности. Получено ослабление влияния магнитного 
поля на дрейф нуля более чем на три порядка. 

Ключевые слова—лазерный гироскоп, 
четырехчастотный лазерный гироскоп, непланарный 
резонатор, зеемановская подставка 

I. ВВЕДЕНИЕ 
 В лазерных гироскопах связь встречных волн при-

водит к нелинейности выходной частотной характери-
стики и образованию области захвата частоты, в кото-
рой разность частот встречных волн равна нулю и изме-
рение вращения вызывает большие сложности [1–3, 13, 
14]. Поэтому используют различные виды подставок, 
смещающих рабочую характеристику гироскопа в ли-
нейную область, что позволяет преодолеть влияние не-
линейности характеристики. Одним из подходов, обес-
печивающих создание частотной подставки, является 
использование магнитооптических явлений, для чего 
лазерный гироскоп делается чувствительным к магнит-
ному полю благодаря либо эффекту Фарадея, либо ра-
ботающим совместно эффектам Зеемана и затягивания 
частоты. Что позволяет путем наложения магнитного 
поля сместить рабочую точку на выходной частотной 
характеристике в линейную область и измерять малые 
вращения с высокой точностью. Но в этом случае ла-
зерный гироскоп оказывается чувствительным к внеш-
ним магнитным полям, что существенно ухудшает его 
точность. В случае двухчастотных зеемановских лазер-
ных гироскопов, для уменьшения влияния магнитного 
поля, используют несколько магнитных экранов, а так-
же режим переключения ортогональных мод генериру-
емого излучения, это, так называемый, квазичетырехча-
стотный режим работы. В гироскопах с магнитооптиче-
ской подставкой используется круговая поляризация, 
причем моды излучения с левой и правой поляризацией 
(рис. 1) имеют разный знак создаваемой разности частот 
встречных волн при воздействии магнитного поля. По-

этому, используя, либо поочередную работу гироскопа 
на ортогональных поляризациях излучения, либо одно-
временную генерацию на модах с левой и правой поля-
ризацией, так называемый четырехчастотный режим 
генерации, можно существенно уменьшить влияние 
магнитного поля [4–8]. Но чувствительность разности 
частот встречных волн при воздействии магнитного 
поля для мод с ортогональной поляризацией, хотя и 
имеет разный знак, по величине может отличаться в 
зависимости от ряда условий. Для зеемановских лазер-
ных гироскопов величина расщепления частот генера-
ции встречных волн определяется зеемановским рас-
щеплением уровней и аномальной дисперсией усилива-
ющей активной среды. Дисперсионная кривая зависит от 
усиления, ширины и симметричности контура усиления, 
который может изменяться при изменениях температуры, 
давления, состава рабочей смеси, соотношения изотопов 
неона, гелия, а также других параметров рабочей смеси 
[9–12]. Сумма частот зеемановских биений пучков орто-
гональных поляризаций [11]:  21 ff , где 

),(  K ;   – расстройка частоты;   – 
ширина полосы резонатора;   – превышение усиления 
над потерями;   – зеемановское расщепление подуров-
ней;   – межмодовый интервал; ),( K  – функция 
магнитной чувствительности к расстройке. Фактически 
это выражение с одной стороны определяет точность 
системы поддержания периметра, а с другой – остаточ-
ную чувствительность к влиянию магнитного поля. Для 
уменьшения остаточной чувствительности зеемановского 
лазерного гироскопа к внешним магнитным полям, ра-
бочую точку, определяемую частотами генерации излу-
чения мод с левой и правой поляризацией относительно 
контура усиления, необходимо выбирать так, чтобы 
обеспечивалось равенство по модулю чувствительно-
стей к магнитному полю. Более устойчивым к влиянию 
изменяющихся внешних магнитных полей будет режим 
лазерного гироскопа, в котором рабочая точка обеспе-
чивает меньшее изменение суммы частот при измене-
нии величины магнитного поля. Это позволит, при из-
менениях параметров лазера, получить максимальное 
подавление влияния внешних магнитных полей.  

II. МОДЕЛИРОВАНИЕ ГЕНЕРАЦИИ В 
ЧЕТЫРЕХЧАСТОТНОМ ЛАЗЕРНОМ ГИРОСКОПЕ 

В работе выполнено численное моделирование, рас-
чет разностей частот и интенсивностей встречных волн 

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в 
рамках научного проекта № 20-07-00962 а. 
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для левой и правой круговых поляризаций в лазерном 
гироскопе с гелий-неоновой активной средой для пере-
хода 3s2-2p4 (633 нм) при воздействии магнитного поля 
и перестройке частоты генерации в пределах контура 
усиления. Рассмотрены рабочие смеси c соотношением 
изотопов 91% - 20Ne и 9% - 22Ne, а также 53/47% смесью 
20Ne и 22Ne. В расчетах учитывался эффект пленения 
излучения на переходах неона. Определена оптимальная 
область работы гироскопа при перестройке частоты ге-
нерации в пределах контура усиления, обеспечивающая 
минимизацию влияния магнитного поля на дрейф нуля. 

 
Рис. 1. Спектр частот симметричного непланарного резонатора с 
периметром 28 см 

Динамика генерации в кольцевом лазере [14], в 
наиболее простом случае, с учетом рассеяния излуче-
ния, в четырехчастотном режиме описывается системой 
уравнений: 
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Интенсивности могут быть найдены как: 
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l, 2l, r, 2r – безразмерные интенсивности встречных 
волн ортогональных поляризаций; 1l, 2l, 1r, 2r – раз-
ности коэффициентов усиления и потерь ортогональных 
поляризаций; l, l, r, r – коэффициенты насыще-
ния каждой из волн; l, l, r, r – коэффициенты 
кросс насыщения каждой из волн; lr, lr, rl, rl – 
коэффициенты кросс насыщения встречных волн орто-

гональных поляризаций; l, 2l, r, 2r – коэффициенты 
связи, обусловленные обратным рассеянием. 

Решение системы уравнений (1) позволяет получить 
величину амплитудной модуляции интенсивности и 
сдвиг фазы колебаний амплитуды каждой из встречных 
волн ортогональных поляризаций (рис. 2). Более точную 
систему уравнений можно найти в работах [9-12]. 

 
Рис. 2. Амплитудная модуляция встречных волн для одной из 
поляризаций 

III. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА 
Экспериментальные исследования проводились на 

двух созданных установках, включающих в себя двух 
или четырехчастотный гироскоп с зеемановской под-
ставкой, блок управления и питания гироскопа, ком-
плекс контрольно-измерительной аппаратуры, компью-
тер с платой АЦП и ЦАП (рис. 3, 4). Периметр исполь-
зуемого двухчастотного гироскопа ~ 20 см, четырехча-
стотного ~ 28 см. Для обеспечения работы в четырехча-
стотном режиме использовалась ~ 53/47% смесь изото-
пов Ne20 и Ne22 неона в активной среде. Двухчастотный 
гироскоп мог работать в квазичетырехчастотном режи-
ме. Рабочая точка, соответствующая частотам генера-
ции мод излучения с левой и правой поляризацией от-
носительно контура усиления, устанавливалась с помо-
щью системы регулирования периметром, основываясь 
на нескольких критериях. Самым грубым критерием 
являлось равенство мощностей генерации волн с левой 
и правой поляризацией, этот критерий использовался в 
начальный момент после поджига разряда. Затем проис-
ходила более тонкая настройка периметра резонатора - 
частоты генерации ортогональных мод излучения уста-
навливались таким образом, чтобы их подставки были 
равны (рис. 5). В этом случае чувствительность к воз-
действию магнитного поля на расщепление частот гене-
рации ортогонально поляризованных мод излучения 
становилась одинаковой, но с противоположным зна-
ком. Изменение величины магнитного поля (рис. 5) 
приводит к изменению областей существования мод с 
левой и правой поляризацией [9–12], при этом меняется 
еще и амплитуда сигналов биений встречных волн. В 
результате, при изменении величины магнитного поля 
подставки, рабочая точка, определяемая равенством 
модулей магнитных чувствительностей, смещается 
(рис. 6.). Увеличение магнитного поля подставки при-
водит к уменьшению крутизны кривой (рис. 6.) и одно-
временно выравниванию амплитуд сигналов биений 
ортогональных поляризаций. Таким образом, при работе 
на пологом участке, где зависимость имеет первую про-
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изводную, близкую к нулевой, изменение магнитного 
поля не будет смещать рабочую точку четырехчастот-
ного лазерного гироскопа. Гироскоп в этом случае будет 
обладать меньшей остаточной магнитной чувствитель-
ностью и более высокой стабильностью характеристик. 
А рабочая точка будет находиться ближе к середине 
областей существования мод с левой и правой поляри-
зацией (рис. 5). 

 
Рис. 3. Схема экспериментальной установки и осциллограмма 
сигналов биений встречных волн ортогональных поляризаций 

 
Рис. 4. Блок-схема системы управления четырехчастотным 
зеемановским лазерным гироскопом 

Дополнительно к вычитанию влияния магнитного 
поля при использовании сигналов биений встречных 
волн мод с ортогональной поляризацией, основываясь 
на измеряемых параметрах сигналов биений, вычисля-
лась величина пропорциональная воздействующему на 
гироскоп внешнему магнитному полю (рис. 7) и подава-
лась в систему компенсации этого магнитного поля 
(рис. 4). Вырабатываемый цифровой сигнал поступал на 
ЦАП, после чего усиливался, затем преобразовывался в 
ток, пропускаемый по катушке, намотанной вокруг ги-
роскопа (рис. 4). В таком режиме гироскоп работает в 
малых внешних магнитных полях, что уменьшает нели-

нейные эффекты. В результате удавалось существенно 
ослабить воздействие внешнего магнитного поля 
(рис. 7, 8). Для лазерного гироскопа, работающего в 
квазичетырехчастотном режиме, при настройке частоты 
генерации относительно контура усиления для мод с 
левой и правой поляризацией рабочая точка выбиралась 
таким образом, чтобы чувствительность к магнитному 
полю, определяемая по величине подставки, по модулю 
была равной. Это позволяло существенно ослабить вли-
яние магнитных полей на дрейф нуля зеемановского 
двухчастотного лазерного гироскопа. 

a. 

b. 
Рис. 5. Зависимости величин подставок от перестройки длины 
резонатора для ортогональных поляризаций для меньшего (a) и 
большего (b) знакопеременного тока в катушках, создающих 
магнитное поле в активной области гироскопа. Рабочая точка, 
соответствующая равенству этих подставок (точка пересечения) при 
малых величинах магнитного поля зеемановской подставки смещена к 
краю области одновременного существования волн ортогональных 
поляризаций (a). При оптимальных магнитных полях рабочая точка 
оказывается ближе к середине (b) области существования волн 
ортогональных поляризаций 

 
Рис. 6. Зависимость величины знакопеременной зеемановской 
подставки (F) и напряжения (U) в системе СРП, соответствующих 
равенству подставок для ортогональных мод, от тока в катушках (J) 
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Рис. 7. Графики зависимостей сигналов биений встречных волн 
ортогональных поляризаций от времени при ступенчатом изменении 
величины магнитного поля. Кривая, отображаемая синим цветом, 
является суммой сигналов для ортогональных поляризаций и 
показывает существенное ослабление влияния магнитного поля. 
Серым оттенком показана величина пропорциональная внешнему 
магнитному полю и может быть использована для магнитного 
экранирования или в модели ошибок для дрейфа гироскопа 

 
Рис. 8. Вариация Аллана для четырехчастотного лазерного гироскопа 
в рабочем режиме 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В результате проведенных исследований получены 

оптимальные области частот генерации в пределах кон-
тура усиления активной среды, а также необходимая 
амплитуда подставки, обеспечивающие максимальное 
подавление влияния изменений магнитного поля на 
дрейф нуля гироскопа. Создана система управления ги-
роскопом, выводящая его в режим минимальной маг-
нитной чувствительности к изменениям внешнего маг-
нитного поля, а также система активного магнитного 
экранирования. Использование разработанных методов 
в четырехчастотном лазерном гироскопе, в совокупно-

сти, позволяет получить ослабление влияния магнитно-
го поля более чем на три порядка. Полученные резуль-
таты могут быть использованы как при работе в четы-
рехчастотном режиме зеемановского лазерного гиро-
скопа, так и на двухчастотных зеемановских лазерных 
гироскопах с квазичетырехчастотным режимом работы. 

Авторы выражают особую благодарность 
А.И. Варенику, В.С. Суслину и А.Д. Морозову за созда-
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Аннотация—Описана установка для измерения ком-
плексных коэффициентов связи в кольцевом оптическом 
резонаторе лазерного гироскопа. Использование результатов 
измерений позволяет на этапе сборки лазерного гироскопа 
прогнозировать величины порога захвата и нелинейных 
поправок масштабного коэффициента, связанных с влияни-
ем обратного рассеяния зеркал кольцевого резонатора.   

Ключевые слова—лазерный гироскоп, кольцевой резона-
тор, обратное рассеяние, комплексные коэффициенты 
связи, порог захвата 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Одним из основных источников погрешности лазерно-

го гироскопа (ЛГ) на основе кольцевого He-Ne лазера с 
длиной волны λ=632.8 нм является обратное рассеяние 
(ОР) на зеркалах. Его величина характеризуется ком-
плексными коэффициентами связи (ККС), модули кото-
рых представляют собой части поля собственных колеба-
ний кольцевого резонатора (КР), рассеянных во встреч-
ных направлениях [1]. Наличие диссипативной составля-
ющей ККС является причиной так называемого захвата 
частот встречных волн (ВВ). Влияние консервативной 
составляющей приводит к нелинейным искажениям мас-
штабного коэффициента ЛГ. 

Существующая на сегодняшний день метрологическая 
база позволяет определить величины ККС лишь на конеч-
ной стадии сборки гироскопа после заполнения датчика 
рабочей газовой смесью. Практика показывает, что при 
массовой сборке, разброс значений ККС значителен. 
Например, различие между минимальными и максималь-
ными значениями порога захвата достигает 20-30 раз [2]. 
Объяснить это влиянием крупных пылевидных частиц в 
рабочей зоне зеркал не всегда удается. Столь большой 
разброс величин параметров обусловлен, прежде всего, 
физической природой формирования полей ОР в КР (так 
называемой спекл-структурой поля обратного рассеяния).  
Следует также учитывать, что оценить величину этих ко-
эффициентов становится возможным после трудоемкой 
процедуры электровакуумной обработки моноблочного 
датчика. По этой причине, измерения ККС на стадии 
сборки и юстировки кольцевого резонатора является не 
только крайне важным средством контроля, но, что более 
важно, позволяет повысить точность лазерного гироскопа. 

II. ФИЗИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ИЗМЕРЕНИЙ КОМПЛЕКСНЫХ 
КОЭФФИЦИЕНТОВ СВЯЗИ В КОЛЬЦЕВОМ ОПТИЧЕСКОМ 

РЕЗОНАТОРЕ 
При измерении ККС используются две оптические 

схемы, представленные на рис. 1. Схема №1 (рис. 1, а) 

описывает процесс измерений модулей ККС. Схема №2 
(рис. 1, б) иллюстрирует измерения величины суммарно-
го фазового сдвига, возникающего в результате ОР зер-
кал КР. Подробно метод измерения ККС описан в работе 
[3]. Ниже дано краткое описание метода. 

 

                 
а) 

 

            
 б) 

Рис. 1, а, б. Оптические схемы для измерения ККС в КР и изменения 
интенсивностей излучения при перемещении зеркал: ЗЛ – 
зондирующий лазер, ОИ – оптический изолятор, 50% – 
полупрозрачная делительная пластина, ВЗ – возвратное зеркало, ОС – 
оптический смеситель, КР – кольцевой резонатор 

При помощи излучения зондирующего He-Ne лазера 
(ЗЛ) с длиной волны 632.8 нм во встречных направлени-
ях КР возбуждаются собственные колебания. Интенсив-
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ности излучений, выходящие из КР, представляют собой 
результат интерференции полей ОР и собственных коле-
баний резонатора. Принимая во внимание малые вели-
чины модулей ККС и совпадение частоты генерации ЗЛ 
с частотой собственного колебания КР, получаем следу-
ющие соотношения для интенсивностей встречных волн: 
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где Icw и Iccw – интенсивности излучений, выходящих из 
КР в направлении по и против часовой стрелки,  и 

 – их постоянные составляющие, δ – потери КР, φcw и 
φccw – фазовые сдвиги из-за ОР. Из структуры уравнений, 
описывающих интенсивности и разность фаз ВВ, следу-
ет, что фазовые сдвиги, возникающие при ОР, фигури-
руют в этих уравнениях в виде суммы φ = φcw + φccw. По-
этому под ККС подразумеваются величины трех пара-
метров: rcw, rccw и φ.  

При медленном (с периодом 10-20 секунд) переме-
щении зеркал, располагающихся снаружи измеряемого 
КР, величина разности фаз χ изменяется в диапазоне от 0 
до 2π. В интенсивностях ВВ наблюдаются небольшие 
(0.1–1%) изменения. Наблюдаемый при этом сдвиг меж-
ду положениями экстремумов интерференционных кар-
тин является искомой величиной суммарного фазового 
сдвига φ. Например, в случае φ=π положение максимума 
интенсивности одной из волн будет совпадать с положе-
нием минимума интенсивности встречной волны. Ис-
пользование схемы №1 позволяет измерить модули ККС.  

В этом случае контраст регистрируемой интерферен-
ционной картины, представляемый собой отношение 
разности максимального и минимального значений ин-
тенсивности к их сумме, равняется: 
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где T – коэффициент пропускания выходного зеркала 
КР, R – коэффициент отражения (по интенсивности) ВЗ. 
При измерении модулей ККС ВВ собственные колеба-
ния в КР поочередно возбуждаются в направлениях по и 
против часовой стрелки. Соответственно с этим 
изменяется положение ВЗ. 

В случае схемы №2 (Рис. 1б) величины контрастов 
описываются следующим соотношением: 
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III. ОПИСАНИЕ ИЗМЕРИТЕЛЬНОЙ УСТАНОВКИ 
На рис. 2 представлена блок-схема установки, кото-

рая помимо модулей ККС позволяет измерять суммар-
ный фазовый сдвиг, возникающий из-за ОР. В состав 
схемы входят 6 основных блоков: зондирующий лазер 
(ЗЛ), блок стабилизации частоты (БСЧ), оптический сме-
ситель (ОС), блок регистрации и обработки оптических 
сигналов (БР), блок управления (БУ). В качестве объекта 
измерения на рисунке представлен измеряемый КР с 
системой управления периметром (КРсСУП). 

При практической реализации метода необходимо 
решить целый ряд ключевых задач. Прежде всего необ-
ходимо иметь высокостабильный зондирующий He-Ne 
лазер (ЗЛ) с длиной волны 632.8 нм, корпус которого 
выполнен из материала со сверхнизким коэффициентом 
теплового расширения. Лазер должен быть снабжен пье-
зоэлектрическим корректором (ПЭК) для управления 
частотой генерации. Выходная мощность одномодовой 
генерации лазера, используемого в установке, составляет 
около 200 мкВт. 

 

Рис. 2. Схема установки, позволяющей измерять суммарный фазовый 
сдвиг интенсивностей встречных волн: ЗЛ –зондирующий лазер, БСЧ – 
блок стабилизации частоты, БУ – блок управления, ОС – оптический 
смеситель, КРсСУП – кольцевой резонатор с системой управления 
периметром, БРО – блок регистрации и обработки, ПК – 
персональный компьютер 

Вторым по важности элементом установки является 
БСЧ, обеспечивающий привязку частоты генерации ла-
зера к частоте собственного колебания измеряемого КР. 
На рис. 3 показана схема управления частотой генерации 
ЗЛ. Для стабилизации частоты генерации зондирующего 
лазера используется амплитудный резонанс мощности 
выходящего из КР излучения. В БСЧ используется сиг-
нал ошибки, пропорциональный первой производной 
функции Лоренца. Для этого в управляющий сигнал 
ПЭК вводится гармоническая модуляция с частотой око-
ло 10 кГц. Сигнал ошибки подается на вход ПИД-
регулятора, выход которого подключается к ПЭК ЗЛ. 
При оптимальной настройке БСЧ, среднее значение 
мощности, выходящей из КР, составляет примерно 50% 
его пикового значения. Временная зависимость интен-
сивности излучения, выходящего из КР при работающем 
БСЧ, представлена на рис. 4. Для измерений использу-
ются фотоприемники, содержащие кремниевые фотоди-
оды с диаметром фоточувствительной площадки 1 мм и 
схемы преобразования фототок-напряжение, выполнен-
ные на операционном усилителе.   
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Рис. 3. Схема управления частотой генерации зондирующего лазера: 
ЗЛ – зондирующий лазер, ПЭК – пьезоэлектрический корректор, ФП – 
фотоприемник 

 
Рис. 4. Зависимость интенсивности выходного излучения кольцевого 
резонатора от времени 

Для возбуждения ВВ в измеряемом КР используется 
оптический смеситель (см. рис. 5), который представляет 
собой систему из двух пар поворотных зеркал, снабжен-
ных пьезоэлектрическими корректорами, и полупро-
зрачной делительной пластинки (50%). Для снижения 
влияния паразитной волны, возвращающейся в ЗЛ, перед 
выходным зеркалом ЗЛ установлен оптический изолятор 
(ОИ) с коэффициентом ослабления 40-60 дБ. Для этой 
же цели на ПЭК поворотных зеркал управляющие 
напряжения подаются таким образом, чтобы расстояние 
между КР и ЗЛ не изменялось. На одну пару зеркал по-
дается переменное напряжение с частотой 350 Гц и ам-
плитудой соответствующей продольному перемещению 
λ/2 (для проведения измерений переменной составляю-
щей интенсивности излучения), на другую пару зеркал 
подается напряжение треугольной формы с периодом 
около 20 секунд и амплитудой перемещения 1 λ. 

Следует отметить, что в реальных условиях использо-
вания ЛГ величины ККС не остаются неизменными. Теп-
ловые, механические и другие деформации КР, а также 
работа системы стабилизации периметра изменяют вели-
чины модулей суммарных ККС и фазового сдвига из-за 
ОР. Использование в измерениях системы управления 
периметра КР позволяет промоделировать влияние этих 
деформаций. Для этого рабочий воздушный объем изме-
ряемого КР герметизируется. Нагрев небольшой части 
этого объема (см. рис. 5) дает возможность изменять пле-
чи кольцевого резонатора контролируемым образом. Два 
технологических ПЭКа, установленных снаружи КР ис-
пользуются для стабилизации периметра. 

В БРО оптических сигналов (см. рис. 2) входят два 
фотоприемника (ФП). В состав каждого ФП кроме крем-
ниевого фотодиода и преобразователя «фототок-
напряжение» входит узкополосный фильтр, настроенный 
на частоту 350 Гц. Выходы обоих ФП подсоединены к 
входам двух синхронных детекторов. Амплитуды пере-
менных составляющих сигналов регистрируются при 

помощи аналого-цифрового преобразователя и переда-
ются в персональный компьютер. Величины модулей 
ККС и суммарного фазового сдвига из-за ОР определя-
ются в результате процесса обработки регистрируемых 
временных зависимостей при помощи прикладной про-
граммы, установленной на ПК. 

 

Рис. 5. Оптическая схема установки с нагревателем 

В блок управления (БУ) входят источники питания 
фотоприемников и пьезоэлектрических корректоров, 
генератор напряжения треугольной формы с 
высоковольтным усилителем (амплитуда сигнала – 200 В), 
генератор модулирующего напряжения с частотой 350 Гц. 

IV. ОСНОВНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ УСТАНОВКИ 
Основные характеристики системы следующие: 

1) Минимальная величина модуля ККС кольцевого 
резонатора 0.01 ppm; 

2) Точность измерения величины суммарного 
фазового сдвига из-за обратного рассеяния 1-2 градуса; 

3) Время тестирования кольцевого резонатора для 
прогнозирования максимальной и минимальной 
величины порога захвата ЛГ – 1-2 часа.  

Фотография оптической части установки приведена 
на рис. 6. 

 

Рис. 6. Внешний вид оптической части установки 
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Аннотация—Построена теория геометрически нели-

нейной динимики нанопластинок с учетом связанности 
полей температуры и деформации на основе модифициро-
ванной моментной теории, учитывающая поперечную 
нагрузку и аддитивный цветной шум. Разработан метод 
исследования на основе качественной теории дифферен-
циальных уравнений.  Приводится пример исследования 
влияния аддитивного цветного шума на нелинейные коле-
бания упругой балки Эйлера-Бернулли.  

Ключевые слова—NEMS, МЭМС, математическая 
модель, нанопластинка, нанобалка, связанная задача 
термоупругости на основе модифицированной моментной 
теории и теории Кармана, хаос, ляпуновские показатели, 
Фурье-спектр.  

I. ВВЕДЕНИЕ 
Наноэлектромеханические системы (НЭМС) явля-

ются следующим шагом в развитии микроэлектромеха-
нических систем (МЭМС). НЭМС – это системы с ха-
рактерными размерами в несколько нанометров. В про-
цессе эксплуатации элементы НЭМС могут подвергать-
ся воздействию как силовым, так и шумовым нагрузкам. 
Необходимо построение новых уточненных математи-
ческих моделей пластинчатых резонаторов, которые 
отражали бы наиболее близко реальную работу МЭМС 
и НЭМС.  

В работе [1-2] приведены натурные эксперименты 
для акселерометра МЭМС, которые показывают, что 
аддитивный фликкер-шум меняет значение выходной 
частоты и ее мощность. Существуют различные типы 
источников шума, таких как дробовый шум, тепловой 
шум и фликкер-шум в электронных устройствах и шум 
из-за броуновского движения в случае МЭМС, которые 
ограничивают производительность этих систем [3]. В 
приложениях связи, шум вызывает ухудшение SNR или 
BER что приводит к потере или ошибкам в принятом 
сигнале. Некоторые исследования, проведенные в про-
шлом посвящены проблеме колебаний и процессов теп-
лообмена наноразмерный резонатор с учетом термо-
упругого поля. В [4-5] изучили различные задачи коле-
баний и процессов теплообмена наноразмерного резона-
тора. Влиянию температурных полей на нано- и микро 
элементы посвящены работы [6-9]. 

В настоящее время широко распространено несколь-
ко теорий связанной термоупргости. Это теория Biot 

[10], теории Lord and Shulman (LS) [11], Green–Naghdi 
(GN) [12], Chandrasekharaih (CT) [13]. 

В работах [14]-[16] была построена математическая 
модель первого, второго и третьего приближений с уче-
том связанности полей температуры и деформации, ис-
ходя из вариационных принципов для гиперболического 
и параболического уравнений теплопроводности, для 
гибких прямоугольных в плане пластин и оболочек при 
действии ударных поперечных нагрузок. Отмечается, 
что учет связанности полей деформации и температуры 
может приводить к динамической потери устойчивости. 
Для построенных математических моделей доказаны 
теоремы существования решения. 

В работе [17]  построены аналитические решения 
модельных краевых задач для термоупругого ограни-
ченного тела и определение характерных размеров тел и 
термомеханических модулей среды, для которых необ-
ходимо учитывать связанность температурного поля и 
поля перемещений. Рассмотрены модели, построенные 
на основе закона теплопроводности Фурье и обобщен-
ного закона Каттанео-Джеффриса, учитывающего инер-
цию теплового потока.  

Влияние связанности полей температуры, концен-
траций и напряжений на распространение химического  
превращения в пластине в условиях механического 
нагружения в виде одноосного растяжения и чистого 
сдвига показано в работе [18].  

Целью данной работы является создание новых ма-
тематических моделей пластинчато-балочных резонато-
ров НЭМС, которые учитывают масштабные эффекты и 
наиболее полно отражают работу нано электромехани-
ческой системы  и позволят определить и улучшить ее 
основные рабочие характеристики. 

II. MATHEMATICAL MODEL 
Объектом исследования является прямоугольная в 

плане пластинка, занимающая в пространстве 3R  

0 ;0 ;
2 2
h hx a y b z          

  

Используются  следующие гипотезы: тело пластинки 
упругое, изотропное; геометрическая нелинейность вво-
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дится по модели Кармана; these relations are obtained on 
the basis of the modified couple stress theory of elasticity, 
taking into account the models of the zero approximation. 

 
Рис. 1 Расчетная схема 

Декартова система координат привязана к срединной 
поверхности пластинки так, как показана на рис. 1. С 
учетом гипотез Кирхгофа кинематические соотношения 
примут вид:  

( , , ) ( , , );x xu u x y t zw x y t  

( , , ) ( , , );y yv v x y t zw x y t  ( , , )zw w x y t
 

xu  и yv  – перемещения пластинки в направлениях ,x y  

соответственно, zw  – прогиб. 

Компоненты тензора деформаций пластинки по тео-
рии Кирхгофа и теории Кармана примут вид: 

 20.5 ;xx x x xxu w zw       2
0.5 ,yy y y yyv w zw      

  0.5 .xy yx y x x y xyu v w w zw            

Компоненты симметричного тензора градиента кри-
визны ij  для псевдо-среды Коссера будут иметь вид:  

 , ,0.5 ,ij i j j i   


где   0.5x x
rot u  ,   0.5y y

rot v  ,   0.5z z
rot w   – 

компоненты бесконечно малого вектора вращения 
0.5(( ) ( ) )x z y y zw v    , 0.5(( ) ( ) )y z x x zw u    , 0.5(( ) ( ) )z y x x yv u    . 

Компоненты ij  запишутся следующим образом: 

 ;xx xyw  ;yy yxw    0.5 ;xy yy xxw w     
 0.25 ;xz xx xyv u   

 
 0.25yz yx yyv u     

Классические напряжения ij  и напряжения высше-
го порядка ijm  определяются следующими уравнениями 
состояния:  

1 , ,xx xx yy tD T x y         20.5 ,xy xyD  

2
2xx xym D l w  2

2yy xym D l w    2
20.5xz xx xym D l v u  




 2

10.25yz yx yym D l v u    2
20.5xy yy xxm D l w w    

где E  – модуль Юнга,   – коэффициент Пуассона, 

1 21
ED





. Параметр l , появляющийся в напряжениях 

высшего порядка, представляет собой дополнительный 
независимый материальный параметр длины, связанный 
с симметричным тензором градиента вращения 

2 2
2 2

2 2

2 2

; ;

h h

xz xz yz yz
h h

Y D l dz Y D l dz 
 

  

2 2
2 2

2 2

2 2

;

h h

xz xz yz yz
h h

J D l zdz J D l zdz 
 

    

где 2 1
ED





. Разрешающие уравнения движения пла-

стинки, граничные и начальные условия получим из 
вариационного принципа Остроградского – Гамильтона. 

0)(
1

0

 dtWПK
t

t
 ,    (6) 

здесь K, П – кинетическая и потенциальная энергия со-
ответственно, W   – работа внешних сил. В классиче-
ской теории упругости работа деформации и энергия 
деформации зависят от тензора напряжений и не зависят 
от вектора вращения вследствие материальной незави-
симости. Однако градиент вектора вращения может 
представлять собой существенный фактор в уравнениях 
состояния. Основываясь на модифицированной теории 
моментных напряжений, представленной Yang и др. [19] 
плотность энергии деформации является функцией как 
тензора напряжений (сопряжённого с тензором дефор-
мации), так и тензора кривизны (сопряжённого с тензо-
ром моментных напряжений).  

С учетом модифицированной моментной теории по-
тенциальная энергия П  в упругом теле, при бесконеч-
но малых деформациях записывается в виде: 


 1

2 ij ij ij ijП m d  


  
 

Кинетическая энергия системы: 


     22 20.5 ( ) ( ) ( )x t y y z tK u v w d



        
 

Работа внешних сил: 


   

0 0

, ,
b a

t t tW u u v v w w q x y t w dxdy         
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где   – коэффициент диссипации,   – плотность мате-
риала пластинки,   0, , sin( )noise pq x y t q q t   – внешняя 
нормальная нагрузка, noiseq  – аддитивный цветной шум, 

0q  – амплитуда внешней нормальной нагрузки, p  – 
частота возбуждения.  

Подставляя выражения (6) с учетом (2)–(4), (7) с 
учетом (1) и (8) в (5). Варьируя по переменным , ,u w v  
интегрируя по частям, приравнивая выражения при 

, ,u w v    к нулю, с учетом обозначений (9), где 
, ,xx yyN N T , , ,xx yyM M H  – усилия и моменты классиче-

ской теории, tN , tM  – температурные усилия и момен-
ты, ijY  – усилия, вызванные напряжениями высшего 
порядка, получим разрешающие уравнения движения 
(10) и граничные и начальные условия.  

   
2

2

, , , , ,

h

xx yy xx yy xy
h

N N T dz  


 




   
2

2

, , , , ,

h

xx yy xx yy xy
h

M M H zdz  


 
2

1

2

,

h

t t
h

M D Tzdz


 




2

2

, , , ,

h

ij ij
h

Y m dz i j x y z


 


2

1

2

,

h

t t
h

N D Tdz


 


'
( ), ( ), ( ), ( ),' 0.5 0.5 2xx x t x y yz yy xz xy ttN N T Y Y hu        

( ), ( ), ( ), ( ),0.5 0.5 2yy y t y x xz xx yz xy ttN N T Y Y hv          
( ), ( ),

( ), ( ),

xx x x t x x xx xx t xx

yy y y t y y yy yy t yy

N w N w N w N w
N w N w N w N w

        

         


( ), ( ), ( ), ( ), 2 2 2xx xx t xx yy yy t yy xy x y y xM M M M H T w T w              
( ), ( ), ( ), ( ),4 2 2xy xx yx yy yx xy yy xy xx t ttTw Y Y Y Y hw hw               

3 3/ 6 / 6xxtt yytth w h w q    
0( ) ( ) ( ) ( ) (( ) ( ) )t t x x t y y t z z t x t y tc T T T T T E                     

 1 t     – оператор, с – известная функция, заданная 
на области   и определяющая удельную теплоемкость 
при постоянной деформации для балки; t  – коэффици-
ент теплопроводности, t  – коэффициент температуро-
проводности. 

 
 

( ), ( ), ( ),

( ), ( ), ( ),

0 ( ) 2

( ) 2 0
x

y

x xx t xy y xy x xx y yy y n

y yy t xy x xx x yy x xy y n

w или w N N N w Y Y Y

w N N N w Y Y Y

           

          

 
   ( ) 0 2 0;

x y
x xx t xy xx yyn n

w или M M Y H Y Y        

   ( ) 0 2 0;
x y

y xx yy yy t xyn n
w или H Y Y M M Y        

 ( ),

( ), ( ),

0 0.5

0.5 0.5 0;

x

y

xx t xz y n

xz
xy yz y xz x

n

u или N N Y

Y
N Y Y

x

    

     
   

 ( ) 0 0.5 0;
yx xz nu или Y    

   ( ) 0 0.5 0.5 0;
x y

y xz yzn n
u или Y Y      

 
 

( ), ( ),

( ),

0 0.5 0.5

0.5 0;
x

y

xy xz x yz y n

yy t yz x n

v или N Y Y

N N Y

     

   

   ( ) 0 0.5 0.5 0;
x y

x xz yzn n
v или Y Y    

 
 ( ) 0 0.5 0.

x
y yz n

v или Y     

Начальные условия: 0t t tw u v w u v         при 0t  . 

К уравнению теплопроводности следует присоеди-
нить краевые условия 1-го, 2-го, 3-го рода и нулевые 
начальные условия. 

Полученная система нелинейных дифференциаль-
ных уравнений в частных производных гиперболиче-
ского типа, но разной размерности. Уравнение для пла-
стинки двумерное, а уравнение для температуры – 
трехмерное.   

III. NUMERICAL RESULT 
В качестве примера рассмотрим гибкую жестко за-

щемленную с обоих концов балку МЭМС с нулевыми 
начальными условиями, находящуюся под действием ад-
дитивного цветного шума и знакопеременной нагрузки:  

 3 ( , ) 0xx ttEh u L w w hu    
 2

1 2( , ) ( , ) /12 0xxxx tt tEh L u w L w w h w q hw hw         

где 1( , ) xx x x xxL u w u w u w     ,  2
2 ( , ) 3 / 2 xx xL w w w w  , 

3 ( , ) xx xL w w w w  . 

Спектральная плотность использованных цветных 
шумов приблизительно пропорциональна закону 1/ f  , 
где f  – частота спектра, а степень   имеет следующие 
значения: 2    – фиолетовый шум, 1    – синий 
шум, 0   – белый шум, 1   – розовый (мерцатель-
ный) шум, 2   – броуновский шум. Значения всех 
временных рядов для цветных шумов находятся на от-
резке [-1;1] и с коэффициентом nC  добавляются к зна-
копеременной гармонической нагрузке. В работе при-
меняется методология разработанная [20] дающая воз-
можность получения «истинного» хаоса. 

В табл. 1 представлены спектры мощности и спек-
тры ляпуновских показателей, посчитанные методом 
Сано-Савады,  для сигнала балки, находящейся в адди-
тивном цветном шуме и под действием нормальной зна-
копеременной нагрузки. При сравнении частотных ха-
рактеристик сигнала под действием цветного шума и 
без него видно, что розовый, броуновский и белый шу-
мы увеличивает значения частоты. 
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При действии фиолетового и синего шума в сигнале 
появляются гармоники на новых частотах 8 , 9 , а при 
белом и броуновском шуме – на частоте 7 . Ляпунов-
ские показатели показывают во всех случаях два стар-
ших положительных показателя Ляпунова – гиперхаос. 

TABLE I.  СПЕКТР ФУРЬЕ И СПЕКТР ЛЯПУНОВСКИХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ 

Без учета шума Розовый (мерцательный) шум 
Le1 = 0.067637, Le2 = 0.014858, 
Le3 = -0.028697, Le4 = -0.081275, 
Le5 = -0.1725; Le6 = -0.6432 

Le1 = 0.066593; Le2 = 0.01619;  
Le3 = -0.029688; Le4 = -0.08346; 
Le5 = -0.17094; Le6 = -0.64965 

  
Синий шум Белый шум 

Le1 = 0.068917; Le2 = 0.015258; 
Le3 = -0.032334; Le4 = -0.084534; 

Le5 = -0.17321; Le6 = -0.66283 

Le1 = 0.06763; Le2 = 0.015287; 
Le3 = -0.02986; Le4 = -0.083331; 
Le5 = -0.16803; Le6 = -0.65419 

  
Броуновский шум Фиолетовый шум  

Le1 = 0.067612; Le2 = 0.013318; 
Le3 = -0.032659; Le4 = -0.092241; 
Le5 = -0.18331; Le6 = -0.67786 

Le1 = 0.067685; Le2 = 0.016311; 
Le3 = -0.02868; Le4 = -0.085919; 

Le5 = -0.1765; Le6 = -0.65129 

  
 

CONCLUDING REMARKS  
1. Создана теория нелинейной динамики пластин-

чатых элементов НЭМС/МЭМС модели 
Кирхгофа с учетом модифицированной момент-
ной теории упругости. Разработаны алгоритмы и 
программное обеспечение.  

2. В частном случае исследован отклик упругой 
балки на нормальную знакопеременную нагруз-
ку и цветной аддитивный шум.  

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ  
№ 19-19-00215. 
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Аннотация—В докладе описано исследование воздей-
ствия линейного ускорения величиной до 100g на показа-
ния МЭМС-гироскопов, входящих в состав гироинерци-
ального блока. Показан метод определения смещения нуля 
ускорения в условиях возникновения перекосов в местах 
установки гироинерциальных блоков на вращательных 
стендах. Предложен способ калибровки, учитывающий 
возникающие смещения нуля от ускорения, измеряемого 
по трём осям. Приводятся основные результаты примене-
ния разработанного способа. 

Ключевые слова—МЭМС-датчики, калибровка, влияние 
линейного ускорения 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В связи с улучшением характеристик МЭМС-

гироскопов область их применения расширяется и тре-
бует от датчиков устойчивости к воздействиям, к кото-
рым они изначально конструктивно не предназначались. 
При воздействии различных внешних факторов воз-
можны существенные изменения внутренних характе-
ристик датчиков, в том числе погрешностей измерения 
[1]. В случаях применения гироинерциальных блоков 
(ГИБ) или БИНС на МЭМС-датчиках в ракетах, самолё-
тах и других крупных летательных аппаратах датчики 
подвергаются высоким перегрузкам. Например, в случае 
применения систем на МЭМС-датчиках в авиационно-
ракетной сфере требуется устойчивость к ускорению до 
100g. Смещение нуля МЭМС-гироскопов чувствителен 
даже к изменению ориентации (g-чувствительность). 
При перегрузках более 1g это смещение ещё более су-
щественно. 

Большая часть публикаций описывает g-
чувствительность [2], [3], [4] что обусловлено 
изменением ориентации прибора и, вероятно, 
отсутствием воздействия более высоких ускорений. В 
случае применения систем на МЭМС-датчиках в 
авиационно-ракетной сфере требуется устойчивость к 
ускорению до 100g. В последние годы появилось 
несколько зарубежных публикаций о влиянии высоких 
перегрузок на показания МЭМС-гироскопов [5], [6]. 

II. ЦЕЛЬ РАБОТЫ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Цель работы - определить смещение нуля МЭМС-

гироскопов LL-типа, вызванное воздействием линейно-
го ускорения в диапазоне 0…100g по разным направле-
ниям воздействия. Определение параметра осложнено 

возникающим в процессе задания движения перекосом 
вращательного стенда. В работе предложен способ 
устранения этой сложности способом частичной пред-
варительной калибровки ГИБ, а также алгоритмической 
калибровки искомого смещения МЭМС-гироскопов, 
зависимого от линейного ускорения. 

МЭМС-гироскоп LL-типа имеет ось чувствительно-
сти угловой скорости и при этом содержит инерциаль-
ные массы, колеблющиеся в двух направлениях. Каждая 
инерциальная масса, двигающаяся под воздействием 
кориолисовой силы, чувствительна к перегрузкам [1]. 
Поэтому такой гироскоп должен быть чувствителен как 
минимум по двум осям воздействия ускорения [5]. Ис-
ходя из этого было проведено исследование на изучение 
изменения смещения нуля под воздействием ускорения 
0…100g по всем 3м осям воздействия в двух направле-
ниях и составлен профиль смещения нуля для каждого 
из них.  

При помощи вращательного стенда Acutronic с уве-
личенной планшайбой (диаметром около 1м) можно 
регулировать не только задаваемую угловую скорость, 
но и ускорение, меняя расстояние от датчиков до центра 
вращения. Для эксперимента было подобрано соответ-
свующее значение угловой скорости для задания 100g. 
Однако вращательный стенд с большой планшайбой 
имеет неустранимую погрешность возрастания угла 
перекоса при больших угловых скоростях – до 20′ при 
угловой скорости порядка 3000 /сек (необходимой для 
задания ускорения 100g). Это существенно при опреде-
лении погрешности, которая в 100-1000 раз меньше за-
даваемой угловой скорости. 

При высокой угловой скорости вращательного стен-
да коэффициент перекоса в месте установки возрастает, 
при этом оставаясь ненаблюдаемым. При этом, как и 
задаваемое ускорение, он останется таким же при вра-
щении с такой же угловой скоростью в обратном 
направлении. Так как МЭМС-гироскопы имеют разные 
масштабные коэффициенты и их нелинейности в обе 
стороны чувствительности, необходимо их определить 
на точном вращательном стенде без воздействия уско-
рения (или при минимальных значениях). Также необ-
ходимо заранее откалибровать неортогональность вы-
ставки гироскопов и акселерометров (для акселеромет-
ров это возможно 6-позиционным способом по измере-
нию g). 
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III. МОДЕЛИ ПОГРЕШНОСТЕЙ И СПОСОБЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
СМЕЩЕНИЯ 

Общее уравнение погрешности для одного гироско-
па на примере X: 
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zLzxyyxxxxx
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где xx , yx , zx  – коэффициенты неортогональ-
ности, соответствующие косинусам углов (проекций 
реального положения датчика на приборные оси), 

xK – коэффициент нелинейности,  

drx  – систематический дрейф нуля, 

ax – смещение гироскопа, зависящее от ускорения, 

ux  – погрешность, вызванная проекцией вращения 
Земли, 

x – значение шума, принимаемого как белый. 

Общее уравнение погрешности для одного акселе-
рометра на примере X: 
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где axx , ayx , azx  – коэффициенты неортогонально-
сти, соответствующие косинусам проекций реального 
положения датчика на приборные оси, 

xKa – коэффициент нелинейности,  

drxa – систематический дрейф нуля,  

xa – значение шума, принимаемого как белый. 

До проведения испытаний с целью определения вли-
яния ускорения на смещение гироскопов, необходимо 
провести предварительную калибровку гироскопов и 
акселерометров с целью установления неортогонально-
сти гироскопов и акселерометров, нахождения их си-
стематического дрейфа, учета вращения Земли, а также 
установления масштабных коэффициентов гироскопов. 
После калибровки с учётом неортогональности центри-
фуги уравнение погрешности гироскопов выглядит сле-
дующим образом: 


)( xaxxLцx  
 

Lц – проекция перекоса центрифуги при выставке в 
позицию L (возможные позиции для каждой оси – по 
радиусу, перпендикулярно радиусу, вертикально). 

Уравнение погрешности акселерометров: 
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При вращении на центрифуге её перекос и нелиней-
ность в данный момент времени может быть определён 
по показаниям акселерометров. Например при положе-
нии акселерометра Z вверх, а X по диаметру (направле-
нию ускорения) будет справедлива следующая формула: 
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Da  – перекос центрифуги по диаметру, 

DOa  – перекос центрифуги перпендикулярно диаметру, 

Va  – вертикальный перекос центрифуги. 
g  – измеряемое ускорение свободного падения. 

Проведя вращение по трём осям в двух направлени-
ях для каждого датчика, можно установить значения 
нелинейностей акселерометров и перекосов центрифуги 
для заданных угловых скоростях/ускорении. Так как 
исходная внутренняя неортогональность гироскопов и 
акселерометров устранена, перекос будет одинаков и 
для гироскопов и для акселерометров: 

















































V

DO

D

Va

DOa

Da

 

Из неизвестных погрешностей остаётся искомое 
ax , которое можно определить, задав на центрифуге 

угловую скорость в двух противоположных направле-
ниях в одной позиции (что обеспечивает одинаковое 
ускорение). Для получения параметра на всём диапазоне 
от -100g до 100g следует задавать ускорение линейного 
ускорения от 0 до 100g при двух позиционированиях. 

Пример профиля смещения гироскопа от линейного 
ускорения изображён на рисунке 1. 

 
Рис. 1. Профиль зависимости смещения гироскопа от линейного 
ускорения 

Изменяя ориентацию датчиков относительно задава-
емого ускорения, можно получить смещение нуля уско-
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рения по всем 3м осям воздействия на один датчик в 
двух направлениях. Данный эксперимент был проведен 
10 раз с целью выявления систематической составляю-
щей смещения нуля от ускорения, а также для нивели-
рования нестабильности масштабного коэффициента. 

Для одной оси воздействия на один гироскоп 
смещение аппроксимировано полиномами Лагранжа 1й 
степени. На диапазоне от 0 до 100g расставляются 10 
точек, наиболее полно описывающих смещение. При 
функционировании ГИБ для каждого гироскопа 
суммируются соответствующие смещения от показаний 
каждого акселерометра, итоговое значение вычитается 
из измеренного. 

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ РАБОТЫ 
В таблице 1 приведен пример результатов по смеще-

нию гироскопа X в гироинерциальном блоке от линей-
ного ускорения по разным осям до и после калибровки. 
Как видно, наибольшее смещение гироскопа произошло 
по оси воздействия ускорения, совпадающего с осью 
измерения. 

ТАБЛИЦА 1. ЗНАЧЕНИЯ СМЕЩЕНИЯ ГИРОСКОПА ОТ УСКОРЕНИЯ ПО 
РАЗНЫМ ОСЯМ ДО И ПОСЛЕ КАЛИБРОВКИ 

Максимальное смещение 
гироскопа, °/c 
Ось воздействия ускорения 
/ Учёт калибровки 

До калибровки После калибровки 

X+ 3.2 0.22 
X- 2.97 0.15 
Y+ 1.12 0.13 
Y- 1.06 0.14 
Z+ 1.55 0.18 
Z- 1.49 0.16 

V. ВЫВОДЫ 
Предложен способ калибровки смещения гироскопа, 

вызванного воздействием линейного ускорения с учё-
том перекосов вращательного стенда при линейных 
ускорениях порядка 100g. По ходу испытаний выяснено, 
что наибольшее значение смещения гироскопа происхо-
дит по оси воздействия ускорения, совпадающей с осью 
измерения угловой скорости. Данный способ позволил 
уменьшить смещение гироскопа  при воздействии ли-
нейного ускорения и снизить вызванную им нелиней-
ность масштабного коэффициента в диапазоне от 
0…100g в среднем c 0.1%  до 0.01%. 
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Аннотация—В статье рассматривается способ умень-
шения погрешностей МЭМС датчика, зависящих от тем-
пературы с использованием системы температурной ста-
билизации датчика. В статье приводятся результаты 
натурного эксперимента, подтверждающие улучшенные 
точностные характеристики датчика в сравнении с тради-
ционным способом компенсации температурных погреш-
ностей.  
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I. ВВЕДЕНИЕ 
Современные требования измерения параметров 

движения подвижных объектов накладывают суще-
ственные ограничения на точностные характеристики 
датчиков первичной информации, которые могут быть 
использованы в бесплатформенных инерциальных нави-
гационных системах (БИНС). Так, работа навигацион-
ных систем, построенных на базе компактных и недоро-
гих МЭМС датчиков, в большинстве случае, в принципе 
невозможна без использования сигнала дополнительных 
корректирующих систем, списывающих быстрое накоп-
ление погрешностей навигационной системы из-за высо-
ких нестабильностей погрешностей ДУСов и акселеро-
метров [1]. Вместе с тем, появление таких сверхкомпакт-
ных объектов, как коптеры, имеющих существенные 
ограничения на габариты и дополнительную подъемную 
массу, говорит о необходимости создания еще более 
компактных и легких навигационных систем, которые 
должны быть построены как раз на базе МЭМС датчиков. 

II. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ПОГРЕШНОСТЕЙ 
Одной из основных особенностей сверхминиатюр-

ных МЭМС датчиков является высокое влияние на их 
показания температуры датчика, приводящей к появле-
нию температурных расширений датчика, регистрируе-
мых системой съема полезного сигнала. Данное влияние, 
в свою очередь, может быть рассмотрено и как измене-
ние нулевого сигнала датчика, и как изменение его мас-
штабного коэффициента в зависимости от текущей тем-
пературы и температурного градиента. Для описания 
такого рода погрешностей в большинстве случае ([2], 
[3]) вносится следующая математическая модель по-
грешностей датчиков (1):  



(T ) (T ) (T ) (T )
(T ) (T ) (T ) (T )
(T ) (T ) (T ) (T )

(T ) (T ) (T )
(T ) (T ) (T )
(T ) (T
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ZX AX ZY

a

    
     

    

  
  
 

     
            
          






(T )
(T )

) (T ) (T )

X X AX

Y Y AY

AY ZZ AZ Z Z AZ

a
a
a




 

     
           
          



где (T )ii Gi  и (T )ii Ai  – ошибки масштабных коэффици-
ентов ДУСов и акселерометров, зависящие от темпера-
туры датчика, соответственно; 

(T )ii Gi  и (T )ii Ai  – ошибки неортогональностей осей 
ДУСов и акселерометров, зависящие от температуры 
датчика, соответственно; 

(T )i Gi  и (T )i Ai  – ошибки смещений нулей ДУСов и 
акселерометров, зависящие от температуры датчика, 
соответственно. 

Каждый из представленных выше коэффициентов 
модели погрешностей датчика (1) может быть, в свою 
очередь, представлен в виде степенной функции высоко-
го порядка, коэффициенты которой и подлежат опреде-
лению в процессе калибровки датчика: 

 1
, , 1 ,0( ) ...N N

j i j N i j N i jf T K T K T K
       

Идентификация коэффициентов указанной выше ма-
тематической модели погрешностей датчиков может 
быть выполнена в два этапа: 

 Определение ошибок масштабных коэффициен-
тов и неортогональностей осей ДУСов и акселе-
рометров. В этом случае для определения ко-
эфифциентов ошибок модели погрешностей (2) 
необходимо производить изменение измеряемых 
датчиком параметров (угловых скоростей и 
ускорений) и температуры самого датчика. Дан-
ное обстоятельство потребует использования 
специализированного оборудования, стоимость 
которого во много раз превышает стоимость рас-
сматриваемых компактных и недорогих МЭМС 
датчиков, что является абсолютно нецелесооб-
разным. Именно поэтому в большинстве случае 
этот этап температурной калибровки опускается, 
что снижает точность МЭМС датчиков на крити-
ческих температурах их использования. 

 Определение ошибок смещений нулей ДУСов и 
акселерометров. В этом случае для определения 
коэфифциентов ошибок модели погрешностей (2) 
при неподвижности самого датчика необходимо 
изменять лишь его внутреннюю температуру, что 
может быть выполнено с использованием недоро-
гой и компактной температурной камеры. Для 
определения указанных выше коэффициентов по-
требуется проведение длительных натурных ис-
пытаний, в ходе которых температура датчика 
должна изменяться между наименьшим и 
наибольшим для эксплуатации значением.  

Рассмотренная выше математическая модель по-
грешностей датчиков (1) не является полной: в пред-
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ставленной модели присутствуют лишь коэффициенты 
зависимости ошибок датчиков от их текущих температур 

iT . В то же время можно сказать, что на показания ком-
пактных и недорогих МЭМС датчиков огромное влияние 
оказывает и скорость изменения внешней температуры 

iT


, что, несомненно, должно быть отражено в математи-
ческой модели погрешностей датчиков. Однако, данное 
обстоятельство приведёт к еще большему усложнению 
процедуры идентификации коэффициентов в процессе 
калибровки навигационной системы. 

III. ТЕМПЕРАТУРНАЯ СТАБИЛИЗАЦИЯ 
Для устранения температурных погрешностей МЭМС 

датчиков возможно предложить другой способ – стаби-
лизация температуры датчика на заданной температуре 

ЗT . В этом случае математическая модель погрешностей 
(1) фактически может быть идентифицирована на одной 
заданной температуре ЗT , а полиномы (2) вырождаются в 
статические коэффициенты , 0jK . Данное обстоятель-
ство существенно упрощает и ускоряет проведение про-
цедуры калибровки навигационной системы. Однако у 
такого способа есть ряд серьезных недостатков: 

 Сложность построение системы температурной 
стабилизации для навигационной системы по-
строенной на базе одноосных МЭМС датчиков. В 
этом случае можно сказать, что задача разбивает-
ся на создание множества систем «Нагреватель - 
МЭМС датчик» внутри всего объема навигацион-
ной системы. Кроме того, в этом случае данный 
объем будет оказывать еще и дополнительный от-
рицательный эффект в следствии отвода тепла и 
взаимного влияния отдельных нагревательных 
систем друг на друга. 

 Увеличение времени готовности навигационной 
системы в следствии нагрева датчиков в момент 
подачи питания. Данный эффект также будет уве-
личен при увеличении объема, который в итоге 
потребуется стабилизировать. 

 Повышенное потребление электропитания в про-
цессе нагрева датчика.  

Принимая во внимание указанные выше недостатки, 
надежную систему стабилизации МЭМС датчика воз-
можно реализовать лишь для многоосного МЭМС дат-
чика с максимально возможной температурной изоляци-
ей и минимально возможным расстоянием между нагре-
вателем и датчиком. Для реализации данной идеи воз-
можно предложить две конструктивные схемы стабили-
зации (см. рисунки 1 и 2).  

 
Рис. 1. Система термостабилизации МЭМС датчика с одним 
нагревательным элементом 

На первой схеме (рис. 1) представлена система тер-
мостабилизации с одним нагревательным транзистором, 
расположенным под МЭМС датчиком. Данная схема 
является конструктивно простой и, формально, может 
быть использована для стабилизации даже одноосных 
МЭМС датчиков. К недостаткам такой схемы следует 
отнести долгое время нагрева датчика и невозможность 
стабилизации температуры с высокой точностью в след-
ствии отсутствия изоляции МЭМС датчика и большого 
рассеяния тепла.  

 
Рис. 2. Система термостабилизации МЭМС датчика с двумя 
нагревательными элементами 

Предлагаемая схема температурной стабилизации 
(рис. 2) использует в своем составе сразу два нагрева-
тельных элемента, расположенных над и под многоос-
ным МЭМС датчиком. Для уменьшения тепловых по-
терь предлагаемая схема покрывается теплоизолирую-
щим кожухом.  

Предлагаемая схема имеет ряд конструктивных пре-
имуществ: 

 Температурная стабилизация достигается сразу 
для 6-ти датчиков, входящих в состав БИНС 

 Реализованная схема позволяет существенно со-
кратить и изолировать объем, необходимый для 
поддержания заданной температуры. В следствии 
этого, время нагрева МЭМС датчика может быть 
сокращено, а стабильность поддержания заданной 
температуры повышена. 

 Предлагаемая схема является дополнением схемы 
№1 и не влияет на расположение и закрепление 
МЭМС датчика [4]. 

Для управления обоими нагревательными элемента-
ми в такой схеме возможно воспользоваться ПИД-
регулятором со следующим законом управления [5]: 

1 1 1 1
0

2 2 2 2
0

(t)(t) (t) (t)

(t)(t) (t) (t)

t

P I D

t

P I D

dTW P I D K T K T K
dt

dTW P I D K T K T K
dt

        

        






где PiK  – коэффициенты пропорциональной связи, IiK  – 
коэффициенты интегральной связи, DiK  – коэффициен-
ты интегральной связи. 
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IV. РЕЗУЛЬТАТЫ ОБРАБОТКИ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ 
ДАННЫХ 

Для апробации предложенного метода компенсации 
температурных погрешностей МЭМС датчика были рас-
смотрены данные натурных испытаний гировертикали 
«НВ-1» (см. рисунок 3) компании ООО «Интеграл» [6]. 
Данный прибор построен на базе микромеханического 
датчика ICM-20648 компании Invensence, который кон-
структивно расположен между двумя нагревательными 
элементами (см. рисунок 4). 

 
Рис. 3. Внешний вид гировертикали «НВ-1» в корпусе 

 
Рис. 4. Внешний вид гировертикали «НВ-1» без корпуса 

Для сравнения точностных характеристик датчика 
ICM-20648 были выполнены два одинаковых экспери-
мента с сохранением данных в файл: температурный 
цикл с охлаждением датчика до -40 С и нагревом до +50 
С при включенной и отключенной системе температур-
ной стабилизации. Температурный профиль натурного 
эксперимента в температурной камере представлен на 
рисунке 5. 

 
Рис. 5. Температурный профиль в процессе натурного эксперимента 

На рисунке 6 представлены показания одного из ДУСов 
МЭМС датчика ICM-20648 при отсутствии температур-
ной стабилизации и кривая аппроксимации, в качестве 
которой был выбран полином третьего порядка. 

 

Рис. 6. Показания ДУСа Х в процессе охлаждения и нагрева при 
отключенной системе термостабилизации 

На рисунках 7 и 8 представлено поведение темпера-
туры датчика ICM-20648 при работающей системе тем-
пературной стабилизации (в качестве температуры ста-
билизации было задано значение +60 С °).  

 
Рис. 7. Показания датчика температуры МЭМС датчика ICM-20648 
при работающей системе термостабилизации 

 
Рис. 8. Показания датчика температуры МЭМС датчика ICM-20648 
при работающей системе термостабилизации (увеличен фрагмент 
времени после вывода на температуру стабилизации) 

На рисунке 9 представлены показания одного из ДУ-
Сов МЭМС датчика ICM-20648 при работающей систе-
ме  температурной стабилизации датчика. 

 
Fig. 1. Рис. 9. Показания ДУСа Y в процессе охлаждения и нагрева 
при работающей системе термостабилизации 
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Поскольку в обоих экспериментах положение гиро-
вертикали «НВ-1» оставалось неподвижным, остаточные 
погрешности датчиков могут быть оценены как отклоне-
ния от постоянных значений. При этом единственным 
фактором, оказывающим влияние на показания датчи-
ков, можно считать меняющуюся температуру внутри 
камеры. 

Данные обоих натурных экспериментов были обра-
ботаны и сведены в итоговую таблицу 1. Для каждого из 
датчиков были оценены остаточные погрешности сме-
щений нулей, которые характеризуют точность самого 
датчика и точность метода списания погрешности, зави-
сящей от температуры.  

ТАБЛИЦА 1. РЕЗУЛЬТАТЫ СРАВНЕНИЯ МЕТОДОВ ТЕРМОКОМПЕНСАЦИИ 
И ТЕРМОСТАБИЛИЗАЦИИ 

Датчик 

Остаточная погрешность смещения 
нуля датчика 

Температурная 
компенсация 

Температурная 
стабилизация 

ДУС Х, °/сек 0.048 0.036 

ДУС Y, °/сек 0.029 0.028 

ДУС Z, °/сек 0.128 0.056 

Акселерометр Х, м/с/с 0.030 0.028 

Акселерометр Y, м/с/с 0.059 0.048 

Акселерометр Z, м/с/с 0.012 0.011 

 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Как видно из представленной таблицы 1 предлагае-

мый метод стабилизации температурных погрешностей 
МЭМС датчиков как минимум не уступает в точности 
традиционному методу термокомпенсации. При этому 
указанный метод обладает рядом следующих преиму-
ществ: 

 Позволяет определять все коэффициенты модели 
погрешностей МЭМС датчиков на одной задан-
ной температуре. Тем самым компенсируется не 
только погршность смещения нуля от температу-
ры, но и ошибки масштабных коэффициентов и 
неортогональностей осей датчиков. 

 Позволяет существенно сократить время калиб-
ровки, поскольку, фактически, калибровка датчи-
ка происходит только на заданной температуре. 

 Позволяет снизить требования к технологическо-
му оборудования температурной калибровки, по-
скольку в таком случае даже не требуется приме-
нение температурной камеры для задания измене-
ния внешней температуры датчика в процессе ка-
либровки. 

Однако следует отметить, что точность предлагаемо-
го метода будет существенно зависеть от точности си-
стемы поддержания заданной температуры и ее быстро-
действия. 
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Аннотация—Авторами предложен численный подход к 
исследованию тепловых явлений или процессов в несущей 
системе блока акселерометров бесплатформенных инерци-
альных навигационных систем с использованием метода 
конечных элементов в трехмерной постановке и произве-
дена оценка стабильности отклонения осей чувствитель-
ности акселерометров, вклад которых в баланс погрешно-
стей высокодинамичных летательных аппаратов наиболее 
весом. Показан наиболее перспективный ряд конструк-
тивных решений несущих систем с различными вариан-
тами проявления тепловых силовых смещений (деформа-
ций) в них. 

Ключевые слова—несущая система, БИНС, жесткость, 
тепловая деформация 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Навигационная задача для разных типов летательных 

аппаратов имеет свои особенности. Действительно, для 
самолетов, космических аппаратов, беспилотных лета-
тельных аппаратов (БПЛА) используются различные 
навигационные алгоритмы и различный конструктив 
навигационных приборов управления. Наибольшие тре-
бования, как правило, предъявляются к высокодинамич-
ным БПЛА, навигационные приборы которых в основ-
ном строятся на основе бесплатформенных инерциаль-
ных навигационных систем (БИНС) используя их из-
вестные преимущества [1]. 

Ошибки в инерциальных навигационных системах 
могут возникать по различным причинам: из-за неточно-
стей изготовления измерительных приборов (гироскопов 
и акселерометров); рассогласования осей приборов; 
ошибок начальной ориентации; ошибок вычислений и 
используемых аппроксимаций при реализации уравне-
ний системы. Инструментальные ошибки БИНС (вы-
званные погрешностями первичных измерений) наибо-
лее весомы с точки зрения обеспечения требуемой точ-
ности работы системы [2].   

В дополнение к указанным выше инструментальным 
ошибкам должны быть отнесены и ошибки измерений, 
обусловленные упругой деформацией корпуса ЛА [2]. В 
случае размещения приборов непосредственно на корпу-
се, особенно в вариантах их разнесенной установки, из-
мерительный сигнал будет содержать информацию не 
только об истинных параметрах движения жесткого ЛА, 
но и об упругих колебаниях корпуса ЛА [2]. «При реше-
нии навигационных задач, а тем более задач управления 

угловым движением, представление о влиянии упругих 
колебаний корпуса объекта в полете как минимум не 
является лишним» [2]. Учитывая вышеизложенное со-
всем не лишним будет учесть в решении задач навига-
ции жесткость несущей системы самого БИНС. Поэтому 
исследования связанные с изучением жесткости несущей 
системы БИНС и ее влияние на стабильность отклонения 
осей чувствительности от первоначального положения 
является интересной и актуальной задачей. 

Известно [3,4], что влияние на точность навигации 
высокоманевренных БПЛА при различных силовых, 
тепловых и вибрационных воздействиях оказывают не 
только инструментальные погрешности чувствительных 
элементов, но в том числе, взаимное изменение положе-
ния измерительных осей чувствительных элементов, 
входящих в состав БИНС. 

Существуют данные, из которых следует, что «инер-
циальный прибор имеет тепловой дрейф, доля которого 
в суммарном дрейфе может достигать, для некоторых 
типов приборов, от 30 до 40 % и более» [5]. 

Даже без наличия внешних по отношению к БИНС 
источников тепла, происходит интенсивное выделение 
тепловой энергии внутри прибора. Выделяющаяся, в 
основном из-за работы электроники, теплота действует 
на корпуса акселерометров, а также на несущую систему 
всего прибора. При нагреве конструкция увеличивает 
свои размеры, но из-за наличия закреплений, появляются 
силы противодействия и силовые смещения НС вынуж-
денно деформируют конструкцию НС. Упругие смеще-
ния от действия теплоты пропорциональны жесткости 
конструкции, которая, в свою очередь зависит от формы 
детали и физических свойств материала. Жесткость яв-
ляется величиной векторной, поэтому определяется в 
точке и будет отличаться в зависимости от рассматрива-
емого направления ее определения в НС. 

В связи с этим основной целью настоящей работы 
является разработка подходов к повышению жесткости 
несущей системы блока акселерометров БИНС ЛА с по-
мощью исследования влияния теплоты на стабильность 
осей несущей системы блока акселерометров БИНС. 

II. ОБЪЕКТ ИССЛЕДОВАНИЯ 
Исходная конструкция блока акселерометров имела 

несущую систему, изготовленную из алюминиевого 
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сплава, и была спроектирована только на основе техно-
логических производственных требований (рис 1). 

 

Рис. 1. Несущая система блока акселерометров БИНС; 1 – несущая 
система, 2 – акселерометры 

Техническим заданием на несущую систему блока 
акселерометров БИНС было предусмотрено максималь-
ное отклонение осей чувствительности акселерометров в 
20′′, которое нельзя было превышать при заданном типо-
вом режиме работы БИНС. Такая задача потребовала 
применить при проектировании различные способы по-
вышения жесткости, такие как [6]: 

1) отказ от стыков и использование монолитных 
конструкций; 

2) применение симметричных решений; 

3) рациональное увеличение моментов инерции 
сечений, не сопровождающееся возрастанием массы;  

4) применение сводчатых, сферических и пирами-
дальных форм;  

5) изменение формы участков перехода от одного 
сечения к другому;  

6) увеличение числа мест крепления;  

7) применение более жесткого материала. 

Были спроектированы и исследованы десятки кон-
струкций несущих систем блока акселерометров. Наибо-
лее перспективные несущие системы БИНС был отобра-
ны для сравнительного исследования при одинаковых 
тепловых нагрузках и условиях закрепления. Критерия-
ми отбора являлись минимальность отклонения осей 
чувствительности акселерометров на несущей системе и 
отсутствие значительного превышения массы. 

Первый вариант спроектированной конструкции НС, 
показанные на рис. 2, содержит три функциональных 
части и соответствует вышеперечисленным рекоменда-
циям. 

Остальные компоновочные решения были спроекти-
рованы последовательно, методом пошагового улучше-
ния конструкций. При расчете отклонений осей чувстви-
тельности (ОЧ) акселерометров было принято допуще-
ние, что ОЧ акселерометров должны быть связаны с ба-
зовыми посадочными поверхностями (ПП) основания, на 
которых они размещаются. 

III. МЕТОДИКА ИССЛЕДОВАНИЯ 
Для полученных вариантов оснований были сформи-

рованы термоупругие модели и рассчитаны угловые 
смещения ОЧ триады акселерометров. Численное моде-
лирование позволило оценить температуру характерных 
точек НС при ее прогреве до установившихся значений. 
Эскизы полученных вариантов НС, характерный вид 
тепловых полей поверхностей полученных конструкций 
и величины отклонения осей БА показы в табл. 1. 

Моделирование тепловых деформаций и определение 
отклонений ОЧ акселерометров проводилось с исполь-
зованием расчетного конечно-элементного комплекса 
ANSYS Mechanical. 

В работе принято допущение об использовании за-
крытой термодинамической системы для исследуемых 
НС, поэтому внешняя окружающая среда не влияла на 
результаты расчетов. Температура окружающей среды 
была принята постоянной и составляла 22 °С. Остальные 
условия соответствовали нормальным. Для всех вариан-
тов конструкции использовался сплав Д16. Необходи-
мые теплофизические значения материала НС, принима-
лись зависимыми от температуры [7, 8].  

В качестве тепловой нагрузки учитывались нагрузки 
от акселерометров, отклонение осей которых от ортого-
нальности напрямую влияет на формирования погреш-
ности в работе прибора.  

Для каждой из пары площадок B, C и D (рис. 2) под 
установку акселерометров была назначена тепловая 
нагрузка по 0,6 Вт. Приток теплоты от блока гироскопов 
моделировался тепловым потоком мощностью 6 Вт, 
приложенным снизу конструкции, показанной на рис 2. 
Считалось, что конвективный теплообмен происходил в 
спокойной воздушной среде с начальной температурой 
22 °С, при этом коэффициент теплоотдачи α являлся 
функцией температуры и расположения поверхностей в 
пространстве для принятой начальной температуры α = 
3,25 ÷ 8 Вт/(м2∙К) [6]. Задача решалась в стационарной 
трехмерной постановке с использованием уравнений 
теплопроводности и теплопередачи [6]. Тепловое излу-
чение из-за малости значений абсолютных температур 
не учитывалось. Закрепление цилиндрических поверхно-
стей E (рис. 2) осуществлялось, как для идеальных, абсо-
лютно жестких по всем степеням свободы тел. 
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ТАБЛИЦА 1 – ОТКЛОНЕНИЯ ОСЕЙ ЧЭ ДЛЯ РАЗЛИЧНЫХ ВАРИАНТОВ КОНСТРУКЦИЙ НС С ИХ ОПИСАНИЕМ 

Эскиз, относительное распределение температур по поверхности Описание вариантов конструкции Отклонение осей ЧЭ, ′′ 

 

Вариант 1.0. Использованы габарит-
ные посадочные размеры БА. Мини-
мальный размер посадочных поверх-

ностей под акселерометры. Схема 
расположения посадочных 
поверхностей – «в угол» 

Z – 4,4 
X – 0,7 
Y – 1,4 

 

Вариант 2.0. Добавлены ребра жест-
кости в направлении оси акселеро-

метров - X и Z  

Z – 3,8 
X – 0,6 
Y – 1,7 

 

Использовалась следующая расчетная сетка конеч-
ных элементов: гексагональные элементы, содержащие 
промежуточные точки. Сгенерированная расчетная сетка 
конечных элементов содержала не менее трех слоев по 
толщине модели детали. В характерной детали содержа-
лись 82 тысячи расчетных узлов с размером элемента не 
более 4 мм. В зонах крепления акселерометров проводи-
лось локальное уменьшение размеров расчетной сетки 
до одного мм и менее. 

Отклонения углов нормалей ПП акселерометров B, C 
и D (рис. 2) вычислялись как отклонение нормали к сред-
ней поверхности для ПП после термодеформирования. 

Вычисленные углы отклонения осей ЧЭ от ортого-
нального первоначального положения к ПП детали γX,Y,Z 
сравнивались по абсолютным величинам для всех разра-
ботанных конструкций. 

 
Рис. 2. Вариант конструкции НС и ее расчетная схема в начальный момент времени. Для конструкции: 1 – часть для присоединения триады 
гироскопов; 2 – основная часть НС; 3 – элемент НС под ортогональное размещение акселерометров. Для расчетной схемы: А – Площадь 
конвективного теплообмена; B, C, D – зоны теплового воздействия от акселерометров по оси Z, Y, X соответственно; E – площадки 
закрепления для расчета деформаций 
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ТАБЛИЦА 1 (ПРОДОЖЕНИЕ) – ОТКЛОНЕНИЯ ОСЕЙ ЧЭ ДЛЯ РАЗЛИЧНЫХ ВАРИАНТОВ КОНСТРУКЦИЙ НС С ИХ ОПИСАНИЕМ 

Эскиз, относительное распределение температур по поверхности Описание вариантов конструкции Отклонение осей ЧЭ, ′′ 

 

Вариант 2.1. Изменено расположение 
посадочных поверхностей под аксе-

лерометры на зеркальные со схемы «в 
угол» на схему «кольцо» 

Z – 7,8 
X – 1,9 
Y – 3,2 

 

 

Вариант 3.0. Использование полусфе-
рическая конструкции, как наиболее 
возможной жесткой из геометриче-
ских форм. Полусферическая купол 
имеет три взаимно перпендикуляр-

ных ребра жесткости. Толщина купо-
ла соизмерима с толщиной основания 
детали и не меняется для остальных 

подобных топологий деталей.  

Z – 17,8 
X – 5,4 
Y – 3,5 

 

Вариант 3.1. Полусферическая купо-
лообразная конструкция. Из-за значи-
тельного отклонения оси ЧЭ по углу 

Z к куполу добавили три взаимно 
перпендикулярных ребра жесткости и 

одно круговое ребро. Посадочные 
поверхности под акселерометры 
расположены как в варианте 3.0. 

Z – 10,2 
X – 2,8 
Y – 1,4 

Вариант 3.3. Полусферическая кон-
струкция. Купол имеет три взаимно 

перпендикулярных ребра жесткости и 
одно круговое ребро. Схема 
расположения посадочных 
поверхностей – «в угол» Z – 11 

X – 3,5 
Y – 1,8 
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ТАБЛИЦА 1 (ПРОДОЖЕНИЕ) – ОТКЛОНЕНИЯ ОСЕЙ ЧЭ ДЛЯ РАЗЛИЧНЫХ ВАРИАНТОВ КОНСТРУКЦИЙ НС С ИХ ОПИСАНИЕМ 

Эскиз, относительное распределение температур по поверхности Описание вариантов конструкции Отклонение осей ЧЭ, ′′ 

 

Вариант 4.0. Полусферическая твер-
дотельная конструкция меньших 
размеров, чем в вариантах 3.0 с 

углубленным расположения посадоч-
ных поверхностей для ЧЭ по схеме «в 

угол». Расстояние от сферы до 
поверхностей – 30 мм. 

Z – 5,5 
X – 3,4 
Y – 5,7 

 

Вариант 5.0. Полусферическая твер-
дотельная конструкция меньших 

размеров, чем в варианте 4.0 с углуб-
ленным расположения посадочных 

поверхностей горизонтально по осям 
Z и X. Толщина стенок «колодца» – 

10 мм. 
Z – 7,9 
X – 1,7 
Y – 1,6 

 

Вариант 5.1. Повторяет предыдущую 
конструкцию с появлением симмет-

ричных вырезов. 

Z – 5,5 
X – 1,7 
Y – 3,4 

 

Вариант 6.0. Четырехгранная твердо-
тельная пирамида (Northrop 

Grumman). 

Z – 24,5 
X – 11,8 

ZA – 25,5 
XA – 14,1 

Вариант 7.0. Трехгранная 
твердотельная пирамида 

Z – 22,4 
X – 11,8 
Y – 5,0 
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ТАБЛИЦА 1 (ПРОДОЖЕНИЕ) – ОТКЛОНЕНИЯ ОСЕЙ ЧЭ ДЛЯ РАЗЛИЧНЫХ ВАРИАНТОВ КОНСТРУКЦИЙ НС С ИХ ОПИСАНИЕМ 

Эскиз, относительное распределение температур по поверхности Описание вариантов конструкции Отклонение осей ЧЭ, ′′ 

 

Вариант 10.0. Повторяет вариант 1.0, 
но с симметричным расположением 
ребер жесткости по осям Z и X. Схе-

ма расположения посадочных по-
верхностей ЧЭ – «в угол» Z – 0,4 

X – 1,8 
Y – 5,2 

Вариант 10.1. Повторяет версию 10.0, 
с симметричным расположением 

ребер жесткости. Площадка под ЧЭ 
по оси Y расположенной на уровне 

поверхности всей детали. Схема 
расположения посадочных 
поверхностей – «кольцо» 

Z – 1,5 
X – 0,9 
Y – 2,9 

IV. ОЦЕНКА РЕЗУЛЬТАТОВ 
Оценка результатов синтеза НС проводилась по 

наилучшему варианту конструкции НС по критерию 
минимальности отклонения осей ЧЭ, т.е. конструкции с 
максимальной жесткостью. 

Поскольку условия закрепления НС являлись посто-
янными, изменение жесткости конструкции в основном 
зависело от выбора формы элемента части, обеспечива-
ющей ортогональность размещения триады акселеро-
метров 3 (рис. 2). 

Расчеты показали, что некоторые конструкции обла-
дают минимальными значениями отклонений углов осей 
чувствительности акселерометров по одной из расчет-
ных осей и максимальными по другим из оставшихся. 
Это вызвано тем, что при тепловых нагрузках, в кон-
струкции НС основания, возникают разнонаправленные 
силы, заставляющие работать конструкцию как на изгиб, 
кручение, так и на растяжение-сжатие.  

Для минимизации баланса погрешности навигации 
всего БИНС необходимо, что бы отклонения осей ЧЭ 
были минимальны по всем осям триады. 

Анализ полученных данных показал, что наиболее 
перспективными компоновками НС для указанного кри-
терия являются версии 5.1 и версии 10.1, поскольку вер-
сии 2 и 1 являются первообразными для версий 10. Для 
них максимальные отклонения 

, ,
max ii x y z




 (по осям X, Y, Z) 

имеют наименьшее значение среди представленных ва-
риантов конструкций, а разница между минимальным и 
максимальным значением отклонения по осям 

, ,, ,
max mini ii x y zi x y z

 


  являются незначительными.  

Сравнение конструкций по указанным критериям 
представлено в табл. 2, в которой они расположены в 
порядке увеличения отклонения γ. 

 

ТАБЛИЦА 2 – ЗНАЧЕНИЕ ЧИСЛЕННЫХ КРИТЕРИЕВ РАЗРАБОТАННЫХ 
КОНСТРУКЦИЙ 

№ п.п. № конструкции 
, ,

max ii x y z




, ′′ 
, ,, ,

max mini ii x y zi x y z
 


 , ′′ 

1 10.1 2,9 2 
2 2.0 3,8 3,2 
3 1.0 4,4 3,7 
4 10.0 5,2 4,8 
5 5.1 5,5 3,8 
6 4.0 5,7 2,3 
7 2.1 7,8 5,9 
8 5.0 7,9 6,3 
9 3.1 10,2 8,8 
10 3.3 11,0 9,2 
11 3.0 17,8 14,3 
12 7.0 22,4 17,4 
13 6.0 25,5 - 

 

Было замечено, что осевая симметричность кон-
струкции давала минимальное отклонение ОЧ акселеро-
метров и большую стабильность или равномерность их 
значений для элемента НС под размещение акселеро-
метров 3 (рис. 1), обеспечивающей ортогональность три-
ады акселерометров. 

Для экспериментального исследования влияния 
жесткости на отклонения осей ЧЭ акселерометров были 
изготовлены макеты НС БА для наиболее перспектив-
ных версий конструкций, показанных на рисунке 3: вер-
сия 10.1, у которой наименьше показатели при большей 
их равномерности; 7.0, у которой перспективная форма 
расположения ЧЭ и четырехкратный разброс значений 
углов отклонения осей; версия 3.3, которая имеет пяти-
кратный разброс значений углов отклонения осей чув-
ствительности для НС. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Результаты работы показали, что при одних и тех же 

условиях теплового нагружения и закрепления, отклоне-
ния углов осей чувствительности акселерометров для 
разных осей могут существенно отличаться друг от дру-
га при различных типах конструктивного исполнения.  

Показано, что симметричные конструкции имеют 
минимальные значения разбросов отклонений осей чув-
ствительности триады акселерометров или обладают 
большей стабильностью. Подтверждено, что применение 
симметричных конструкций, для тепловых воздействий, 
положительно сказывается на тепловых распределениях 
и способствует уменьшению общего уровня деформаций 
конструкций несущих систем блока акселерометров 
БИНС. 

Исследования показали, что невозможно обеспечить 
наименьшую массу конструкции несущей системы блока 
акселерометра БИНС и обеспечить минимальные углы 
отклонения осей чувствительности триады для каждой 
из осей акселерометров. Указанная задача сводится к 
определению оптимального компромисса. 

Наибольшая стабильность отклонения углов осей 
чувствительности, необходимая для минимизации ба-
ланса погрешностей БИНС, обеспечивается для формы 
установки акселерометров в виде колодца с внешним 
расположением ребер жесткости. 

Изготовленные экспериментальные детали позволят 
авторам в будущих исследованиях дополнить разрабо-
танный подход по исследованию термоупругой модели 
несущей системы блока акселерометров БИНС и допол-
нить их рядом других важных воздействующих на точ-
ность факторов. 
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Рис. 3. Изготовленные макеты НС из сплава Д16: а) – 
модернизированный вариант 3.3: Полусферическая конструкция с 
ребрами жесткости; б) – модернизированный вариант 3.3: вид 
снизу; г) – вариант 7.0: Трехгранная твердотельная пирамида; д) - 
вариант 7.0: вид снизу; д) - Вариант 10.1; е) - Вариант 10.1: вид 
снизу 
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Аннотация—Предложен оптоэлектронный компенса-
ционный преобразователь ускорений на основе оптического 
туннелирования. Разработана структурная схема преобра-
зователя ускорений и проведено исследование влияния кон-
структивных параметров на его характеристики. Исследо-
ваны динамические характеристики преобразователя уско-
рений. Проанализировано влияние температуры и попереч-
ного ускорения на характеристики преобразователя. 

Ключевые слова—преобразователь ускорения, оптиче-
ское туннелирование, структурная схема, характеристи-
ки, погрешности 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время одним из перспективных направ-

лений при создании систем управления различными по-
движными объектами, в которых требуется высокая точ-
ность измерений, является использование преобразова-
телей, принцип действия которых основан на оптиче-
ском считывании. Такие измерительные преобразовате-
ли ускорения могут быть полезны для повышения точ-
ности систем контроля положения беспилотных лета-
тельных аппаратов, манипуляторов и т.п. [1, 2]. Преобра-
зователи ускорения, основанные на оптическом тунне-
лировании, имеют высокую чувствительность к физиче-
ским воздействиям, приводящим к субмикронным пере-
мещениям чувствительного элемента (ЧЭ), малые мас-
согабаритные показатели и высокую помехозащищён-
ность [3]. Преимуществами оптических преобразовате-
лей по сравнению с емкостными являются: отсутствие 
возможности электрического пробоя между элементами 
преобразователя; меньшая чувствительность к попереч-
ным ускорениям за счёт уменьшения диапазона механи-

ческих перемещений ЧЭ; отсутствие электростатических 
силовых воздействий на чувствительный элемент при 
считывании [4, 5]. 

II. СТРУКТУРНАЯ СХЕМА КОМПЕНСАЦИОННОГО 
ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЯ УСКОРЕНИЙ 

Компенсационный преобразователь ускорений на ос-
нове оптического туннелирования включает: блок фор-
мирования излучения (БФИ), ЧЭ, блок приёма и первич-
ной обработки сигнала (БПиПОС), основной блок обра-
ботки (ОБО), компенсационный блок (КБ) и интерфейс. 
На рисунке 1 приведена структурная схема преобразова-
теля ускорения с контуром стабилизации положения ЧЭ. 

 

Рис. 1. Структурная схема преобразователя ускорения с контуром 
стабилизации положения ЧЭ 

В состав БФИ входят: источник оптического излуче-
ния, волоконно-оптический световод и линза, коллими-
рующая излучение и обеспечивающая его ввод в чув-
ствительный элемент под углом, близким к критическо-
му, но удовлетворяющим условию полного внутреннего 
отражения. 

ЧЭ балочного типа представляет собой кварцевую 
плоскопараллельную пластину, жёстко закреплённую 
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одним концом в корпусе [6,7]. ЧЭ воспринимает внеш-
ние ускорения и преобразует их в субмикронные пере-
мещения за счёт сил инерции. 

Компенсационный преобразователь ускорений по-
строен по дифференциальной схеме, содержащей два 
идентичных канала оптического съёма информации о 
перемещениях чувствительного элемента. Перемещения 
детектируются оптическими средствами БПиПОС, в ко-
торый входят два информационных канала, каждый из 
которых состоит из призмы, фотоприёмника и преобра-
зователя «ток-напряжение». В каждом канале излучение 
от источника, проходя через чувствительный элемент, 
поступает на оптический модулятор (М1 и М2) структу-
ры «чувствительный элемент – воздух – призма», изме-
няющий пропускательную способность. В начальном 
положении ЧЭ расположен на равном удалении от обеих 
призм. При воздействии измеряемого линейного ускоре-
ния a происходит изгиб балки, что изменяет рабочие 
зазоры Δd между ЧЭ и призмами. За счёт оптического 
туннелирования изменяются отражательные (R) и про-
пускательные (T) способности структур, что приводит к 
модуляции выходных оптических мощностей PВЫХ1,2 по 
двум каналам. Выходные оптические мощности модуля-
торов преобразуются фотоприёмниками в фототоки, ко-
торые поступают на преобразователи «ток-напряжение». 
На выходе преобразователей «ток-напряжение» форми-
руются напряжения, поступающие в основной блок об-
работки. 

ОБО предназначен для формирования функции пре-
образования оптического датчика и передачи информа-
ции на интерфейс и компенсационный блок. Разность 
напряжений UП1 и UП2, полученных с преобразователей 
«ток – напряжение», с помощью усилителя преобразуется 
в выходное напряжение UВЫХ, подаваемое на интерфейс. 

КБ обратной связи состоит из селективной схемы и 
двух каналов, каждый из которых включает: усилитель, 
обеспечивающий взаимосвязь информационного сигнала 
с силовым, и пару электродов. Сигнал с основного блока 
обработки подаётся на селективную схему, включаю-
щую компараторы, которая обеспечивает передачу сиг-
нала, пропорционального микроперемещениям, на уси-
литель, формирующий напряжения на электродах требу-
емого направления, создавая компенсационную силу. 
Компаратор формирует нулевое значение при отклоне-
нии ЧЭ в направлении к электроду или напряжение еди-
ничной амплитуды при движении ЧЭ в противополо-
женном направлении. На свободном конце ЧЭ, в области 
наибольшего его перемещения, с двух сторон располо-
жены электроды, которые, при участии электродов, рас-
положенных на корпусе, обеспечивают компенсацион-
ную силу FК электростатического типа. Электростатиче-
ская сила обеспечивает стабилизацию положения чув-
ствительного элемента за счёт создания компенсирую-
щего прогиба. К параметрам элементов емкостной ста-
билизации положения ЧЭ относятся длина и ширина 
электродов, а также начальный зазор между парными 
электродами. 

Однонаправленный интерфейс предназначен для пе-
редачи значений измеренных устройством ускорений 
внешней системе. 

Структурная схема с контуром стабилизации поло-
жения ЧЭ обеспечивает уменьшение рабочего диапазона 

его перемещений и позволяет расширить динамический 
диапазон преобразователя. 

III. ИССЛЕДОВАНИЕ СТАТИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК 
ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЯ 

ЧЭ преобразует измеряемое ускорение а в отклонение 
w1(x), изменяющее рабочий зазор Δd. Ось OX направлена 
вдоль оси симметрии ЧЭ от его закреплённого конца в 
сторону свободного края. Проведено исследование зави-
симости величины прогиба ЧЭ от его длины и толщины. 
Определены конструктивные параметры ЧЭ, обеспечи-
вающие реализацию оптического туннелирования. 

Компенсационная сила, полученная при использова-
нии электростатической обратной связи, определяется с 
помощью закона сохранения энергии в подвижном кон-
денсаторе. Под действием компенсационной силы ЧЭ с 
электродами на свободном конце совершает перемеще-
ние w2(x). Проведено моделирование зависимости от-
клонения ЧЭ от напряжения обратной связи при варьи-
ровании длины электрода и начального зазора между 
электродами. Определены значения увеличения прогиба 
ЧЭ за счет воздействия компенсационной силы при уве-
личении длины электрода и при уменьшении начального 
зазора между электродами. 

Проведено исследование зависимости чувствитель-
ности и отражательной способности от величины зазора 
между призмой и ЧЭ: а) при варьировании длины элек-
тромагнитной волны; б) при варьировании угла падения к 
призме. На рисунке 2 представлена зависимость чувстви-
тельности к микроперемещениям от величины зазора 
между призмой и ЧЭ при варьировании длины электро-
магнитной волны источника (λ=0,85 мкм и λ=1,35 мкм). 

 

Рис. 2. Зависимость чувствительности от величины зазора между 
призмой и ЧЭ при варьировании длины электромагнитной волны 
источника 

Исследование показало, что значение максимальной 
чувствительности увеличивается с уменьшением длины 
волны, однако сама чувствительность быстрее снижается 
при отклонениях зазора между призмой и ЧЭ от значе-
ния, соответствующего максимальной чувствительности. 
Значение отражательной способности возрастает с 
уменьшением длины волны и увеличением зазора между 
призмой и ЧЭ. Значение максимальной чувствительно-
сти возрастает с увеличением угла падения, однако сама 
чувствительность быстрее снижается при отклонениях 
зазора между призмой и ЧЭ от значения, соответствую-
щего максимальной чувствительности. 
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В общем случае, значение выходного напряжения 
преобразователя мало и неэффективно для стабилизации 
положения ЧЭ. Усилители увеличивают напряжение до 
необходимого значения UОС. Зависимость выходного 
напряжения от ускорения является квазилинейной. Ли-
неаризованная функция преобразователя ускорений, по-
лученная с помощью метода наименьших квадратов, 
может быть описана полиномом первого порядка с ко-
эффициентом наклона, равным 0,0531, и значением 
смещения – минус 0,0245. При такой функции преобра-
зования максимальная относительная погрешность не-
линейности составляет 3,8%. 

IV. ИССЛЕДОВАНИЕ ДИНАМИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК 
ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЯ  

Для определения динамических характеристик пре-
образователя ускорения составлены уравнения движения 
ЧЭ под действием ускорения и компенсационной элек-
тростатической силы. Измеряемое ускорение и резуль-
тирующая сила, приложенная к инерционной массе, дей-
ствуют вдоль оси чувствительности OY. Электростатиче-
ская сила сонаправлена с осью OY и компенсирует влия-
ние силы упругости, зависящей от жесткости пластины, 
инерционной силы и силы сопротивления перемещению 
ЧЭ, действующих в сторону, противоположную направ-
лению оси OY. Тогда для x1 (точки съёма информации о 
микроперемещениях) и x2 (точки приложения компенса-
ционной силы) система уравнений движения ЧЭ, с учё-
том его жёсткости, имеет следующий вид: 
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где kДУ – коэффициент демпфирования в направлении 
OY, ε0 – электрическая постоянная, ε – диэлектрическая 
проницаемость среды, b – ширина электрода, r – длина 
электрода, UОС – напряжение на обкладках, mЧЭ – масса 
чувствительного элемента, dЭ – зазор между электрода-
ми, t – время. 

Для оптических модуляторов (М1, М2) использована 
передаточная функция пропорционального звена. Фото-
приемники и преобразователи «ток – напряжение» пред-
ставлены дифференциальными уравнениями первого 
порядка. Передаточная функция ЧЭ представлена звеном 
второго порядка. Для анализа динамических характери-
стик компенсационного преобразователя ускорений 
определена передаточная функция замкнутой системы и 
рассмотрена реакция на ступенчатое воздействие 
a(t)=10g∙1(t) при нулевых начальных условиях. На ри-

сунке 3 приведены результаты моделирования переход-
ного процесса выходного напряжения преобразователя 
ускорений. 

 

Рис. 3. Переходный процесс выходного напряжения преобразователя 
ускорений 

Время переходного процесса выходного напряжения 
составляет приблизительно 0,3∙10-3 с, при этом перерегу-
лирование не превышает 2%. Таким образом, в динами-
ческом режиме компенсационный преобразователь 
ускорений имеет малую колебательность и быстрое за-
тухание переходного процесса. 

V. АНАЛИЗ ВЛИЯНИЯ ДЕСТАБИЛИЗУЮЩИХ ФАКТОРОВ НА 
ХАРАКТЕРИСТИКИ ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЯ  

Изменение температуры и поперечное ускорение, 
перпендикулярное к измеряемому, являются одними из 
основных источников возникновения погрешностей. 
Температура влияет на изменение модуля упругости 
кварца E(T), что вносит ошибку в значение выходного 
напряжения преобразователя ускорения. 

На рисунке 4 представлена зависимость температур-
ной погрешности от ускорения при изменении темпера-
туры в диапазоне от минус 40 °С до плюс 80 °С (при T = 
20 °С модуль упругости материала ЧЭ E0 = 1,87∙1011 Па).  

 

Рис. 4. Зависимость температурной погрешности от ускорения и 
температуры  

Максимальное значение температурной погрешности 
составляет δmax ≈ 0,07% и достигается при a = 10g, 
T = 80 °C. За счет малого температурного коэффициента 
модуля упругости кварцевого ЧЭ и использования диф-
ференциальной схемы преобразователя с двумя канала-
ми оптического считывания температура мало влияет на 
характеристики преобразователя ускорения. 

Для оценки влияния поперечного ускорения на ха-
рактеристики преобразователя необходимо определить 
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силы, действующие на ЧЭ, и величину отклонения ЧЭ за 
счет этих сил. Силу, обусловленную поперечным уско-
рением, можно разделить на нормальную составляю-
щую, направленную вдоль оси OY, и тангенциальную – 
вдоль оси OX. Тангенциальная составляющая не дей-
ствует вдоль оси чувствительности и не оказывает влия-
ния на результаты измерений. Нормальная составляю-
щая пропорциональна синусу угла наклона ЧЭ под дей-
ствием измеряемого ускорения. 

Получена зависимость погрешности поперечного 
ускорения от двух перпендикулярных ускорений в диа-
пазоне ax = [0…10g] и ay = [0…10g], приведенная на ри-
сунке 5. 

 

Рис. 5. Зависимость погрешности поперечного ускорения от двух 
перпендикулярных ускорений 

В предлагаемой схеме преобразователя ускорения на 
основе оптического туннелирования рабочие перемеще-
ния ЧЭ составляют сотни нанометров. В связи с такими 
малыми рабочими перемещениями, которые индуциру-
ются измеряемым линейным ускорением по оси OY, по-
перечная чувствительность оказалась незначительной. 
Значение погрешности при измеряемом и поперечном 
ускорениях 10g составляет около 0,009%. 

VI. ВЫВОДЫ  
Разработана дифференциальная структурная схема 

компенсационного преобразователя линейных ускоре-
ний на основе оптического туннелирования, позволяю-
щая обеспечить высокую чувствительность к перемеще-
ниям ЧЭ и снизить влияние поперечных ускорений.  

Разработана математическая модель чувствительного 
элемента преобразователя и проведён анализ субмик-
ронных перемещений пластины, обусловленных её де-
формацией при различных значениях ускорения. Иссле-
дованы характеристики компенсационного преобразова-
теля линейных ускорений на основе оптического тунне-
лирования с использованием ЧЭ балочного типа и элек-
тростатической обратной связи. Проведен анализ влия-
ния топологии чувствительного элемента и его кон-
структивных параметров на характеристики преобразо-
вателя ускорения. Проведён анализ зависимости откло-
нения чувствительного элемента от напряжения обрат-
ной связи при варьировании параметров электростатиче-
ской обратной связи. Исследована зависимость чувстви-

тельности преобразователя линейных ускорений от па-
раметров блока формирования излучения. Получена ли-
неаризованная функция преобразования, определена 
погрешность нелинейности преобразователя ускорения. 

Проведено исследование динамических характери-
стик компенсационного преобразователя линейных 
ускорений. Показано, что время переходного процесса 
выходного напряжения не превышает долей миллисе-
кунд. Предложенный компенсационный преобразователь 
линейных ускорений на основе оптического туннелиро-
вания с электростатической обратной связью позволяет 
осуществлять измерения линейных ускорений в диапа-
зоне ±10g. 

Проведён анализ влияния дестабилизирующих фак-
торов на точностные характеристики преобразователя 
линейных ускорений. Установлено, что изменение тем-
пературы оказывает незначительное влияние на характе-
ристики преобразователя за счёт использования диффе-
ренциальной схемы и малого температурного коэффици-
ента модуля упругости чувствительного элемента. Опре-
делено, что поперечная чувствительность преобразова-
теля ускорения с оптическим считыванием на основе 
оптического туннелирования весьма мала, что обуслов-
лено субмикронными индуцированными рабочими пе-
ремещениями ЧЭ. 
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Аннотация—В статье рассматривается синтез статиче-
ского регулятора на основе LMI-управления с варьирова-
нием корректирующего коэффициента. Проведено мате-
матическое моделирование с предложенным регулятором 
и сделаны выводы о применении предложенного способа. 

Ключевые слова—LMI-управление, корректирующий ко-
эффициент, маятниковый акселерометр 

I. ВВЕДЕНИЕ 
К современным прецизионным приборам первичной 

информации предъявляются все более высокие требова-
ния к параметрам, определяющим качество переходного 
процесса, так как от них зависит качество измерения 
прибора. К основным параметрам переходного процесса 
можно отнести: перерегулирование, время переходного 
процесса и статическая ошибка. 

Развитие алгоритмов управления движением позво-
лило качественно повысить показатели переходного 
процесса, однако при этом возникают ограничения, не 
позволяющие достичь желаемого результата только ал-
горитмически. 

II. ЦЕЛЬ РАБОТЫ И ОБЪЕКТ ИССЛЕДОВАНИЯ 
Целью данной работы является повышение качества 

переходного процесса компенсационного маятникового 
акселерометра. 

Объектом исследования является маятниковый ком-
пенсационный акселерометр (далее - акселерометр). 
Особенность управления прецизионным чувствитель-
ным элементом акселерометра заключается в одновре-
менном достижении быстродействия и минимальных 
значениях перерегулирования переходного процесса и 
статической ошибки. 

Параметры качества переходного процесса компен-
сационного маятникового акселерометра с номинальным 
регулятором равны: 

 перерегулирование – 75 дуг. сек; 
 время установившегося значения – 0.03с. 

Данные параметры должны быть уменьшены для по-
вышения качества переходного процесса и, следователь-
но, качества измерения акселерометра. 

Математическая модель маятникового компенсаци-
онного акселерометра имеет вид: 

 1 v

( ) k k k ( ),

β( )    ω( ),

( ) k ω( ) k ( ) ( ) ( )

int du y corr

u
g t

t t

t t

t J t t M t M t ml W
 

    



          









где ( )t  – угол поворота подвижной системы (ПС) отно-
сительно оси подвеса, 

( )t  – угловая скорость вращения ПС относительно оси 
подвеса, 

J  – момент инерции ПС относительно оси подвеса, 

kg  – коэффициент демпфирования вязкой среды 
нахождения ПС, 

kt  – коэффициент упругости кремниевого подвеса, 

kcorr  – корректирующий коэффициент, 

kdu  – коэффициент преобразования углового переме-
щения ПС в напряжение датчика угла,  

k y  – коэффициент усиления по напряжению, 

ml  – неуравновешенный момент ПС («маятниковость») 
АКП, 

W  – кажущееся ускорение, 

( )uM t  – управляющий момент относительно оси подве-
са, созданный датчиком момента, 

v ( )M t  – возмущающий момент относительно оси подвеса. 
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III. СИНТЕЗ СТАТИЧЕСКОГО РЕГУЛЯТОРА 
Синтез статического регулятора основан на решении 

задачи полуопределённого программирования. Матема-
тическое описание алгоритма синтеза статического регу-
лятора представлено ниже [1,2,3]: 
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Строится эллипсоид достижимости параметров аксе-
лерометра, представленный на рис. 1. 

Выбором параметра   определяется статический ко-
эффициент усиления обеспечивающий требуемые пока-
зателей качества управления. Однако чрезмерное увели-
чение данного параметра приводит к режиму автоколе-
баний. В связи с этим предлагается варьирование коэф-
фициента kcorr  в системе дифференциальных уравнений 
математической модели маятникового компенсационно-
го акселерометра. 

Без дополнительной коррекции kcorr  при заданном 
параметре   процесс управления теряет устойчивость. 

Рис. 1. Эллипсоид достижимости параметров акселерометра 

В результате синтеза статического регулятора при 
1710   получены коэффициенты усиления k  и кор-

ректирующий kcorr  равные: 

 k 0.39 9474.35 2.33 ,
k 100.corr




 

IV. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
Далее проведено математическое моделирование ак-

селерометра со статическим регулятором (далее – регу-
лятор) в цепи обратной связи. Реализация математиче-
ской модели акселерометра с регулятором в цепи обрат-
ной связи представлена на рис. 2. 

 

Рис. 2. Реализация математической модели акселерометра с 
регулятором в цепи обратной связи 

Результаты моделирования акселерометра с регуля-
тором в цепи обратной связи представлены на рис. 3. 

 

Рис. 3. Результаты моделирования акселерометра с регулятором в 
цепи обратной связи 

В результате моделирования акселерометра c регуля-
тором, синтезированным на основе линейно-матричных 
неравенств с дополнительной коррекцией, были получены 
следующие параметры качества переходного процесса: 

 перерегулирование – 8 дуг. сек; 

 время установившегося значения – 0.01с. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 В результате синтеза статического регулятора на 

основе линейно-матричных неравенств с допол-
нительной коррекцией были получены параметры 
качества переходного процесса акселерометра на 
порядок лучше по сравнению с параметрами ка-
чества переходного процесса акселерометра с но-
минальным регулятором, что подтверждено ре-
зультатами математического моделирования. 

 Применение предложенного метода дополнитель-
ной коррекции вне регулятора позволит расши-
рить границы применимости синтеза законов 
управления на основе линейно-матричных нера-
венств. 
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Аннотация—В статье представлено построение регрес-
сионной модели зависимости тока датчика момента маят-
никового акселерометра. Использован метод планирования 
эксперимента для определения наиболее значимых пара-
метров. Получена регрессионная модель тока датчика мо-
мента от наиболее значимых параметров акселерометра. 

Ключевые слова—регрессионная модель, планирование 
факторного эксперимента, маятниковый акселерометр 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Для прецизионных приборов, работающих в услови-

ях повышенных вибраций, широком диапазоне темпера-
тур и других видах воздействий различного рода в тече-
ние длительного периода времени, неизбежно возникает 
изменение различных свойств материалов, что приводит 
к изменению параметров системы. Параметрические 
неопределенности, оказывающие существенное влияние 
на ток датчика момента, в маятниковых акселерометрах 
приводят к снижению точности измерения. Соответствие 
тока датчика момента и измеряемой величины характе-
ризует точность измерения. 

II. ЦЕЛЬ РАБОТЫ И ОБЪЕКТ ИССЛЕДОВАНИЯ 
Целью работы является определение регрессионной 

модели зависимости тока датчика момента маятникового 
акселерометра с выявлением наиболее значимых пара-
метров, существенно влияющих на протекающий в нем 
ток. Регрессионная модель необходима для построения 
полной математической модели и синтеза регулятора, 
обеспечивающего заданную точность измерения. 

Объектом исследования является маятниковый аксе-
лерометр с кремневым подвесом (АКП), представленный 
математической моделью: 
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где ( )t  – угол поворота подвижной системы (ПС) отно-
сительно оси подвеса, 

( )t  – угловая скорость вращения ПС относительно оси 
подвеса, 
J  – момент инерции ПС относительно оси подвеса, 
kg  – коэффициент демпфирования вязкой среды 
нахождения ПС, 
kt  – коэффициент упругости кремниевого подвеса, 
kdu  – коэффициент преобразования углового переме-
щения ПС в напряжение датчика угла,  
k y  – коэффициент усиления по напряжению, 

ml  – неуравновешенный момент ПС («маятниковость») 
АКП, 
W  – кажущееся ускорение, 

( )uM t  – управляющий момент относительно оси подве-
са, созданный датчиком момента, 

v ( )M t  – возмущающий момент относительно оси под-
веса, 
ki  – коэффициент усиления по току, 
kdm  – коэффициент преобразования тока датчика мо-
мента в электромагнитный момент. 

Для исследования параметрической неопределённо-
сти АКП составлена обобщённая математическая модель 
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с учётом возможного разброса параметров АКП с ис-
пользованием LFT- преобразований [1,2,3]. 

Параметры акселерометра с учётом мультипликатив-
ных погрешностей имеют вид. 
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где 
0 0 0 0 0 0 0k , k , k , k , k ,k , ,i dm g t y du J ml  – номинальные 

значения параметров АКП, 
k k k k k k, , , , , , ,

i dm g t y du J mlp p p p p p p p  – коэффициенты 

изменения номинальных значений параметров АКП, 
k , k , k , k , k , k , , 1.i dm g t y du J ml          

III. РЕГРЕССИОННАЯ МОДЕЛЬ  
Наиболее значимые параметры, содержащие неопре-

делённость и влияющие на ток датчика момента акселе-
рометра, определяются методом планирования экспери-
мента. Определяется аналитическая зависимость между 
током датчика момента и рассматриваемыми параметра-
ми, содержащими неопределённость, а также проводится 
оценка возможной погрешности, вносимой параметриче-
ской неопределённостью в значение тока датчика мо-
мента. 

В качестве эксперимента используется математиче-
ское моделирование реакции акселерометра на внешнее 
возмущение, эквивалентное ускорению 1 g. 

Первым этапом определения наиболее значимых па-
раметров является построение дробно-факторного пла-
нирования. 

По полученным результатам планирования экспери-
мента построена диаграмма Парето, представленная на 
рис. 1, наглядно демонстрирующая параметры, которые 
вносят наибольший вклад в изменение значения тока 
датчика момента акселерометра, а именно: «маятнико-
вость» акселерометра, момент инерции подвижной си-
стемы относительно оси подвеса и коэффициент преоб-
разования тока датчика момента в компенсационный 
момент. 

В результате планирования эксперимента получены 
регрессионные коэффициенты и регрессионная модель 
тока датчика момента: 

0.989892 0.098989 0.009899 0.098989 k .dmdmI ml J       

Значимость момента инерции подвижной системы на 
порядок уступает «маятниковости» и коэффициенту 
преобразования тока датчика момента в компенсацион-
ный момент. Поэтому на втором этапе проведён цен-
тральный композиционный анализ относительно трёх 
данных параметров. Результаты анализа показывает по-
строенная диаграмма Парето, представленная на рис. 2. 

 

Рис. 1. Диаграмма Парето для результатов дробно-факторного 
эксперимента 

 

Рис. 2. Диаграмма Парето для результатов центрального 
композиционного плана 

В результате планирования эксперимента получены 
регрессионные коэффициенты и регрессионная модель 
тока в цепи обратной связи. 

2

0.980012 0.098579 0.099760 k ...
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Так как «маятниковость» акселерометра является по-
стоянной величиной, данным параметром можно прене-
бречь и ток датчика момента окончательно можно пред-
ставить в виде: 

2
0.980012 0.099760 k 0.099760 kdm dmdmI      

Исходя из полученной регрессионной модели и про-
веденных с ней расчетов, можно сделать вывод о том 
что, изменение коэффициента преобразования тока дат-
чика момента в компенсационный момент (масштабный 
коэффициент) kdm  вызывает обратно-пропорциональное 
процентное изменение тока датчика момента. То есть 
при изменении коэффициента преобразования тока дат-
чика момента kdm  на -0,7% вызывает соответствующее 
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изменение величины тока датчика момента на 0,72%, а 
при температуре –20°C изменение kdm  на 0,9% вызыва-
ет изменение тока датчика момента на –0,91%. 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 Получена регрессионная модель тока датчика мо-

мента от наиболее значимых параметров. 

 Параметрами, изменение значений которых вно-
сит максимальное изменение тока датчика момен-
та акселерометра (масштабный коэффициент), яв-
ляются «маятниковость» акселерометра и коэф-
фициент преобразования тока датчика момента в 
компенсационный момент kdm . 

 Изменение параметра kdm  вызывает приблизитель-
но соответствующее обратно-пропорциональное 
процентное изменение тока датчика момента. 

 Полученная регрессионная модель тока датчика 
момента будет использована в математической 
модели АКП и синтезе регулятора для повышения 
точности измерения АКП. 
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Аннотация—В работе приведен анализ возможностей 
развития навигационных систем летательных аппаратов с 
применением бортовых измерений параметров физических 
полей Земли. При этом рассматриваются перспективные 
системы, которые не нашли пока широкого применения 
на практике: магнитоградиентные, измеряющие градиент 
стационарного магнитного поля, гравиградиентные, изме-
ряющие градиент гравитационного поля, а также элек-
тромагнитные, измеряющие переменную составляющую 
магнитного поля. Рассматриваются основные задачи, воз-
никающие при измерениях данных параметров на борту 
летательного аппарата, приводится обзор алгоритмиче-
ских и аппаратурных решений. Анализируются результа-
ты бортовых измерений, даются оценки потенциальной 
точности навигации. 

Ключевые слова—градиент магнитного поля, градиент 
гравитационного поля, электромагнитное поле, навигация 
по геофизическим полям, пространственное физическое поле 

I. ВВЕДЕНИЕ  
Появление современных глобальных навигационных 

спутниковых систем (ГНСС) – в первую очередь 
ГЛОНАСС и GPS, – вывели на совершенно новый уро-
вень возможности решения навигационных задач, в том 
числе для летательных аппаратов, как пилотируемых, 
так и беспилотных. Произошел гигантский скачек в раз-
витии технологий в совершенно разных областях – от 
аэросъемочных работ до автоматической доставки гру-
зов. Однако, накопленный опыт применения ГНСС вы-
явил не только очевидные преимущества, но и недостат-
ки этой системы: зависимость от электромагнитной об-
становки, возможность постановки радиопомех, воз-
можность создания ложных сигналов, позволяющих в 
том числе захватывать беспилотные аппараты [1]. По 
этой причине вновь стали актуальны разработки авто-
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номных навигационных систем. При этом желательно, 
чтобы они были сопоставимы по точности с ГНСС. 

Классическое решение для автономной навигации – 
использование инерциальных навигационных систем 
(ИНС), в современных системах как правило применя-
ются их бесплатформенные варианты (БИНС). Такие 
системы в комплексе с ГНСС позволяют в значительной 
мере решить проблемы, связанные с неустойчивой рабо-
той спутниковых систем на ограниченном интервале 
времени [2–5]. Однако они по-прежнему плохо защище-
ны от постановки помех или полной неработоспособно-
сти хотя бы одного из сегментов ГНСС. 

Другой возможный источник дополнительной нави-
гационной информации – данные о координатно-
привязанных параметрах различных геофизических по-
лей. Принято разделять такие поля на поверхностные, 
источниками которых является двумерная земная по-
верхность, и пространственные, источники которых 
имеют трехмерную структуру [6]. К первым относятся 
радиолокационное изображение подстилающей поверх-
ности, изображение в видимом или инфракрасном диапа-
зонах, которые считаются нестабильными, а также рель-
еф земной поверхности. Ко вторым относят магнитное 
поле Земли (МПЗ) и гравитационное поле земли (ГПЗ).  

Навигационные системы по геофизическим полям в 
отечественной литературе известны как корреляционно-
экстремальные навигационные системы (КЭНС) [6, 7, 8], 
а в англоязычной – как системы, корректируемые по 
карте (map aided или map matching) [9, 10]. Работа таких 
систем основана на минимизации некоторой функции, 
характеризующей отличие измеренных и считанных с 
цифровой модели значений параметров. Обычно рас-
сматривается вариант, когда выполняется коррекция 
текущей навигационной информации по невязке изме-
ренных параметров поля и предсказанных по данным 
цифровой модели с учетом текущих показаний ИНС 
(БИНС) [11, 12]. Стоит отметить, что для систем, изме-
ряющих компоненты поля или его градиента необходи-
мо наличие системы ориентации, определяющей направ-
ления осей чувствительности. Это необходимо, посколь-
ку цифровая модель задана в одной системе координат, 
связанной, например, с географической сеткой, а изме-
рения компонент вектора поля или тензора его градиента 
выполняются в приборной системе координат, связанной 
с корпусом летательного аппарата. Поэтому включение 
инерциального блока в измерительный комплекс вполне 
естественно. 

Структура навигационной системы по геофизиче-
ским полям обязательно включает следующие элементы: 

 блок измерения параметров геофизического 
поля; 

 цифровая модель поля — источник эталонной 
информации; 

 блок вычислителя. 

При работе с поверхностными геофизическими по-
лями уже достигнуты точности позиционного решения, 
вполне сопоставимые с точностью работы ГНСС. Это 
касается и систем, работающих по картам рельефа мест-
ности, и систем, использующих изображение подстила-
ющей поверхности [6]. Хотя конечно же, есть ряд огово-

рок. Главное, цифровая карта местности должна обла-
дать характерными неоднородностями, наличие которых 
и определяет конечную точность решения. Основной 
недостаток работы с поверхностными полями – невоз-
можность работы над безориентирной местностью, 
например, над морем. Здесь пространственные поля об-
ладают явным преимуществом благодаря тому, что поле 
источников, расположенных под водой, может наблю-
даться и в воздухе. 

Однако, в силу ряда причин, современные КЭНС, по-
строенные на измерении параметров пространственных 
полей, пока далеки от того, чтобы приблизиться к точно-
сти ГНСС, как видно из табл. I [13]. Для границ, приве-
денных в табл. I для КЭНС на основе МПЗ, в качестве 
минимума приведена точность, полученная при экспе-
риментальных исследованиях навигационной системы, 
измеряющей модуль индукции магнитного поля кванто-
вым датчиком с оптической накачкой [14]. В работе [13] 
оценка наилучшей точности указанной КЭНС составляет 
100 м. 

ТАБЛИЦА I.  ТОЧНОСТЬ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ 
КООРДИНАТ ДЛЯ РАЗЛИЧНЫХ НАВИГАЦИОННЫХ СИСТЕМ [13, 14] 

Навигационные системы Точность, м 

ГНСС 1–10 

КЭНС, рельеф 30–50 

КЭНС, изображение 5–30 

КЭНС, МПЗ 20–500 

КЭНС, ГПЗ 300–500  

 

Приведенные точности для КЭНС отвечают решению 
навигационных задач по цифровым картам поля. Точ-
ность решения модельных задач на основе аналитиче-
ской усовершенствованной модели геомагнитного поля 
Enhanced Magnetic Model (EMM) с использованием фер-
розондов в качестве измерителя поля составила около 
1000 м [15]. 

В настоящей работе исследуются возможности раз-
вития навигационных систем летательных аппаратов, 
построенных на основе измерений пространственных 
геофизических полей. При этом основной акцент делает-
ся на системах, которые в настоящее время являются 
наиболее актуальными при аэрогеофизических исследо-
ваниях. Это важно как с точки зрения повышения точно-
сти измерений, так и с точки зрения получения эталон-
ной информации. 

Если обратиться к современной практике аэрогеофи-
зической съемки, то исследования в государственных 
масштабах во всем мире производятся с целью получе-
ния карт [16]: 

 аномалий МПЗ; 

 аномалий ГПЗ; 

 удельных электрических сопротивлений; 

 естественного радиоактивного излучения. 

Для этой цели выполняются, соответственно, 

 аэромагнитная съемка; 
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 аэрогравиметрическая съемка; 

 аэроэлектроразведка; 

 аэрогамма-спектрометрия; 

как правило, в комплексе. При этом последний пункт 
явно относится к полям поверхностного излучения – 
гамма-кванты, излучаемые при распаде естественных 
радиоактивных элементов, рассеиваются в первых 20–
30 см плотной породы или воды [17]. Поэтому в работе 
будут рассматриваться аэромагнитные, аэрогравиметри-
ческие и аэроэлектромагнитные или аэроэлектроразве-
дочные системы. 

Далее после обзора современных аэрогеофизических 
систем и методов навигации по пространственным по-
лям будут рассмотрены описанные системы бортовых 
измерений физических полей с точки зрения их приме-
нения для решения навигационных задач. Основные ас-
пекты — доступность эталонной информации и возмож-
ности аппаратной реализации. 

II. СОВРЕМЕННЫЕ АЭРОГЕОФИЗИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ 

A. Аэромагнитные системы 
Аэромагнитные системы применяются для изучения 

магнитных свойств слагающих приповерхностный слой 
пород. Классическими средствами бортовых измерений 
МПЗ являются [18]: 

 трехкомпонентные датчики на основе 
феррозондов, измеряющие проекции вектора 
индукции МПЗ на ортогональные оси 
чувствительности; 

 квантовые датчики с оптической накачкой, 
которые измеряют с высокой точностью модуль 
вектора индукции МПЗ. 

Компоненты МПЗ измеряются феррозондовым дат-
чиком с точностью на уровне 10 нТл (нанотесла) при 
среднем значении поля 50000 нТл. Точность измерения 
модуля поля составляет около 0,1 нТл при чувствитель-
ности на уровне 0,5 пТл/√Гц. Поэтому, в отличие от 
навигационных задач [6, 15], в задачах геомагнитного 
картирования применяются исключительно квантовые 
датчики [19]. При этом, как правило, на борту устанав-
ливается несколько датчиков, а по разности их измере-
ний получают представление о компонентах вектора 
градиента модуля индукции МПЗ [18]. 

Новые разработки сверхпроводящих квантовых ин-
терферометров, работающих на эффекте Джозефсона 
(СКВИД), позволили создать системы, измеряющие 
компоненты полного тензора градиента магнитного поля 
с тем же уровнем чувствительности, с каким работают 
системы с разнесенными квантовыми датчиками с опти-
ческой накачкой – порядка 1 пТл/м/√Гц [20]. Согласно 
утверждению W. Stasinowsky [21], в ближайшие три года 
измерения с тензорными градиентометрами в геофизике 
полностью заменят измерения модуля магнитной индук-
ции, поскольку являются значительно более информа-
тивными и не уступают ни по точности, ни по чувстви-
тельности. 

Альтернативой технологии СКВИД, в настоящее 
время требующей охлаждения жидким гелием до 4ºК, 

может стать датчик на основе азото-замещенных вакан-
сий в алмазе [22]. Компания Lockheed Martin уже пред-
ставила опытный образец такого магнитного датчика, 
который измеряет компоненты вектора индукции [21]. 
Заявляемая достигнутая чувствительность в 15 пТл/√Гц 
позволяет надеяться на скорое появление нового высо-
кочувствительного тензорного градиентометра. Гово-
рить о векторном магнитометре для мобильных приме-
нений такой точности не приходится — невозможно 
определить направления осей чувствительности с таким 
качеством. 

Надо также отметить, что есть разработки систем из-
мерения параметров тензора градиента МПЗ на основе 
феррозондовых датчиков, привлекая методы алгоритмиче-
ской коррекции инструментальных погрешностей [23] или 
различного рода специальные устройства [24]. Заявленная 
точность измерения компонент тензора градиента –  
0,5–1 нТл/м. 

B. Аэрогравиметрические системы 
Аэрогравиметрические системы позволяют анализи-

ровать плотность пород. Для бортовых измерений ГПЗ 
традиционно применяются [18, 25]: 

 скалярные гравиметры, установленные на 
горизонтируемой платформе и измеряющие 
вертикальную составляющую аномалии 
удельной силы тяжести; 

 гравитационные градиентометры, измеряющие 
компоненты тензора градиента удельной силы 
тяжести. 

Учитывая трудности, связанные с отделением ускоре-
ний носителя от аномалий удельной силы тяжести, даже 
при использовании высокоточной ГНСС, работающей в 
дифференциальном режиме и обеспечивающей точность 
позиционирования на уровне 1 см, интервал осреднения, 
на котором подавляются высокочастотные шумы ГНСС, 
составляет несколько километров даже при невысоких 
скоростях носителя – порядка 100 м/с [25, 26, 27]. 

В 1996 году для высокоточной автономной навига-
ции стратегических подводных лодок США был создан 
ротационный гравитационный градиентометр акселеро-
метрического типа, разработка лаборатории Bell 
Aerospace (США) [28]. Коррекция бортовой ИНС была 
реализована по карте рельефа морского дна. Приборной 
основой градиентометра служат четыре идентичных ак-
селерометра, размещенных на периферии вращающегося 
диска. Каждая пара акселерометров имеет параллельные 
разнонаправленные оси чувствительности, расположен-
ные по касательной к окружности. Выходной сигнал 
формируется из линейной комбинации показаний аксе-
лерометров, таким образом измеряются отдельные ком-
поненты тензора гравитационного градиента. Вращение 
порождает вынужденные гармонические колебания, что 
вызывает модуляцию выходного сигнала двойной часто-
той вращения.  

Самые успешные современные модели – это две 
коммерческие системы, построенные на основе прибор-
ных блоков компании Lockheed Martin, усовершенство-
вавшей ротационную модель Bell Aerospace. Первая си-
стема – градиентометр AGG (Airborne Gravity 
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Gradiometer). Вторая модель – FTG (Full Tensor 
Gradiometer), измеряющая полный тензор.  

При соблюдении специальных условий полета (по-
стоянная низкая высота порядка 100 м, турбулентность 
до 1 м/с2) максимальное разрешение, которое удается 
стабильно получить в постобработке, составляет 200–
300 м, что связано со скоростью и высотой полета само-
лета. Приборы имеют большие габариты и массу, слож-
ны в эксплуатации. Достижения последнего десятилетия: 
значительное уменьшение шума (для прибора AGG шум 
стабильно не превышает 2Э/Гц, Э – Этвеш, единица 
измерения гравитационного градиента, равная 10–9 с–2), 
совершенствование методов сбора, обработки и интер-
претации данных, уменьшение размеров и массы прибо-
ров за счет использования малогабаритной цифровой 
электроники. Похоже, что ротационные градиентометры 
практически достигли пределов своих возможностей, и 
прибор нового поколения должен основываться на дру-
гих физических принципах. Так Lockheed Martin и CGG 
проводит совместный исследовательский проект с назва-
нием FTGplus, на основе конструкции с невращающими-
ся акселерометрами с целью достигнуть 20-кратного 
улучшения по сравнению с текущей системой [18].  

Еще одна разработка, авторы которой ставят себе ко-
нечной целью интеграцию градиентометра в высокоточ-
ную инерциальную систему навигации PINS (Precision 
Inertial Navigation Systems) – атомный градиентометр 
AOSense Atomic Interferometer (AI) gravity gradiometer. 
Ее разработчиком является компания OASense, Inc 
(США). В атомном градиентометре используются вол-
новые свойства ультрахолодных атомов (Нобелевские 
премии по физике 1997 и 2001 гг.), которые проявляются 
при температурах ниже 10–6 ºК, и в качестве пробных 
масс выступают атомные частицы. Их траектория анали-
зируется с помощью интерферометрических датчиков, 
излучающих криогенные лазерные импульсы. По дан-
ным двух сенсоров формируется выходные сигналы гра-
витационного градиента [29, 30, 31]. Дальнейшие иссле-
дования в проекте направлены повышение точности си-
стемы и на уменьшение размеров прибора до карманно-
го варианта на атомном чипе. Теоретически гравитаци-
онный градиентометр, построенный с использованием 
атомной интерферометрии, может достичь уровня шу-
мовой составляющей 0,001Э/Гц с уровнем разрешаю-
щей способности одного акселерометра 10-14 м/с2, но 
практически полученные характеристики еще слишком 
далеки от потенциальных возможностей. 

C. Аэроэлектроразведочные системы 
Аэроэлектроразведочные системы позволяют изучать 

распределение удельного электрического сопротивления 
пород. Из рассматриваемых здесь методов аэроэлектро-
разведочные системы, работа которых основана на изме-
рении в воздухе переменной составляющей магнитного 
поля, являются, пожалуй, наиболее разнообразными. 
Среди них можно выделить [32]: 

 активные системы, измеряющие поле отклика на 
возбуждение контролируемым дипольным 
источником переменного магнитного поля; 

 пассивные системы, измеряющие переменную 
составляющую естественного МПЗ. 

Несмотря на то, что в геофизике принято разделение 
активных систем на работающие во временной и в ча-
стотной области [32, 33], в рамках данной работы нет 
смысла в таком разделении, поскольку они отличаются 
по существу лишь спектром излучаемого сигнала. Си-
стемы, работающие во временной области, используют 
импульсное возбуждение, реализуя тем самым метод 
переходных процессов. В частотной области возбужда-
ется полигармонический сигнал, и для каждой гармони-
ки определяется расхождение измеренного и излученно-
го сигнала по амплитуде и фазе. 

В структуру активных систем обязательно входит 
один или несколько дипольных источников переменного 
поля, дипольный магнитный момент которых для разных 
систем составляет от 103 до 106 Ам2 в частотном диапа-
зоне от 105 до 101 Гц. Такое большое значение дипольно-
го момента требуется, чтобы, во-первых, исключить 
влияние естественных вариаций МПЗ, а во-вторых, из-
бежать влияния колебаний приемника переменного маг-
нитного поля в постоянном поле Земли. В некотором 
смысле такая система похожа на радиолокационные 
средства, но существенно более низкочастотные, а из-за 
дипольного характера излучения они имеют ограничен-
ный радиус действия. Во всех современных аэроэлек-
троразведочных системах для измерения поля использу-
ется индуктивный приемник, уровень чувствительности 
меняется от единиц фТл на высоких частотах до единиц 
пТл на низких частотах. 

Источниками электромагнитного поля для пассивных 
систем являются естественные электромагнитные коле-
бания в ионосфере, которые могут порождаться грозовой 
активностью или активностью солнца. Главное свойство 
такого поля – что оно преимущественно горизонтально. 
Пример спектра естественного электромагнитного поля 
показан на рис. 1 [34]. 

 

Рис. 1. Обобщенный спектр геомагнитного поля для его 
горизонтальной составляющей и для измерений наведенного 
напряжения: H (сплошная линия, нТл/√Гц) – спектр геомагнитного 
поля, V (пунктирная линия, нВ/м2/√Гц) – измерения наведенного 
напряжения 

Вертикальная компонента поля возникает тогда, ко-
гда в среде присутствует отличная от нуля удельная 
электрическая проводимость. Она и является полезным 
сигналом для таких систем. Поскольку вторичное поле 
обычно существенно меньше первичного, внешнего по 
отношению к среде, то из рис. 1 становится понятно, что 
для пассивных систем требуется еще более чувствитель-
ный приемник, чем для активных. При этом, чтобы ин-
терпретировать измеренный сигнал, необходимо изме-
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рять и горизонтальную составляющую поля, чтобы по-
нимать, в ответ на какое поле пришел отклик. Все это 
приводит к тому, что приемники таких систем довольно 
громоздкие и тяжелые.  

Для геофизической интерпретации в соответствии с 
разработанными методами так называемого аудио-
магнитотеллурического зондирования, при работе пас-
сивных систем на земле устанавливаются дополнительно 
базовые станции для измерения компонент электриче-
ского поля [35]. Это позволяет избавиться от неодно-
значности в решении обратной задачи. Однако, если та-
кая система будет использоваться для навигации, реше-
ние обратной задачи не потребуется, поэтому и необхо-
димость в базовой станции отпадет. 

Для реализации как пассивных, так и активных си-
стем также уже предложено использовать технологию 
СКВИД, которая может обеспечить чувствительность на 
уровне 1 фТл даже для достаточно низких частот [36]. 

Таким образом можно констатировать, что развитие 
авиационных систем измерения пространственных гео-
физических полей сосредоточено в области создания 
новых магнитоградиентных, гравиградиентных и актив-
ных и пассивных электромагнитных систем, которые 
обеспечивают максимально возможную детальность ис-
следований физических свойств пород, слагающих при-
поверхностную часть земной коры: магнитную проница-
емость, плотность и удельное электрическое сопротив-
ление до глубин порядка 1 км. При этом, благодаря 
ГНСС технологиям, современные съемки параметров 
геофизических полей выполняются с детальностью 
вплоть до масштаба 1:5000, т. е. 50 метров между марш-
рутами [37], за исключением только гравитационного 
поля [38], для которого масштаб аэросъемки не превы-
шает 1:100 000, 1000 м между маршрутами. При грави-
градиентных съемках сеть измерений сгущается до не-
скольких сотен метров между маршрутами. 

III. СТРУКТУРА ИЗМЕРЕНИЙ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ 
ГЕОФИЗИЧЕСКИХ ПОЛЕЙ 

Пусть вектор навигационных параметров X включает 
трехмерный вектор позиционных координат r и трех-
мерный вектор угловой ориентации θ: X = {r, θ}. Вектор 
измерений f можно представить в виде [39] 

 f = f0(X)  + fa(X)  + fv(X, t)  + fc(…)  + Δf(t). 

Здесь f0(X) – это нормальная составляющая поля, fа(X) – 
аномальная составляющая поля, являющаяся основной 
составляющей для высокоточной навигации, fv(X, t) – 
вариационная составляющая поля, модель которой неиз-
вестна, fc(…) – наведенная со стороны авиационного но-
сителя помеха, Δf(t) – шум измерений, t – время. 

Нормальная составляющая поля описывается извест-
ными аналитическими соотношениями: 

 для аэромагнитных систем используется между-
народная модель геомагнитного поля IGRF 
(International Geomagnetic Reference Field), зада-
ющая разложение скалярного потенциала МПЗ по 
сферическим функциям [40]; 

 для аэрогравиметрических систем может исполь-
зоваться модель гравитационного потенциала 
EGM2008 (Earth Gravitational Model), готовится к 
изданию EGM2020 [41], задающая разложение 
скалярного потенциала ГПЗ по сферическим 
функциям; 

 для активных электроразведочных систем нор-
мальное поле задается формулой поля точечного 
диполя или поля витка с током [42]; 

 для пассивных систем, используется гипотеза, что 
измеренная горизонтальная составляющая являет-
ся внешним полем, т. е. его нормальной состав-
ляющей. 

Аномальная составляющая, как правило, не имеет 
аналитического описания. Исключением может быть 
представление гравитационной аномалии как вейвлет-
разложения [43]. В общем же случае при применении в 
навигационных комплексах аномальное поле хранится в 
виде матрицы значений, заданных на горизонтальной 
поверхности. Поле выше этой поверхности вычисляется 
аналитически по ходу работы навигационной системы 
[13]. Стоит отметить, что для систем на переменном 
магнитном поле можно пересчитывать компоненты по-
ля, используя распределение удельных электрических 
сопротивлений [44]. 

Вариационная составляющая в силу ее глобального 
характера пренебрежимо мала как для гравитационного, 
так и для магнитного поля в случае измерения градиента. 
Конечно же, для измерений самого вектора или модуля 
МПЗ пренебрегать вариациями нельзя. Для активных 
электроразведочных систем амплитуда сигнала источни-
ка поля выбирается достаточно большой, чтобы прене-
бречь вариациями. Для пассивных систем вариации по 
сути являются нормальной составляющей поля. 

Наведенная составляющая поля представляет боль-
шую проблему и может в конечном итоге определить 
точность навигационного решения. Для аэромагнитных 
систем существует модель Лелиака [45], которая учиты-
вает постоянную, индуктивную и вихревую составляю-
щие наведенного магнитного поля. Данная модель была 
доработана для определения наведенной составляющей 
при измерении компонент тензора градиента МПЗ [46]. 
Важный отметить, что данная модель является результа-
том линейного приближения, поэтому точность учета 
наведенной составляющей связана с ее величиной, точ-
нее с отношением ее к нормальной составляющей поля.  
Дополнительно надо учитывать поле бортового электро-
оборудования [6]. 

В гравиметрических системах огромная проблема – 
учет ускорений аппарата-носителя, которая отчасти ре-
шается при использовании разностных градиентометри-
ческих систем. В них используются показания одинако-
вых разнесенных датчиков, на которые при движении 
действует одинаковое переносное ускорение. Относи-
тельное и кориолисово ускорение могут быть вычислены 
с использованием показаний гироинерциального блока. 
Если бортовой гравитационный градиентометр исполь-
зуется в комплексе с ИНС, то ее ошибки обязательно 
войдут в полный вектор ошибок, оцениваемых навига-
ционной системой, поскольку их влияние на показания 
градиентометра огромно [6]. 
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В активных и пассивных электроразведочных систе-
мах также надо учитывать поле токов, наведенных в фю-
зеляже летательного аппарата. Для компенсации этого 
влияния в активных системах существует и применяется 
методика, представляющая поле носителя в виде линей-
ной комбинации векторов поля контролируемых дипо-
лей [47]. Она позволяет компенсировать влияние до 
уровня инструментальных погрешностей. Для пассив-
ных систем проблема наведенного поля не решена. Все 
низкочастотные пассивные системы используют прием-
ники, буксируемые на тросе длиной около 100 м. 

Шум измерений – это инструментальные погрешно-
сти датчиков поля. 

IV. АЛГОРИТМЫ РЕШЕНИЯ НАВИГАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ 
В некоторых последних публикациях используются 

измерения градиента магнитного поля для решения 
навигационной задачи. В работе [48] градиентометр ис-
пользуется для определения углов ориентации объекта 
относительно МПЗ. Отмечается, что в отличие от изме-
рений вектора поля, компоненты тензора дают представ-
ление обо всех углах ориентации. Авторы работы [49] 
предлагают использовать различные инварианты тензора 
градиента и самого магнитного поля, чтобы по их ком-
бинации пытаться определить координаты подвижного 
объекта. В [12] предлагается решение задачи коррекции 
БИНС по измерениям параметров градиента МПЗ. Урав-
нения измерений линеаризуются в окрестности текущего 
решения и оценка ошибок координат получается при 
помощи фильтра Калмана. 

Идея навигации по измерениям градиента ГПЗ была 
описана в работах [50, 51] в конце прошлого века как 
задача коррекции ИНС по невязкам измерений парамет-
ров градиента с использованием фильтра Калмана. В 
работе [52]  предлагается использовать нейронные сети 
для оценки погрешностей ИНС по невязкам измерений 
тензора градиента. В [53] отмечается, что использование 
градиентометров на холодных атомах, точность которых 
ожидается на уровне долей Э, потенциально значительно 
повышает точность навигационного решения ИНС. 

Задача навигации по измерениям параметров пере-
менного магнитного поля пока не получила своего раз-
вития. В работе [54] лишь предложено использование 
карт удельных сопротивлений как навигационной ин-
формации. 

Предполагая, что поле носителя скомпенсировано, 
уравнения измерений можно записать в следующем виде: 

 Z = fa(X)  + Δf(t). 

При этом в общем случае вектор X включает не только 
навигационные параметры, но и параметры ошибок 
инерциальной навигационной системы.  

Аналитической записи функции fa(X) не существует, 
она задана в виде цифровых карт на некоторой поверх-
ности, которые могут быть аналитически пересчитаны в 
верхнюю полуплоскость [13]. Задача: из всех возможных 
гипотез о текущих координатах X выбрать наиболее до-
стоверную, которая и станет решением навигационной 
задачи. Для ее решения широко применяется Байесов-
ский подход [6, 9, 11]. В рамках этого подхода алгоритм 

решения может быть сведен к соотношениям фильтра 
Калмана. При этом может выполняться линеаризация 
уравнений измерений в окрестности априорной оценки 
координат. Для этой цели вычисляются матрицы част-
ных производных функции fa(X). 

Согласно работе [55] современные тенденции разви-
тия алгоритмической составляющей КЭНС можно грубо 
отнести к двум направлениям: 

 КЭНС, применяющие алгоритмы калмановского 
типа: обобщенный, итерационный, ансцентный 
фильтр Калмана и другие; 

 КЭНС, применяющие различные модификации 
метода Монте-Карло, например, фильтр частиц. 

Более подробная классификация алгоритмов КЭНС дана 
в работе [56]. 

Как было сказано выше, системы измерения градиен-
та магнитного или гравитационного поля, как и система 
измерений параметров переменного магнитного поля, 
должны включать инерциальный измерительный блок 
для определения направлений осей чувствительности. 
Поэтому задачу навигации разумно решать в варианте 
комплексирования с ИНС. В этом случае саму навигаци-
онную задачу можно решать как задачу коррекции ИНС 
по измерениям параметров физических полей [11, 12]. 
Для случая, когда оценка погрешности априорной ин-
формации о координатах сопоставима или превышает 
радиус корреляции поля, применение алгоритмов калма-
новского типа ограничено. 

В линеаризованные уравнения измерений, которые 
выписываются для невязок измеренных и полученных с 
использованием карты параметров как вектора поля или 
градиента его модуля, так и тензора градиента, войдут, с 
одной стороны, погрешности текущего определения 
пространственных координат, а с другой – погрешности 
определения текущей ориентации. Первые войдут с ко-
эффициентами, полученными после взятия простран-
ственных частных производных соответствующих пара-
метров поля, вторые – с коэффициентами, полученными 
по самим параметрам геофизического поля. Уравнения 
для параметров МПЗ опубликованы в работах [12, 57]. 
Для измерения переменного магнитного поля уравнения 
будут точно такими же.  

В случае измерений градиента ГПЗ с использованием 
ротационных градиентометров уравнения будут более 
сложные, поскольку в них войдут компенсационные 
члены, необходимые для формирования параметров гра-
диента, которые включают погрешности координат, ско-
рости и ориентации ИНС [6]. 

V. ЭТАЛОННАЯ ИНФОРМАЦИЯ  

A. Карты аномального магнитного поля 
По данным, опубликованным в [13], на 75% земной 

поверхности в северном полушарии и на 45% в южном 
имеются карты МПЗ, которые позволяют достичь точно-
сти навигации 100–500 м. В [6] приводятся интервалы 
корреляции аномального магнитного поля для различ-
ных районов, которые меняются от 7 км на 100 м высоты 
до 9 км на высоте 1000 м над сушей, и от 11 до 14 км над 
Черным морем.  
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Как было сказано выше, объем данных непрерывно 
увеличивается, а точность привязки данных о МПЗ рас-
тет за счет применения технологии ГНСС при выполне-
нии съемок. При этом, основным измеряемым парамет-
ром на настоящий момент является величина модуля 
вектора индукции МПЗ [16, 19]. О начале повсеместного 
использования измерений тензора градиента МПЗ гово-
рить еще рано, однако можно использовать уже имею-
щуюся информацию. Так, в работе [58] предложена ме-
тодика преобразования карты модуля индукции к ком-
понентам тензора градиента магнитного поля. Точность 
преобразования составляет около 5%.  

Интервал корреляции горизонтального градиента мо-
дуля индукции МПЗ, измеренного на высоте 70 метров 
для одного из участков суши в Восточной Сибири, со-
ставил 650 м. Оценка потенциальной точности навига-
ции по этим же данным в соответствии с [59] дает около 
2 м. Она получена из соотношения среднего значения 
градиента навигационного поля 7 пТл/м2 и суммарных 
шумов, предполагаемых на уровне 10 пТл/м. 

В [57] приведена оценка точности навигации по из-
мерениям параметров градиента магнитного поля по 
результатам моделирования. На высоте полета 100 м при 
комплексировании с БИНС навигационного и тактиче-
ского класса точности достигнута точность коррекции 
порядка 10–30 см при условии, что градиент измеряется 
СКВИД-системой точности 1 пТл/м, и порядка 10–30 м 
при измерениях градиентометром на феррозондовых 
датчиках, который на 2-3 порядка грубее. Это означает, 
что даже при синтезированной из модуля магнитной 
индукции карте градиента магнитного поля точность 
навигации может быть не хуже 10 м. 

Также можно отметить положительные перспективы 
применения системы измерения градиента модуля индук-
ции магнитного поля. При моделировании комплексиро-
вания такого измерителя с БИНС навигационной точно-
сти получена субметровая точность навигации, для БИНС 
тактического класса — точность около 3 м. Стоит отме-
тить также, что на практике точность навигации по изме-
рениям модуля индукции в режиме комплексирования с 
ИНС навигационного класса точности без доступной ин-
формации о вариациях МПЗ составила около 20 м [14]. 

B. Карты аномального гравитационного поля 
По данным, опубликованным в [13], на 90% земной 

поверхности имеются карты ГПЗ, которые позволяют 
достичь точности навигации 300–500 м. Данная точность 
не учитывает сложности измерения параметров гравита-
ционного поля на борту летательного аппарата. Значи-
тельная часть этих данных получена на основе спутни-
ковых съемок. Из-за некорректности аналитического 
пересчета значений поля вниз высокочастотная состав-
ляющая аномального поля в имеющихся картах не пред-
ставлена.  

В настоящее время ведутся аэросъемочные работы с 
гравитационными градиентометрами [18]. Интервал 
корреляции по данным такой съемки на средней высоте 
около 80 м для одного из снятых регионов в штате Мис-
сури, США составил около 2100 м по каналу вертикаль-
ного градиента вертикальной компоненты [60]. Однако 
результаты таких съемок вряд ли могут составить базы 

навигационных карт, поскольку пока их выполняется 
очень мало.  

Оценка потенциальной точности навигации по этим 
же данным в соответствии с [59] дает 17 м. Она получена 
из соотношения среднего значения градиента навигаци-
онного поля 0,12 Э/м и суммарных шумов, предполагае-
мых на уровне 2 Э. Стоит, однако, иметь ввиду, что дан-
ные значения получены формально из данных, которые 
были подвержены фильтрации на интервале 200–300 м.   

В работе [61] предложен способ расчета аномального 
ГПЗ и его градиента по картам рельефа местности. По 
мнению авторов достигнуто хорошее совпадение изме-
ренных значений компонент тензора градиента и вычис-
ленных по рельефу. Таким образом возможно расширить 
и уточнить базу данных о ГПЗ.  

C. Карты удельных электрических сопротивлений 
Поскольку системы, измеряющие переменное маг-

нитное поле широко не рассматривались как навигаци-
онные, не существует обширных баз данных по распре-
делению удельных электрических сопротивлений. Одна-
ко, несмотря на достаточно большое разнообразие элек-
троразведочных систем [32], сопоставление данных раз-
личных систем показывает их эквивалентность при пе-
реходе к параметрам удельных электрических сопротив-
лений [37]. При этом проводятся глобальные аэроэлек-
троразведочные исследования в Австралии [62], Амери-
ке [63], Европе [64] и Африке [65]. 

Интервал корреляции поля удельных электрических 
сопротивлений, измеренных на высоте 70 метров на ча-
стоте возбуждения 230 Гц для одного из участков суши в 
Восточной Сибири составил 1600 м. Компоненты поля 
по таким картам могут быть получены при решении 
прямой задачи для конкретной измерительной системы 
[44]. Оценка потенциальной точности навигации по этим 
же данным в соответствии с [59] дает около 20 м при 
соотнесении среднего значения градиента навигацион-
ного поля 0.006 ln(Ом·м)/м и измерительных шумов, 
оцениваемых в 10–5 в долях первичного поля, что приво-
дит к шуму 0.025 ln(Ом·м) для логарифма удельного 
электрического сопротивления. 

Над морской поверхностью такие системы теряют 
свою эффективность, если толща воды свыше 10 м, по-
скольку соленая морская вода является хорошим про-
водником электричества, поэтому все аномальное поле 
будет обусловлено токами в воде. В этом системы на 
переменном магнитном поле проигрывают другим си-
стемам на пространственных физических полях. 

VI. ВОПРОСЫ РЕАЛИЗАЦИИ ПЕРСПЕКТИВНЫХ 
НАВИГАЦИОННЫХ СИСТЕМ ПО ПРОСТРАНСТВЕННЫМ 

ГЕОФИЗИЧЕСКИМ ПОЛЯМ 

A. Навигация по измерениям градиента магнитного 
поля 
Для нормальной составляющей поля величина гради-

ента небольшая – около 20 пТл/м. Аномальное поле может 
давать до 10 нТл/м при высоте полета 50–100 м. При точ-
ности современных градиентометров на уровне 10 пТл/м 
задача навигации вполне решаема. Учитывая, что отно-
шение точности к величине градиента достигает 10–3, 
система вполне работоспособна и сможет обеспечивать 
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не только позиционную, но и угловую коррекцию, если 
вектор оцениваемых параметров в задаче коррекции 
ИНС включает погрешности ориентации, как было пока-
зано в работах [12, 57].  

Заявленная точность достигается как системами, из-
меряющими вектор градиента модуля индукции МПЗ, 
построенными на разнесенных скалярных датчиках поля 
с оптической накачкой [66], так и тензорными градиен-
тометрами на СКВИД-датчиках [36]. Важно отметить, 
что измерения компонент вектора градиента достигают-
ся при пространственном разносе датчиков на расстоя-
ние порядка 10 м. 

Важное преимущество магнитоградиентных систем – 
их быстродействие. Для квантовых скалярных датчиков 
измеритель поля может выдавать до 1000 независимых 
измерений в секунду с заявленной точностью и чувстви-
тельностью. Перспективные векторные датчики, как и 
СКВИД-датчики обеспечивают еще большую частоту 
регистрации данных. 

Главная проблема, которая препятствует широкому 
внедрению систем измерения параметров МПЗ для ре-
шения навигационных задач – борьба с магнитным вли-
янием носителя [6]. Как было отмечено выше, качество 
компенсации влияния летательного аппарата зависит от 
уровня помехи, которую он создает. Опыт показывает, 
что величина наведенного поля не должна превышать 
100 нТл [66]. Если конструкция носителя позволяет уста-
новку датчиков в таких условиях, система будет вполне 
работоспособной, и при наличии детальных карт обеспе-
чит навигационное решение на уровне 1–10 м. 

Можно сделать вывод о том, что весьма актуальной 
является задача построения детальных карт МПЗ авиа-
ционными и морскими системами. 

B. Навигация по измерениям градиента 
гравитационного поля 
Для нормального поля на поверхности уровенного эл-

липсоида величина гравитационного градиента составля-
ет максимум около 3000 Э [67]. Градиенты силы тяжести, 
измеренные у поверхности Земли, могут существенно 
отличаться от величины нормальной составляющей из-за 
локальных неоднородностей земной коры. На равнинных 
территориях аномалии градиентов имеют порядки десят-
ков Э, в горных местностях – сотни Э, аномалии верти-
кальной компоненты Uzz могут превосходить значение 
1000 Э. С ростом высоты сила полезного сигнала значи-
тельно уменьшается. Традиционно считается, что по-
грешность измерения компонент тензора градиента ГПЗ 
для осуществления навигационной коррекции летатель-
ного аппарата не должна превышать 1 Э при разрешении 
до сотни метров. Очевидно, что при этом обеспечивается 
точность измерения углов ориентации до 10–4. 

Применяемые на практике бортовые гравитационные 
градиентометры состоят из одного вращающегося диска 
диаметром около 30 см с восемью равноудаленными ак-
селерометрами, оси чувствительности которых направле-
ны по касательной к окружности [28, 29]. Диск монтиру-
ется на высокоточной инерциальной горизонтируемой 
платформе, его вращение осуществляется вокруг почти 
вертикальной оси. В этой конфигурации прибор обеспе-
чивает более низкие шумовые составляющие, чем систе-
мы с большим наклоном оси вращения, особенно в усло-

виях турбулентности. Градиентометр полного тензора 
включает в себя три одинаковых вращающихся диска 
диаметром 15 см с четырьмя акселерометрами на каж-
дом. Оси вращения дисков одинаково наклонены относи-
тельно вертикали, что позволяет определять на подвиж-
ном основании все компоненты тензора гравитационного 
градиента. Обе системы достаточно массивны, поскольку 
требуют стабилизации относительно вертикали. 

Заявленная точность в настоящее время достигается 
только в постобработке при комплексировании с данны-
ми ГНСС и соблюдении специальных условий полета. 
Поэтому перспективы реализации таких систем могут 
быть связаны только с появлением новых разработок. 
[18, 29, 31]. При этом остается открытой проблема со-
здания базы данных эталонной информации, которая 
может быть получена только в процессе наземных, мор-
ских и аэросъемок соответствующей детальности и точ-
ности привязки. Хотя, как было сказано выше, в зонах с 
выраженным рельефом можно с хорошей точностью 
получить компоненты градиента поля. 

C. Навигация по измерениям переменного магнитного 
поля 
Величина аномального поля для активных систем 

может составлять от 10–6 до 10–1 по отношению к нор-
мальной составляющей – первичному возбужденному 
полю. Соответственно, обеспечивается чувствительность 
электроразведочных систем на уровне 10–5–10–6. При 
этом, чем ближе приемник к передатчику, тем точнее 
требуется измерять поле, если измерять его непрерывно. 
При импульсном возбуждении можно ограничится изме-
рением отклика только при выключенном поле возбуж-
дения. Это позволяет дополнительно повысить чувстви-
тельность системы даже при совмещенных передатчике 
и приемнике. Интервал осреднения для активных систем 
в среднем около секунды. 

Для пассивных систем чувствительность должна 
быть на уровне фТл и меньше, что составляет 10–2–10–3 
от величины нормальной составляющей поля (см. 
рис. 1). Интервал осреднения для таких систем – до 10 с. 

Конструктивно современные активные электроразве-
дочные системы достаточно громоздкие, что является 
следствием желания повысить их чувствительность [32]. 
Однако есть и достаточно компактные варианты, рабо-
тающие, как правило, на фиксированном небольшом 
наборе гармонических сигналов от 102 до 104 Гц. Такие 
системы устанавливаются в том числе и на фюзеляже 
летательного аппарата, как в системе SGFEM компании 
Sander Geophysics. 

Пассивные системы, будучи достаточно низкоча-
стотными (от 30 Гц), также громоздки, и требуют при-
менения на длинном буксировочном тросе, чтобы избе-
жать электромагнитных влияний носителя. Есть однако 
высокочастотный вариант СДВР (сверхдлинноволновый  
радиокип), в англоязычной литературе VLF (Very Low 
Frequency), работающий на частотах порядка 104 Гц, ис-
пользуемых радиостанциями дальней связи. Такие си-
стемы могут устанавливаться прямо на фюзеляже и 
обеспечивать измерения удельных электрических сопро-
тивлений в верхней части разреза – до 100 м глубины 
[32]. Из-за малой глубинности эти системы не очень ак-
тивно применяются в геофизике, однако могут найти 
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применение в навигации благодаря своей компактности 
и низкому энергопотреблению. Учитывая, что частоты 
этого диапазона присутствуют в спектре естественного 
поля (рис. 1), можно надеяться на появление компактной 
пассивной электроразведочной системы, не зависящей 
от работы радиостанций. 

Проблемы с эталонной информацией здесь гораздо 
глубже, чем в случае магнитоградиентных систем. Во-
первых, нет глобальных баз данных по распределению 
удельных электрических сопротивлений. Во-вторых, ра-
ботоспособность навигационных систем по переменному 
магнитному полю может быть обеспечена только над 
сушей или мелководьем, поскольку отклик над морской 
поверхностью приходит только от воды, глубина про-
никновения электромагнитного поля в морской воде 1–10 
м, в зависимости от частоты сигнала и солености воды. 

VII. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Все рассмотренные системы – магнитоградиентные, 

гравиградиентные, активные и пассивные электромаг-
нитные, – теоретически могут использоваться для задач 
навигации летательных аппаратов. Можно утверждать, 
что потенциальная точность для магнитоградиентных и 
активных электромагнитных систем сопоставима с точ-
ностью ГНСС и зависит от качества эталонной инфор-
мации. Пассивные электромагнитные системы будут на 
порядок грубее, поскольку требуют большего интервала 
осреднения из-за малого уровня полезного сигнала. По 
той же причине более грубыми будут и гравиградиент-
ные системы, интервал осреднения для самых лучших из 
которых составляет 200–300 метров.  

Учитывая, что электромагнитные системы не будут 
работать над морем из-за быстрого затухания перемен-
ного магнитного поля в соленой воде в силу высокой 
удельной электропроводности, наиболее интересными в 
настоящее время являются навигационные системы, ра-
ботающие по измерениям градиента магнитного поля. 
Современное развитие магнитоградиентной аппаратуры 
позволяет уже создавать и испытывать эксперименталь-
ные образцы интегрированных навигационных систем. 
Необходимо, чтобы получение эталонной информации 
по магнитному полю осуществлялось с учетом перспек-
тивы применения таких средств навигации. 
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Аннотация—В рамках байесовского подхода приводит-

ся постановка задачи навигации по геофизическим полям 
и обсуждаются вопросы классификация алгоритмов ее 
решения. Выделяются алгоритмы с предварительной об-
работкой измерений, направленной на повышение точно-
сти оценивания реализации поля, используемой при сопо-
ставлении с картой. Кратко описывается алгоритм, в ко-
тором предварительная обработка не проводится, и задача 
получения значения поля из рассмотрения исключается. 
Приводятся результаты, иллюстрирующие работу и до-
стоинства такого алгоритма на примере решения задачи 
навигации с использованием гравитационного поля в сла-
боаномальном районе. 

Ключевые слова—навигация по геофизическим полям, 
классификация алгоритмов, предварительная обработка 
измерений, байесовский подход 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В современных навигационных системах, устанавли-

ваемых на подвижных объектах, широкое применение 
получил метод навигации по геофизическим полям 
(ГФП), основанный на уточнении координат с использо-
ванием данных карт и измерителей различных полей. В 
отечественной литературе этот метод и соответствую-
щие ему системы также получили наименование корре-
ляционно-экстремальный метод навигации или корреля-
ционно-экстремальные навигационные системы (КЭНС), 
а в зарубежной – метод навигации по карте (map-aided 
navigation method, map-based navigation method) или си-
стемы корректируемые по карте (map-aided navigation 
system, map-based navigation system) [1]–[15].  

Прогресс в области разработки измерителей различ-
ных полей, мощное развитие средств вычислительной 
техники и картографической базы, успехи в области ре-
шения нелинейных задач оценивания, а также развитие 
различного рода робототехнических систем значительно 
увеличивают в последнее время интерес к методу нави-
гации по геофизическим полям [16]–[26]. Повышенное 
внимание к нему обусловлено также и необходимостью 
поиска методов, обеспечивающих коррекцию систем 
навигации в условиях отсутствия или трудностей приема 
сигналов спутниковых систем [27]–[32] Это в свою оче-
редь привело к активизации исследований, направлен-
ных на повышение эффективности методов навигации 
по геофизическим полям [33]–[39].  

Совершенствование систем и методов навигации по 

ГФП может быть реализовано по нескольким направле-
ниям, в том числе за счет повышения точности измери-
тельной аппаратуры, накопления и уточнения картогра-
фической базы данных, расширения спектра используе-
мых полей и совершенствования алгоритмического 
обеспечения, используемого в системах навигации. Во-
просам построения таких алгоритмов и будет уделяться 
основное внимание в настоящей работе. 

Следует заметить, что специфика алгоритмов, при-
меняемых в системах навигации по ГФП, и, как след-
ствие их классификация, в значительной степени зависят 
от типа систем. При рассмотрении систем и методов 
навигации по ГФП, как правило, принято учитывать сле-
дующие основные признаки [1], [2], [8], [9], [11]: тип 
используемых полей – поле рельефа, гравитационное 
поле, магнитное поле и поля их градиентов и т.д.; объем 
используемой измерительной информации – измерения в 
точке (системы первого типа – КЭНС1), вдоль линии 
(системы второго типа – КЭНС2), в виде кадра (системы 
второго типа – КЭНС3); объем исходной (априорной) 
информации – системы с эталоном (картой) и без этало-
на (карты); способ хранения и обработки информации – 
аналоговый, цифровой и комбинированный; специфика 
алгоритма, используемого при решении задачи навига-
ции. В наибольшей степени особенность алгоритмов, 
определяется объемом априорной исходной и измери-
тельной информации, доступной при решении задачи 
навигации, и в меньшей степени зависит от типа исполь-
зуемых полей. Предполагаемое к использованию поле 
конечно накладывает определенную специфику на при-
меняемые алгоритмы, но это касается в основном учета 
особенностей погрешностей измерений. В настоящей 
работе речь пойдет о системах, в которых предполагает-
ся наличие априорной эталонной информации в виде 
карты, а измерительная информация доступна в отдель-
ных точках, т.е. рассматриваться будут системы первого 
типа (КЭНС-1). Важная особенность алгоритмов в таких 
системах заключается в необходимости учета перемеще-
ния подвижного объекта, вдоль определенной траекто-
рии, с целью сформирования реализации поля, которую 
затем можно было бы использовать для выработки по-
правок к координатам при сопоставлении с картой.  

При обсуждении путей совершенствования алгорит-
мов вообще, и применительно к тем системам, о которых 
речь пойдет в настоящей работе, в частности, крайне 
полезно располагать систематизированной информацией 
об уже существующих алгоритмах. Это объясняется, в 
том числе, и тем, что при выборе наиболее подходящего 
варианта построения алгоритма при создании новых си-Исследование выполнено при поддержке гранта Российского 

научного фонда (проект № 18-19-00627) 
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стем разработчикам в полной мере удается учесть 
накопленный в этой области опыт. Предложения по 
классификации алгоритмов, применяемых в системах 
навигации по ГФП, появились с момента их зарождения. 
Так, в российской научной литературе принято выделять 
поисковые, беспоисковые и комбинированные алгорит-
мы, к которым в частности относятся предложенные 
Белоглазовым И.Н. и его коллегами рекуррентно-
поисковые алгоритмы [1], [2], [9]. В англоязычной лите-
ратуре алгоритмы подразделяются на градиентные и 
поисковые [11], [12]. С точки зрения организации проце-
дуры вычислений выделяют также рекуррентные и нере-
куррентные (пачечные) алгоритмы [10], [14].  

Среди появившихся в недавнее время и заслуживаю-
щих внимания работ обзорного характера, касающихся 
систем и методов навигации по ГФП, следует выделить 
работы [6], [10]–[14], [20], [23]. Хотя вопросы классифи-
кации алгоритмов и рассматриваются в этих публикаци-
ях, актуальность их обсуждения, по мнению авторов, 
сохраняется.  

Цель предлагаемого доклада – проанализировать 
основные алгоритмы, используемые при решении задачи 
навигации по ГФП рассматриваемого класса, уточнить 
их классификацию и более подробно обсудить вопросы, 
связанные с предварительной обработкой измерений. 

Предлагаемый доклад является продолжением иссле-
дований, представленных в работах [40], [41], и, в том 
числе, может рассматриваться как дополнение, разъяс-
няющее суть и место предложенного в них алгоритма 
решения задачи навигации по ГФП.  

Структура доклада следующая. Во второй части в 
рамках байесовского подхода приводится постановка 
задачи навигации по ГФП с учетом ее особенности, свя-
занной с необходимостью перемещения подвижного 
объекта. В третьей части рассматривается классифика-
ция алгоритмов, учитывающая различные способы вы-
числения и аппроксимации апостериорной плотности. 
При этом выделяется группа алгоритмов, в которых 
предполагается предварительная обработка измерений, 
выполняемая непосредственно перед решением задачи 
уточнения координат места. В четвертой части кратко 
описывается алгоритм, в котором не предполагается 
проведение какой-либо предварительной обработки и 
приводятся результаты моделирования, подтверждаю-
щие его эффективность на примере решения задачи с 
использованием гравитационного поля в слабоаномаль-
ном районе. В заключении приводятся основные резуль-
таты работы. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ НАВИГАЦИИ ПО ГФП В РАМКАХ 
БАЙЕСОВСКОГО ПОДХОДА 

Для конструктивного обсуждения вопроса о класси-
фикации алгоритмов навигации по ГФП необходимо 
четко сформулировать решаемую задачи, в полной мере 
учитывающую специфику рассматриваемого метода 
навигации. Не нарушая общности, рассмотрим случай, 
при котором задача решается на плоскости, а карта поля 
известна точно, т.е. погрешности карты, описывающей 
поведение поля в районе навигации, отсутствуют. 

При рассмотрении обсуждаемой задачи будем пред-
полагать выполненными следующие условия. 

1. Подвижный объект перемещается вдоль некоторой 
траектории в районе, для которого задана карта. Предпо-
лагается также, что на борту подвижного объекта имеет-
ся измеритель поля, вырабатывающий показания в дис-
кретные моменты времени: 

   ii iy    X  

где iy  – показания измерителя поля; i  – погрешности 
измерителя; iX  – истинные координаты объекта, подле-
жащие утонению;     – известная нелинейная функ-
ция, заданная с помощью карты и описывающая зависи-
мость поля от координат объекта. В результате форми-
руется вектор измерений  1 2, ,..., T

i iy y yY , соответ-
ствующий истинной траектории движения, определяе-
мой вектором  1 2

T
i i

X XX , 1i I   

2. Имеется априорная информация о возможной тра-
ектории движения объекта, которую назовем далее 
опорной. Наличие этой опорной траектории создает 
предпосылки для формирования с использованием карты 
реализаций поля, аналогичных измеренной реализации 

iY  и необходимых при построении алгоритмов различ-
ного типа.  

Введем далее еще одно весьма важное упрощение. 
Будем полагать, что характер или вид траектории изве-
стен и уточнению подлежит лишь ее местоположение. 
Заметим, что это условие, существенно упрощает реша-
емую в дальнейшем задачу, но не нарушает общности 
излагаемого подхода и позволяет сконцентрировать 
внимание на особенностях алгоритма, предложенного в 
[40], [41].  

Существуют различные варианты задания априорной 
информация о возможной траектории объекта. В одном 
из них предполагается, что при проведении обсервации 
такая информация вырабатывается с помощью навига-
ционной системы, показания которой подлежат уточне-
нию и представляются в виде 

 NS
i i i X Δy  

где 1 2

TNS NS NS
i i

y y   y  – показания НС;  1 2i i

T
  Δ  – 

подлежащие уточнению погрешности НС. Ясно, что 
введённое упрощение справедливо в случае, если по-
грешности НС за время проведения обсервации не ме-
няются, т.е. 1i iΔ Δ . 

Используя (2), измерения (1) могут быть представлены в 
виде 

    NS
ii i i iy        y Δ Δ  

где    S
i

N
i   yΔ Δ . 

В другом варианте априорная информация о характе-
ре траектории объекта может задаваться с помощью из-
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вестных кинематических параметров. В простейшем 
случае, например, предполагается, что траектория зада-
ется в виде  

      0 0i it t t t  X X V  

где  0tX  – неизвестная начальная точка траектории, 
принадлежащая заданной области априорной неопреде-
ленности с центром в некоторой точке 
 0tX ;  1 2

TV V V  – постоянная известная скорость 
перемещения объекта во время обсервации. В этом слу-
чае из уравнения (4) следует, что неизвестны лишь 
начальные координаты движения, а сами траектории 
представляют собой прямолинейные участки, ориенти-
рованные известным образом. Ясно, что при наличии 
информации об изменяющейся скорости  tV  траекто-
рия может принимать произвольный характер.  

Нетрудно заметить, что если задать начальную точку 
траектории как    0 0t t X X Δ , где Δ  неизвестный 
вектор, и считать скорость движения объекта известной, 
то измерения поля можно представить в виде, аналогич-
ном (3), т.е. 

    i i i i iy         ΔX Δ  

где    ii  XΔ Δ . 

К этому варианту можно также прийти, если, распо-
лагая показаниями НС, ошибка которой постоянна, 
представить координаты объекта в виде 

  0 0
NS NS
ii   X X y y  

где 0
NS NS
i y y  – приращения траектории, которые из-

вестны точно в силу свойств ошибок НС. 

Принимая во внимание введенные предположения мож-
но теперь в общем виде сформулировать цель решае-
мой задачи.  

Применительно к первому варианту – случаю нали-
чия на борту корректируемой НС эта цель формулиру-
ется так: используя измерения поля iY  и показания НС 

NS
iy , найти оценку погрешности НС ˆ

iΔ  и на ее основе 

сформировать оценку координат в виде ˆ ˆNS
ii i X y Δ . 

Во втором варианте цель задачи аналогичная, и будет 
заключаться в получении оценки начального местопо-
ложения  0

ˆ tX  с использованием измерений поля iY  и 
информации о характере траектории, задаваемой с по-
мощью соотношения (4), и формировании оценок коор-
динат с помощью соотношения    0 0

ˆ ˆ
i it t t  X X V . 

Из представленных соотношений видно, что при сде-
ланных предположениях оба варианта приводят к одина-
ковым с математической точки зрения постановкам за-

дачи – оцениванию постоянного вектора Δ  по измере-
ниям вида (3) или (5). При этом в первом случае этот 
вектор определяет постоянные ошибки НС, а во втором 
– величину отклонения истинного местоположения тра-
ектории от его предполагаемого значения.  

Перейдем теперь к конкретизации сформулирован-
ной в общем виде постановки задачи. Для определенно-
сти далее будем ориентироваться на первый вариант и 
полагать, что имеются показания НС, ошибки которой 
постоянны, т.е. будем полагать, что требуется оценить 
погрешности НС Δ , используя измерения поля (1) и по-
казания НС (2), позволяющие представить измерения 
поля в виде (3). 

Выше, по сути, сформулирована лишь цель, а не точ-
ная математическая постановка задачи. Для того, чтобы 
такую постановку сформулировать необходимо задаться 
моделями, которые используются для описания входя-
щих в соотношения (1), (2) погрешностей НС Δ  и изме-
рителя поля 1, i   и ввести критерий, используемый 
при нахождении оценок. Полученная в результате по-
становка задачи позволит более корректно обсудить раз-
личные варианты ее решения.  

Принимая во внимание вышесказанное, конкретизи-
руем постановку обсуждаемой задачи в рамках байесов-
ского подхода. С этой целью, следуя его основным по-
ложениям, введем предположение о случайной природе 
оцениваемых параметров и погрешностей измерения, и 
будем считать, что их статистические свойства, заданы с 
помощью совместной функции плотности распределения 
вероятности   1, ,..., ip  Δ , позволяющей с учетом со-

отношений (3) определить  , ip Δ Y . Для простоты пола-
гаем, что погрешности НС и погрешности измерений 
независимы, т.е.      1 1, ,..., ,...,i ip p р    ΔΔ .  

С учетом сделанных предположений рассматривае-
мую задачу можно конкретизировать следующим 
образом. Располагая набором измерений (3) и информа-
цией о функциях плотности распределения  p Δ  и 

 ip Y Δ , найти оценку погрешности НС Δ , оптималь-
ную в смысле выбранной функции потерь.  

При решении задач оценивания в рамках байесовско-
го подхода ключевым является понятие апостериорной 
плотности (АП), определяемой при независимости Δ  и 
ошибок измерения 1, i   как 

      1
i ip p

с
pY Δ YΔ Δ  

где  p   – априорная плотность;  ip Y Δ  – функция 

правдоподобия;  iс p Y  – нормирующая константа. 

В рамках байесовского подхода рассматриваются 
различные оценки в зависимости от вида функции по-
терь. В навигационных приложениях наибольшее рас-
пространение получила квадратичная функции потерь, 
порождающая оптимальную в среднеквадратическом 
смысле оценку, т.е. оценку, минимизирующую диспер-
сию ее ошибки. Эта оценка и соответствующая матрица 
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ковариаций погрешностей для вектора Δ  в рамках байе-
совского подхода определяются следующими соотноше-
ниями [20] : 

    ˆ /i ip d Δ Δ Δ Y ΔY  

          ˆ ˆ T

i ii iP p d  Δ Δ Δ ΔY Δ Y Y Y ΔΔ 

где  / ip Δ Y  – апостериорная, условная к набору изме-
рений iY , плотность распределения вероятности вектора 
Δ . В выражениях (8) и (9) интегралы понимаются как 
двукратные с бесконечными пределами. 

Следует заметить, что при решении задачи навигации 
по ГФП нередко используется и простая функция по-
терь, которой соответствует оценки в виде максимума 
апостериорной плотности. В частности, эта функция 
потерь была использованы при получении алгоритмов 
рекуррентно-поискового оценивания [1], [2], [9]. Понят-
но, что как при нахождении оптимальной в среднеквад-
ратическом смысле оценки, так и при нахождении оцен-
ки максимизирующей апостериорную плотность требу-
ется уметь вычислять значения этой плотности. 

III. КЛАССИФИКАЦИЯ АЛГОРИТМОВ ПО СПОСОБАМ 
ОРГАНИЗАЦИИ ВЫЧИСЛЕНИЯ И АППРОКСИМАЦИИ 

АПОСТЕРИОРНОЙ ПЛОТНОСТИ 
Различные алгоритмы, применяемые для нахождения 

оценок, отличаются способами, которые используются 
для вычисления точных значений АП  / ip Δ Y , и спо-
соба аппроксимации, используемого для ее приближен-
ного представления. В сущности, это и создает предпо-
сылки для введения двух рассматриваемых далее основ-
ных классификационных признаков при анализе алго-
ритмов оценивания, применяемых при решении задачи 
навигации по ГФП: по способу вычисления и способу 
аппроксимации АП. 

При обсуждении способов вычисления АП будем 
иметь в виду возможность использования рекуррентных, 
нерекуррентных и комбинированных процедур. 

Под нерекуррентной процедурой будем понимать 
такую процедуру, при которой для вычисления значений 
АП одновременно используется весь набор имеющихся к 
текущему моменту измерений. 

Под рекуррентной процедурой, будем понимать 
процедуру, в соответствии с которой значение АП вы-
числяется при поступлении очередного измерения с уче-
том значений или параметров, полученных на предыду-
щем шаге. 

И наконец, под комбинированной с точки зрения 
использования измерений процедурой будем пони-
мать такую, при которой при вычислении значений АП 
могут быть использованы ее значения или параметры, 
полученные на предыдущих шагах, и некоторый набор 
(пачка или группа) измерений, сформированных на по-
следних шагах. 

Для пояснения перечисленных процедур конкретизи-
руем апостериорную плотность полагая, что Δ  и i  яв-
ляются центрированными и гауссовскими и при этом i  
представляют собой значения стационарного случайного 
процесса с известной корреляционной функцией. Введем 
функции плотности распределения вероятности для Δ  и 

 1 1, ,i
T

i   ε   в виде    ;0,p N P ΔΔ Δ , 

   ;0,
ii ip PNε ε  , где PΔ , 

i
Pε   матрицы ковариаций 

векторов Δ  и iε . Здесь и далее для гауссовского вектора 
a  с математическим ожиданием a  и матрицей ковариа-
ций А используется обозначение    ; ,а аp N а A .  

Принимая во внимание введенные предположения и 
полагая Δ  и iε  независимыми между собой, можем за-
писать следующее нерекуррентное выражение для 
апостериорной плотности 

       1 11 1/ exp
2

TT

iip P P
c

     
 Δ ε Θ ΔY Δ ΔΘΔ Δ 

где    i i ΔΘ Y Ф Δ ; c   нормирующая константа, 

независящая от Δ , а        1 2, , i

T

i      Δ Δ Δ ΔΦ  . 

Элементы матрицы 
i

Pε  могут быть легко вычислены, 
к примеру, если предположить, что погрешности изме-
рений представляют собой сумму белого шума и стаци-
онарного гауссовского процесса с корреляционной 
функцией  k  . В этом случае 

     1, , ,
i v iP k t t ir         ε  

Заметим, что для вычисления АП согласно (10) тре-
буется обращение матрицы 

i
Pε . При увеличении же чис-

ла измерений растет и размерность подлежащей обра-
щению матрицы, что и порождает сложность вычисле-
ния АП и построения алгоритмов при использовании 
этого нерекуррентного выражения. Вместе с тем соот-
ношение (10) оказывается весьма полезным по двум ос-
новным причинам. Во-первых, оно позволяет подчерк-
нуть суть алгоритмов, заключающуюся в том, что выра-
батываемая в них оценка в значительной степени зави-
сит от «близости» в некотором смысле измеренной iY  и 
вычисляемых с помощью карты  iΦ Δ  реализаций по-
ля. Наиболее отчетливо это проявляется для случая, ко-
гда ошибки измерений i  описываются дискретным бе-
лым шумом с известной в каждый момент времени дис-
персией 2

ir  и выражение для АП преобразуется к виду: 

  
  2

1

1
2

1 1exp
2

iT
i

i

n
i

i

y
p P

c r




            
Δ

Δ
Δ Δ ΔY 

Из этого выражения, в частности, с очевидностью 
следует, что оценка, максимизирующая АП, соответ-
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ствует траектории, вдоль которой сумма квадратов невя-
зок между измеренными и вычисленными значениями 
минимальна.  

Вторая причина, поясняющая целесообразность ис-
пользования АП в виде (10), связана с тем, что при ма-
лом числе измерений АП может быть многоэкстремаль-
ной, но при их увеличении на информативном участке 
поля – она, как правило, становится одноэкстремальной 
и, близкой к плотности гауссовского вида. Отмеченное 
обстоятельство обосновывает целесообразность в неко-
торых случаях, несмотря на вычислительную сложность, 
отдать предпочтение нерекуррентым схемам построения 
алгоритмов, а также схемам, основанным на комбиниро-
ванных процедурах, сочетающих в себе нерекуррентную 
и рекуррентную варианты организации вычислений.  

Необходимость вычисления матриц возрастающей 
размерности отпадает при использовании рекуррентных 
процедур. Обсудим, как это может быть сделано в рас-
сматриваемой задаче. 

В общем случае, при наличии коррелированных со-
ставляющих рекуррентная процедура может быть полу-
чена, если эти составляющие представляют собой значе-
ния марковских случайных процессов или последова-
тельностей. Поясним вкратце, как это делается. Предпо-
ложим, что коррелированная составляющая ошибки 
представляет собой значения l-мерной марковской по-
следовательности, которая в свою очередь может быть 
представлена с помощью формирующего фильтра 

 1i i iF w  ξ ξ  

так что для полной ошибки можно записать  

 i i iH v  ξ  

где F ,   и H  известные матрицы соответствующей 
размерности. 

При сделанных предположениях измерения (3) могут 
быть представлены в виде 

    i i
NS

ii i ivy H       Δy ξΔ  

а для вычисления значений АП можно использовать сле-
дующее рекуррентное соотношение  

      1 1
1 ,i i iip p p y
c  Δ Y Δ Y Y Δ  

в котором  1,iip y Y Δ  – плотность для текущего изме-
рения при фиксированном значении измерений на всех 
предыдущих шагах и фиксированном значении Δ . Из-
вестно, что эта плотность является гауссовской, т.е. 

     1
2

/ 1 / 1
ˆ, ; ,

jj
i i i i ii ii ip y N y r P    ξY Δ ξΔ  

и ее параметры при фиксированном значении Δ  могут 
быть найдены с помощью фильтра Калмана (ФК), реша-
ющего задачу оценивания вектора iξ  по измерениям 

   i i i i iy y H v   Δ Δ ξ  и вырабатывающего, в том 

числе и оценки прогноза / 1
ˆ j

i iξ  и матрицы ковариаций их 

ошибок / 1

j

i iP 
ξ . Соотношения (16), (17) и создают предпо-

сылки для рекуррентного вычисления искомых значений 
АП. 

При обсуждении рекуррентных процедур вычисле-
ния АП и ее параметров удобно также рассматривать 
обсуждаемую задачу с позиций оценивания расширен-
ного вектора состояния i

TT T
ix    Δ ξ , описываемого 

уравнениями 

 1

1

,
,i

i i

iiF w

 

 

Δ Δ Δ
ξ ξ

 

по измерениям (3). 

При сделанных предположениях для построения ре-
куррентных алгоритмов оценивания целесообразно опи-
раться на известное рекуррентное соотношение для АП 

      1
1

i i i i iip x p x p y x
c Y Y  

в котором  1i ip x Y  – плотность прогноза, определяе-
мая как 

      1 1 1 1i i i i i i ip x p x x p x dx    Y Y  

При конкретизации рекуррентных процедур полез-
ным оказывается представление плотности в виде 

      , ,i i i iip p pΔ ξ Y ξ Δ Y Δ Y  

где    ˆξ , ; ,
jj

i i ii ip N P ξY Δ ξ ξ  – гауссовская плотность, 

параметры которой могут быть вычислены с помощью 
упомянутого ранее ФК. Гауссовский характер этой 
плотности также как и возможность вычисления значе-
ний  1,iip y Y Δ  с помощью соотношения (16) обу-
словлены тем обстоятельством, что при фиксации векто-
ра Δ  измерения (15) линейным образом зависят от по-
грешностей измерения. Можно заметить, что именно 
этот факт, по сути, и используется при решении нели-
нейных задач оценивания на основе метода аналитиче-
ского интегрирования по части переменных или проце-
дуры Rao–Blackwellization [5], [20].  

Приведенные выше соотношения и создают предпо-
сылки для построения целого спектра обсуждаемых да-
лее различных алгоритмов оценивания, основанных на 
разных способах аппроксимации АП. Выделим здесь 
четыре основных способа: способы, основанные на гаус-
совской и полигауссовской аппроксимациях; способ, 
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основанный на представлении АП в виде набора дельта-
функций и комбинированный способ аппроксимации. 

Алгоритмы, основанные на гауссовской аппроксима-
ции АП, обычно реализуются на основе рекуррентной 
схемы вычислений. Простейший вариант реализации 
такой схемы основан на линеаризации функции  i Δ  и 
использовании ФК, размерность вектора состояний ко-
торого определяется как 2l  , где l  – размерность век-
тора состояния iξ . Возможность применения ФК после 
линеаризации обусловлена тем обстоятельством, что 
уравнения для вектора состояния являются линейными. 
Один из первых алгоритмов такого рода описан в работе 
[42]. В отечественной литературе эти алгоритмы полу-
чили наименование беспоисковых [1], [2], а в зарубеж-
ной они нередко называются алгоритмами градиентного 
типа [12]. Различные возможные варианты построения 
алгоритмов, основанных на гауссовской аппроксимации, 
порождены многообразием фильтров калмановского 
типа таких как традиционные (обобщенный, итерацион-
ный фильтры Калмана, фильтры второго порядка), так и 
относительно новые, основанные на ансцентном 
(unscented) преобразовании, интерполяционной формуле 
Стирлинга, аппроксимации Гаусса – Эрмита, а также на 
кубатурных формулах. Наиболее известный из них – это 
так называемый ансцентный калмановский фильтр 
(Unscented Kalman Filter), нередко называемый фильтром 
без вычисления производных. Обзор публикаций по 
упоминаемым здесь и далее алгоритмам можно найти в 
работах [20], [21]. Нетрудно понять, что наряду с рекур-
рентными возможно построение и нерекуррентных алго-
ритмов, основанных на гауссовской аппроксимации АП. 

Еще один способ аппроксимации, применение кото-
рого может быть достаточно эффективно использовано 
при синтезе алгоритмов, это полигауссовский способ, 
основанный на аппроксимации АП в виде 
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ˆ; , ,
L

j j j
i i i i i i

j
p x N x x P



 Y  

где j
i   веса, такие что 

1
1

L
j
i

j
  , а  ˆ; ,j j

i i iN x Px   

частные гауссовские плотности, параметры которых мо-
гут быть сформированы с использованием любой из мо-
дификаций фильтров калмановского типа. Из (22) выте-
кают соотношения для искомых оценок и матриц кова-
риаций типа (8), (9) в виде 
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Здесь также в принципе возможно использование рекур-
рентных и нерекуррентных схем вычисления АП.  

Ну и наконец, еще один вариант аппроксимация АП 
основан на ее представлении с помощью набора дельта-
функций в виде  

    
1

,
L

j j
i i i i i

j
p x x x



   Y  

где  j
i ix x    дельта-функции в узлах сетки j

ix , а 

1
1

L
j
i

j
  . Для вычисления оценок при этом можно вос-

пользоваться формулой (23), а выражение для матриц 
ковариаций примет вид 
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ˆ ˆ ˆ ˆ
L Tj j j T

i i i i i i i i
j

P x x x x


  iY Y Y  

Правила вычисления весов в выражении (25) описаны, 
например, в [5], [20]. 

Возможны два варианта формирования узлов сетки: 
детерминированный, – порождающий алгоритм, извест-
ный как метод точечных масс (point mass filter) или ме-
тод сеток и, стохастический - основанный на методе 
Монте-Карло [20], [43], [44]. Алгоритмы, использующие 
стохастический вариант, в последние годы получили 
значительное развитие и известны как последовательные 
методы Моне-Карло или фильтры частиц [5], [21], [44]. 
Важно подчеркнуть, что при построении алгоритмов, 
основанных на представлении плотности в виде (25), 
весьма эффективным оказывается применение соотно-
шения (21) для АП, позволяющего реализовывать метод 
частичного аналитического интегрирования при вычис-
лении оценок (8) и матриц ковариаций (9). Собственно 
говоря, именно возможность представления плотности в 
виде (21) и послужила основой для получения в свое 
время И.Н. Белоглазовым алгоритмов, названных рекур-
рентно–поисковыми [2]. Заметим, что прием построения 
экономичных алгоритмов, основанный на представлении 
плотности в виде (21), известен также в теории оценива-
ния как метод разделения [45]. Говоря о сопоставлении 
метода сеток и метода Моне-Карло c точки зрения по-
строения экономичных вычислительных процедур, сле-
дует иметь в виду, что для случая оценивания постоян-
ного вектора Δ  их применение, как показано в работах 
[38], [43] оказывается эквивалентным. 

Так же как и в случае классификации алгоритмов по 
способу вычисления апостериорной плотности, здесь 
можно говорить и о различных комбинированных с точ-
ки зрения используемого способа аппроксимации вари-
антах построения алгоритмов. К примеру, на начальных 
этапах может использоваться полигауссовский способ 
или набор дельта функций, а затем при уменьшении об-
ласти априорной неопределенности применяется один из 
алгоритмов, основанных на гауссовской аппроксимации. 
Еще один вариант комбинированного алгоритма, ис-
пользуемого для решения задачи навигации по ГФП, 
описан в работе [46]. Суть его заключается в том, что 
при обработке текущего измерения используется поли-
гауссовское описание плотности, которое перед обра-
боткой последующего измерения затем сворачивается в 
гауссовскую плотность. 
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Обсуждая вопросы классификации алгоритмов реше-
ния задачи навигации по ГФП, стоит обратить внимание 
на еще одно направление, часто используемое при их 
построении, но которое, как правило, остается без долж-
ного внимания. Это направление связано с проведением 
предварительной обработки измерений, которая нередко 
выполняется перед тем, как использовать эти измерения 
в алгоритме выработки поправок. Анализ соотношения 
(10) показывает, что ожидаемая точность решения зада-
чи в значительной степени зависит от того насколько 
измеренная реализация iY  поля будет соответствовать 
реализациям поля, формируемым с помощью карты 

)(iФ Δ . Именно это обстоятельство подталкивает разра-
ботчиков проводить предварительную обработку изме-
ренной реализации, направленную на снижение погреш-
ности оценивания поля по сравнению с погрешностью 
его измерения. Такая обработка может выполняться с 
использованием различных подходов и методов и обыч-
но эти вопросы в известных публикациях не обсуждают-
ся при описании алгоритмов. Можно лишь по виду ис-
пользуемого критерия и интервалу между измерениями, 
который обычно совпадает с дискретностью представле-
ния карты, догадываться о том, выполняется такая обра-
ботка или нет. 

Подводя некоторый итог проведенному обсуждению, 
можно рассмотренные выше критерии классификации 
алгоритмов решения задач навигации по ГФП, основан-
ные на различных способах вычисления и аппроксима-
ции АП и способах обработки измерений, представить в 
виде схемы, приведенной на рис. 1. Обращаем внимание, 
что здесь наряду с алгоритмами, предполагающими реа-
лизацию предварительной обработки выделены алго-
ритмы, в которых такая обработка не предусмотрена. 
Мотивация и основные особенности такого алгоритма 
более подробно описаны в следующем разделе. 

В заключение можно отметить следующее. Из теории 
оценивания известно, что помимо байесовского подхода 
при синтезе алгоритмов можно опираться и на детерми-
нированный подход, не предполагающий введения гипо-
тезы о случайном характере оцениваемых параметров и 
погрешностей измерения. В этом случае выбирая крите-
рий, соответствующий, например, методу наименьших 
квадратов или его различным модификациям, в виде  

       1 2
TTLSMJ Q Q Δ Δ Δ ΔΘ Θ Δ  

где 1Q , 2Q  – некоторые положительно определенные 
матрицы, а    i i ΔΘ Y Ф Δ , также можно получить 
целый ряд алгоритмов минимизации этих критериев, 
которые в принципе подпадают под классификацию, 
аналогичную приведенной выше для случая байесовских 
алгоритмов. При этом следует лишь использовать не-
сколько иную терминологию. Вместо гауссовской ап-
проксимации – говорить о различных методах линеари-
зации или различных градиентных методах, вместо по-
лигауссовского представления – об использовании мно-
гократной линеаризации, и наконец, вместо представле-
ния АП в виде (25) о методах нахождения поиска экс-
тремума, основанных на детерминированном переборе 
или использовании различных вариантов случайного 
поиска. Аналогичные рассуждения будут справедливы и 

применительно к так называемым небайесовским алго-
ритмам оценивания, для которых характерно сохранение 
предположения о случайном характере погрешностей 
измерения и отказ от него применительно к оценивае-
мому вектору Δ , считая его детерминированным. 
Наиболее распространенный критерий при решении за-
дачи при таких предположениях это функция правдопо-
добия, которая и подлежит минимизации.  

 

Рис. 1. Классификация алгоритмов решения задачи навигации по 
ГФП в рамках байесовского подхода 

Синтез алгоритмов на основе подходов, отличных от 
байесовского, в принципе может быть вполне успеш-
ным, более того заметим, что получающиеся в результа-
те их применения алгоритмы вычисления оценок, рас-
сматриваемые как некоторая последовательность вычис-
лений и логических операций, в определенных случаях 
могут между собой совпадать [47]. В частности, такая 
ситуация имеет место в случае, когда матрицы в (27) 
выбираются так, что 1

1Q P Δ , 1
2 i

Q P ε , а погрешности 
измерения и оцениваемый вектор – гауссовские. В этой 
ситуации алгоритмы, соответствующие методу 
наименьших квадратов и максимуму функции правдопо-
добия, будут совпадать как между собой, так и с алго-
ритмом, максимизирующим АП. В этой связи можно 
лишь подчеркнуть очередной раз достоинство байесов-
ского подхода, в рамках которого удается не только по-
лучать алгоритмы вычисления оценок, но и соответ-
ствующие им текущие характеристики точности в виде 
матриц ковариаций погрешностей оценивания. 
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IV. КРАТКОЕ ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА БЕЗ 
ПРЕДВАРИТЕЛЬНОЙ ОБРАБОТКИ И ПРИМЕР ЕГО 

ИСПОЛЬЗОВАНИЯ 
Как уже отмечалось, возможны различные подходы 

при выполнении предварительной обработки измерений. 
Чаще всего они основаны на методах, применяемых при 
решении задачи картографирования поля.  

Из соотношения (10) очевидно, что предварительная 
обработка сама по себе не является необходимой для 
решения задачи уточнения координат. Чаще всего ее 
цель состоит в упрощении построения алгоритма и сни-
жении вычислительной нагрузки путем аппроксимации 
выражения (10), например, выражением (12) с соответ-
ствующими параметрами. Такая замена возможна при 
условии, что уровень погрешностей измерений, исполь-
зуемых для решения задачи навигации, значительно ни-
же уровня полезного сигнала. Выполнение такого усло-
вия, если оно не справедливо изначально, и обеспечива-
ется предварительной обработкой измерений. 

Вместе с тем предварительная обработка измерений 
и последующее упрощение алгоритма могут приводить к 
увеличению погрешности получаемого навигационного 
решения. Поэтому при наличии достаточных вычисли-
тельных ресурсов и адекватных моделей погрешностей 
измерений целесообразно построение алгоритмов, где 
такая обработка не проводится, и задача получения зна-
чения поля из рассмотрения исключается. При этом на 
вход алгоритма выработки поправок поступают исход-
ные измерения на частоте их выработки датчиком поля. 
Приведем далее пример решения задачи уточнения ко-
ординат морского объекта с использованием гравиметра 
и карты аномального гравитационного поля, не предпо-
лагающий предварительную обработку, а затем кратко 
сопоставим его с примером, в котором предварительная 
обработка применяется.  

Для конкретизации алгоритма необходимо задать 
свойства погрешностей измерителя, определяющие плот-
ность  / ip Δ Y . Будем считать, что погрешность грави-
метра i , представлена суммой: коррелированной мето-
дической погрешности, обусловленной вертикальными 
перемещениями, связанными с морским волнением; си-
стематической погрешности, обусловленной неточно-
стью определения смещения нуль-пункта; белошумной 
погрешности. В целях упрощения положим, что осталь-
ные погрешности известны точно, а морской объект во 
время проведения коррекции НС движется равномерно и 
прямолинейно. Расширенную модель погрешностей от-
носительного гравиметра можно найти, например, в [22]. 

При сделанных предположениях погрешности гра-
виметра i  в пространстве состояний можно описать 
следующей моделью, представленной для удобства в 
непрерывном виде. 
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Компоненты 31   описывают модель вертикальных 
перемещений 1 , порождающих вертикальные ускоре-
ния 3 . Они трактуются как методическая составляющая 
погрешности измерителя. Компонента 4  описывает 
систематическую погрешность гравиметра. В выражении 
(28):  2 2

3 ;a      2 2
2 2 ;a       1 2 ;a     

 3 1 2 3 12 /q a a a a a   ; w  – порождающий белый шум 
единичной интенсивности;   – среднеквадратическое 
значение вертикальных перемещений 1 ;   – преобла-
дающая частота качки;   – коэффициент нерегулярно-
сти волнения; 0.1   – безразмерный коэффициент; iv  – 
дискретная белошумная погрешность измерений. Дис-
персия систематической погрешности гравиметра 4  
полагается известной и равной 2

c . 

С учетом (28), задачу уточнения координат можно 
сформулировать как задачу оценивания составного век-
тора T

i

TT
ix    ξΔ , где  1 2 3 4

T
i i
    ξ , по из-

мерениям (3).  

Для иллюстрации результатов решения этой задачи с 
помощью прикладного пакета GsTools [48], был смоде-
лирован участок поля, изолинии которого показаны в 
левой части рис. 2. Полученный участок можно считать 
слабоаномальным: изолинии сохраняют свое направле-
ние на большей части карты. Среднее значение модуля 
градиента на полигоне составило 0,2 мГал/Км, а макси-
мальное не превосходит 0,5 мГал/км. Значения модуля 
производной по оси OX1 превышают аналогичные значе-
ния по оси OX2 как в среднем, так и по максимальным 
величинам: 0,2 мГал/км и 0,5 мГал/км против 0,1 
мГал/км и 0,3 мГал/км соответственно. Такое соотноше-
ние позволяет ожидать большую эффективность уточне-
ния компоненты координат X1. 

На полученном участке поля была выбрана прямоли-
нейная истинная траектория, вдоль которой формирова-
лась измерения iY . В окрестности истинной траектории 
была задана траектория, соответствующая показаниям 
НС NS

iy , погрешности которой формировались как реа-
лизации случайного двумерного центрированного гаус-
совского вектора с диагональной матрицей ковариаций. 
На рисунке эта траектория проиллюстрирована синим 
цветом. Параметры моделирования, конкретизирующие 
модель (28) представлены в таблице 1. 

На основе полученных показаний НС и измерений 
поля с использованием метода сеток и процедуры анали-
тического интегрирования по части переменных была 
получена оценка погрешностей НС и ее матрица ковари-
аций. При моделировании алгоритма с предварительной 
обработкой, называемого далее двухэтапным, измерения 
(3) были предварительно сглажены с использованием 
соответствующего алгоритма с целью снижения по-
грешностей (28). Полученные после решения задачи 
сглаживания оценки поля вдоль траектории были про-
режены, а затем с помощью выражения аналогичного 
(12) также с использованием метода сеток были получе-
ны оценки и соответствующие им матрицы ковариаций. 
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Более подробно процедуры предварительной обработки 
обсуждаются в [40], [41]. 

ТАБЛИЦА I.  ПАРАМЕТРЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Параметр Обозначение Значение 

Интервал дискретизации t  0,1 с 

Априорные СКП выработки координат НС 21
,    1000 м 

Скорость движение вдоль траектории V  4 м/с 
Среднее квадратическое вертикальных 
перемещений 

  0,3 м 

Преобладающая частота качки   2 3  рад/с 

Коэффициент нерегулярности волнения   0,1 рад/с 

Систематическая СКП измерителя c  0,5 мГал 

Белошумная СКП измерителя sv
  0,5 мГал 

Длина истинной траектории  29,7 км 

 

Сформированные в результате оценки траектории и 
предельные эллипсы погрешностей оценивания показа-
ны слева на рис. 2. Точками соответствующих цветов 
отмечены условные положения на каждой из траекторий 
в дискретные моменты времени, для которых рассчита-
ны эллипсы погрешностей. В правой части рис. 2 пока-
заны размеры большой и малой полуосей эллипсов по-
грешностей одноэтапного и двухэтапного алгоритмов. 
Цифрами обозначено соответствие между правой и ле-
вой частями.  

Из представленного примера видно, что оба алгорит-
ма позволяют получить оценку местоположения, которая 
приближается к истинному за время обсервации.  

При использовании алгоритма без предварительной 
обработки область априорной неопределенности удалось 
сократить с окружности радиусом 3,4 км до эллипса с 
размерами 1,1 x 0,2 км, что является хорошим результа-
том для используемого слабоаномального участка поля. 
Отдельно стоит обратить внимание на увеличение раз-
мера большой полуоси для эллипса №2: в рассматривае-
мом случае оно связано с многоэкстремальным негаус-
совским характером апостериорной плотности. Можно 
заметить, что после устранения многоэкстремальности 
алгоритм продолжает успешно работать, что является 
важным достоинством дискретных байесовских алго-
ритмов по сравнению с алгоритмами, использующими 
гауссовское представление апостериорной плотности. 

Результаты работы двухэтапного алгоритма, рассчи-
танные по тем же исходным измерениям, демонстриру-
ют ожидаемые потери в точности навигационного реше-
ния: априорную область неопределенности удалось 
уточнить лишь до эллипса с размерами 1,9 x 0,7 км. Это, 
как уже отмечалось, обусловлено упрощенным способом 
решения задачи. 

В заключение стоит обратить внимание, что расчет-
ные характеристики точности для двухэтапного алго-
ритма не всегда являются достоверными. Это еще раз 
подчеркивает важность внимательного отношения к 
процедурам предварительной обработки измерений при 
синтезе алгоритмов решения задачи навигации по ГФП. 

 

Рис. 2. Пример решения задачи корреции НС с использованием одноэтапного и двухэтапного алгоритмов. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В рамках байесовского подхода приведена постанов-

ка задачи навигации по ГФП, предусматривающая вве-
дение предположений о случайном характере оценивае-
мых параметров и погрешностей измерения, задание их 
статистических свойств, введение критерия и учитыва-

ющая особенности, связанные с необходимостью пере-
мещения подвижного объекта при решении задачи.  

Представлена классификация алгоритмов решения 
задачи навигации, учитывающая различные способы 
вычисления и аппроксимации апостериорной плотности; 
при этом выделена группа алгоритмов, в которых пред-

XXVII Санкт-Петербургская международная конференция по интегрированным навигационным системам, 2020 г.

334



полагается предварительная обработка измерений, вы-
полняемая с целью повышения точности оценивания 
реализации поля, используемой при сопоставлении с 
картой.  

Отмечено, что описанная классификация может быть 
использована и при решении задачи навигации по ГФП 
на основе детерминированного и небайесовского подхо-
дов, предполагающих использование различных моди-
фикаций метода наименьших квадратов и метода макси-
мума функции правдоподобия.  

Кратко описан алгоритм, в котором предварительная 
обработка не предусмотрена, и задача оценивания поля 
из рассмотрения исключается, приведены результаты 
моделирования, подтверждающие его достоинства при 
решении задачи с использованием гравитационного поля 
в слабоаномальном районе. 
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Аннотация—Обсуждается актуальность геофизическо-
го обеспечения магнитометрических автономных навига-
ционных систем. Приведены теоретические данные о со-
ставляющих магнитного поля Земли, смещении магнит-
ных полюсов, международных моделях главного магнит-
ного поля Земли. Проведен анализ карт аномального маг-
нитного поля Земли (АМПЗ), с целью применения их в 
автономных навигационных системах. Показаны перспек-
тивы картографического и программного обеспечения 
магнитных навигационных систем (МНС). Область при-
менения результатов исследований – это создание и управ-
ление базами данных для МНС, а также централизация и 
использование цифровой картографической продукции 
для геологоразведочных работ, различных исследований в 
области наук о Земле. 

Ключевые слова—аномальное магнитное поле Земли 
(АМПЗ), геофизическое обеспечение, карты АМПЗ, магни-
тометрические навигационные системы, базы данных 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Начиная с конца прошлого века бурное развитие гло-

бальных спутниковых навигационных систем ГЛОНАСС, 
GPS, Galileo и др. снизило интерес к активно разрабаты-
ваемым в то время системам  автономной навигации по 
геофизическим полям [1-5]. Однако в связи с возрастаю-
щими потенциальными угрозами несанкционированных 
воздействий и влиянием космической погоды на техниче-
ские средства и системы навигации в настоящее время 
внимание разработчиков вновь привлекают активно раз-
вивающиеся методы и средства коррекции навигацион-
ных параметров летательных аппаратов и подводных 
движущихся объектов по информации о физических по-
лях Земли [4,5]. Методы коррекции реализуются в корре-
ляционно-экстремальных навигационных системах 
(КЭНС), в том числе с использованием параметров ано-
мальной составляющей магнитного поля Земли [1-13].  

Основными преимуществами навигации по геофизи-
ческим полям являются автономность и точность опре-
деления навигационных параметров в режиме реального 
времени, независимо от внешнего воздействия. Это осо-
бенно актуально в области авиационной и подводной 
навигации. Применение методов корреляционно-
экстремальной коррекции, прежде всего по магнитному 
полю Земли (МПЗ) потребовало дополнительных иссле-
дований, связанных, в том числе и с адаптацией алго-
ритмов корреляционно-экстремальной обработки для 
движущихся объектов, а также с комплексным исполь-

зованием картографического и программного обеспече-
ния [6-13]. Обсуждению некоторых из этих вопросов и 
посвящен предлагаемый доклад.  

II. СОСТАВЛЯЮЩИЕ МАГНИТНОГО ПОЛЯ ЗЕМЛИ 
По современным представлениям МПЗ в любой точ-

ке земной поверхности и в околоземном пространстве 
можно представить в виде трех составляющих: главного 
(нормального) поля, полей вариаций и магнитных ано-
малий (рисунки 1,2). 

T = T0 + Tm + ∆Та + δT,         (1) 

 
где T0 – дипольная составляющая главного поля (одно-
родная намагниченность Земли); 
Tm – недипольная составляющая главного поля (взаимо-
действие внутренних оболочек Земли – поле Мировых 
аномалий); 
∆Та – аномальное магнитное поле (обусловлено намаг-
ниченностью верхних частей земной коры) – АМПЗ; 
δT – магнитное поле вариации (внешние воздействия на 
Землю – от космических лучей и др.) 

   
Рис. 1. Главное МПЗ (слева), вариации МПЗ – справа 

 
Рис. 2. Аномальное МПЗ ∆Та. Мировая магнитная карта АМПЗ 
WDMAM (World Digital Magnetic Anomaly Map).  (1:50 000 000, 2007) 
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Источники главного магнитного поля находятся в 
земном ядре. Вклад главного поля в МПЗ для большин-
ства районов Земли является определяющим и варьиру-
ется от 80 до 98 %. Исследования показали, что главное 
поле изменяется со временем, для него характерно нали-
чие вековых вариаций.  

Определение главного поля производится по между-
народным моделям, основными из которых являются: 
IGRF (International geomagnetic reference field), WMM 
(World Magnetic Model).  

До 2019 г. для расчета главного поля использовались 
модели эпохи 2015 г. Во все эпохи шел дрейф магнит-
ных полюсов. Скорость дрейфа северного магнитного 
полюса в 70-е годах составила 10 км/год, 2001 г. - 40 
км/год, 2004 г. - 60 км/год, 2015 г. – 48 км/год. Однако, с 
2016 г. необычно большая скорость, с которой смещает-
ся северный магнитный полюс Земли, привела к серьез-
ным ошибкам. В начале 2019 г, невязка определения 
Северного полюса составила 40 км.  

Для устранения такого рода ошибок с начала 2019 г. 
началось досрочное обновление моделей МПЗ. В февра-
ле – WMM - Национальным геофизическим центром 
данных США (NGDC), в декабре - Международной ас-
социацией геомагнетизма и аэрономии (IAGA) - выпу-
щена очередная версия модели – IGRF-13. Эти модели 
необходимы для функционирования как профессиональ-
ных навигационных систем, так и бытовых навигаторов, 
в том числе для мобильных телефонов. С меньшими 
скоростями и несоосно изменялось и положение южного 
магнитного полюса (рис.3). 

Последний раз определение южного магнитного по-
люса было в 2000 г. Австралийской геологической 
службой (рис.3). 

 
Рис. 3. Смещение южного магнитного полюса. Желтыми квадратами 
обозначены места инструментального определения магнитного 
полюса (https://www.ngdc.noaa.gov/geomag/GeomagneticPoles.shtml)  

В 2019-2020 гг. проходит экспедиция на океаногра-
фическом исследовательском судне (ОИС) ВМФ «Ад-
мирал Владимирский», одной из задач которой - ин-
струментальное определение координат Южного маг-
нитного полюса в море Дюрвиля (около Земли Адели 
Антарктиды) и определение невязки по мировым моде-
лям. Эту задачу на ОИС решает объединенная геофизи-
ческая группа Института прикладной геофизики имени 
академика Е.К. Федорова Росгидромета (ФГБУ «ИПГ»), 
МГУ им. М.В. Ломоносова, ИЗМИРАН и Южморгеоло-
гии при поддержке Русского географического общества 
(рис.4). 

 
Рис. 4. Проведение работ по измерению параметров МПЗ на ОИС 
«Адмирал Владимирский» 2020 г. 

Источники поля быстро меняющихся вариаций МПЗ 
находятся в ионосфере, магнитосфере и частично в зем-
ной коре. Вклад поля вариаций в общее МПЗ может до-
стигать 5-10 % и определяется по данным сети магнито-
вариационных станций, основной из которых является 
Государственная наблюдательная сеть Росгидромета. 
Головным учреждением по магнитным наблюдениям на 
Государственной наблюдательной сети является ФГБУ 
«ИПГ», г. Москва [15]. 

Аномальная составляющая магнитного поля Земли 
∆Та (АМПЗ) – магнитное поле региональных и локаль-
ных магнитных аномалий, источники которого находят-
ся в земной коре (рис. 2). АМПЗ обусловлено намагни-
ченностью пород земной коры, отражает распределение 
магнитных масс в земной коре и связано с ее геологиче-
ским строением. Аномальная составляющая -  наиболее 
стабильная во времени составляющая магнитного поля, 
которая может измениться только в результате тектони-
ческих процессов или крупной антропогенной деятель-
ности (например, при разработке полезных ископаемых, 
строительстве крупных железобетонных сооружений, 
заводов, протяженных трубопроводов, линий электропе-
редач). 

III. ГЕОФИЗИЧЕСКОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ МНС 
Именно в качестве основы для автономной навига-

ции рассматривается аномальная составляющая магнит-
ного поля – АМПЗ, которая является составной частью 
общего МПЗ. В отличие от поверхностных полей (рель-
еф местности, радиотепловое и радиолокационное) про-
странственные (магнитное, гравитационное) являются 
глобальными, трехмерными и зависящими от высоты  
[1-10, 13, 16-18]. Известно, что с ростом высоты меняет-
ся характер АМПЗ – неоднородно уменьшается полез-
ный сигнал – сначала ослабевает высокочастотная со-
ставляющая, затем – низкочастотная. Поэтому необхо-
димо знать модуль АМПЗ в любой точке по эшелонам 
высот. Для этого разрабатываются различные програм-
мы пересчета АМПЗ по высоте (Geosoft, REIST и др.) 
[9,10,16,17]. Вариация расчетных характеристик АМПЗ 
проводится практической проверкой с пролетом на всех 
эшелонах исследуемого участка на самолетах специаль-
ной авиации [9,10,16-18]. На рис. 5 изображена подго-
товка самолета-лаборатории Ан-30Д для съемок АМПЗ 
на различных эшелонах, в рамках проводимых геофизи-
ческих работ. 
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Рис. 5. Подготовка летающей лаборатории на базе Ан-30Д для съемки 
параметров АМПЗ. Монтаж немагнитного стингера для датчиков 
магнитометров 

Кроме того, в целях обеспечения возможности реше-
ния задачи навигации по АМПЗ, как правило, разраба-
тываются вспомогательные программы [9,10,16,17]: 

 запроса данных из баз АМПЗ и визуализации ре-
зультатов; 

 записи данных АМПЗ; 

 пересчета АМПЗ по высотам (глубинам); 

 входного контроля картографической информа-
ции с визуализацией АМПЗ. 

Выделение аномальных полей из наблюденного или 
суммарного МПЗ (1) и использование их в виде карт, баз 
данных, с целью навигации является геофизическим 
обеспечением разработки и функционирования МНС. 
Особенностью наполняемости баз геоданных является 
то, что за период выполнения магнитных съемок, охва-
тывающий несколько десятилетий, МПЗ значительно 
изменяется, и соответственно необходимо периодиче-
ское обновление баз данных АМПЗ. 

Проведенный анализ изученности территории страны 
по данным картографирования в части АМПЗ, показал 
следующее: 

 карты АМПЗ территории страны и прилегающих 
акваторий в основном были составлены до введе-
ния в аэрогеофизическую практику в 90-х годах 
ХХ века систем спутниковой навигации. Для 80-
90 % существующей картографической продук-
ции отсутствует исходный материал в цифровом 
формате [9,10,16,17]; 

 определение АМПЗ на территории страны с ис-
пользованием современной магнитоизмеритель-
ной аппаратуры и спутниковой навигации относи-
тельно нормального магнитного поля модели 
IGRF выполнено фрагментарно. Порядка 10–20 % 
карт может быть использовано в МНС 
[9,10,16,17].  

Современное картографирование больших площадей 
(построение карт АМПЗ) проводится в основном с по-
мощью аэромагнитных съемок с применением ферро-
зондовых и квантовых магнитометров, которые опреде-
ляют модуль магнитной индукции (в нТл) на высоте 

съемки. Одновременно с помощью навигационных си-
стем, установленных на носителе, определяется высота и 
координаты маршрута полета. После первичной и каме-
ральной обработки строятся карты АМПЗ по высоте 
съемки с цифровыми массивами данных (широта, долго-
та, значение модуля АМПЗ ∆Та) [18]. 

Для создания баз цифровых данных для автономной 
навигации в КЭНС проработаны алгоритмы верифика-
ции данных, перевода модуля магнитной индукции в 
модуль пересчета характеристик АМПЗ по высоте в 
верхнее и нижнее полупространство. Для проверки раз-
работанных алгоритмов необходима их эксперименталь-
ная апробация на самолетах-лабораториях и БПЛА 
[9,10,16,17].  

Более сложными являются вопросы навигации под-
водных аппаратов с использованием геофизических по-
лей - магнитного, гравитационного и рельефа морского 
дна, как по отдельности, так и при их комплексировании. 
Это направление представляет собой объемную задачу в 
силу малоизученности и разнородности пространствен-
ных геофизических полей Мирового океана и решается 
пока методами моделирования [19,21].  

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Таким образом, для обеспечения разработки КЭНС с 

использованием МНС необходимо: 

 создание цифровых баз банных АМПЗ с проведе-
нием верификации и валидации данных; 

 разработка программного обеспечения по вход-
ному контролю, визуализации характеристик 
АМПЗ; 

 проведение комплексной геофизической (грави-
тационной, магнитной) съемки для отдельных 
участков, включающую высокоточную аэромаг-
нитную компонентную съемку специализирован-
ной геофизической авиацией;  

 создание геофизических полигонов с различными 
участками АМПЗ и современным высокоточным 
картографированием для проведения исследова-
ний работоспособности МНС в КЭНС; 

 разработка технологий для программного и циф-
рового картографического обеспечения МНС 
АНПА. 

Область применения результатов приведенных ис-
следований – это прежде всего создание и управление 
базами данных для МНС (геофизическое обеспечение 
автономных навигационных систем), а также централи-
зация и использование цифровой картографической про-
дукции для геологоразведочных работ, различных ис-
следований в области наук о Земле. 
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Аннотация—В работе исследуется бортовая навигаци-
онная система подвижного объекта, включающая в себя 
камеру, одометр и датчик руля. Навигационный алгоритм 
основывается на методе визуальной одометрии компенси-
рованный данными распознанных дорожных знаков. Рас-
познавание дорожных знаков осуществляется на основе 
сверточной нейронной сети. Алгоритм апробирован на 
натурных данных. 

Ключевые слова—визуальная локализация, алгоритм 
определения местоположения; сверточные нейронные 
сети; многочастичный фильтр. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
К автономным системам навигации предъявляются 

высокие требования к точности определения местополо-
жения (локализация) наземного транспортного средства.  

Решение задачи локализации чаще всего опирается на 
спутниковую навигационную информацию или данные 
лазерных дальномеров. Однако нестабильность спутни-
кового сигнала и его зависимость от геометрического 
фактора не позволяют рассматривать данный источник 
как надежный. Малая распространенность карт высокой 
точности (HD) также приводит к разработке альтерна-
тивных способов навигации подвижных объектов. Пер-
спективным направлением повышения точности локали-
зации является использование технического зрениях [1].  

В настоящее время известно две основных идеи к 
навигации с использованием визуальных систем: мет-
рический [2] и топологический [3]. Метрический позво-
ляет оценить положение и ориентацию объекта по по-
следовательности изображений. Одним из примеров 
данного подхода является метод визуальной одометрии. 
Топологический [4],[5] позволяет «приближенно» опре-
делить положение объекта по заранее сформированным 
в точках интереса снимках. Сопоставление текущего 
снимка с заранее сформированным списком осуществ-
ляется на основе признаков, формируемых вручную или 
с использованием аппарата сетей глубокого обучения. 

Используемый в работе подход основывается на ме-
тоде визуальной одометрии дополненный информацией, 
одометра и внешних ориентиров, координаты которых 
заранее известны. 

II. ОБЗОР ПОДХОДОВ 
Идея предлагаемого подхода визуальной локализации 

заключается в использовании метода визуальной одомет-
рии, комплексированного с информацией одометра в ка-
честве грубой навигационной системы, и использовании 

информации внешних ориентиров для коррекции ее по-
казаний. Для наземных транспортных средств, осуществ-
ляющих перемещение в городской среде, в качестве 
внешних ориентиров целесообразно использовать до-
рожные знаки. Информация о знаках дорожного движе-
ния может быть получена из открытых данных или с ис-
пользованием подхода, описанного в работе [6].  

III. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Транспортное средство, оснащено камерой, одомет-

ром и датчиком руля, движется со скоростью   и кур-
сом   в двухмерной плоскости в глобальной системе 
координат  GGYOX  как представлено на рис.1.  

Система координат транспортного средства (борто-
вая система координат) обозначена LLYOX и совпадает 
с его центром масс. На автомобиле установлена камера. 
Система координат камеры обозначена как CCYOX . 
Матрицы переходов из системы координат LLYOX и 

CCYOX  известны из калибровки.  

Оптическая ось камеры CZ  сонаправлена с осью 

LX  бортовой системы координат. Внутренние пара-
метры камеры yxyx ffcc ,,, и значение дисторсии полу-
чены путем калибровки.  

 
Рис. 1. Используемые системы координат  

В моменты времени  t-1 и t c камеры поступает поток 
изображений 1, tt II соответственно. 

Кроме того, в каждый момент времени t на изобра-
жении tI  распознаются дорожные знаки, координаты 
которых заданы в глобальной системе GGYOX . Коорди-
наты положения дорожных знаков на изображении за-
даны рамкой высотой h и шириной w, а также значени-
ями координат левого угла прямоугольной рамки u, v. 
Координаты реперов в локальной системе координат 
автомобиля обозначим как RR YX , . 
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Линия визирования камеры по горизонтали образует 
с центром распознанного дорожного знака угол  . От-
резок, соединяющий оптический центр камеры с цен-
тром прямоугольной рамки распознанного знака по ли-
нии визирования, является псевдодальностью d. 

Требуется: 
 по паре изображений 1, tt II  определить переме-

щение t и ориентацию R макета транспортного 
средства; 

 распознать и локализовать положение дорожно-
го знака на каждом кадре, в виде вектора пара-
метров  h  в пикселях; 

 используя  h , требуется определить псев-
додальность d и угол   до обнаруженного ори-
ентира; 

 разработать алгоритм определения местополо-
жения двигающегося транспортного средства с 
оптимальной оценкой параметров вектора со-
стояния tx̂ = Tyx ][  . 

Оценить среднюю квадратическую ошибку определе-
ния параметров вектора tx̂ .   

IV. РЕШЕНИЕ 
Для разработки алгоритма определения местоположе-

ния подвижного транспортного средства с оптимальной 
оценкой состояния требуется решить следующие задачи: 

 реализовать метод визуальной одометрии для ка-
меры; 

 распознать дорожные знаки с помощью сверточ-
ной нейронной сети; 

 определить псевдодальность d и угол  ; 

 реализовать оптимальное оценивание вектора со-
стояния, используя многочастичный фильтр. 

Функциональная схема предлагаемого решения 
изображена на рис. 2. 

 
Рис. 2. Функциональная схема алгоритма визуальной локализации 

A.  Визуальная одометрия 
Для определения координат объекта и его ориента-

ции использовался метод визуальной одометрии [7] с 
привлечением информации одометра. 

Алгоритм реализации предложенного подхода за-
ключается в следующем: 

1. Из видеопотока захватывается два изображения 

1, tt II . 

2. В каждой паре кадров устраняется дисторсия. 

3. В 1, tt II  определяются особые точки по интен-
сивности градиента освещенности [8]. Если их количе-
ство меньше порога, то данные изображения игнориру-
ются и осуществляется переход к п.1. В противном слу-
чае происходит анализ оптического потока на основе 
известного алгоритма Лукасе-Канаде, определяя лучшее 
перемещение особых точек из tI в 1tI  [9]. 

4. Вычисляем существенную матрицу, используя пя-
титочечный алгоритм Нистера [10] и метод RANSAC на 
основе следующего уравнения  

,021 Eyy 

где E – существенная матрица, 21, yy - однородные 
нормализованные координаты точек в изображениях. 

5. Из существенной матрицы вычисляем матрицу 
вращения R и матрицу параллельного переноса t путем 
сингулярного разложения 

  T
x VUEtRE  ,  

  TT
x VUWRVVWt 1,   

где R – матрица вращения,  xt  – матричное представ-
ление перекрестного произведения матрицы параллель-
ного переноса.  

6. Получаем информацию о масштабе из одометра и 
объединяем векторы вращения и параллельного 
переноса следующим образом: 

,pospospos

pospos

Rttt
RRR



   (1) 

где pospos tR ,  – матрицы и вектора, отвечающие за 
ориентацию и положение камеры, R – матрица 
вращения, t – матрица параллельного переноса, 
уточненная информацией с одометра.  

B. Распознавание дорожных знаков 
В качестве ориентиров для позиционного метода 

навигации выбраны дорожные знаки как наиболее часто 
встречающиеся на дороге оптические реперы.  

Для распознавания дорожных знаков была обучена 
сверточная нейронная сеть архитектуры YOLO v3 с 
топологией сети в 53 слоя [11]. 
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Обучающий набор состоял из 10 классов и 2998 
изображений, полученных из записи проезда макета 
транспортного средства.  

В ходе машинного обучения подбор весовых 
параметров нейронов происходил путем оптимизации 
функции потерь 
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где iiii hyx ,,,   – координаты ограничивающего пря-

моугольника, определенные сетью, iiii hyx ˆ,ˆ,ˆ,ˆ   – ко-
ординаты ограничивающего прямоугольника обучаю-
щей выборки, ii CC ˆ,  – определение класса сетью и ее 

оценка в обучающей выборке, )(ˆ),( cpcp ii  – вероят-
ность появления класса, определенная сетью и в обуча-
ющей выборке,   – регуляризатор, ijI  – характеристи-
ка наличия объекта. 

Оптимизация функции потерь заключалось в ее ми-
нимизации за счет подбора весов w и смещения b 
нейронов. Определение параметров w, b происходило в 
цикле из трех операций: 

 расчет по уравнению (2) текущих потерь (алго-
ритм прямого распространения ошибки), 

 вычисление текущего градиента (алгоритм об-
ратного распространения ошибки), 

 обновление параметров w и b (градиентный 
спуск). 

Результатом оптимизации функции потерь стала мо-
дель весовых параметров w и b для каждого слоя свёр-
точной нейронной сети. Она совместно с топологией 
используется в распознавании дорожных знаков для 
локализации ориентира на изображении в виде вектора 
 h  в пикселях. 

На рис.3 представлен результат распознавания 
дорожного знака.  

 
Рис. 3. Распознавание дорожного знака сверточной нейронной сетью 

YOLO 

C. Определение псевдодальности 
Изготовленные дорожные знаки выполнены в мас-

штабе от реальных, но с одинаковой высотой. Поэтому 

для определения псевдодальности [12] до распознанно-
го дорожного знака применялась модель камеры с то-
чечной диафрагмой.  

Псевдодальность определяется исходя из подобия и 
соотношений, схематично представленных на рис.4.  

,с
h
HfD   

где f – фокусное расстояние, определенное в процессе 
калибровки камеры, c  - смещение оптической оси, H – 
высота дорожного знака, h – высота ограничивающей 
рамки ориентира на изображении. 

 
Рис. 4. Модель камеры с точечной диафрагмой 

Угол  определяется из следующего уравнения 

,)
2

( ck 
  

где ,  – параметры ограничивающей рамки в пиксе-
лях, c  – смещение оптической оси, k  – коэффициент, 
характеризующий соотношение поля зрения в радианах 
и пикселах. 

D. Алгоритм определения местоположения  
Алгоритм визуальной локализации основывается на 

применении фильтра частиц (многочастичный фильтр- 
МЧФ) [13]. Он реализует следующее уравнение локали-
зации Маркова 

  111 )(),,(),()( tttttttt dxxbelmuxxpmxzpxbel 
  
(3) 

где ),( mxzp tt  – модель наблюдения в виде условной 
вероятности вектора измерения от вектора текущего 
состояния и карты ориентира; ),,( 1 muxxp ttt   – мо-
дель перехода в виде условной вероятности текущего 
состояния в зависимости от вектора состояния на 
предыдущем такте, вектора управления и карты ориен-
тиров; )( 1txbel  – вероятностное предположение для 

момента времени t – 1;   111 )(),,( ttttt dxxbelmuxxp  – 
модель движения;   – нормализатор, равный сумме 
произведения моделей наблюдения и движения по всем 
возможным состояниям. 

Из уравнения (3) следует, что предположение о теку-
щей локализации может быть рекурсивно оценено на ос-
нове предыдущего предположения и определяется произ-
ведением этапа прогнозирования и этапа коррекции. 

Реализованный алгоритм определения местоположе-
ния включает в себя следующие этапы: инициализация, 
прогноз, обновление и регенерация выборки частиц, 
коррекция. 
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Инициализация. На этапе инициализации задается 
количество частиц N и исходное положение подвижного 
наземного объекта для МЧФ. Параметр N был выбран 
таким образом, чтобы фильтр работал в режиме реаль-
ном времени. 

Прогноз. Для прогнозирования положения движуще-
гося наземного транспортного средства использовалась 
модель движения велосипеда, которая представлена 
следующей системой уравнений 
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где LL yx ,  – локальные координаты,   – угол рыска-
ния (курс),   – скорость движения макета. 

Для расчета шага прогноза использовались данные 
одометра и датчика угла поворота руля.  

Для поиска координат «реального» дорожного знака  
по измеренной псевдодальности использовался алго-
ритм ближайшего соседа. Данный метод путем простого 
перебора координат выбирает ближайший к получен-
ным координатам дорожный знак.  

При этом перед поиском соответствия между дан-
ными производится преобразование координат дорож-
ного знака из СК объекта в координаты карты, по сле-
дующей зависимости 
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где GG yx ,  – параметры в системе координат карты;  

tt yx , - компоненты переноса; LL yx ,  – параметры 

наблюдения в системе координат автомобиля;   – 
курс. 

Алгоритм ближайшего соседа прост в реализации и 
обладает высоким быстродействием, однако неустойчив 
к высокой плотности измерений и к сложным сценам, 
которых нет в лабораторных условиях. 

Обновление. Измеренное локальное местоположение 
дорожного знака, используется для вычисления шага 
обновления весов частиц. Веса каждой частицы,  
вычисляются из измеренных данных в многомерной 
функции плотности нормального распределения. 
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где ix  – i-ое измерение, i  – i-ый прогноз измерения, 
 - ковариация измерений, m – общее количество изме-
рений для одной частицы.  

Регенерация выборки. Несоответствие фактических и 
прогнозируемых значений измерений приводит к необ-
ходимости выборки весов по принципу – чем больше 
вес, тем важнее позиция частицы. Для регенерации вы-
борки рассчитываются нормализованные веса, по сле-
дующей формуле 
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В процессе регенерации из выборки удаляются ча-
стицы с малыми весами, а точка с самым большим ве-
сом замещает все удаленные точки, чтобы сохранился 
объем выборки. Вектор состояния навигационной си-
стемы для данной частицы и характеризует x̂ .  

Коррекция. Определенная оптимальная оценка век-
тора состояния Tyx ][  используется для регулирова-
ния абсолютной шкалы визуальной одометрии через 
матрицу параллельного переноса. 

E. Оценка алгоритма 
Алгоритм определения местоположения двигающе-

гося макета транспортного средства с оптимальной 
оценкой состояния анализировался методом сравнения с 
опорной траекторией. 

Для определения эталона применялся лазерный 
дальномер (ЛИДАР) с заявленной погрешностью 1 мм. 
Он закреплен на борту макета и геометрически вы-
ровнен с камерой. 

Лазерный датчик измеряет дальность и угол от своей 
нулевой оси до дорожных знаков. Далее навигационная 
информация пересчитывается из локальной в глобаль-
ную систему координат, используя навигационные дан-
ные с одометра. Для оценки вектора состояния опорной 
траектории использовался сигма-точечный фильтр Кал-
мана [14]. 

Расчет оценки алгоритма определялся среднеквадра-
тическая ошибка между вектором оценки состояния и 
вектором состояния опорной траектории по следующей 
формуле 

опор
. ˆ ttалг xx     (4) 

 

V. РЕЗУЛЬТАТЫ 
Для апробации алгоритма определения местополо-

жения наземного транспортного средства был собран 
испытательный стенд. Он состоит из следующих эле-
ментов: 

 радиоуправляемая машина с одометром, датчи-
ком руля, монокамерой IDS, лазерным дально-
мером 2D Hokuyo UST-10LX, графической пла-
той NVIDIA Jetson TX-1 (рис.5, а); 

 дорожные знаки высотой 0.1 м с дополнитель-
ными реперами для лазерного дальномера 
(рис.5, б); 

 трасса с линейными и нелинейными участками 
(рис. 6).  
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а) 

 
б) 

Рис. 5. На рисунке а) – макет транспортного средства на базе 
радиуправляемой машины  TRAXXAS SUMMIT 4x4; б) – 
дорожные знаки с дополнительными для лидара реперами 

 
а) 

 
б) 
Рис. 6. Цифровая модель местности: а) – ортофотоплан, б) – 
цифровая модель в 3D 

Оценка алгоритма визуальной локализации произво-
дилась для двух моделей поведения движущегося объ-
екта и представлена в табл. 1. 

ТАБЛИЦА 1. РЕЗУЛЬТАТЫ ОЦЕНКИ АЛГОРИТМА 

 
Параметры многочастичного фильтра 

N=100 N= 300 N=500 N=700 N=1000 
х, м 0,1134 0,0934 0,0611 0,0534 0,0934 
y, м 0,1264 0,1164 0,1099 0,0811 0,1101 

 ,р 0.0145 0.0094 0.0077 0.0038 0.0038 

 
Полученные в ходе эксперимента данные для МЧФ с 

количеством частиц N=100 представлены на рис. 7. 

 
Рис. 7. Траектория движения автомобиля: с визуальной одометрией, с 

опорным измерением, с коррекцией 

VI. ВЫВОДЫ 
Из результатов оценки разработанного алгоритма 

(табл.1) следует: 

 использование информации о дорожных знаках 
позволяет уменьшить смещение траектории по-
лученной от системы визуальной одометрии;  

 регулировка объема используемых в мночастич-
ном фильтре частиц не сильно влияет на ошибку 
определения навигационных параметров. 

Алгоритм определения местоположения реализован 
в виде приложения на языке С++ с применением биб-
лиотек линейной алгебры Eigen, компьютерного зрения 
OpenCV и YOLOv3.  

Работа выполнена при поддержке гранта Президента 
России МД-2102.2019.9. 
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Аннотация—Рассмотрена система маршрутной кор-
рекции беспилотного летательного аппарата. Для коррек-
ции маршрута полета исследуемого беспилотного лета-
тельного аппарата используется бортовой радиолокацион-
ный комплекс. В условиях активных помех использовать 
радиолокационные изображения для коррекции маршрута 
невозможно. Поэтому предложено использовать бортовую 
навигационную систему с алгоритмической коррекцией. 
Использована схема компенсации погрешностей навига-
ционной системы в выходном сигнале с помощью алго-
ритма построения прогнозирующей модели погрешностей 
системы. Прогнозирующая модель строится с помощью 
генетического алгоритма и метода группового учета аргу-
ментов. Сравнение качества алгоритмов построения про-
гнозирующих моделей проведено с помощью математиче-
ского моделирования. Сформировано алгоритмическое 
обеспечение навигационной системы БЛА, функциониру-
ющее при использовании радиолокационной системы и в 
условиях активных помех, когда сигналы эти недоступны. 
Разработаны алгоритмы коррекции автономной навига-
ционной системы БЛА, включающие генетический алго-
ритм и алгоритм прогноза. Результаты моделирования 
продемонстрировали работоспособность и эффективность 
разработанных алгоритмов коррекции, что позволяет сде-
лать вывод о целесообразности их использования для по-
вышения точности их функционирования и решения задач 
БЛА. 

Ключевые слова—беспилотный летательный аппарат; 
маршрутная коррекция; радиолокационная карта; инерци-
альная навигационная система; прогнозирующая модель; 
коррекция. 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В настоящее время существует класс беспилотных 

летательных аппаратов (БПЛА) основной задачей поле-
та, которого является полет по заданному маршруту, с 
целью вывода его в заданную область пространства с 
требуемыми точностями.  

В этом случае сигнал управления рассчитывается за-
ранее и является програмным. Следовательно, система 
управления БПЛА на маршевом участке полета решает 
следющие основные задачи: отработку програмной тра-
екториии с требуемыми точностями; поддержание тре-
буемого углового положения на траектории полета; 
коррекция бортовой навигационной системы.  

Среди многочисленных задач, связанных с создани-
ем высокоточных навигационных систем БПЛА, боль-

шое внимание уделяется задаче выведения БПЛА с тре-
буемыми точностями в заданную область пространства. 

Основным требованием при решении данной задачи 
является обеспечение максимально возможной точности 
приведения БПЛА в область для осуществления конеч-
ного наведения.  

Приведение БПЛА в область начала конечного наве-
дения на маршевом участке полета осуществляется по 
данным навигационных систем. 

Навигационная система, находящаяся на борту 
БПЛА, в основе своей содержит одну из возможных 
реализаций инерциальной навигационной системы 
(ИНС) [1, 2]. Основной недостаток такой системы – это 
интегральное накопление ошибки функционирования. 
При достаточно больших расстояниях полета величина 
ошибок не позволяет использовать такую ИНС для ре-
шения задачи наведения БПЛА на цель. Для решения 
указанной проблемы используют дополнительную под-
систему коррекции работы ИНС [3]. Корректирующая 
подсистема получает информацию от различных датчи-
ков в системе, совместная обработка которой позволяет 
значительно повысить точность работы комплексной 
навигационной системы. 

Наиболее распространенным способом коррекции 
ИНС является ее коррекция от РЛС [4, 5]. Такой подход 
позволяет обеспечить требуемую точность, однако он не 
применим при отсутствии сигнала от РЛС. Кроме того, 
РЛС имеет низкую помехозащищенность. Совокупность 
этих факторов позволяет сделать вывод о том, что тре-
буются альтернативные способы коррекции ИНС. 

Таким образом, задача построения системы коррек-
ции бортовой навигационной информации является ак-
туальной в рамках маршрутной навигации. 

Проведено исследование системы маршрутной кор-
рекции (СМК) и на основе сравнительного анализа  ме-
тодов коррекции, алгоритмов селекции и алгоритмов 
распознавания изображений, на основе которого осу-
ществлен выбор метода и алгоритма.  

II. СИСТЕМА МАРШРУТНОЙ КОРРЕКЦИИ БПЛА 
На маршевом участке полета при полете СМК осу-

ществляет маршрутную навигацию и коррекцию траек-
тории. На маршевом участке полета СМК с помощью 
РЛК выполняет визирование опорных участков местно-
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сти в точках траектории, заданных в полетном задании 
СМК. Полученные, в результате визирования, изобра-
жения поступают в ВС СМК, где обрабатываются с по-
мощью алгоритмов распознавания, которые определяют 
положение эталонного изображения опорного объекта 
на наблюдаемом изображении. По этим данным, а также 
по данным о координатах опорного участка, определя-
ются координаты БПЛА и сравниваются с координата-
ми, полученными навигационной системой. На основа-
нии этого сравнения определяется рассогласование ре-
альной и программной траекторий БПЛА, по которым 
выполняется коррекция траектории. 

Таким образом, смысл задачи коррекции траектории 
сводится к расчету исходных данных для выполнения 
коррекции траектории для системы управления движе-
нием на основе определения собственного положения 
БПЛА (маршрутной навигации) с помощью СМК. Зада-
чу коррекции траектории можно представить как ряд 
последовательных шагов: 

 Определение координат БПЛА с помощью СМК. 

 Определение координат БПЛА с помощью борто-
вой навигационной системы. 

 Сравнение текущих координат БПЛА, получен-
ных с помощью СМК с координатами БПЛА, по-
лученными с помощью бортовой навигационной 
системы. Выработка поправок для коррекции 
данных с бортовой навигационной системы.  

III. НАВИГАЦИОННЫЕ СИСТЕМЫ БЕСПИЛОТНОГО 
ЛЕТАТЕЛЬНОГО АППАРАТА 

Выбор наилучшего приборного состава НК позволит 
определять навигационные параметры БЛА с макси-
мально возможной точностью. Дальнейшее повышение 
точности НК можно осуществить с помощью примене-
ния алгоритмов высокоточной коррекции навигацион-
ной информации [8,9,10]. Например, повысить точность 
НК способны адаптивный НФК с эволюционным алго-
ритмом построения модели [8], адаптивный регулятор в 
структуре ИНС [12,13] и др.  

При изменении высоты полета БЛА существенно 
меняется помеховая обстановка - появляются пассивные 
помехи, связанные с состоянием атмосферы. Поэтому 
часто встречаются случаи, когда использовать АИС не 
представляется возможным или точность существенно 
снижается. В условиях пассивных помех целесообразно 
осуществлять изменение рабочего контура (приборного 
состава) НК. Для априорного выбора состава НК БЛА 
разработана методика, предполагающая анализ инфор-
мационных полей и зависящая от высоты полета [14]. 
Однако в процессе полета априорная информация мо-
жет стать неадекватной реальной помеховой обстановке 
и выбор структуры НК становится неоптимальным.  

IV. ФОРМИРОВАНИЕ СТРУКТУРЫ НАВИГАЦИОННОГО 
КОМПЛЕКСА 

Высокоточные БЛА отличаются высокой стоимо-
стью и высокими требованиями к точностным характе-
ристикам НК. НК БЛА обычно включают такие основ-
ные навигационные системы как ИНС, СНС, АИС и 
РЛС. Сигналы этих навигационных систем повергаются 
совместной обработке с помощью алгоритма оценива-

ния. Однако в зависимости от уровня помех достовер-
ность информации от каждой из систем может суще-
ственно отличаться. В ФК отсутствие достоверной 
априорной информации о статистических характеристи-
ках шумов приводит к снижению точности оценивания, 
поэтому для определения навигационной информации 
целесообразно использовать наиболее точные системы 
[15]. Известными подходами к синтезу наилучших 
структур рабочих контуров НК являются селективный 
подход [15] и использование для выбора рабочего кон-
тура НК интеллектуальных технологий [12,13,16, 17]. 
Когда уровень помех и диапазон устойчивой работы 
систем НК известен, применяется априорный про-
граммный выбор рабочего контура НК на каждом этапе 
полета. Такой подход к выбору структуры НК отличает-
ся простотой и надежностью. НК с априорным выбором 
структуры представлен на рис. 1. 

 
Рис. 1. Структура навигационного комплекса высокоточного 
беспилотного летательного аппарата 

На рисунке 1 введены следующие обозначения:   – 
истинная навигационная информация о навигационных 
параметрах БЛА; x – погрешности ИНС; x̂  – оценка 
погрешностей ИНС; x  – ошибка оценивания погрешно-
стей ИНС; 1Z  – смесь погрешностей ИНС и GPS; 2Z  – 

смесь погрешностей ИНС и РЛС; 1,2Z  – смесь погреш-
ностей навигационных систем, выбранных в зависимо-
сти от высоты полета БЛА; БФИ – блок формирования 
измерений для ФК. 

В зависимости от условий функционирования для 
определения навигационных параметров высокоточных 
БЛА используют ИНС, АИС и СНС. Различные способы 
их коррекции осуществляются, в частности, посред-
ством алгоритмов оценивания.  

В условиях высотного полета БЛА пассивные поме-
хи, влияющие на точность АИС и СНС, как правило, 
минимальны. Поэтому информация от АИС и СНС ис-
пользуется для коррекции ИНС в НК. При снижении 
БЛА и осуществлении низковысотного полета анализ 
информационных полей показал преимущество РЛС 
[14]. В связи с этим в БФИ формируется измерительный 
сигнал, представляющий собой разность показаний 
ИНС и РЛС, который используется в ФК. Момент пере-
ключения на другой рабочий контур НК определяется 
из практических соображений в зависимости от целево-
го назначения БЛА и сценария его полета. Учитываются 
также условия полета, например при полете БЛА над 
территорией противника применение СНС имеющую 
слабую помехозащищенность нецелесообразно. 
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V. ФОРМИРОВАНИЕ УПРАВЛЯЮЩИХ СИГНАЛОВ И 
РЕАЛИЗАЦИЯ МАНЕВРА ПО КОРРЕКЦИИ ТРАЕКТОРИИ 
Коррекция траектории полета на основе прогнозиру-

ющих моделей. Основным недостатком РЛК является 
слабая помехозащищенность. Поэтому в условиях актив-
ного противодействия при постановке противником ак-
тивных помех использовать РЛК для коррекции маршрута 
полета БПЛА не представляется возможным. В практиче-
ских приложениях при постановке активных помех СМК 
функционирует на основе информации только от борто-
вой навигационной системы БПЛА. Однако на исследуе-
мых типах БПЛА обычно устанавливают ИНС третьего 
класса точности. Погрешности таких ИНС с течением 
времени быстро нарастают, что приводит к большим 
ошибкам СМК и, в конечном итоге, к срыву выполнения 
БПЛА поставленной задачи. В связи с этим предлагается 
проводить коррекцию ИНС с помощью прогнозирующих 
моделей ее погрешностей. После построения прогнози-
рующих моделей погрешностей ИНС с их помощью осу-
ществляется прогноз на каждом такте работы ИНС на 
всем интервале автономной работы ИНС и компенсация 
погрешностей в выходном сигнале системы. Навигацион-
ная информация, полученная от ИНС с алгоритмом про-
гноза, поступает в СМК, где сравнивается с значениями 
карты местности. Сигналы рассогласования ИНС и карты 
используются для коррекции траектории БПЛА. 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Рассмотрены способы повышения точности навига-

ционной информации БЛА алгоритмическим путем в 
условиях высотного и низковысотного полета.  

Наиболее точная навигационная информация о па-
раметрах БЛА в условиях высотного полета определяет-
ся с помощью комплексирования ИНС, СНС, АИС и 
НФК. При осуществлении низковысотного полета БЛА 
использован НК в составе ИНС, РЛС и линейного ФК.   

Предложена структура НК, позволяющая изменять 
состав внешних навигационных систем априорно – при 
изменении высоты полета. 
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Аннотация— Предложено новое решение задачи оце-
нивания, в которой неизвестные параметры связаны не-
линейно с доступными измерениями. Искомая оценка 
формируется согласно методу сеток. Особенностью реше-
ния является дополнительный учет ковариации весовых 
коэффициентов и (или) указанных частных оценок. В от-
личие от известных подходов априорные вероятности ука-
занных значений не предполагаются в составе исходных 
данных. Подход может быть эффективен при решении 
нелинейных задач оценивания, характеризующихся низ-
кой точностью и (или) малым числом доступных измери-
тельных данных. 

Ключевые слова — нелинейное оценивание параметров, 
метод сеток, ковариация весов узлов, интерполирование, 
коллокация, оценка параметров геофизического поля 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Задачи оценивания, в которых неизвестные парамет-

ры нелинейно связаны с измерениями, могут быть реше-
ны известными методами [1, 4, 11–17]. В них искомые 
оценки параметров находят путем взвешенного сумми-
рования частных оценок. Вычисление весовых коэффи-
циентов встречает трудности при решении некоторых 
прикладных задач, особенностями которых являются 
малое число измерений или низкая точность измери-
тельных данных [10, 14, 15]. 

Известные методы решения таких задач используют 
допущение, что все дискретные значения искомого па-
раметра (или сочетания параметров, если их несколько) 
являются равновероятными. Как следствие, затруднено 
обоснование выбора границ области допустимых значе-
ний параметров. Требуется дополнительная априорная 
информация о физическом смысле задачи, допустимой 
точности решения и т.д. Это является источником мето-
дических ошибок в получаемых оценках. 

Предлагается подход к решению такого рода задач, 
не требующий априорных вероятностей искомых пара-
метров. Границы областей допустимых значений неиз-
вестных параметров по-прежнему предполагаются в со-
ставе исходных данных задачи оценивания. Также до-
полнительно учитывается корреляция весовых коэффи-

циентов, которые считаются случайными величинами, 
зависящими от измерений. 

Расчетный пример решения прикладной задачи оце-
нивания погрешностей параметра геофизического поля 
(ГФП) в приведенной постановке иллюстрирует пре-
имущества рассматриваемого подхода. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ОЦЕНИВАНИЯ ПАРАМЕТРОВ 
Задача состоит в нахождении оценки вектора 
 Tmxx 1x  по доступным измерениям вектора y, при-

чем 

 vhxy   

где h – известная матрица наблюдения, v – вектор по-
грешностей измерений, соответствующий y. Нелиней-
ный характер задачи оценивания определяется тем, что 
априорная матрица ковариации Px вектора x зависит от 
неизвестного вектора . В более общем случае  может 
рассматриваться, как аргумент ковариационной матрицы 
вектора, составленного из элементов x и v. 

Неизвестный вектор  не является искомым, но от 
него зависит искомая оценка вектора x. Поэтому выра-
жение (1) можно заменить формулой  

   vxhy  ,  

где функция   ,xh  и определяет нелинейный харак-
тер задачи оценивания. 

Примером задачи в приведенной постановке является 
задача нахождения оценки параметра ГФП в некоторой 
заданной точке с использованием информации о про-
странственной изменчивости, при неизвестных парамет-
рах модели изменчивости поля (дисперсия, радиус кор-
реляции) [6, 10, 11, 14, 18]. 
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III. ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ОЦЕНИВАНИЯ 
И УСЛОВИЯ ЕГО ПОЛУЧЕНИЯ 

В целях упрощения изложения ограничимся зависи-
мостью  xP  скалярного . Предположим, что параметр 
 внутри интервала  n ,1  может принимать дискрет-
ные значения i в ni 1  узлах сетки, не обязательно 
регулярной. Каждому значению i соответствует матри-
ца ковариации  ixP  в уравнении (1). Для n значений i 
сформируем расширенную систему уравнений наблюде-
ния в виде: 
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векторы, включающие каждый n исходных векторов x, y 
и v, соответственно; блочная матрица H содержит n бло-
ков исходной матрицы наблюдения h в (1); блочная мат-
рица ковариации RV вектора V содержит n2 блоков Rv. 
Априорная ковариационная матрица  n ,,1 XP  век-
тора X формируется на основе  xP . Например, для 
этой цели может использоваться взаимная ковариацион-
ная функция  jixk  ,  случайных величин вектора x 
( nj 1 ). 

Оптимальная в среднеквадратичном смысле оценка 
расширенного вектора X и ее матрица ковариации XP ˆ  
находятся по формулам [8, 13]: 


  .

,,ˆ

1

ˆ






VXX

XXX

RHHPHPK

KHPPPKYX

TT
 

Согласно (3) X̂  содержит n частных оценок вектора 
x, которые обозначим ix̂ . Оценки ix̂  зависят от i и по-
этому различаются между собой в общем случае. Однако 
из постановки задачи следует, что все частные оценки 
должны совпадать, т.е. ji xx ˆˆ  . Последнее позволяет 
ввести следующее ограничение в отношении n частных 
оценок: 0ˆ XM , где матрица M формируется из блоков 
единичных матриц nnI  так, чтобы выполнялись равен-
ства 0ˆˆ  ji xx  для всех сочетаний i  j. С учетом этого 
новая оценка составного вектора X, в которой все част-
ные оценки ix̂  совпадают, и ее матрица ковариации мо-
гут быть найдены по формулам: 
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Окончательно искомая оценка вектора x выбирается 
из вектора X~ , как произвольная i-я частная оценка, 
например, 1

~x  (аналогично получается и матрица ковари-
ации этой оценки из XP~ ). 

Таким образом, в предложенном субоптимальном 
решении задачи можно выделить два этапа. На первом 
находятся частные оценки (4) составного вектора, соот-
ветствующие дискретным значениям i неизвестного 
параметра. На втором этапе по частным оценкам и их 
ковариациям находится окончательная оценка (5), еди-
ная для всех дискретных значений неизвестного пара-
метра. Сам неизвестный параметр  не подлежит оценке 
несмотря на то, что его дискретные значения i фигури-
руют в ходе решения. Это отличает рассматриваемый 
подход от известных методов, хотя может представлять 
трудности при решении конкретных задач. 

Необходимым условием для получения численного 
решения является существование обратных матриц в 
формулах (4) и (5). Матрица RV не обеспечивает суще-
ствование обратной матрицы в (4), что вытекает из рас-
смотренного способа ее формирования. Число обуслов-
ленности ковариационных матриц XX PP ~ˆ ,  возрастает, 
если в них оказываются блоки (частные матрицы кова-
риации), все соответствующие элементы которых почти 
равны. Это возможно когда две или более альтернатив-
ные модели в (1) оказываются «близки» друг другу не-
смотря на то, что определяющие их параметры i имеют 
разные значения. Нахождение чисел обусловленности 
матриц XX PP ~ˆ ,  позволяет обосновывать выбор дискрет-
ных значений i неизвестного параметра в целях получе-
ния искомой оценки вектора x. Это позволяет не прини-
мать в расчет отдельные значения i без существенного 
снижения точности искомых оценок параметров. 

IV. ПРИМЕР НАХОЖДЕНИЯ ОЦЕНКИ ПОГРЕШНОСТИ 
ПАРАМЕТРА ГЕОФИЗИЧЕСКОГО ПОЛЯ 

Рассмотрим пример применения изложенного подхо-
да для решения прикладной задачи, в которой требуется 
найти оценку погрешности 00 txM  параметра ГФП 

  MMM xtfy 000   в заданной точке 0t  посредством 

известной функции карты  tf M . Положение определя-
емой точки задается только по одной координатой оси t 
для простоты. 

Погрешности ГФП, вычисляемого с использованием 
 tf M , характеризуются ковариационной функцией, 

например [3, 5, 9–11, 14, 18], 

     22 exp ttk M  

где t – расстояние между двумя произвольными 
точками на оси t, M – известная среднеквадратичная 
погрешность (СКП),  - параметр, характеризующий 
пространственную изменчивость погрешности. Значение 
 неизвестно, но этот параметр ограничен: 0 <   max. 
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Рис. 1 Погрешность параметра ГФП, определяемого по карте, и его оценки 

 
Рис. 2 Погрешности оценивания параметра ГФП различными методами 

На небольшом удалении (менее max) от определяе-
мой точки 0t  в N точках Ntt 1 , которые назовем базо-

выми, измерены значения I
N

I yy 1  параметра ГФП. В 
измеренные значения входят чисто случайные погреш-
ности I

N
I vv 1 , имеющие СКП 2

I . 

Требуется найти оценку Mx0ˆ  погрешности вычисля-
емого по карте ГФП и ее СКП. Решение подобных задач 
на практике получают многими известными методами 
интерполирования. Считается, что наиболее точные 
оценки дает метод коллокации [2, 14] при условии, что 
ковариационная функция (6) полностью определена. В 
рассматриваемом примере параметр  в (6) неизвестен, 
что делает здесь актуальными методы нелинейного оце-
нивания [1, 4, 7, 10–17]. 

Согласно рассматриваемому подходу для решения 
задачи необходимо располагать моделью измерений (1). 
Она легко формируется по N разностным измерениям в 
произвольной k-й базовой точке 

   I
k

M
kk

MI
k vxtfy   

Априорная ковариационная матрица  xP  искомого 

вектора  M
N

MMT xxx 10x  и, как следствие, оценка 
Mx0ˆ  зависят от расстояний t между всеми (N+1) точка-

ми и от  согласно (6). Исходя из этого это, на первом 
этапе решения построим регулярную сетку параметра 
0 < i  max, содержащую n узлов, и для каждого i-го 

узла по формулам (4) получим частную оценку M
ix ,0ˆ  с 

соответствующей частной матрицей ковариации. На 
втором этапе по формулам (5) найдем окончательную 
оценку Mx0ˆ  и ее СКП. 

Расчетный пример нахождения оценок погрешностей 
параметра ГФП, вычисляемого по карте, приведен на 
рис. 1. Граница серого фона показывает зависимость 
погрешности вычисляемого по карте ГПФ от координа-
ты t. Она рассчитана при безразмерных значениях M = 1 
и  = 2 в функции ковариации (6). Разностные измерения 
(левая часть уравнений (7)) обозначены утолщенными 
вертикальными линиями с точками на концах. На грани-
це фона эти точки соответствуют погрешностям вычис-
ляемых значений  k

M tf  параметра ГФП. Противопо-
ложные концы вертикальных отрезков соответствуют 
погрешностям измеренных значений I

ky , СКП которых 
I = 0,3. Всего в примере N=11 базовых точек, шаг кото-
рых по оси t не постоянен, как показано на рис. 1. 

Утолщенная линия показывает зависимость оценки 
Mx0ˆ  от координаты t. Тонкая сплошная линия соответ-

ствует аналогичной оценке, полученной известным ме-
тодом сеток [7, 11, 13], а прерывистая – при дополни-
тельном предположении  = 2 («истинное» значение па-
раметра, использованное при моделировании). 

На рис. 2 утолщенной, тонкой и прерывистой линия-
ми, соответственно, показаны методические ошибки 

Mx0  в нахождении оценок параметра ГФП Mx0 . Они 
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рассчитаны относительно значений погрешности карты. 
Оценки погрешностей карты в предлагаемом подходе 
ближе к значениям погрешностей, чем оценки метода 
сеток. Это достигается за счет учета ковариации частных 
оценок, получаемых при различных значениях неизвест-
ного параметра  (на втором этапе предложенного под-
хода). 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Предложено новое решение задачи оценивания, в ко-

торой неизвестные параметры нелинейно связаны с до-
ступными измерениями. Оно может рассматриваться, 
как развитие метода сеток, поскольку предусматривает 
определение оценок параметров путем взвешенного 
суммирования частных оценок. Особенностью решения 
является дополнительный учет ковариации частных оце-
нок и (или) весовых коэффициентов. Это позволяет, в 
отличие от известных методов, исключить априорные 
вероятности возможных значений неизвестных парамет-
ров из состава исходных данных задачи оценивания. 

Реализация рассмотренного подхода сопряжена с 
ощутимым увеличением вычислительных затрат. Однако 
он может быть эффективен при решении нелинейных 
задач оценивания, характеризующихся низкой точно-
стью и (или) малым числом доступных измерительных 
данных. 
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Аннотация—Навигация космических аппаратов по 
изображениям подстилающей поверхности в перспективе 
может рассматриваться как один из методов навигации 
при отсутствии доступа к глобальным спутниковым нави-
гационным системам. В работе рассматриваются принци-
пы автономной навигации по изображениям подстилаю-
щей поверхности, исследуется влияние облачности на 
надёжность и точность навигации. По результатам мате-
матического моделирования определяется устойчивость 
этого метода навигации.  

Ключевые слова—алгоритмы, навигация, спутниковые 
системы 

I. ВВЕДЕНИЕ 
Автономная навигация космического аппарата (КА) 

заключается в определении собственных координат, 
скорости, а также прогнозировании дальнейшей траек-
тории движения без непосредственной связи с Землей 
или использования глобальных спутниковых навигаци-
онных систем. 

В настоящее время для навигации на орбите боль-
шинство искусственных спутников Земли (ИСЗ) исполь-
зует неавтономные средства - глобальные спутниковые 
навигационные системы, такие как GPS, ГЛОНАСС, 
ГАЛИЛЕО или внешнетраекторные измерения с помо-
щью высокоточных наземных радиолокаторов. На слу-
чай резкого усложнения помеховой обстановки или от-
казов в неавтономных системах навигации целесообраз-
но рассмотреть возможность автономной навигации по 
изображениям подстилающей поверхности. 

Ранее этот метод рассматривался в работе [1] приме-
нительно к навигации КА на орбите Луны (модельные 
эксперименты проводились на околоземной орбите на 
МКС с малогабаритной переносной фотоаппаратурой) и 
отмечалось, что он может быть использован, например, 
для организации резервной, контролирующей или ава-
рийной автономной системы навигации при наличии 
ортофотопланов поверхности Луны. 

Возможности автономной навигации исследуются на 
примере низкоорбитального КА дистанционного зонди-
рования Земли (КА ДЗЗ) схожего по характеристикам с 
«АИСТ-2Д» [2] и WorldView-1. По сравнению с малога-
баритной фотоаппаратурой [1] аппаратура ДЗЗ расширя-
ет возможности метода. Резервная система навигации по 
изображениям подстилающей поверхности позволяет 
КА ДЗЗ в случае отказа штатных систем навигации про-

изводить автономную съемку поверхности Земли в за-
данных районах, что облегчает последующую геопри-
вязку снимков по опорной информации. Предполагается, 
что проблема погрешностей взаимной юстировки фото-
аппаратуры и астродатчиков углового положения КА, 
ограничивающая точность автоматической геопривязки 
снимков, разрешена методами, предложенными в рабо-
тах Г.Н. Мятова [3, 4, 5].  

II. АВТОНОМНАЯ НАВИГАЦИЯ ПО ПОДСТИЛАЮЩЕЙ 
ПОВЕРХНОСТИ  

Определение координат КА по изображениям под-
стилающей поверхности основано на корреляционно-
экстремальном методе сравнения текущего изображения 
с эталонным изображением, заложенным в бортовую 
память.  

В наших исследованиях установлено, что изображе-
ния, снятые штатной фотоаппаратурой КА в надир, то 
есть вертикально вниз, при высоте полёта над эталонным 
участком 480 км позволяют в автоматическом режиме 
определить координаты КА с предельной ошибкой не 
более 5 м в плане и 100 м по высоте.  

Вычисление скорости основано на данных времени 
прохождения мерного фрагмента орбиты между двумя 
пунктами с известными координатами благодаря нали-
чию эталонной информации для этих пунктов. Первый 
пункт назовем координатным, а расположенный далее 
второй назовем скоростным. Располагать эталонную 
информацию целесообразно упорядоченно на заданных 
широтах. Множество эталонных изображений распола-
гаются в виде пояса, охватывающего земной эллипсоид, 
и покрывают по широте ~ 5 км и по долготе 360° за ис-
ключением морей и океанов. Будем называть эти пояса 
координатным и скоростным соответственно. 

При пролете координатного пояса определяются ко-
ординаты начала текущего витка. Затем, по результатам 
пролета скоростного пояса определяются промежуточ-
ные координаты и скорость КА, что позволяет построить 
прогнозируемую траекторию движения на ближайшие 
несколько витков и определить время включения съе-
мочной аппаратуры для фиксации координатного и ско-
ростного пояса на следующем витке. Этот процесс по-
вторяется на каждом витке. 

Прогноз основывается на данных о координатах и 
скорости и учитывает 8 гармоник поля силы тяготения 
Земли [6]. Влияние притяжения Солнца и Луны, давле-
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ния солнечного света не учитывается, что в соответствии 
с [7] при суточном прогнозировании дает ошибку метода 
расчета траектории порядка 1,8 км. 

III. ВЛИЯНИЕ ОБЛАЧНОСТИ НА КОРРЕКЦИЮ 
Очевидно, что облачность, а также полёт над безори-

ентирными районами (моря и океаны), неизбежно при-
ведут к невозможности корректировать собственные 
координаты, скорость и прогнозную траекторию движе-
ния каждый виток. Поэтому необходимо статистически 
оценить максимальный регулярно повторяемый интер-
вал времени между двумя коррекциями по изображени-
ям местности, вызванный облачностью и полетами над 
океанами. На этот временной интервал следует ориенти-
роваться при назначении типовой длительности полета 
КА по прогнозу. 

Для этого по данным о вероятности безоблачной по-
годы в 120 городах сформирована вероятностная модель 
облачности для диапазона северных широт от 30° до 54° 
(рисунок 1). По результатам первичного моделирования 
выявлено, что вероятность получить успешный безоб-
лачный снимок выше на низких широтах.  

Математическое моделирование полётов в условиях 
облачности, генерируемой моделью, позволило получить 
вероятностные оценки выполнения хотя бы одной кор-
рекции на низких широтах на отрезках траектории дли-
ной от 1 до 13 витков (таблица 1) и оценить искомую 
длину типовой длительности прогноза. Согласно табли-
це 1 между коррекциями проходит обычно 1, 2, 4, 6 или 
7 витков, а типовая длительность прогноза должна быть 
не менее 12 витков по правилу трех сигм. Только в очень 
редких не повторяемых регулярно случаях КА проходит 
более 13 витков между коррекциями. Типовая длитель-
ность прогноза определяет область корреляционного 
сопоставления текущего снимка с поясом эталонных 
изображений.   

 
Рис. 1. Область математического моделирования вероятности 

безоблачной погоды. Анализируемые города выделены красным 
кругом. 

ТАБЛИЦА I.  ЗАВИСИМОСТЬ ВЕРОЯТНОСТИ СОВЕРШЕНИЯ КОРРЕКЦИИ 
ОТ ЧИСЛА ВИТКОВ 

Номер витка Вероятность совершения коррек-
ции 

1 0.642 

2 0.687 

3 0.691 

Номер витка Вероятность совершения коррек-
ции 

4 0.800 

5 0.832 

6 0.918 

7 0.961 

8 0.978 

9 0.980 

10 0.988 

11 0.995 

12 0.9988 

13 0.9998 

Поскольку начальные условия прогноза траектории 
КА задаются с конечной точностью возникает рассогла-
сование между действительными и прогнозными коор-
динатами КА. Из таблицы 2 находим, что накопленная за 
12 витков среднеквадратическая ошибка прогноза траек-
тории составляет 10 км. В наших исследованиях ошибка 
прогноза траектории КА не превышала величину сред-
неквадратичной ошибки более чем в два раза. Использо-
вание метода сравнения эталона и текущего снимка поз-
волило в наших исследованиях устранять суммарную 
ошибку прогноза траектории и метода расчета траекто-
рии свыше 20 км. Поэтому КА успешно корректирует 
свои координаты в момент фиксации точного совмеще-
ния эталонного и текущего снимка и совершает новый 
прогноз на 12 витков, что обеспечивает непрерывную 
устойчивую работу. 

ТАБЛИЦА II.  ЗАВИСИМОСТЬ СРЕДНЕКВАДРАТИЧЕСКОЙ ОШИБКИ 
ПРОГНОЗА ТРАЕКТОРИИ КА ОТ ЧИСЛА ВИТКОВ В КИЛОМЕТРАХ 

Номер 
витка 

Ошибки [км] 
Продольная 

ошибка  
Поперечная 

ошибка 
Ошибка вы-

соты 

1 0.83 0.034 0.029 

2 1.66 0.069 0.032 

3 2.48 0.103 0.032 

4 3.30 0.138 0.034 

5 4.12 0.173 0.039 

6 4.95 0.209 0.043 

7 5.78 0.245 0.045 

8 6.61 0.281 0.046 

9 7.44 0.317 0.048 

10 8.27 0.352 0.051 

11 9.10 0.388 0.055 

12 9.93 0.425 0.059 

13 10.76 0.465 0.060 

14 11.58 0.504 0.062 

15 12.41 0.542 0.066 

16 13.24 0.579 0.070 
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IV. УСТОЙЧИВОСТЬ КОРРЕКЦИИ ПО ИЗОБРАЖЕНИЯМ 
МЕСТНОСТИ  

Устойчивость работы автономной навигационной си-
стемы КА с коррекциями по изображению подстилаю-
щей поверхности проверена путём математического мо-
делирования непрерывного полёта в течение 3-х суток (~ 
48 витков орбиты) при учете пространственно-
временной модели облачности в районах коррекции от 
30° до 36°северной широты.  

Сбоев в алгоритме навигации в процессе моделиро-
вания полета не зафиксировано. При этом точность ин-
формации о координатах КА в промежутках между кор-
рекциями после постобработки навигационной инфор-
мации характеризуется среднеквадратическим отклоне-
нием не более 500 м. 

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Устойчивая автономная навигация низкоорбитально-

го искусственного спутника Земли по изображениям 
подстилающей поверхности в течение продолжительно-
го времени возможна при условии коррекции данных о 
положении спутника на северных широтах от 30° до 36° 
методом сравнения эталонных и текущих изображений. 
Дальнейшее повышение точности навигации связано с 
увеличением количества эталонных поясов, что потребу-
ет увеличение объема памяти на борту и разработку ал-
горитма компактного хранения эталонной информации. 
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Аннотация—Представлены результаты обработки ре-
альных данных, позволяющие оценить эффективность 
использования высокоточных спутниковых измерений в 
задаче оценивания аномалий силы тяжести при выполне-
нии морской гравиметрической съемки, в сопоставлении с 
полученными ранее результатами моделирования.  

Ключевые слова—гравиметрия, СНС, аномалия силы 
тяжести, оценивание 

I. ВВЕДЕНИЕ  
На предыдущей конференции [1] был представлен 

доклад, посвященный исследованию точности оценива-
ния аномалии силы тяжести (АСТ) по данным морской 
гравиметрической съемки с использованием спутнико-
вых измерений, при различных значениях вертикальных 
ускорений, скорости движения и различных режимах 
работы приемника спутниковых навигационных систем 
(СНС).  

Проведение такого исследования обусловлено сле-
дующим. Известно, что при определении АСТ на по-
движном основании приходится сталкиваться с пробле-
мой выделения полезного сигнала на фоне мешающих 
ускорений, порожденных вибрациями и перемещением 
носителя, которые могут на несколько десятичных по-
рядков превосходить АСТ [1-15].  

В практике морской гравиметрии при благоприятных 
условиях съемки, спектры АСТ и вертикальных ускоре-
ний разнесены. Это позволяет получить оценку АСТ с 
приемлемой точностью, не привлекая прямые измерения 
вертикальных перемещений [1,2,8,10]. Такая оценка 
формируется в результате решения задач фильтрации и 
сглаживания, опираясь только на модели полезного сиг-
нала и вертикальных ускорений [2]. Такая процедура 
обработки накладывает определенные  ограничения на 
условия съемки: балльность волнения и скорость судна. 
Проведенное в работе [1] моделирование показало, что 
привлечение высокоточных измерений вертикальных 

перемещений, полученных с использованием фазовых 
измерений СНС, так, как это делается в авиационной 
гравиметрии [4, 6, 9], в ряде случаев позволяет повысить 
точность оценивания АСТ и смягчить требования к 
условиям съемки.  

Цель настоящего доклада – оценить эффективность 
применения высокоточных СНС решений с использова-
нием реальных данных, полученных при съемке с мало-
размерного катера, и провести сопоставление с получен-
ными ранее результатами моделирования [1]. В работе 
рассматривается совместная обработка данных СНС и 
гравиметра с помощью алгоритмов сглаживания, требу-
ющих для своей настройки информации о стохастиче-
ских моделях АСТ, погрешностей измерений и верти-
кальных ускорений. Эта информация была получена с 
использованием результатов съемки и разработанных 
ранее нелинейных алгоритмов идентификации. 

II. АЛГОРИТМЫ ОЦЕНИВАНИЯ АСТ 
С учетом результатов, полученных в [1], рассмотрим 

два варианта решения задачи. В первом, традиционном, 
варианте будем использовать только данные гравимет-
ра, а во втором – привлекать измерения СНС для ис-
ключения составляющих ускорений движением объекта, 
за счет формирования разностных измерений. 

Следуя [1], введем модели погрешностей спутнико-
вых измерений, данных гравиметра, АСТ, вертикальных 
ускорений объекта. 

Для описания АСТ будем использовать модель 
Джордана [16]:  

1 1 2

2 2 3

3 3

1 2

,
,
,

,
g

x x x
x x x
x x w

g x x

  
  
  

  






  (1) 

где / / 2σ ,g l gV        V  – скорость движения, σg  – 
среднеквадратическое отклонение (СКО) АСТ; /g l   – Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РНС проект 

№. 18-19-00627. 
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СКО производной АСТ по длине траектории;  gw  – по-

рождающий белый шум интенсивности 2310 g   , 

( 5 1) / 5   . Для описания вертикальных ускорений 
объекта будем использовать модель [17] 

4 5

5 6

6 3 4 2 5 1 6

,
,

,h

x x
x x
x a x a x a x w




    





   (2) 

где 4h x   – вертикальное перемещение над усреднен-
ным уровнем моря в районе съемки с СКО, равным h ; 

5h x  , 6 ,h x   – вертикальная скорость и ускорение. 
Входящие в (2) коэффициенты определяются как

 2 2
3 ,a     2 2

2 2 ,a        1 2 ,a      где 
2 / ,T    T – преобладающий период качки; 1/ ,     – 

интервал корреляции;  – заданный коэффициент. Ин-
тенсивность порождающего белого шума hw задается 

величиной  3 1 2 3
2

12 / .ha a a a a   СКО вертикальных 
перемещений h  и СКО вертикальных ускорений h  

связаны соотношением 2 3 1( ) /hh a a a   .  
Измерения гравиметра представим  в виде 

g gy g h v   ,  (3) 

где g  – АСТ, h  – ускорения, обусловленные верти-
кальными перемещениями объекта, gv  –белошумная 
составляющая погрешности гравиметра с интенсивно-
стью gR . В модели (3) предполагается, что поправки за 
эффект Этвеша, нормальное ускорение силы тяжести, 
дрейф нуль пункта гравиметра и т.п. учтены. С учетом 
выражений (1), (2), измерения (3) могут быть записаны 
как: 

1 2 6βg gy x x x v      .  (4) 
Введенные модели позволяют сформулировать зада-

чу оценивания АСТ в первом, традиционном варианте 
без привлечения данных СНС, как задачу оценивания 
шестимерного вектора, описываемого уравнениями (1), 
(2), по измерениям (4).  

Во втором варианте – с использованием данных 
СНС, сформируем разностные измерения в виде [2, 9, 
18]:  

,
,

h h

h h

z y
z y
 
  

    (5) 

где 
0

( ) ,
t

gt
y d     

0
( ) ,

t

t
d      – приращения скоро-

сти и высоты, полученные интегрированием данных 
гравиметра (3), t0 – начальный момент решения задачи, t 
– момент получения измерений СНС, ,h hy y   – измере-
ния высоты и скорости СНС. Дополним модель АСТ (1) 
компонентами 4 5,x x     и введем медленноменя-
ющуюся составляющую погрешности СНС. В этом слу-
чае можем записать: 
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  (6) 

где 6x h   – медленноменяющаяся составляющая по-
грешности СНС-решения. Учитывая (6), измерения hz   
запишем как  

4 6

5

,
,

h h

h h

z x x v
z x v
   
   

  (7) 

где 4 5 6, ,x x x  соответствуют формирующему фильтру 
(6).  

С учетом введенных моделей во втором варианте за-
дачу оценивания АСТ можно сформулировать, как за-
дачу оценивания шестимерного вектора, описываемого 
уравнениями (1), (6), по измерениям (7). 

Для получения решений сформулированных задач 
будем использовать алгоритм сглаживания [19-21], син-
тезированный в рамках калмановского подхода. При 
этом напомним, оценки в режиме сглаживания могут 
быть сформированы только в камеральном режиме, по-
скольку в этом случае привлекаются как прошлые, так и 
будущие измерения. Для реализации такого алгоритма 
необходимо располагать информацией обо всех пара-
метрах введенных выше моделей. Однако ряд парамет-
ров модели не всегда известен заранее. В частности, это 
касается СКО производной АСТ, интервалов корреля-
ции и СКО вертикальных ускорений и погрешностей 
СНС. Для идентификации этих параметров были ис-
пользованы основанные на методах многоальтернатив-
ной фильтрации ранее разработанные алгоритмы [12].  

III. ПРОВЕДЕНИЕ ИСПЫТАНИЙ И РЕЗУЛЬТАТЫ 
ОБРАБОТКИ РЕАЛЬНЫХ ДАННЫХ 

Ранее проведенные исследования [1] показали, что 
повысить точность оценок АСТ можно только в случае 
привлечения прецизионных данных о высоте, получен-
ным по фазовым измерениям СНС в дифференциальном 
режиме. Далее рассматривается точность, достигаемая с 
использованием описанных алгоритмов, полученная по 
результатам обработки реальных данных именно для 
этих измерений. 

С помощью описанных алгоритмов были обработаны 
натурные данные, полученные в акватории Ладожского 
озера с использованием гравиметра "Чекан-АМ" и спут-
никовой приемной аппаратуры NovAtel. При проведении 
испытаний оборудование было установлено на маломер-
ном катере. Скорость движения которого для разных 
галсов составляла либо 10, либо 30 узлов. Полученные 
данные вертикальных перемещений и скоростей СНС 
пересчитывались на место установки гравиметра с ис-
пользованием данных о курсе и углах качки, получаемых 
с гироплатформы гравиметра. Базовый приемник СНС, 
используемый для организации дифференциального фа-
зового режима, находилcя на расстоянии до 80 км от 
места проведения съемки.  

В ходе исследований были идентифицированы сле-
дующие параметры: СКО производной АСТ /g l    в мо-
дели (1), преобладающий период T и СКО h  верти-
кальных ускорений в модели (3), интервал корреляции 

XXVII Санкт-Петербургская международная конференция по интегрированным навигационным системам, 2020 г.

357



m  и СКО m  погрешности СНС h  в модели (6). 
Оценки СКО производной АСТ /g l    подтвердили из-
вестные данные для исследуемого участка на уровне 1–
3 мГал/км. Оценки интервала корреляции медленноме-
няющейся погрешности СНС m  составили 8-13 минут, 
СКО погрешности m  – 4-6 см при использовании фазо-
вых измерений. Для каждого из пройденных галсов за-
давались именно те параметры / ,g l    ,ma  ,m  ,h   T, 
которые были определены на нем по результатам иден-
тификации. 

При проведении испытаний выполнялась съёмка по-
вторных галсов во встречных направлениях, что обеспе-
чило возможность определения СКО погрешностей 
определения АСТ путем сравнения оценок АСТ, полу-
ченных при проходе пары противоположных галсов. 
Полученные таким образом СКО разности оценок АСТ 
на прямом и обратном галсах характеризуют точность 
оценивания АСТ и приведены в табл. 1 для различных 
алгоритмов и скоростей. Отметим отдельно, что повы-
шение скорости всегда сопровождалось повышением 
амплитуды вертикальных ускорений. В табл. 1 также 
приведены расчётные значения СКО разности оценок, 
полученные по данным ковариационного канала фильтра 
как корень из суммы соответствующих значений дис-
персий погрешностей оценивания на прямых и обратных 
галсах (основано на допущении о независимости по-
грешностей на разных галсах). Таким образом, приве-
денные в табл. 1 СКО разностей оценок и их расчетные 
значения в среднем в 2  раз больше непосредственно 
СКО оценок АСТ. 

ТАБЛИЦА 1. СКО ОЦЕНИВАНИЯ АСТ  [МГАЛ] 

Номер пары 
галсов и 
скорость 

С СНС Без СНС 
СКО 

разности 
Расчетное 

СКО 
СКО 

разности 
Расчетное 

СКО 
1 (10 уз.) 0.27 0.28 0.32 0.34 
2 (10 уз.) 0.14 0.20 0.16 0.27 
3 (10 уз.) 0.20 0.35 0.24 0.28 
4 (10 уз.) 0.11 0.21 0.13 0.32 
1 (30 уз.) 0.96 0.44 0.47 1.18 
2 (30 уз.) 0.39 0.30 0.28 1.14 

 

Результаты, приведенные в таблице 1, показывают, 
что при малых скоростях движения и слабых вертикаль-
ных ускорениях использование данных СНС практиче-
ски не приводит к повышению точности оценивания 
АСТ. Этот результат совпадает с выводами,  работы [1]. 
При этом СКО разности оценок на возвратных галсах, 
также хорошо согласуются с расчётными значениями, 
полученными по данным ковариационного канала.  

Из величин СКО разностей оценок на возвратных 
галсах при больших скоростях движения, приведенных в 
последних двух строках таблицы 1, видно, что использо-
вание данных СНС не только не приводит к повышению 
точности оценивания АСТ, но даже ухудшает её. Это не 
согласуется как с результатами [1], так и расчетными 
СКО полученными по данным ковариационного канала. 
Возможная причина этого заключается в том, что приве-
денные в таблице 1 СКО разности получены путем срав-
нения оценок АСТ на возвратных галсах при их прохож-
дении на одной скорости. Рассматривая примеры оценок, 

приведенные на рис. 1, видно, что оценки АСТ, полу-
ченные на высокой скорости без использования СНС, 
достаточно гладкие и поэтому хорошо совпадают друг с 
другом, что обеспечивает низкое СКО разностей на воз-
вратных галсах. Однако, сравнивая их с очевидно более 
точными оценками АСТ, полученными при малой ско-
рости движения, видно, что они не отражают особенно-
стей АСТ рассматриваемого участка в полной мере, а 
дают только общую тенденцию изменения поля. В то же 
время сравнивая графики на рис. 2 видно, что оценки 
АСТ, полученные на высокой скорости с применением 
данных СНС, в большей степени соответствуют оцен-
кам, полученным на малой скорости.  

Таким образом, для определения точности оценива-
ния АСТ на большой скорости представляется логичным 
рассчитывать СКО разности между оценками АСТ, по-
лученными на больших и малых скоростях, принимая 
последние за наиболее точные. СКО таких разностей 
приведены в табл. 2. Как видно из табл. 2, в этом случае 
СКО будет в целом ниже для алгоритма с использовани-
ем данных СНС, чем для алгоритма, не использующего 
эти данные. Собственно это и подтверждает возмож-
ность повышения точности оценивания АСТ с использо-
ванием данных СНС на высокой скорости движения и 
при повышенном уровне вертикальных ускорений. 

ТАБЛИЦА 2. СКО ОЦЕНИВАНИЯ АСТ  [МГАЛ] 

Номер пары, 
направление 

галса 

С СНС Без СНС 
СКО 

разности для 
30 и 10 узл 

Расчетное 
СКО для 30 
и 10 узл 

СКО 
разности для 
30 и 10 узл 

Расчетное 
СКО для 30 
и 10 узл 

1, прямой 0.61 0.30 0.80 0.83 
2, прямой 0.39 0.21 0.55 0.68 

1, обратный 0.68 0.41 0.69 0.93 
2, обратный 0.38 0.28 0.61 0.96 

 

Вместе с тем приведенные в табл. 2 значения СКО 
разности оценок АСТ на возвратных галсах для разных 
скоростей существенно выше приведенных в табл. 1 
СКО для малых скоростей. Последнее говорит о недо-
статочной для съемки АСТ точности на высоких скоро-
стях даже с применением данных СНС. Следует также 
подчеркнуть, что полученные данные в целом отличают-
ся от результатов моделирования, представленных в [1]. 
Можно предположить, что этот факт является следстви-
ем не учета погрешностей пересчета вертикальных ко-
ординат и скоростей из места установки антенны и по-
грешностей расчета поправки Этвеша. Эти погрешности 
не учитывались и при моделировании.  

 

Рис. 1 Результаты оценивания АСТ на прямом и обратном проходе 
первой пары противоположных галсов без привлечения данных СНС 
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Рис. 2 Результаты оценивания АСТ на прямом и обратном проходе 
проходе первой пары противоположных галсов с привлечением 
данных СНС. 

Кроме того, обращаем внимание, что приведенные в 
таблице 2 расчётные СКО разностей оценок на возврат-
ных галсах плохо согласуются с полученными по реаль-
ным данным, в особенности при использовании измере-
ний СНС. Это говорит о возможном несоответствии мо-
делей погрешностей, используемых в фильтре. Анализ и 
устранение причин несоответствий и будет предметом 
дальнейших исследований. 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
С применением реальных данных проведена оценка 

эффективности использования высокоточных спутнико-
вых измерений в задаче оценивания аномалий силы тяже-
сти при выполнении морской гравиметрической съемки.  

Показано, что при малых скоростях движения и сла-
бых вертикальных ускорениях получить существенный 
выигрыш в точности оценивания АСТ при использова-
нии спутниковых измерений не удается, что в целом, 
соответствует результатам проведённого ранее модели-
рования.  

При высоких скоростях движения и значительных 
вертикальных ускорениях отмечается положительный 
эффект от привлечения спутниковых измерений. Однако 
этот эффект оказался меньше полученного путем моде-
лирования. Последнее может объясняться наличием су-
щественных по уровню погрешностей пересчета верти-
кальных координат и скоростей из места установки 
спутниковой антенны на место расположения чувстви-
тельного элемента гравиметра, погрешностей расчета 
поправки Этвеша, несинхронности показаний приемника 
СНС и гравиметра. Учет этих погрешностей является 
целью дальнейших исследований. 
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Аннотация—Обсуждается возможность повышения 
эффективности применения фильтров калмановского ти-
па при нелинейностях в уравнениях динамики и измере-
ний за счет использования специальным образом форми-
руемого конечно-разностного уравнения для выбора точки 
линеаризации. Приводятся результаты моделирования 
задач обработки навигационной информации, иллюстри-
рующие эффективность предлагаемого подхода  

Ключевые слова—фильтр Калмана, нелинейная филь-
трация, линеаризованный фильтр 

I. ВВЕДЕНИЕ 
В современных навигационных комплексах и систе-

мах широкое распространение получили стохастические 
методы обработки информации, в частности методы 
калмановской фильтрации [1]. Базовой основой этих 
методов является использование легко реализуемых 
рекуррентных процедур фильтра Калмана, обеспечива-
ющего выработку в реальном времени оптимальных 
оценок с минимальной ковариационной матрицей в 
предположении, что модели описывающие поведение 
динамической системы и процесс измерений линейны, а 
порождающие шумы и ошибки измерений являются 
гауссовскими. К сожалению, при обработке навигаци-
онной информации приходится учитывать нелинейный 
характер уравнений динамики и измерений, приводя-
щий к потере оптимальности фильтров калмановского 
типа (ФКТ) из-за линеаризации уравнений и гауссов-
ской аппроксимации апостериорной плотности [2–4].   

В зависимости от выбранной точки линеаризации 
при нелинейностях в уравнениях измерений широкое 
распространение получили следующие фильтры калма-
новского типа: линеаризованный фильтр, обобщенный 
фильтр и фильтр с локальными итерациями [2, 3, 5–9]. 
Реализация этих фильтров оказывается достаточно про-
стой, что является их несомненным преимуществом, 
при этом в ряде случаев при нелинейности в уравнениях 
измерений обеспечивается сравнительно высокая точ-
ность оценивания [10]. Как правило, использование этих 
фильтров ограничивается только задачами, характерной 
особенностью которых является нелинейность уравне-
ний измерений. Тем не менее, существует ряд навига-
ционных задач, когда нелинейными оказываются как 
уравнения измерений, так и уравнения динамики. При-
мером такой задачи является задача выработки навига-
ционных параметров с одновременным уточнением па-
раметров моделей, используемых для настройки филь-

тров калмановского типа, а также задачи идентифика-
ции параметров моделей, используемых для описания 
небелошумных возмущений и ошибок измерений 
[11,12].  Суть подхода к решению таких задач заключа-
ется в линеаризации уравнений динамики и измерений и 
решении задач оценивания в расширенном пространстве 
состояний. Особенностью реализации линеаризованного 
фильтра при нелинейности в уравнениях динамики яв-
ляется расчет точки линеаризации во времени как ре-
зультат решения дифференциального уравнения, а осо-
бенностью реализации итерационного фильтра является 
необходимость решения задачи сглаживания. Отметим, 
что для случая, когда задачи оценивания связаны с не-
линейностью в уравнениях динамики, применение 
фильтров калмановского типа мало освещено в литера-
туре. В этой связи в докладе рассматривается особенно-
сти использования линеаризованного фильтра, обоб-
щенного фильтра и фильтра с локальными итерациями 
для решения задач, в которых нелинейными являются 
не только уравнения измерений, но и уравнения дина-
мики. Эффективность этих методов иллюстрируется на 
примере задачи идентификации параметров моделей 
погрешности ухода гироскопа и системы счисления при 
проведении дальномерных измерений до маяков-
ответчиков. 

II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ  
Будем полагать, что поведение динамической систе-

мы в достаточно общем виде описывается уравнениями 
[13] 

 ( ) ( ( 1), ( 1)) ( )X k k X k w k      (1.а)

 ( ) ( 1) ( ), 1,2..k Ф k w k k       (1.б) 

где  , θX  – известная нелинейная функция, 

( ) {0, ( )}, ( ) {0, ( )}w k N Q k w k N Q k   , 

(0) { , (0)}, (0) { , (0)}X N X P N P   . 

При этом в дискретные моменты времени проводят-
ся измерения 

 ( ) ( ( )) ( )Y k X k v k   

где ( ) {0, ( )} k N R k . 
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В моделях (1), (2) параметры ( )w k , ( )k  дискретные 
центрированные белые гауссовские шумы, (0), (0)X   
предполагаются гауссовскими и независимыми. Так же 
предполагается, что матрицы , ,Q Q R  известны точно. 
Ставится задача оценивания вектора ( )X k  и вектора 
неизвестных параметров ( )k , при использовании 
фильтров калмановского типа: линеаризованного филь-
тра, обобщенного фильтра и фильтра с локальными ите-
рациями по всей совокупности измерений (2). Отметим, 
что суть этих фильтров заключается в линеаризации 
уравнений динамики и уравнений измерений в окрест-
ности некоторых значений параметров 

0  и 
0X  с после-

дующим использованием линеаризованных уравнений 
(1), (2). 

III. ОСОБЕННОСТИ ПРЕДЛАГАЕМОГО ПОДХОДА 
ИСПОЛЬЗОВАНИЯ ФИЛЬТРОВ КАЛМАНОВСКОГО ТИПА 
Основной особенностью применения фильтров кал-

мановского типа при нелинейностях в уравнениях ди-
намики и измерений является получение линеаризован-
ных уравнений. Суть предлагаемого в работе подхода 
заключается в получении массива точек линеаризации с 
использованием конечно-разностного уравнения правая 
часть которого содержит слагаемое B(k) позволяющее 
формировать различное поведение точек линеаризации.  

Особенности получения таких уравнений рассмот-
рим вначале на примере решения задачи оценивания 
при нелинейном характере только уравнения (1), то есть 
при ( ( )) ( ) ( )X k H k X k  , где H – известная матрица. 
Введем обозначения  

0( ) ( ) ( )X k X k X k   0( ) ( ) ( )k k k     

где )(kX , ( )k вариации соответствующих парамет-
ров, и запишем линеаризованное уравнение (1.a) в вари-
ациях добавив и вычтя одно и тоже слагаемое ( )B k , 
значение которого известно: 

 

0 0 0

0 0

0 0

( ) ( ) ( ( 1), ( 1))
( 1)( ( 1) ( 1))

( 1)( ( )) ( ) ( ) ( ),
X

X k X k X k k
F k X k X k

F k k k B k B k w k

 

 

     

     

     

где 
0

0 0

( ( 1), ( 1))( 1)
( 1), ( 1)( 1)X T

X k kF k
X k kX k

 


  
 

  
 

0
0 0

( ( 1), ( 1))( 1)
( 1), ( 1)( 1)T

X k kF k
X k kk

 


  
 

  
 

матрицы частных производных, посчитанных в 
точках линеаризации. 

Также, учитывая введённые обозначения можно 
представить уравнение (1.b) в следующем виде  



0 0

0

( ) ( ) ( 1) ( ( 1)
( 1)) ( ).
k k Ф k Ф k

k w k
 



   


      

   

Опишем поведение выбранной точки линеари-
зации )(0 kX , 0 ( )k  следующими разностными урав-
нениями: 

 0 0 0( ) ( ( 1), ( 1)) ( )X k X k k B k      (4 а)
 0 0( ) ( 1) ( )k Ф k B k      (4 б)

В этом случае можно записать следующие ли-
нейные уравнения для вариаций векторов ( )X k , 

( )k : 

 0 0( ) ( 1) ( 1) ( 1)
( ) ( ),

XX k F k X k F k k
В k w k

        

  
 ( ) ( 1) ( ) ( ).k Ф k В k w k          

Таким образом, задача оценивания может быть све-
дена к выбору точек линеаризации определяемых ко-
нечно-разностными уравнениями (4) и оцениванию па-
раметров ( )X k , ( )k  относительно которых уравне-
ния (5) являются линейными.  

С этой целью, вводя расширенные векторы состоя-
ния ( ) ( ), ( ) T

рX k X k k   

и 
0 0 0( ) ( ), ( ) , ( ) ( ), ( ) TT

р РX k X k k X k X k k     
можем записать следующие уравнения для вариаций 

0 0

( )
( )

( )
( ) ( )( 1)( ) ( )
( ) ( )( 1)0

( ) ( 1) ( ) ( ),

P

XX

P P Р P

X k
X k

k
B k w kX kF k F k
B k w kkФ

Ф k X k B k w k



 








  



 
   

 

     
( ) {0, ( )}P Pw k N Q k 

где матрицы )(kФ P , ( )РB k , ( )PQ k  имеют вид  

0 ( ) ( )
( )

0
X

P
F k F k

Ф k
Ф





  , ( )

( ) ,
( )Р

B k
B k

B k

   ( ) 0
( )

0 ( )P

Q k
Q k

Q k


. 

и использовать для оценивания  этого вектора стандарт-
ные процедуры ФК. При этом выбор точек линеариза-
ции определяется выражениями (4). 

С другой стороны, с учетом того, что 
0( ) ( ) ( )P P PX k X k X k    уравнение для ( )PX k  мож-

но также преобразовать к виду 

0

0

0 0

0

0 0

( ) ( ) ( )
( ) ( 1) ( ) ( ) ( )

( )( ( 1) ( 1)) ( ) ( 1)
( ) ( ) ( )

( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )

P P P

P P P P P

P P P P P

P P P

P P P P P P P

X k X k X k
Ф k X k X k B k w k

Ф k X k X k Ф k X k
X k B k w k

Ф k X k X k Ф k X k B k w k



 

 

  
      

      
   

      

Используя это выражение, могут быть найдены про-
гнозные значения математического ожидания и ковари-
ационной матрицы вектора ( )PX k : 
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0 0
ˆ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )P P P P P P PX k Ф X k X k Ф X k B k      

 
 ( ) ( ( ) ( ))( ( ) ( ))

( 1) ( ) ( ).

T
P P P P P

T
P P P P

L k M X k X k X k X k

Ф P k Ф k Q k 

   

  

 

 

В расширенном пространстве состояний модель из-
мерений примет вид 

( )
( ) ( ) 0 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) P P

X k
Y k H k v k H k X k v k

k
   

 

где ( ) ( ) 0PH k H k , обрабатывая которые могут быть 
найдены оценка ˆ ( )PX k  и ковариационная матрица ( )PP k  
с использованием известных  выражений ФК. 

IV. ОСОБЕННОСТИ  РЕАЛИЗАЦИИ ФИЛЬТРОВ 
КАЛМАНОВКОГО ТИПА 

Рассмотрим особенности реализации ФКТ, перечис-
ленных во введении, в рамках сформулированного подхо-
да. 

Линеаризованный фильтр. Существенным, при ре-
ализации такого фильтра, является расчет точки линеа-
ризации, с учетом рекуррентных выражений (4), где в 
качестве прогнозируемых значений выбирается точка 
линеаризации на 1k   шаге не зависящая от измерений. 
В качестве начальных значений точек линеаризации 
выбрано математическое ожидание 0 (0)PX . 

Обобщенный фильтр. Особенностью этого фильтра 
является использование для расчета точки линеаризации 
оценок, полученных после обработки измерений на 

1k   шаге (т.е. в уравнении (4) используется 

0 0
ˆ( 1) ( 1)p pX k X k   ). 

Фильтр с локальными итерациями Особенностью 
этого фильтра является многократное уточнение оценки 
на 1k   шаге по текущим измерениям путем решения 
задачи сглаживания (в рамках решения этой задачи вы-
рабатывается наиболее точная оценка вектора состояния 
на 1k   шаге по измерениям на k-м шаге) и использова-
ние этой оценки для расчета точки линеаризации  в со-
ответствии с (4). 

Рассмотренный подход в решение задачи оценива-
ния с использованием ФКТ легко обобщается на случай 
выработки навигационных параметров при неопреде-
ленности параметров динамической модели при прове-
дении нелинейных измерений. Такое обобщение дости-
гается линеаризацией как уравнений динамики, так и 
уравнением измерений. 

Пример 1. В качестве иллюстрации подхода рас-
смотрим задачу идентификации параметров ухода гиро-
скопа [11], когда уход ( )k описывается марковским 
процессом первого порядка с неизвестным постоянным 
интервалом корреляции 1/ :  

( ) ( ( 1), ) ( )k k w k      

 ( ) ( 1)k k    

где ( ( 1), ) (1 ) ( 1)k t k         ,  2( ) 0,2w k N t   , 

t  – интервал дискретизации, при проведении измере-
ний 

 ( ) ( ) ( )y k k v k   ( ) {0, }k N r   

В такой постановке алгоритм выбора точки линеари-
зации и параметры в выражениях (6-8) примут вид: 

0 00
0

0 0

0 0

( ) ( 1)1 ( 1) 0 ( )
( )

( ) ( 1)0 1 0
( 1) ( )

P

Р Р P

k kk t b k
X k

k k
Ф X k B k

 
 

  
   



  


где 0
0

1 ( ) 0
0 1Р

k t
Ф

 
 , 

( )
0P

b
B k 

, 0 01 ( ) ( )
0 1Р

k t k t
Ф

 


   
 . 

Для этих параметров рассчитывается прогноз оценки 
и ковариационная матрица с использованием выраже-
ний (6), (7) и формируются измерения (2), где 

( ) 1 0PH k  . Оценивание на текущем шаге произво-
дится с использованием процедур ФК. 

Пример 2. Рассмотрим задачу идентификации пара-
метров модели погрешности системы счисления пути, 
корректируемой по измерениям дальности до двух мая-
ков ответчиков [1,10]. Особенностью этой задачи явля-
ется то, что нелинейными являются не только уравнения 
динамики, но уравнения измерений:  

2 2
1 1 1 12 2 2 21 1

2 2
2 1 1 12 2 2 22 2

( ) ( ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( )) ,

( ) ( ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( )) ,

c m c m

c m c m

y k x k x k x k x k x k x k v

y k x k x k x k x k x k x k v

      

        

где 12 ( )сx k  – координаты объекта по данным системы 
счисления, ( ), 1, 2, 1, 2mijx k i j   – известные  координа-

ты маяков, 1v , 2v  – белошумные погрешности измерения 
дальностей, 1 2( ), ( )x k x k   – подлежавшие оцениванию 
погрешности системы счисления. 

Предполагается, что основным источником погрешно-
сти системы счисления, являются погрешности относи-
тельного лага лV , которые могут быть описаны марков-
ским процессом первого порядка с неизвестным интер-
вал корреляции 1/ л . В этом случае, для решения 
задачи идентификации л  по измерениям (12) можно 
рассмотреть расширенный вектор состояния: 

1 2, , , T
р л лx x x V     , где ( ) ( 1)л лk k   . Решение 

задачи оценивания расширенного вектора состояния 
для такой постановки аналогично решению, рас-
смотренному для примера 1.  

V. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
Пример1. Для оценки эффективности подхода с ис-

пользованием ФКТ приведены результаты моделирова-
ния задачи идентификации ухода гироскопа в постанов-
ке (10) на примере линеаризованного фильтра. 

При моделировании использованы параметры [11]: 
 =0,00055 с–1, что соответствует интервалу корреля-
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ции 1/   30 мин. Время наблюдения за процессом 
10 ч, шаг дискретизации 1t   с. 

Модель измерений имела вид (11). Ошибка измерения 
предполагалась распределенной по нормальному закону с 
параметрами  ( ) 0, 0.01 /v k N r град час  . 

Результаты моделирования линеаризованного филь-
тра показаны на рис. 1 и рис. 2, на которых представле-
ны графики ошибок оценок ݁ఈ = ොߙ − ߙ , ݁ఌ ̂ߝ	= − ߝ	  и 
среднеквадратическое отклонение (СКО) ошибки оцен-
ки параметров ߙ ߝ , , рассчитанного в ковариационном 
канале фильтра. 

Результаты моделирования обобщенного фильтра и 
фильтра с локальными итерациями аналогичны. 

 
Рис.1. График ошибки оценки (сплошная линия) и СКО (пунктирная 
линия) параметра ߙ 

 
Рис.2. График ошибки оценки (сплошная линия) и СКО (пунктирная 
линия) параметра	ߝ 

Пример 2. При моделировании задачи идентифика-
ции параметров модели погрешности системы счисле-
ния использованы следующие параметры: 1 / л =2час, 
СКО лV =1м/c, время наблюдения 5 ч. Ошибка измере-
ния дальности до маяков  предполагалась распределен-
ной по нормальному закону с СКО 100м.  

Результаты моделирования обобщенного фильтра 
приведены на рис. 3. 

 
Рис. 3. График ошибки оценки (сплошная линия) и СКО (пунктирная 
линия) параметра л  

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Для повышения эффективности применения филь-

тров калмановского типа в задачах оценивания при 
наличии нелинейностей в уравнениях динамики и изме-
рений предложено точку линеаризации выбирать с ис-
пользованием специальным образом формируемого ко-
нечно-разностного уравнения. Проанализированы осо-
бенности реализации таких алгоритмов применительно 
к линеаризованному, обобщенному фильтру и фильтру с 
локальными итерациями. Отмечено, что в фильтре с 
локальными итерациями при наличии нелинейностей в 
уравнениях динамики точка линеаризации уточняется с 
учетом решения задачи сглаживания.  

Достоинства предлагаемых алгоритмов проиллю-
стрировано на примере решения задачи идентификации 
неизвестных параметров моделей, описывающих уход 
гироскопа и погрешность относительного лага, в част-
ности показано хорошее соответствие действительной 
ошибки оценки и СКО, рассчитываемой в ковариацион-
ном канале фильтров. 
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