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РАСШИРЕННОЕ ДВУХМЕРНОЕ ПРОПОРЦИОНАЛЬНО-
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ КОМАНДНОЕ НАВЕДЕНИЕ

ПО ЛИНИИ ВИЗИРОВАНИЯ

В статье рассматривается расширенное двухмерное (2D)
пропорционально-дифференциальное командное наведение по
линии визирования, которое позволяет избежать возникно-
вения спиральной траектории движения противотанковой
управляемой ракеты в плоскости, перпендикулярной линии
визирования, или так называемой плоскости перспективы.
Предложенный метод наведения повышает качество пере-
ходного процесса при выводе ракеты на линию визирования.
Закон наведения работает как классический закон пропорци-
онально-дифференциального регулирования в пределах не-
большой заданной области вокруг линии визирования, а при
выходе ракеты из этой области закон регулирования задей-
ствует дополнительные нелинейные компоненты, зависящие
от производных координат ракеты в плоскости, перпендику-
лярной линии визирования. Доказана глобальная асимптоти-
ческая устойчивость системы наведения путем введения
в рассмотрение особой положительно определенной функции
Ляпунова. Результаты моделирования демонстрируют эф-
фективность предложенного подхода. Закон наведения поз-
воляет уменьшить влияние ближних граничных условий на
радиус действия ракеты.
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Введение

Командное наведение по линии визирования (КНЛВ), или трехточечное
наведение, является классическим методом управления [1–4]. Идея, положенная
в основу КНЛВ, проста: обеспечить с помощью системы с замкнутым контуром
управления движение ракеты как можно ближе к линии визирования (ЛВ), свя-
зывая систему наземного слежения с целью. Эта идея нашла воплощение во
многих противотанковых ракетных комплексах. В работе [5] говорится о том,
что «метод КНЛВ, как правило, имеет высокую эффективность для ракет ближ-
ней дальности». Однако с учетом повышения требований к качеству управле-
ния, методы и схемы, в которых применяется закон наведения с помощью
КНЛВ, необходимо совершенствовать, и поэтому в данной области по-
прежнему ведутся активные исследования. Как отмечается в той же работе,
«последние достижения в технологии наведения по лучу вызвали новую волну
интереса к методу КНЛВ».
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С этой точки зрения целесообразно рассмотреть следующее явление, ухуд-
шающее рабочие показатели системы наведения и управления полетом управ-
ляемой противотанковой ракеты (УПТР) с плоским разворотом. При начальных
отклонениях как в вертикальной, так и в горизонтальной плоскости во время
переходного процесса вывода УПТР на ЛВ в плоскости, перпендикулярной ЛВ,
то есть в плоскости перспективы, показанной на рис. 1 (соответствует рис. 2.5
в [2]), или в плоскости L LY Z , показанной на рис. 2 (соответствует рис. 2 в [5]),
наблюдается траектория спирального вида. При этом трехточечное наведение
осуществляется, даже если цель не маневрирует. Проектирование системы
наведения и управления УПТР, предполагающее идентичность каналов управ-
ления в вертикальной и горизонтальной плоскостях, осуществляется с целью
устранения соответствующих вертикальных и горизонтальных отклонений
в плоскости, перпендикулярной ЛВ. Несмотря на учет перекрестной связи меж-
ду двумя указанными каналами, процедура синтеза не исключает возникнове-
ния траекторий спирального типа. Кроме того, этот эффект наблюдается даже
при идеальных и одинаковых развязанных каналах управления. Таким образом,
традиционное применение одинаковых законов наведения в каналах тангажа
и рыскания неизбежно приводит к возникновению траекторий спирального ти-
па. Целесообразно проанализировать, как улучшить традиционно применяемые
законы наведения, чтобы без труда устранить описанное явление. Способы ре-
шения этой проблемы предложены в работах [6, 7]. Они заключаются в том, что
закон наведения вектора, характеризующего положение ракеты, формируется
в полярных или псевдополярных координатах, в плоскости, перпендикулярной
ЛВ, а для линеаризации используется канал обратной связи с пропорционально-
дифференциальным (ПД) законом управления по полярному [6] или псевдопо-
лярному [7] радиусу. Это позволяет получить принципиально новую структуру
замкнутой системы пространственного наведения с развязанными каналами
управления. Принятый авторами упомянутых работ подход требует теоретиче-
ского обоснования, однако результаты моделирования многообещающи.

Рис. 1. Вид плоскости панорамы при наведении по трем точкам

Рис. 2. Система координат ЛВ  , ,L L LX Y Z для закона КНЛВ
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Синтезу законов КНЛВ посвящено значительное количество публикаций. Раз-
работчики опираются на высокоэффективные современные теоретические методы
управления, такие как «бэкстеппинг», прогнозирующее, адаптивное управление,
линеаризация при помощи обратной связи, оптимальное управление, управление
с использованием нечеткой логики, нечеткое управление со скользящим режи-
мом, методы теории игр и т.д. Перечисленные методы позволяют проанализиро-
вать различные сценарии захвата целей, в том числе высокоманевренных [8],
устранить специфические недостатки КНЛВ, повысить эффективность систем на
основе КНЛВ [5, 8–23] и т.д. Некоторые авторы вполне обоснованно критикуют
законы наведения, в основе которых лежат отдельные положения теории управ-
ления [24]. Следует отметить, что масштаб исследований достаточно широк.

Использование полярных координат с их развязкой за счет линеаризации при
помощи обратной связи традиционно ассоциируется с пропорциональным зако-
ном наведения (ПН). Ранние работы [25, 26] относятся к тому же периоду вре-
мени, что и [6, 7]. Если проследить статистику цитирования работы [25], выяс-
нится, что на нее ссылаются пять других работ [27–31]. Авторы современной
книги [32], являющиеся также авторами работ [25, 26] и [29, 30], занимаются
разработкой системы наведения на основе КНЛВ. Они отмечают, что «пред-
ставленный подход основан на линейно-квадратичном гауссовом формализме».
В работе [28] сказано, что в работе [25] «класс законов ПН получен в замкнутой
форме путем развязки радиальных и тангенциальных координат». Таким обра-
зом, формирование спиралевидной траектории УПТР с плоским разворотом на
начальной (переходной) стадии управляемого полета, даже если цель не манев-
рирует, не считается проблемой или даже рассматривается как приемлемое ре-
шение задач наведения в различных ситуациях.

В недавней публикации [33] используется представление движения ракеты
в плоскости, перпендикулярной к ЛВ, или в плоскости перспективы, в поляр-
ных координатах, позволяющее синтезировать закон КНЛВ только по радиаль-
ной координате. Авторы пытаются решить проблему «сплетения» систем коор-
динат, одна из которых связана с ракетой, а другая – с лучом наведения. Что
касается трудностей, связанных с предложенным методом, то в работе отмечает-
ся, что «колебания будут гаситься за счет внесения некоторых изменений в закон
управления без использования дополнительного канала управления». Как в [7],
так и в [33] кинематическая модель пространственно замкнутой системы представ-
лена в классической идеальной и наиболее простой форме в виде пары двойных
интеграторов. Такая форма кинематических соотношений используется и в насто-
ящей работе. На основании вышесказанного можно заключить, что публикации
[6, 7, 33] – практически единственные публикации, посвященные синтезу закона
КНЛВ, в которых движение УПТР представлено в плоскости, перпендикулярной
ЛВ, или в плоскости перспективы, в полярных координатах.

ПД закон регулирования является универсальным и представляется осново-
полагающим для КНЛВ [4, 34–38]. В связи с этим цель данной работы – сохра-
нить сущность предложенного в [6, 7] подхода к синтезу пространственного
закона КНЛВ, но при этом устранить его недостатки путем совершенствования
ПД закона регулирования.

В статье предлагается модифицированный метод КНЛВ УПТР, препятству-
ющий возникновению спиральных траекторий движения ракеты в плоскости
панорамы. Метод не предполагает использования псевдополярных координат,
а также исключает некоторые проблемы использования обратной функции арк-
тангенса [7]. Аналитическое решение для закона управления универсальное
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и относительно простое. Закон управления работает как классический закон ПД
регулирования при небольших отклонениях от ЛВ, а при превышении заданного
порога отклонения задействует дополнительные нелинейные компоненты, зави-
сящие от производных координат ракеты в плоскости, перпендикулярной ЛВ.
Дается обоснование устойчивости замкнутой системы. Улучшение качества пе-
реходного процесса достигается выводом ракеты на ЛВ, препятствующим воз-
никновению траектории спирального вида в плоскости, перпендикулярной ЛВ.

Статья построена следующим образом. Сначала ставится задача, затем выво-
дится закон наведения; далее обосновывается глобальная устойчивость замкну-
той системы; наконец, приводятся некоторые результаты моделирования.

Постановка задачи

Рассмотрим идеальную простейшую линейную замкнутую систему КНЛВ
УПТР с плоским разворотом и с симметричными и развязанными простран-
ственными контурами относительно горизонтальной и вертикальной составля-
ющих УПТР в плоскости, перпендикулярной ЛВ (1). Введем в рассмотрение
связанную с ЛВ систему координат  L L LX ,Y ,Z , как показано на рис. 2. Будем
предполагать, что цель не маневрирует. При использовании идентичных ПД
законов управления в каналах тангажа и рыскания горизонтальная y и верти-
кальная z координаты УПТР изменяются в соответствии с соотношениями (без
учета ускорения силы тяжести):
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Легко заметить, что управления yu и zu вида (3) обеспечивают асимптотиче-
скую устойчивость замкнутой системы (1–3), а изолированные каналы по y и z
имеют схожую динамику (4) на основе одного и того же характеристического
полинома (5). Хотя процессы в каждом канале развиваются в соответствии с
одним и тем же характеристическим полиномом, они являются функцией
начальных условий (2): для канала y – это пара  0 10y  , y , для канала z – пара
 0 10z  ,z . Следовательно, в общем случае процессы не симметричны и не про-
порциональны друг другу, в результате чего формируется спиральная траекто-
рия движения к началу координат в плоскости L LY Z (плоскости панорамы).
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Чтобы проиллюстрировать этот эффект, выберем постоянную времени 0T 
и коэффициент затухания  0 1  ,  и определим параметры (3) в соответствии с
соотношениями

2
0 1  2ξa T , a T  . (6)

Замкнутая система описывается уравнениями

2

2

2 0 

2 0

T y Ty y ,

T z Tz z

   

   








(7)

с начальными условиями (2). Аналитическое решение уравнений (7) имеет вид
[39] и описывает характер процессов для функций y и z соответственно.
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Предположим, что хотя бы одно из четырех начальных условий (2) является
ненулевым, например 0 0y  , и определим коэффициент k как

0
0

0
    0zk , y

y
  , (9)

после чего представим z(t) в виде
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. (10)

Условие

        0z t ky t t   (11)

выполняется, если справедливо соотношение

10 0 10 0
ξ ξ

0
z z k y y

T T
        

  


  , (12)

что приводит к

10 10z ky . (13)

Таким образом, процессы в каналах y и z пропорциональны друг другу в том
случае, если это соотношение уже было обеспечено в начальных условиях, а это
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в общем случае невозможно. На рис. 3 сплошной линией показан годограф тра-
ектории движения замкнутой системы (1) при условиях (3) и с параметрами,
указанными в (6), (14)

 0 2     0 4T . s , .   , (14)

при пропорциональных друг другу начальных условиях

0 10 0 102   0   1   0y , y , z , z    , (15)

а пунктирной линией – траектория при непропорциональных друг другу
начальных условиях

0 10 0 102   2   1   5y , y , z , z     . (16)

Таким образом, формирование траектории спирального вида в процессе вывода
ракеты на ЛВ в плоскости L LY Z характерно для реализации описанного выше
ПД закона управления даже в идеальном и наиболее простом случае, что отри-
цательно влияет на характеристики контура управления на начальной стадии
полета управляемой ракеты.

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
-0.5

0

0.5

1

y (m)

z 
(m

)

Рис. 3. Траектории движения в плоскости L LY Z (плоскости панорамы) для замкнутой
системы (1, 3) при применении одного и того же классического закона

пропорционально-дифференциального управления в каждом канале

Расширенное двухмерное пропорционально-дифференциальное КНЛВ

Математическое описание расширенного двухмерного (2D) пропорциональ-
но-дифференциального КНЛВ, приведенное в (18), представляет собой практи-
чески классический закон ПД управления при небольших отклонениях от ЛВ,
а при превышении порога отклонения в управлении задействуются дополни-
тельные нелинейные компоненты, зависящие от производных координат ракеты
в плоскости L LY Z :

 2 2       arg

ip y iz re ,

r p y z , p

  

    
(17)
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В формуле (18) 0r  – заданное пороговое значение, 0T  – постоянная
времени, а r и  являются производными модуля и аргумента в представлении
(17). Замкнутую систему (1, 18) можно описать следующим образом:
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Согласно условию переключения, приведенному в (18), в случае 1

2 2 ,rr y z    (20)

замкнутая система распадается на два независимых и разделенных линейных
канала по y и z, а именно
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и практически представляет собой систему (4).

В случае 2

2 2 ,rr y z    (22)

система (19) сводится к уравнению
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Учитывая, что
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уравнение (23) принимает вид
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      (25)

В соответствии с (25) замкнутую систему, описываемую уравнениями (19),
можно также описать в виде:
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В то же время, учитывая, что

2 2 ,ip e r r i r r     
         

    
    (27)

в сопоставлении с (25) получим

  2
1

02

1

2
12

i i

r a r r
a

e r r i r r e .
i r r

T

 



  
      

       
                        

  



 



 

 (28)

Отсюда следует, что
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(29)

Систему (29) с учетом (26) можно записать в виде:
2   ,

2

rr r u

r r .u

  

  






(30)
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Уравнения (30) представляют собой модель системы для случая 2 в неявном
виде. Из (29) получим линейную систему

0 1 0,

0

a r a r r

T

  

 










(31)

с разделенными переменными r и  . Начальные условия определяются из со-
отношений

2 2

2 2

 ,  yy zzr y cos z sin
y z

z cos y sin zy yz .
r y z


   



  
  



   

  
(32)

Легко заметить, что система (31) является асимптотически устойчивой по r и
 . Первое уравнение системы характеризует динамику изменения величины r,
определяемую характеристическим полиномом (5). Аналитическое решение
второго уравнения системы (31) имеет вид

0 ,
t

Te 


    (33)

где постоянная времени  T определяет, насколько быстро процесс изменения
 должен экспоненциально стремиться к нулю, другими словами, насколько
быстро должна «спрямляться» траектория системы в плоскости L LY Z .

Подводя итоги, можно отметить, что рассмотренный закон наведения факти-
чески соответствует системе управления с изменяемой структурой. В случае
когда отклонение ракеты от ЛВ не превышает r , закон наведения превращает-
ся в классический закон ПД управления в отношении горизонтальной и верти-
кальной компонент положения ракеты в плоскости L LY Z , а при отклонениях
более r закон наведения практически «развязывает» контур пространственно-
го наведения, преобразуя его в два отдельных линейных канала по двум поляр-
ным координатам положения ракеты в плоскости L LY Z .

Глобальная устойчивость замкнутой системы

Чтобы доказать устойчивость нелинейной системы (1, 18) для замкнутой си-
стемы переменной структуры при расширенном пропорционально-
дифференциальном КНЛВ (18), введем в рассмотрение функцию
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Исследование функции  V y, z, y , z  в окрестности точки переключения rr  
показывает ее непрерывность:

 2 2
2 2 2

0

1     
r

ry z
lim V y, z, y, z y

a
.z

 
      (35)

Принимая также во внимание, что

     
 

      0 для всех       0  0  0  0 ,
0  0  0  0 0,

V y, z, y, z y, z, y, z , , ,
V , , ,

 


  
(36)

функцию  V y, z, y , z  можно рассматривать как положительно определенную
функцию типа функции Ляпунова, используемую для подтверждения устойчи-
вости замкнутой системы (1, 18) в соответствии с [40, 41].

С учетом (32) функция  V  y , z , y , z  может быть представлена в виде
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где r и  соответствуют (32). Тогда для производной V получим

 

 2 2 2 21

0

2
2 2 2 21

0

2
при  ,

     

2 2
при   ,

r

r
r

a y z r y z
a

V y, z, y, z

a r r y z
a T


     


 
       


 

  



(38)

имея в виду, что в случае 1 (20) для вторых производных y и  z справедливы
выражения (21), а в случае 2 (22) вторые производные r и  могут быть полу-
чены из (31). Подставляя (32) в (38), получим:
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(39)

Отсюда следует, что

     
 

      0 для всех        0  0  0  0 ,
0  0  0  0 0 

V y, z, y, z y, z, y, z , , ,
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 (40)

Таким образом, замкнутая система (1, 18) глобально асимптотически устойчива.
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Моделирование

Чтобы продемонстрировать эффективность предложенного закона наведе-
ния, на рис. 4–7 представлены некоторые результаты моделирования для двух
типов замкнутых систем – линейной системы (1, 3) и системы (1, 18) с парамет-
рами 0a и 1a , рассчитанными в соответствии с (6) и (14), с одними и теми же
начальными условиями (16). Параметры r и T закона управления (18) выби-
рались соответственно равными

0 2 , 0 1r .. T .   (41)

Далее классический закон ПД управления для замкнутой линейной системы
(1, 3) обозначен аббревиатурой КЗПДН, а закон расширенного двухмерного
ПД управления замкнутой системы (1, 18) – ЗР2DПДН. Сравнение траекторий
движения в плоскости L LY Z (плоскости панорамы), а также процессов

yy , y , z , z , u  и z u показало, что новый закон наведения обеспечивает улучшен-
ные характеристики замкнутой системы на стадии переходного процесса при
управляемом выводе ракеты на ЛВ при первоначальных отклонениях от ЛВ
в плоскости L LY Z . На рис. 6 видны скачки на границе переключения, определя-
емой параметром r , которые, как показано на рис. 7, имеют небольшую ам-
плитуду благодаря малому значению первой производной полярного угла 
в этой зоне. ЗР2DПДН представляет собой закон управления с переменной
структурой, не являясь при этом законом управления в скользящем режиме.
При его использовании повышается качество пространственных переходных
характеристик в контексте снижения перерегулирования, в то время как пока-
затели быстродействия и затрат на управление близки к характеристикам
классического наведения.
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Рис. 4. Сопоставление траекторий движения
в плоскости L LY Z (плоскости панорамы),
соответствующих КЗПДН и ЗР2DПДН

Рис. 5. Сопоставление переходных процессов
по координатам y и z и их первым
производным в системах с КЗПДН

и ЗР2DПДН
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Рис. 6. Сопоставление управляющих
воздействий yu и zu в системах с КЗПДН

и ЗР2DПДН

Рис. 7. Изменение первой производной
полярного угла  при использовании

ЗР2DПДН

Заключение

Построение оригинального алгоритма двухмерного расширенного ПД ко-
мандного наведения по линии визирования обеспечивает спрямление траекто-
рии ракеты в плоскости панорамы и высокое качество переходного процесса
вывода противотанковой управляемой ракеты на линию визирования при не-
пропорциональных начальных отклонениях в случае отсутствия перекрестных
связей между каналами. При этом снижается перерегулирование и немного
уменьшается длительность переходного процесса. Это позволяет снизить ближ-
нюю границу зоны действия УПТР. Другим важным полученным результатом
является доказанная глобальная устойчивость обсуждаемой замкнутой системы
на основе специально построенной положительно определенной функции Ля-
пунова. Расширенный двухмерный закон наведения теоретически обоснован и
является достаточно универсальным. При этом он относительно прост, а устой-
чивость замкнутой системы сохраняется, как и в классическом варианте. Новый
метод использует те же исходные данные, что и алгоритм классического ПД
управления. Он может быть взят за основу при разработке алгоритма наведения,
предотвращающего ухудшение характеристик системы в случае длительного
сохранения связи между каналами.
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Penev, B.G. (Technical University – Sofia, Branch Plovdiv, Bulgaria)
An Expanded Two-Dimensional Proportional–Derivative Command to Line-of-Sight Guidance Law,
Giroskopiya i Navigatsiya, 2018, vol. 26, no. 4 (103), pp. 58–71.

Abstract. This paper deals with an expanded two-dimensional (2D) proportional-derivative
(PD) command to line-of-sight (CLOS) guidance law which fights the spiral type
trajectory of an anti-tank guided missile (ATGM) in the plane perpendicular to the
line-of-sight (LOS) or the so called picture plane, in order to improve the transition
process performance while putting the missile onto the LOS. The guidance law acts
as a classical PD control law within a small predetermined area around the LOS
while at missile deviations pointing a position outside this area the control law in-
cludes additional nonlinear components connected with the derivatives of the mis-
sile position vector in the plane perpendicular to the LOS. The global asymptotic
stability of the guidance loop is established by a specific positive definite Lyapunov
function. The effectiveness of the proposed approach is illustrated by simulation re-
sults. The guidance law enables to decrease the near-field boundary of the missile
operational range.

Key words: guided missile, three-point guidance, nonlinear guidance,
asymptotic stability.
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