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Решение задачи корреляционно-экстремальной навигации на основе комбинированного использования линейного оптимального и итерационного алгоритмов
Проводится сравнительный анализ применения линейного оптимального и итерационного алгоритмов в задаче корреляционно-экстремальной навигации. Исследуется возможность комбинированного использования этих алгоритмов.
Введение 

При создании современных навигационных систем значительное место занимает проблема разработки эффективных алгоритмов обработки навигационной информации. Для построения таких алгоритмов широкое применение получили методы, основанные на использовании аппарата теории линейной фильтрации. Однако нередко приходится сталкиваться с задачами, в которых необходимо учитывать их нелинейный характер, и  как следствие, привлекать аппарат теории нелинейной фильтрации [1].
Характерным примером такой задачи служит задача корреляционно-экстремальной навигации, суть которой заключается в уточнении местоположения объекта (координат места) по информации о некотором геофизическом поле, например, поле глубин морского дна. Нелинейность в такой задаче обусловлена зависимостью значений геофизического поля от координат места. Задача уточнения местоположения подвижного объекта заключается в определении ошибок выработки координат места навигационной системой. Определение ошибок координат места в задаче корреляционно-экстремальной навигации основано на сопоставлении значений геофизического поля, измеренных бортовым датчиком и вычисленных с использованием заранее снятой карты. Ранее для её решения был предложен оптимальный линейный алгоритм, достоинство которого заключается в возможности получения приемлемой точности оценивания [2,3]. Кроме того, вырабатываемая в алгоритме расчетная характеристика точности соответствует (адекватна) своему действительному значению. Вместе с тем алгоритм обладает двумя недостатками. Один из них заключается в наличии методической ошибки, не позволяющей в определенных условиях достигать потенциальной точности, а другой - в необходимости вычисления многократных интегралов, что требует значительного объема вычислений. 

Для решения нелинейных задач оценивания часто применяют так называемый итерационный алгоритм [1], для реализации которого не требуется большого объема вычислений, поэтому целесообразно просмотреть возможности использования этого алгоритма в рассматриваемой задачи. 
В работе проводится сравнительный анализ особенностей применения итерационного и линейного оптимального алгоритмов оценивания в задаче корреляционно-экстремальной навигации и предлагается комбинированная схема использования этих алгоритмов. 
Постановка задачи 

Пусть имеются показания корректируемой навигационной системы следующего вида 
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 - ошибки выработки координат навигационной системой, которые для простоты будем считать не зависящими от времени центрированными гауссовскими случайными величинами с одинаковыми дисперсиями 
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Введем вектор

[image: image11.wmf]T

T

x

x

)

,

(

)

,

(

2

1

l

D

j

D

=

=

x

, 





(2)
 и соответствующую ему матрицу ковариаций 
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Предположим, что имеются скалярные показания измерителя рельефа (глубин) дна, которые можно представить в виде:
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где функция 
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 описывает зависимость глубин дна от координат места и задается с помощью карты, а 
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 – ошибки измерения, которые будем считать центрированным дискретным гауссовским белым шумом с одинаковыми дисперсиями 
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Введем обозначение
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Сформулируем задачу корреляционно-экстремальной навигации как задачу оценивания вектора 
[image: image21.wmf]x

 с использованием набора измерений 
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где 
[image: image24.wmf]T

m

s

s

]

)

(

...

)

(

[

)

(

1

x

x

x

s

=

– известная  
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 – случайный вектор ошибок измерения с матрицей ковариации 
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Будем считать, что известна совместная функция плотности распределения вероятности 
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. При сделанных предположениях может быть поставлена задача нахождения оценки 
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где 
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 - знак математического ожидания соответствующего совместной функция плотности распределения вероятности 
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Известно, что оценка 
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 и соответствующая ей матрица ковариации определяются как [1,2]
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где 
[image: image43.wmf])
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 - апостериорная функция плотности распределения вероятности. Эту плотность для рассматриваемой задачи можно записать в виде [2,3]
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 где 
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 - априорная функция плотности распределения вероятности. Интегралы здесь и далее понимаются как многократные с бесконечными пределами. На рис 1. приведена иллюстрация поведения апостериорной плотности в рассматриваемой задаче.
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Рис 1. Графики апостериорной плотности 
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Очевидно, что получить аналитическое выражение для интегралов (6)-(7) даже для простейшего закона распределения вектора 
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 не представляется возможными и для вычисления 
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 используются различные численные методы, например метод сеток или метод Монте-Карло [1]. К примеру, метод Монте - Карло позволяет вычислять интегралы (6)-(7), используя следующие соотношения
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где 
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 - реализации вектора 
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, полученные с помощью датчика случайных чисел при известном законе распределения 
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Метод Монте–Карло и метод сеток, как правило, требуют большого объема вычислений и могут быть использованы при анализе эффективности более простых субоптимальных алгоритмов, обеспечивающих приемлемую точность оценивания при малом объеме вычислений. В дальнейшем в качестве субоптимальных алгоритмов будем рассматривать линейный оптимальный и итерационный алгоритмы.
Цель настоящей работы заключается в следующем. Применительно к задаче корреляционно-экстремальной навигации провести оценку эффективности итерационного и линейного оптимального алгоритмов оценивания, и выработать предложения по построению комбинированной схемы на основе этих алгоритмов.
Оценка эффективности субоптимальных алгоритмов 

При анализе эффективности применения того или иного алгоритма оценивания в первую очередь проводят сопоставление достигаемой с его помощью точности с потенциальной точностью, обеспечиваемой при использовании оптимального алгоритма. Такое сопоставление проводится путем сравнения действительных матриц ковариаций, в качестве которых используются [4]
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рассчитываемых с помощью метода Монте-Карло и соответствующих оптимальному (
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, полученный с помощью датчика случайных чисел при известном законе распределения 
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Cчитается, что субоптимальный алгоритм позволяет получить приемлемую точность, если 
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Другой важной характеристикой алгоритма оценивания является адекватность безусловной расчетной матрицы ковариаций своему действительному значению. Безусловная расчетная матрица ковариации может быть вычислена следующим образом [4]
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где 
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 - расчетная матрица ковариации, вырабатываемая в 
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-ом алгоритме для конкретного набора измерений 
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Характеристика точности считается адекватной, если 
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Обычно на практике при оценке эффективности алгоритма оценивания ограничиваются сравнением элементов, стоящих на главных диагоналях безусловных расчетных и действительных матриц ковариаций, т.е. дисперсий компонент вектора состояния. В целях удобства в дальнейшем будем сравнивать не дисперсии, а среднеквадратические отклонения (СКО) компонент вектора состояния, которые обозначим как 
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Исследование эффективности линейного оптимального алгоритма 

Идея построения линейного оптимального алгоритма заключается в том, чтобы минимизировать (5) в классе линейных оценок. Известно, что такая оценка и соответствующая ей матрица ковариаций  записываются как [2]
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где 
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 – математические ожидания и матрицы ковариаций векторов 
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. Как отмечалось во введении, достоинством этого алгоритма является адекватность характеристики точности, т.е. 
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Очевидно, что проблема построения алгоритма нахождения линейной оптимальной оценки сводится к вычислению первых двух моментов составного вектора, включающего вектор оцениваемых параметров и вектор измерений. В рассматриваемой задаче, в отличие от задачи оценивания частоты [4], не удается получить аналитические выражения для моментов (14), необходимых для реализации линейного оптимального алгоритма. Их вычисление можно провести с использованием метода Монте-Карло:
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Для исследования эффективности линейного оптимального алгоритма оценивания в рассматриваемой задаче было проведено моделирование.
Моделирование проводилось в условиях, когда область априорной неопределенности принималась на уровне 3
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s

, при 
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. При моделировании использовались участки поля рельефа с углами наклона на уровне 0-20 градусов. Предполагалось, что информация о поле рельефа была представлена в виде его значений, заданных в узлах равномерной сетки, с расстояниями между узлами, равными 
[image: image105.wmf]D

. Общее число используемых измерений, выполняемых с шагом 
[image: image106.wmf]D

, принималось равным 10-20, т.е. длинна траектории движения не превышала 20
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. Величина 
[image: image108.wmf]r

 составляла 0,05-2% от среднего значения глубины на участке движения. Число реализаций метода Монте-Карло принималось равным 3000. 

На рис.2 представлены зависимости безусловных расчетных характеристик точности для нелинейного (
[image: image109.wmf]opt
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) и линейного (
[image: image110.wmf]lin
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) оптимальных алгоритмов от количества проведенных измерений для одной компоненты вектора состояния. Действительные характеристики точности на рис.2. не показаны, поскольку они совпадают с расчетными. Для другой компоненты вектора состояния эти зависимости имеют аналогичный вид. 
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Рис.2. Сравнение точности линейного оптимального алгоритма при разном уровне шума измерений.

Как видно из графиков, при увеличении дисперсии шума измерений отличие точности линейного оптимального алгоритма от нелинейного оптимального алгоритма становится менее значительным. Этот факт достаточно просто объяснить, если ввести понятие эквивалентных линейных измерений, записываемых в виде
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где 
[image: image116.wmf]H

 - матрица наблюдения, а 
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 - вектор дополнительных ошибок с матрицей ковариации 
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P

. В работе [2] дается следующая интерпретация сути линейного оптимального алгоритма: исходные нелинейные измерения (4) заменяются на эквивалентные линейные (16), а для учета такой замены в модели измерений к исходному вектору ошибок 
[image: image119.wmf]v

 добавляется вектор дополнительных методических ошибок 
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v

, обусловленных такой заменой. При этом отмечается, что уровень достигаемой точности при использовании линейного оптимального алгоритма существенным образом зависит от уровня методической ошибки. Очевидно, что если 
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, то вкладом методической ошибки можно пренебречь и поэтому точность линейного оптимального алгоритма становится сопоставима с точностью нелинейного алгоритма (6)-(7), что и подтверждается результатами проведенного моделирования.
Факт адекватности характеристики точности, вырабатываемой в линейном оптимальном алгоритме, действительному значению также подтверждается результатами моделирования. На рис.3 представлены расчетные характеристики точности в виде эллипсов ошибок, соответствующих линейному и нелинейному оптимальным алгоритмам для разного числа измерений. Эти эллипсы ошибок с параметрами 
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 - большая и малая полуоси среднеквадратического эллипса ошибок, определяют область неопределенности местоположения, при этом вероятность нахождения истинного местоположения в этой области близка к единице. Из рисунка видно, что истинное местоположение, обозначенное «+», находится в пределах этих областей.
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Рис.3. Эллипсы ошибок, полученные с использованием линейного и нелинейного оптимальных алгоритмов.

Сравним объем вычислений, необходимый для реализации линейного и нелиейного оптимальных алгоритмов. Для этой цели определим, количество интегралов 
[image: image125.wmf]opt

I

 и 
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, которые необходимо вычислить для реализации нелинейного (6)-(7) и линейного оптимального (13) алгоритмов в рассматриваемой задаче. Величина 
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 будет складываться из количества интегралов, необходимых для вычисления оценки (
[image: image128.wmf]opt

I

x

ˆ
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). С учетом симметричности матрицы ковариации получим: 
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где 
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 - размерность вектора состояния.

Величина 
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 будет складываться из количества интегралов, необходимых для вычисления 
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, размерность которых зависят от количества измерений 
[image: image136.wmf]m

. Принимая 
[image: image137.wmf]20

1

¸

=

m

 получим


[image: image138.wmf]270

4

2

)

1

(

)

1

(

¸

=

+

+

+

=

+

+

=

m

m

m

n

I

I

I

I

i

xY

i

Y

i

P

P

Y

lin

.




(19)
Таким образом, 
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 при увеличении числа измерений. Однако следует обратить внимание на то, что для расчета подынтегральных выражений (6)-(7) требуется намного больше вычислительных операций, чем для расчета подынтегральных выражений (14). Это объясняется тем, что с увеличением числа измерений апостериорная плотность «сужается» и поэтому для нахождения оценок требуется значительное количество реализаций для точного вычисления интегралов (6)-(7). Практика показала, что для реализации линейного оптимального алгоритма, особенно при малом числе измерений, требуется меньший объем вычислений, чем для нелинейного алгоритма. 
Анализ эффективности итерационного алгоритма 

Итерационный алгоритм основан на линеаризованном представлении функции 
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где 
[image: image142.wmf]l

x

 - точка линеаризации.  При обработке измерений в итерационном алгоритме используется несколько итераций, на каждой из которых  в качестве точки линеаризации используется значение оценки, полученной на предыдущей итерации. Оценка и соответствующая матрица ковариаций вычисляются следующим образом [1]:
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Для исследования эффективности итерационного алгоритма оценивания в рассматриваемой задаче было проведено моделирование при тех же условиях, что и для линейного оптимального алгоритма. 
На рис.4 приведены результаты моделирования – безусловная расчетная  (
[image: image149.wmf]it
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s

) и действительная (
[image: image150.wmf]it
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s

) характеристики точности, вырабатываемые при использовании итерационного алгоритма для одной компоненты вектора состояния. Для другой компоненты вектора состояния эти зависимости имеют аналогичный вид. Также на рисунке приведена действительная характеристика точности (
[image: image151.wmf]opt
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) для оптимального нелинейного алгоритма.
Моделирование показало, что уровень действительной точности и степень адекватности безусловной расчетной характеристики действительному значению зависят от вида апостериорной плотности 
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. При одноэкстремальном характере 
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 итерационный алгоритм может обеспечивать приемлемую точность оценивания и вырабатывать адекватную характеристику точности.  Момент, когда  апостериорная плотность примет одноэкстремальный характер  зависит от характера поведения функции 
[image: image154.wmf])
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, количества обрабатываемых измерений на траектории движения длинной 
[image: image155.wmf]S

 и от размеров области априорной неопределенности. 

Таблица, представленная на рис.4 показывает, при каких значениях длинны траектории (
[image: image156.wmf]*
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) и размеров области априорной неопределенности (
[image: image157.wmf]0

s

)  достигается приемлемая точность и адекватность характеристики точности для двух различных траекторий движения.
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Рис.4.  Характеристики точности итерационного алгоритма  в задаче корреляционно-экстремальной навигации.

Из таблицы видно, что при малой области априорной неопределенности (0.1() после обработки одного измерения обеспечивается приемлемая точность и адекватность характеристики точности. Это объясняется тем, что при малой области априорной неопределенности функция 
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 является практически линейной.
Отметим, что для реализации итерационного алгоритма требуется относительно низкий объем вычислений, поскольку для нахождения оценки и матрицы ковариаций не требуется вычислять многократные интегралы.
Комбинированный алгоритм

С учетом вышеизложенного сформулируем достоинства и недостатки рассмотренных алгоритмов (таблица 1).
Таблица 1. Достоинства и недостатки линейного оптимального, нелинейного оптимального и итерационного алгоритмов в задаче корреляционно -экстремальной навигации

	
	Оптимальный алгоритм
	Линейный оптимальный алгоритм
	Итерационный алгоритм

	Точность
	потенциальная
	стремится к потенциальной при уменьшении области априорной неопределенности, а также при 
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	Может обеспечивать приемлемую точность и адекватность характеристики точности при одноэкстремальном характере апостериорной плотности

	Адекватность характеристики точности
	обеспечивается
	обеспечивается 
	

	Объем вычислений
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Поскольку при увеличении длинны траектории апостериорная плотность принимает одноэкстремальный характер, представляется целесообразным   предложить следующую схему комбинирования линейного оптимального и итерационного алгоритмов. 
При многоэкстремальном характере апостериорной плотности для нахождения оценок и соответствующей матрицы ковариации использовать линейный оптимальный алгоритм. 
Когда апостериорная плотность примет одноэкстремальный характер, для вычисления оценок и матрицы ковариаций перейти на использование итерационного алгоритма, априорной информацией для которого будет оценка вектора состояния 
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 и матрица ковариации 
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, полученные с использованием линейного оптимального алгоритма на предыдущем шаге. 
Момент перехода к использованию итерационного алгоритма определяется длиной траектории 
[image: image168.wmf]*
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, при которой 
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 принимает одноэкстремальный характер. Величину 
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 можно рассчитать заранее, путем моделирования вида апостериорной плотности на предполагаемом участке движения.  

Предложенная комбинированная схема обладает следующими преимуществами: точность такого подхода сопоставима с потенциальной точностью; характеристика точности адекватна своему действительному значению; для её реализации требуется меньший объем вычислений по сравнению с нелинейным оптимальным алгоритмом;. Результаты предварительного моделирования представлены на рис.5.
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Рис.5. Результаты моделирования комбинированного алгоритма, 
[image: image172.wmf]{
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 - обозначение гауссовского распределения.
На рисунке представлены зависимости расчетных среднеквадратических отклонений для первой  компоненты вектора состояния от количества измерений. Для второй компоненты они имеют аналогичный вид. Действительные среднеквадратические отклонения совпадают с расчетными.
Выводы
Предложен комбинированный алгоритм на основе линейного оптимального и итерационного алгоритмов, позволяющий обеспечить:

 адекватную характеристику точности;

 точность, близкую к точности оптимального нелинейного алгоритма;

 снижение вычислительной загрузки по сравнению с нелинейным и линейным оптимальными алгоритмами.
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