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ВЛИЯНИЕ НЕОДНОРОДНОСТИ ТОЛЩИНЫ ОБОЛОЧКИ
ВОЛНОВОГО ТВЕРДОТЕЛЬНОГО ГИРОСКОПА

НА ПАРАМЕТРЫ ДЕБАЛАНСА

Получены выражения для компонент дебалансов полу-
сферического волнового твердотельного гироскопа (ВТГ) с
резонатором в виде оболочки неравномерной толщины в ме-
ридиональном направлении. Рассмотрены различные зависи-
мости уменьшения толщины резонатора от полюса к краю.
Показано, что при возбуждении по второй форме колебаний
относительная погрешность в определении компонент деба-
ланса, связанная с пренебрежением такой неравномерно-
стью и рассмотрением оболочки равномерной толщины,
может достигать 10-15 %. Учет закона изменения толщи-
ны оболочки может существенно повысить точность ба-
лансировки ВТГ, которая является важнейшим процессом
при изготовлении приборов средней и высокой точности.
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Введение

В работах [1, 2] было рассмотрено влияние неоднородного распределения
масс на дебаланс полусферического волнового твердотельного гироскопа (ВТГ)
с резонатором, равнотолщинным в полярном (меридиональном) направлении.
Вместе с тем, чтобы обеспечить бóльшую однородность напряжений в материа-
ле резонатора, толщина оболочки толщина оболочки монотонно уменьшается
при смещении от полюса полусферы к её краю. Так, в [3] рассматривалась тол-
щина, изменяющаяся, как 2

0( ) (1 cos ) / 4h h    , где 0h – толщина однородно-
го материала резонатора; α – угол между вектором, проведенным из центра по-
лусферы в некоторую точку оболочки, и осью симметрии. В работе [4] для та-
кой зависимости исследовались конечно-элементные и полуаналитические (ме-
тод R-функций) модели применительно к задачам динамики и расчета тепловых
полей ВТГ.

В [5] было изучено влияние неравномерной толщины резонатора ВТГ на его
точностные характеристики. Определены масштабный коэффициент и соб-
ственная частота изгибных колебаний в случае, когда неоднородность толщины
резонатора имела вид  0( , ) 1 ( )cosh h f m      , где ( )f  – закон изменения
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толщины; m – номер гармоники неоднородности толщины по окружному (или
азимутальному) углу φ. В частности, рассмотрен простейший случай, когда

1( ) ( / 2)f       . Отмечено, что малая неоднородность толщины резонатора
по полярному углу α вызывает изменение коэффициента прецессии и частоты
собственных колебаний резонатора, а также не приводит к взаимосвязи между
модами колебаний (при m = 0).

В работе [6] методами конечно-элементного моделирования и возмущений
решалась задача вычисления расщепления частоты оболочки с произвольным
дефектом формы срединной поверхности.

При исследовании колебаний оболочек, имеющих неоднородность в мери-
диональном направлении, могут быть использованы проекционные алгоритмы,
в частности, в [7] предложен подход к расчету динамики (собственные формы
колебаний и коэффициент прецессии) оболочки вращения с произвольной фор-
мой образующей с помощью метода коллокации.

В то же время вопросы, связанные с балансировкой ВТГ с оболочкой, нерав-
номерной по полярному (меридиональному) углу, по алгоритмам, предложен-
ным в [1], ранее не рассматривались. В данной статье исследуется влияние та-
кой неоднородности на параметры дебаланса. На примере различных моделей
показано, что для прецизионных приборов учет закона изменения толщины су-
ществен и может на 10-25 % повысить точность последующей балансировки.

Геометрия резонатора ВТГ

Компоненты произвольной n-й формы колебаний стоячей волны полусфери-
ческого резонатора ВТГ радиуса R в сферической системе координат (r, φ, α)
(см. рисунок) имеют вид [8]:
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где A – амплитуда колебаний; ω – частота
колебаний; 0t – начальный момент вре-
мени; 0 – ориентация стоячей волны.

В связанной с резонатором декарто-
вой системе координат положение точки
на срединной поверхности оболочки за-
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а соответствующее перемещение:

Геометрия полусферического
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М. А. Басараб, В. А. Матвеев, Б. С. Лунин, С. В. Фетисов

16 Гироскопия и навигация. Том 24, № 4 (95), 2016

0

sin cos cos cos sin
sin sin cos sin cos sin tg sin ( )

4 2
cos sin

n
x w u v

Ay w u v t t
z w u

         
                    

         

r

 
 
 
 

0

0

0

0

0 0

( 1)cos( 1) ( 1)cos( 1) cos

( 1)sin( 1) ( 1)sin( 1) sin

( 1)sin( 1) ( 1)sin( 1) cos

( 1)cos( 1) ( 1)cos( 1) sin

1 cos2 (cos cos sin sin )
sin

n n n n n

n n n n n

n n n n n

n n n n n

n n n n n

          
          
         

           
 

    


.


 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

(3)

Модель оболочки однородной толщины

Перемещение аномальных масс осесимметричной оболочки переменной
толщины, характеризуемых объемной плотностью ( , )   , поддерживается си-
стемой внешних сил

2
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и главным моментом относительно точки опоры, совпадающей с центром обо-
лочки:
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В выражениях (4, 5) для второй производной по времени используется обо-
значение «∙∙», символ «×» обозначает векторное произведение; 1( )r  , 2 ( )r  –
функции, описывающие внутреннюю и внешнюю часть оболочки соответ-
ственно; 2( sin d d d )r r   – элемент объема в сферической системе координат.

Для идеальной полусферической оболочки радиуса R и толщины h, учиты-
вая, что
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Введем обозначения:



Влияние неоднородности толщины оболочки ВТГ на параметры дебаланса

Гироскопия и навигация. Том 24, № 4 (95), 2016 17

2 2

0 0

( ) ( , )sin sin d , ( ) ( , )sin cos d ;

( 1), ,( 1).

ks kck k

k n n n

 

                 

  

  (8)

Аналогично [1] амплитуды сил и моментов, соответствующих (n–1)-й, n-й и
(n+1)-й гармоникам дебаланса, имеют вид:
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Все 12 параметров дебаланса (15–17) при известной амплитуде, частоте и
ориентации стоячей волны однозначно определяют силовое воздействие на ре-
зонатор ВТГ в точке его крепления к основанию. Предположим, что в точке
опоры резонатора можно измерить компоненты силы и момента при произ-
вольной ориентации возбужденной в нем стоячей волны:
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Возбуждая стоячие волны различной ориентации (например, 01 0  ,

02 / 2n   ), можно вычислить параметры (15–17).
Для однозначного определения параметров дебаланса зафиксируем две про-

извольные бесконечно тонкие параллели, соответствующие полярным углам
1 и 2, вдоль которых будет выполняться балансировка [1]. Обозначив симво-
лом «*» соответствующие параметры дебаланса по этим параллелям, предста-
вим в (17) компоненты плотности как взвешенную сумму двух δ-функций по
меридиональному углу:
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 

 

 

2
2 2*

1
2 21

1 2 2 1

( 1) ( 1) 1*
( 1) 2

2
2 1 2

( 1) ( 1) 1*
( 1) 2

2
2 2 1

sin 1 cos
( ) ,

tg (1 cos )sin (1 cos )sin
2

1 cos
( ) ;

sin tg (cos cos )
2

1 cos
( ) .

sin tg (cos cos )
2

F M
n n

n
n

M F
n n

n
n

M F
n n

n
n

d d n
d

n n

d d
d

d d
d

 


   
 

   
 

   
 

         

  
 


   

  
 


   

(20)

 2
1 1*

2
2 22

2 1 1 2

sin 1 cos
( ) ,

tg (1 cos )sin (1 cos )sin
2

F M
n n

n
n

d d n
d

n n

 


   
 

         
Таким образом, выражения для компонент удаляемых дебалансов с обеих

параллелей получаются соответствующей заменой полярного угла α1 на α2 и
наоборот.

В итоге из (20) получаем выражения для амплитуд и ориентаций дебалансов:
*2 2 ( 1) 1* * * *

1 1 ( 1) 1 ( 1) 1 1 1 *
( 1) 1

( )1( ) ( ) ( ) , arg ( ) arctg ;
1 ( )

n s
n n c n s n

n c

d
d d d d

n d


   



                  

*2 2 ( 1) 2* * * *
1 2 ( 1) 2 ( 1) 2 1 2 *

( 1) 2

( )1( ) ( ) ( ) , arg ( ) arctg ;
1 ( )

n s
n n c n s n

n c

d
d d d d

n d


   



                  

*2 2* * * * 1
1 1 1 1 *

1
*2 2* * * * 2

2 2 2 2 *
2

( )1( ) ( ) ( ) , arg ( ) arctg ;
( )

( )1( ) ( ) ( ) , arg ( ) arctg ;
( )

ns
n nc ns n

nc

ns
n nc ns n

nc

dd d d d
n d

dd d d d
n d

                 

                 

(21)

*2 2 ( 1) 1* * * *
1 1 ( 1) 1 ( 1) 1 1 1 *

( 1) 1

( )1( ) ( ) ( ) , arg ( ) arctg ;
1 ( )

n s
n n c n s n

n c

d
d d d d

n d


   



                  

*2 2 ( 1) 2* * * *
1 2 ( 1) 2 ( 1) 2 1 2 *

( 1) 2

( )1( ) ( ) ( ) , arg ( ) arctg .
1 ( )

n s
n n c n s n

n c

d
d d d d

n d


   



                  

Балансировка (компенсация) параметров дебаланса на обеих параллелях
независимо может быть выполнена по алгоритмам, приведенным в [9]. Здесь
следует отметить, что балансировка по бесконечно тонким параллелям соответ-
ствует представлению функции плотности по меридиональному углу α в виде
линейной комбинации δ-функций, что практически не реализуемо. Другие ва-
рианты аппроксимации функции плотности рассмотрены в [2].
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Модель оболочки переменной толщины

Рассмотрим теперь произвольный случай, когда 1( )r  и 2 ( )r  не являются
постоянными, а изменяются по какому-либо закону. Тогда, интегрируя (4, 5) по
переменной r, получаем:

/2 2 /2
2

0 0 /2
/2 2

3 3
2 1

0 0

( , ) sin d d d

1 ( ) ( ) ( , ) sin d d ;
3

R h

R h

r r

r r

  


 

        

            

  

 

F r

r





(22)

/2 2 /2
2

0 0 /2
/2 2

3 3
2 1

0 0

( , ) sin d d d

1 ( ) ( ) ( , ) sin d d .
3

R h

R h

r r

r r

  


 

        

            

  

 

M r r

r r





(23)

Соответственно вместо (15–17) получим следующие выражения для деба-
лансов с учетом переменной толщины оболочки:

 

3 3
( 1) 2 1 ( 1)

3 3
( 1) 2 1 ( 1)

1 ( ) ( ) ( )sin tg d ,
3 2
1 ( ) ( ) ( )sin tg 1 cos d ;
3 2

F n
n n

M n
n n

d r r

d r r

   


   


         

           




(24)

3 3
2 1

3 3 2
2 1

1 ( ) ( ) ( )(1 cos ) tg d ,
3 2
1 ( ) ( ) ( )sin tg d ;
3 2

F n
n n

M n
n n

d r r n

d r r

 


 


          

         




(25)

 

3 3
( 1) 2 1 ( 1)

3 3
( 1) 2 1 ( 1)

1 ( ) ( ) ( )sin tg d ,
3 2
1 ( ) ( ) ( )sin tg 1 cos d .
3 2

F n
n n

M n
n n

d r r

d r r

   


   


         

           




(26)

Из (24-26) для оболочки постоянной малой толщины h можно получить (15-
17), т.к.

3 3 2
3 3 2 2
2 1( ) ( ) 3 3 .

2 2 4
h h hr r R R h R R h

                 
     

Пример 1. Рассмотрим оболочку резонатора ВТГ, внутренняя и внешняя
поверхности которой описываются соответственно функциями:

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 2 2( ) sin cos , ( ) sin cos ,r R l l r R l l           
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где 1 2,R R – радиусы внутренней и внешней полусфер, а 1 2,l l – смещение их
центров в отрицательном направлении оси OZ (см. рисунок).

Рассмотрим вторую рабочую форму колебаний (n = 2) и положим, для опре-
деленности, что имеется 1-я гармоника массового дебаланса вида

0( , ) (1 cos )        (27)

с относительной амплитудой 0,001  .
Примем в расчетах: 1 23 ммR  , 1 2 ммl  ; 2 25ммR  , 2 3 ммl  ; материал

резонатора – кварц ( 3
0 2200 кг/ м  ).

Рассчитаем сначала средний радиус оболочки
1 2 24 мм

2
R RR 
 

и её усредненную толщину (близкий результат получится, если взять
2 1h R R  )

 
/2

2 1

0

2 ( ) ( ) d 2,59 мм.h r r


     
 

Тогда из (15) для модели оболочки постоянной толщины имеем

1 12,84 мг, 2,07 мг,F M
c cd d  

в то время как по формуле (24) получаем

1 13,26 мг, 2,29 мг.F M
c cd d 

Таким образом, относительная погрешность определения дебаланса 1
F
cd по

формуле (11) составляет более 13%, а 1
M
cd – более 9 %. Это приводит, как след-

ствие, и к существенным погрешностям при расчете компонент дебаланса *
1cd

на параллелях 1 , 2 по формулам (20). Выберем, к примеру, 1 / 2   (кром-
ка резонатора), 1 / 3   Получим (синусные компоненты равны нулю):

* *
1 1 1 2
* *
1 1 1 2

( ) 1,31мг, ( ) 6,78 мг;

( ) 1,31мг, ( ) 5,29 мг.
c c

c c

d d

d d

   

    

Если на кромке относительная погрешность меньше 1%, то на параллели 2
она достигает 22 %.

Следует отметить, что в рассмотренном примере относительная погрешность
не зависит от амплитуды дебаланса  и определяется лишь соотношением
между параметрами 1 2,R R , 1 2,l l . Аналогичные результаты можно получить и
для других гармоник дебаланса, а также номеров форм возбужденных стоячих
волн.

Пример 2. Пусть теперь внутренняя поверхность оболочки представляет
собой полусферу радиуса 1 1( ) 23 ммr R   , а внешняя поверхность описыва-
ется выражением
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2

2 1 0
1 cos( ) ,

2
r R h       

 
где 0 2,5ммh  – максимальная толщина оболочки у полюса.

Усредненная толщина
/2 2

0 0

0

2 1 cos 1 3d 1,73 мм.
2 8

h h h


               
Примем ту же модель неоднородности (27), что и в примере 1. Расчет

компонент дебаланса по формулам (15) (с радиусом 1R R ) дает слишком гру-
бые оценки

1 12,26мг, 1,65 мг,F M
c cd d  

по сравнению с полученными в соответствии с выражениями (24):

1 11,42 мг, 0,93 мг.F M
c cd d 

В то же время, если задаться изначально постоянной толщиной 0h h , но
функцию плотности взять при этом как

2

0
1 cos( , ) (1 cos ),

2
          

 
а средний радиус

/2
1 2

1

0

( )2 24 мм,
2 2

R r hR d R


 
    
 

то из (15) получим

1 11,45мг, 0,96 мг.F M
c cd d   

Компоненты дебалансов на параллелях 1 / 2   , 1 / 3   равны
* *
1 1 1 2
* *
1 1 1 2

( ) 0,44 мг, ( ) 3,37 мг;

( ) 0,47 мг, ( ) 3,41 мг.
c c

c c

d d

d d

   

    

Относительная погрешность на параллели 1 – 5 %, на параллели 2 –
1,3 %.

Несмотря на то, что в данном случае результат существенно лучше, тем не
менее такая относительная погрешность может негативно сказаться на точности
балансировки.

Заключение

Полученные выражения для идентификации компонент дебалансов позво-
ляют повысить точность идентификации параметров дебаланса и последующей
балансировки по выбранным параллелям в случае резонатора с произвольной
толщиной оболочки в меридиональном направлении и при различных формах
колебаний 2n  . Решение вопроса выбора параллелей также представляет
большой практический интерес, так как эффект от удаления массы зависит от
расстояния от места её съема до кромки резонатора и проявляется в изменении
жесткости оболочки и её масштабного коэффициента прецессии. Описанные в
статье подходы могут быть также использованы для более точной аппроксима-
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ции функции плотности по поверхности оболочки резонатора [2] и последую-
щей поверхностной балансировки ВТГ [10], что в свою очередь позволит повы-
сить точность датчиков первичной информации инерциальных навигационных
систем на их основе [11, 12].
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Basarab M.A., Matveev V.A. (Bauman Moscow State Technical University, Russia), Lunin B.S., Feti-
sov S.V. (Lomonosov Moscow State University (MSU), Russia)
Influence of the Nonuniform Thickness of the Hemispherical Resonator Gyro Shell on its Unbalance
Parameters // Giroskopiya i Navigatsiya. 2016. Vol. 24. No. 4 (95). P. 14–24.

Abstract. Formulas for the unbalance components of the hemispherical resonator gyro (HRG)
with a shell of thickness variable in the meridional direction are obtained. Various
laws of thickness reduction from the pole to the edge are considered. It is shown
that for the second form of excited oscillations, relative error in unbalance compo-
nents (with the thickness variation neglected) can reach 10-15%. The obtained for-
mulas for unbalance components, taking into account the variable thickness of the
shell, can significantly improve the accuracy of HRG balancing, which is the most
important process in the manufacture of medium and high precision devices.

Key words: solid-state wave gyro, hemispherical resonator, unbalance
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