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ПРИМЕНЕНИЕ ОБОБЩЕННОГО ФИЛЬТРА КАЛМАНА С СИНГУЛЯРНОЙ 
ДЕКОМПОЗИЦИЕЙ ПРИ ОЦЕНКЕ ОРИЕНТАЦИИ НАНОСПУТНИКОВ 

НА ОСНОВЕ КИНЕМАТИЧЕСКИХ И ДИНАМИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ

В статье определяются углы ориентации малых спутников 
по измерениям звездных датчиков и интегрирующих гироскопов. 
Дрейф гироскопов учитывается путем добавления смещения нуля 
в вектор состояния и его оценивания. В качестве метода оцени-
вания применяется двухэтапный фильтр нетрадиционной струк-
туры. На первом этапе используется сингулярная декомпозиция 
(СД) для формирования измерений, определяющих ориентацию. 
На втором – сформированные линейные измерения обрабатыва-
ются с помощью обобщенного фильтра Калмана (ОФК). Эти два 
этапа объединены в единый алгоритм ОФК-СД, что обеспечива-
ет высокую точность оценивания ориентации спутника.  

В предложенном алгоритме ОФК-СД используются два типа 
моделей – кинематическая (без учета динамики движения спутни-
ка) и полная, учитывающая и динамику. Чтобы определить уровень, 
при котором погрешность ОФК-СД- фильтра, обрабатывающего 
полную модель, превысит результат обработки им кинематической 
модели, рассматриваются несколько вариантов априорных значе-
ний неопределенностей знания главного момента инерции спутника.
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интегрирующий гироскоп, звездный датчик, ОФК-СД.

1. Введение

Ориентацию спутника можно определить по измерениям в его системе координат 
и по опорным моделям. С этой целью и для вычисления навигационных параметров 
применяются алгоритмы оценивания и фильтрации [1–3], чаще всего – фильтр Кал-
мана (ФК) [4]. При вращательном движении спутник имеет нелинейную динамику, 
как и многие другие реальные системы. По этой причине для оценки параметров 
спутника предлагается вместо ФК использовать ОФК [5]. В традиционных калма-
новских алгоритмах оценивания углов ориентации и угловых скоростей спутника 
задействуются нелинейные векторные измерения, так как математические модели 
измерений основываются на нелинейных моделях. 

В работе [6] для оценивания угловой ориентации спутника, оснащенного гироско-
пами и звездными датчиками, представлен ОФК с постоянным коэффициентом усиле-
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ния. Авторы сравнивают предложенный ОФК с традиционным ОФК в части скорости 
сходимости, точности и вычислительной нагрузки. Эксперименты демонстрируют, 
что ОФК с постоянным коэффициентом усиления обладает более низкой скоростью 
сходимости, однако аналогичной точностью и меньшей вычислительной нагрузкой. 

В [7] описывается адаптивный алгоритм оценивания, обеспечивающий калибровку 
низкочастотных погрешностей звездных датчиков. Алгоритм предполагается объеди-
нение расширенного и традиционного ФК в системе определения ориентации спутни-
ка. В [8] описан подход к определению ориентации с использованием таких средств 
измерений, как магнитометры и датчики освещенности. ФК на основе магнитных 
измерений выступает в качестве основного алгоритма, а вспомогательный – QUEST 
обеспечивает априорное прогнозирование кватерниона, подаваемого в ФК. 

В [9] решение задачи ориентации спутника основывается на линейных измерени-
ях, базирующихся на одномоментных векторных наблюдениях на каждом шаге. Ис-
пользуемая при таком подходе СД считается эффективным методом одномоментных 
определений ориентации, так как отличается более высокой скоростью выполнения 
операций, чем метод кватернионов Дэвенпорта, и большей робастностью, чем дру-
гие «быстрые» методы, в том числе метод быстрой оптимальной матрицы ориен-
тации (Fast Optimal Attitude Matrix – FOAM) и алгоритм оптимального оценивания 
кватерниона (Estimator of the Optimal Quaternion – ESOQ) [10–12]. 

В такой схеме углы ориентации, найденные методом одномоментных измерений 
и снимаемые на выходе СД, непосредственно используются как измерения в ФК. 
Получение измерений параметров вектора состояния напрямую от СД обеспечивает 
линейность модели измерений, так как связь между векторами измерений и состо-
яния становится линейной. Подробные сведения о ФК на основе нелинейных и ли-
нейных измерений (нетрадиционный подход) можно найти в [2]. 

В работе [13] рассмотрены методы определения углов ориентации и управления 
ориентацией спутников с учетом погрешностей выставки датчиков, конструкций 
спутников и низкой степени резервирования. Метод оценивания угловой скорости ма-
неврирующего спутника при помощи только векторных измерений с учетом возмуще-
ний по параметрам ориентации и управляющим моментам представлен в [14]. Методы 
одномоментных измерений можно интегрировать с рекуррентными методиками оце-
нивания [3]. Это обеспечивает следующие преимущества перед традиционными ФК: 
•	 ОФК на основе линейных уравнений измерений имеет упрощенную форму и 

компенсирует погрешности на шаге линеаризации;
•	 на этапе фильтрации применяются обработанные одномоментные измерения, 

таким образом, входные опорные векторы на первом этапе можно реконфигу-
рировать;

•	 матрица ковариации измерений обновляется на каждом шаге, что делает фильтр 
изначально R-адаптивным.

Чтобы смоделировать в фильтре вращательное движение спутника, можно ком-
бинировать кинематическую и динамическую модели. Динамические модели из-
начально характеризуются погрешностями, например неточным знанием матрицы 
инерции [15], поэтому можно также задействовать алгоритмы на основе только ки-
нематической модели, не имеющие никаких неопределенностей. В этом случае не-
обходимо учитывать смещение нуля гироскопов. Например, в фильтре, который рас-
сматривается в [16], местоположение, линейная скорость, ориентация и смещение 
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нуля интегрирующих гироскопов оцениваются с учетом динамики всей нелинейной 
системы в присутствии шума датчиков. Более того, в [17] используются два нели-
нейных алгоритма оценивания ориентации и смещения нуля гироскопов с опорой на 
смещенные измерения гироскопов и инерциальных векторов. Авторы утверждают, 
что эти алгоритмы обладают лучшими переходными характеристиками по сравне-
нию с нелинейными алгоритмами, встречающимися в литературе.

Закон управления, обеспечивающий достаточную стабильность и точность при 
воздействии больших неопределенностей параметров и внешних возмущений, опи-
сывается в [18]. В [19] предлагается адаптивный ФК на основе кинематического мо-
делирования с привлечением гироскопических и векторных измерений. В фильтре 
на каждом шаге происходит сброс оценки ориентации до нуля и соответствующий 
сброс ковариации. В [20], чтобы предупредить снижение точности при оценивании 
ориентации, производится адаптивная подстройка матрицы ковариации шума из-
мерений при оперативном обнаружении внешних ускорений и магнитных возму-
щений. Мультипликативный ОФК, предложенный в [21], обеспечивает робастность 
измерений при различных неопределенностях, в частности при большом ускорении 
тела, магнитных искажениях и погрешности исходной ориентации. 

В [22] обсуждается фильтр для оценивания ориентации в системе без гироско-
пов или модели динамики ориентации. Система оценивания ориентации строится 
на основе кинематической модели. В нашей предыдущей работе [23] используется 
ОФК-СД с другим правилом адаптации на этапе фильтрации. В этой и других пу-
бликациях авторов исследуются выходы кинематической и динамической моделей 
в предположении об отсутствии неопределенностей в моделях для спутника, осна-
щенного магнитометром и солнечным датчиком. В настоящей статье исследуются 
выходы упомянутых моделей при неопределенности в знании матрицы, задающей 
главный момент инерции спутника, оснащенного лишь звездными датчиками. Уро-
вень неопределенности матрицы также рассматривается, чтобы выявить критиче-
скую точку, в которой алгоритм, основанный на кинематической модели, лучше 
справляется с оценкой ориентации.

Зашумленные измерения можно отфильтровать путем их интегрирования с со-
ответствующими моделями. С этой же целью кинематическую модель целесообраз-
но строить на базе показаний гироскопов. При этом, однако, дрейф гироскопов со 
временем будет оказывать влияние на точность оценивания. Чтобы скорректировать 
измерения, три дополнительных члена, связанных со смещением нуля гироскопа, 
добавляются в вектор состояния и оцениваются. В данной работе в фильтрах оце-
нивания ориентации исследуются как только кинематическая, так и полная модели 
движения, однако возможно применение динамической модели без гироскопов, осо-
бенно в случае их отказа [24]. 

Существуют два подхода к оценке ориентации и скорости спутника – кинематиче-
ский и кинематико-динамический. При замене модели, построенной на данных гиро-
скопов, на модель, выведенную из динамики вращения спутника, в случае кинемати-
ческого подхода отпадает необходимость в бортовых гироскопах. Однако для такой 
модификации требуется точная динамическая модель. Чтобы знать, какую стратегию 
применять в каждом случае, в работе рассматривается критический уровень неопре-
деленности в знании момента инерции. Для математической модели, включающей 
кинематические и динамические соотношения, неопределенности в динамической 
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модели могут снизить точность результатов. Следовательно, важно найти допусти-
мый уровень упомянутой неопределенности, который вызывает значимую разницу 
в погрешностях оценки ориентации, полученных при использовании динамической 
и чисто кинематической моделей. По этой причине для оценивания двух вариантов 
алгоритма определения ориентации – с динамической моделью и без нее – анализиру-
ются различные уровни неопределенности знания главного момента инерции спутни-
ка. На спутниках устанавливаются звездные датчики небольшого размера, невысокой 
стоимостью и с низким энергопотреблением – этого удалось добиться благодаря раз-
витию технологий и росту интереса к созданию малых спутников без потерь точности  
[25, 26]. Рассматриваемые гироскопы имеют небольшой размер и вес, а также низкую 
стоимость, но накапливают погрешности со временем. Таким образом, в обоих случа-
ях речь идет об алгоритме с исключенным смещением нуля гироскопов. 

Статья построена следующим образом. В разделе 2 описывается математическая 
модель вращательного движения спутника. В разделе 3 представлены подробные 
сведения о методах СД и ОФК-СД. Моделирование и полученные результаты анали-
зируются в разделе 4. В разделе 5 приводятся выводы.

2. Математические модели

Кинематические уравнения можно вывести с помощью последовательности по-
воротов 3-2-1 на углы Эйлера (угол рыскания в направлении надира ψ, угол тангажа 
в направлении отрицательной нормали к орбите θ и угол крена ϕ, дополняющий 
систему до правосторонней системы координат (СК): 

,	 (1)

где ,  и  – функции косинуса, синуса и тангенса;  – 
вектор ориентации корпусной СК относительно опорной СК, где I, J, K обозначают 
оси  [9]. 

Используемые в данной работе СК представлены на рис. 1. Кинематические 
уравнения в дискретном времени запишем с помощью метода Эйлера с постоянным 
временным шагом. Матрица перехода первого типа от орбитальной к связанной СК 
с последовательностью поворотов 3-2-1 примет следующий вид:

.	(2)

Преобразование в угловых скоростях выразим с помощью соотношения между 
вектором угловой скорости ωBI связанной СК относительно инерциальной СК и ωBR:

,	 (3)



142	 Гироскопия и навигация. Том 31. №4 (123), 2023

Д. Джильден-Гулер, Ч. Гаджиев

где ωo – орбитальная угловая скорость, которую можно рассчитать для круговой 

орбиты в виде ; μ – произведение универсальной гравитационной 
постоянной и массы Земли; r0 – текущий радиус-вектор спутника. Динамические 
уравнения получим из закона сохранения момента количества движения:

	 (4a)

	 (4b)

,	 (4c)

где ; Jx, Jy и Jz – главные моменты инерции; Nx, Ny и Nz – внеш-
ние возмущения, действующие на спутник. Уравнения динамики в дискретном време-
ни могут быть записаны при помощи метода Эйлера с постоянным временным шагом. 
В настоящем исследовании рассматривается пассивное движение спутника без учета 
управляющих моментов. С учетом только гравитации Земли как идеального сфериче-
ского тела внешние возмущения описываются следующим уравнением [27]:

,	 (5)

где нижние индексы при A обозначают ряд и столбец матрицы преобразования со-
ответственно.

Рис. 1. Инерциальная, орбитальная и связанная СК



Гироскопия и навигация. Том 31. №4 (123), 2023	 143

Применение обобщенного фильтра калмана с сингулярной декомпозицией при оценке ориентации...

Измерения интегрирующих гироскопов (с нижним индексом g) можно предста-
вить следующим образом:

.	 (6)

Здесь bg(k) – вектор смещения нуля гироскопа в момент t(k); ηg – центрированный белый 
шум с нормальным распределением с характеристикой , 
где  – оператор статистического осреднения, δ(kj) – дельта-функция Кронекера, 
σg – стандартное отклонение погрешности гироскопа. Характеристика смещения нуля 

гироскопа  равна

,	 (7)

где η2 – центрированный белый шум с нормальным распределением с характеристикой 

	 (8)

где σgb – стандартное отклонение смещения нуля,  – единичная матрица 3×3. 

3. Обобщенный фильтр Калмана с сингулярной декомпозицией  
для оценивания ориентации

3.1 Метод сингулярной декомпозиции

Углы ориентации можно определить с помощью двух или более векторов методом 
одномоментных измерений с минимизацией функции потерь Вахбы (9). Мы исполь-
зовали метод сингулярной декомпозиции (разложение по сингулярным значениям) 
[11]. Потери вызваны отличием измерений от соответствующих опорных моделей:

,	 (9)

где A – матрица ориентации, bi – вектор измерений, ri – опорный вектор, ai – неотри-
цательный вес [10]. Тогда представим матрицу B как [11]

.	 (10)

Далее приведем следующие уравнения [11]:

,	 (11)

.	 (12)

U и V – левая и правая ортогональные матрицы, определенные в СД [11]. Они выра-
жают матрицу B с первичными сингулярными значениями (S11, S22, S33) [11]:

.	 (13)

Измерения углов Эйлера можно получить с помощью матрицы ориентации Aopt. 
За счет перехода от матрицы ориентации к углам Эйлера [9] углы ориентации можно 
использовать в качестве вектора измерений на этапе фильтрации. Матрица ковариа-
ции погрешностей оценок ориентации (PSVD) равна:
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,	 (14)

где  [11].

3.2 Обобщенный фильтр Калмана с СД

Модель ориентации спутника выразим как

,	 (15)

,	 (16)

где x(k) – вектор состояния,  – нелинейная функция системы, G(k, k – 1) – ма-
трица прогноза порождающего шума, w(k – 1) – порождающий шум, Z(k) – вектор 
измерений, H – матрица измерений, b(k) – смещение нуля измерений, v(k) – шум 
измерений. В фильтре калмановского типа используется динамика дискретного вре-
мени. Шумы процесса и измерений w(k) и v(k) – нормально распределенные белые 
шумы. Их ожидаемые значения  следующие:

	 (17)

где  – дельта-символ Кронекера, Q – матрица ковариации шума процесса, R – ма-
трица ковариации шума измерений. Параметры вращательного движения оценим с 
помощью уравнений (18)–(23) нетрадиционного фильтра ОФК-СД. В общем смысле 
они не отличаются от уравнений обычного ОФК, хотя состав матриц измерений и 
ковариации шума измерений сильно отличается. Это происходит потому, что ОФК-
СД представляет собой комбинацию двух алгоритмов – метода СД и ОФК.

Матрица ковариации погрешности экстраполяции примет вид

, (18)

а ковариация погрешности оценки –

. 	 (19)

Коэффициент усиления ОФК описывается формулой

,	 (20)

невязка –

.	 (21)

Уравнение экстраполяции имеет вид:

.	 (22)

Оцениваемый вектор  представим как

.	 (23)
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Матрица ковариации шума измерений R рассчитывается методом СД как R = PSVD 
на каждом шаге, так как обе они являются матрицами ковариации погрешности из-
мерений углов ориентации. Поскольку матрица ковариации измерений адаптируется 
за счет данных от СД, интегрированный фильтр становится адаптивным. Калманов-
ские фильтры такого типа способны настраивать матрицы ковариации шума измере-
ний при помощи правила адаптации, в то время как ОФК-СД изначально обладает 
свойством адаптивности, поскольку его матрица ковариации шума измерений уже 
настроена на каждом временном шаге посредством метода СД PSVD. Благодаря своей 
адаптивной структуре ОФК-СД может оценивать параметры вращательного движе-
ния спутника вокруг его центра масс. 

В настоящей статье в качестве датчиков ориентации и скорости служат гироско-
пы и звездные датчики. Последние измеряют минимум два вектора, которые затем 
привлекаются на этапе СД для получения измерений углов ориентации. Звездные 
датчики, определяют векторы измерений в связанной СК, обозначенные bi в (9). На-
правленные на соответствующие звезды опорные векторы обозначены в (9) как ri. 
Векторы измерений и опорные векторы обрабатываются по методу СД, чтобы по-
лучить измерения углов ориентации. Показания звездных датчиков моделируются в 
(16) в предположении, что их показания не содержат смещения нуля. 

Углы Эйлера можно определить путем преобразования оптимальной матрицы 
ориентации Aopt, найденной методом СД в (13). Измерения ориентации на выходе СД 
представим в виде

	 (24)

где  – углы ориентации, определенные методом СД, 
 – шум измерения углов ориентации. Измерения СД можно представить в 

виде  Вектор измерений поступает на фильтра-
цию после процесса преобразования опорных векторов в углы ориентации методом 
СД. При сингулярной декомпозиции также инициализируется ОФК для оценива-
ния углов ориентации, следовательно, они не выбираются случайным образом. Из-
мерения гироскопов, описанные в (6), можно представить в виде 

3.3 Оценивание ориентации на основе кинематической модели

Модель кинематики углового движения спутника представлена в (1). Таким обра-
зом, нелинейная функция системы состоит из

. (25)

При привлечении только кинематических соотношений измерением для фильтра 
служит Z(k) = Z1(k). Это означает, что входной вектор измерений состоит из измере-



146	 Гироскопия и навигация. Том 31. №4 (123), 2023

Д. Джильден-Гулер, Ч. Гаджиев

ний ориентации на выходе СД. Здесь и далее Z1(k) – измерения от СД с использова-
нием векторных измерений звездного датчика, а Z2(k) – измерения угловой скорости 
от гироскопов с исключенным смещением нуля: , где 

 – определяемый фильтром вектор смещения нуля гироскопа. Расширен-
ный вектор состояния системы имеет вид

.	 (26)

Структура алгоритма с применением только кинематической модели приведена 
на рис. 2, a. Как видно из рисунка, смещения нуля в измерениях гироскопов отфиль-
тровываются за счет оценок на выходе ОФК-СД. Затем оценки угловой скорости 
снова подаются в кинематическую модель.

Рис. 2 (а). Блок-схема алгоритма с использованием кинематических соотношений

3.4 Оценивание ориентации на основе полной модели

В этом случае математическая модель вращательного движения спутника выра-
жается с помощью кинематического уравнения (1) и динамических уравнений (4a), 
(4b), (4c). Таким образом, функция системы имеет вид:

, (27)

. 	 (28)

В случае использования как кинематического, так и динамических уравнений 
в качестве измерений в фильтре задействуется . Эти изме-
рения включают измерения углов ориентации по методу СД и измерения угловой 
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скорости от гироскопов с исключенным смещением нуля. Расширенный вектор со-
стояния в этом случае равен

. (29)

Структура алгоритма с использованием полной модели показана на рис. 2, b. Оце-
нивание углов ориентации, угловых скоростей и смещений нуля гироскопов произ-
водится посредством алгоритма ОФК-СД. На рис. 2, c представлена схема работы 
алгоритма и соответствующие соотношения. 

Рис. 2 (b). Блок-схема алгоритма с использованием кинематико-динамических соотношений

Рис. 2 (с). Логическая схема алгоритмов с указанием соответствующих соотношений
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Дисперсия шума вектора измерений определяется на каждом этапе по алгоритму 
СД и подставляется в ОФК, что повышает его скорость сходимости. Применение 
дисперсии на каждом шаге делает фильтр изначально адаптивным к сбоям в измере-
ниях. Поскольку правило адаптации измерений не задается извне, есть возможность 
его задания для шума процесса внутри фильтра. Другое преимущество состоит в 
том, что фильтр можно легко реконфигурировать при изменении источника входя-
щих измерений. Например, при переходе от безопасного режима к номинальному и 
включении в вектор измерений данных не только от солнечного датчика, но и дан-
ных магнитометра (возможны любые другие комбинации датчиков) не нужно пере-
страивать фильтр, что потребовалось бы в других случаях. 

4. Результаты моделирования и анализ 

В данной работе рассматривается малый спутник с массовым моментом инерции  
J = diag ([2,1 х 10−3   2,0 х 10−3   1,9 х 10−3]) кг ∙ м2, относящийся к классу пикоспутников 
[28] и оснащенный звездными датчиками и гироскопами для определения ориентации и 
угловой скорости. Предполагается, что при моделировании оба датчика работают с ча-
стотой 1 Гц. Значения стандартных отклонений выбираются для гипотетического спут-
ника без учета ограничений, накладываемых его конструкцией. Матрица ковариации 
шума измерений вектора ориентации рассчитывается методом СД. Стандартное откло-
нение измерений гироскопов составляет 5 х 10−6 рад/с, смещений нуля гироскопов (ухуд-
шение во времени) – 1 х 10−6 рад/с, а изначальное смещение нуля выбрано 1 х 10−6 рад/с. 

Задача определения ориентации формулируется с помощью углов Эйлера, что по-
зволяет легко визуализировать три угла поворота. Тем не менее следует отметить, что 
в некоторых случаях при использовании углов Эйлера возникают сингулярности. Для 
решения этой проблемы можно задействовать другие представления ориентации, на-
пример посредством кватернионов и модифицированных параметров Родрига. Здесь 
рассматриваются два варианта фильтра: с применением уравнений динамики враща-
тельного движения спутника и без них. Механизмы коррекции этих фильтров различ-
ны: в одном варианте кинематические соотношения корректируются непосредственно 
по измерениям гироскопов (без привлечения динамики), а во втором – за счет дина-
мической модели с оценками угловой скорости, полученными от фильтра. В качестве 
такового выступает ОФК-СД, который является нетрадиционным подходом к оцени-
ванию ориентации. Результаты сравнения других алгоритмов (традиционных ОФК и 
ансцентного ФК (АФК), R-адаптивного ФК) с ОФК-СД приведены в [29]. В некоторых 
случаях на практике ОФК оказывается вычислительно более эффективным и стабиль-
ным, чем АФК [30], и активно применяется в космических миссиях.

4.1 Вариант 1: алгоритм с использованием только  
кинематических соотношений

Параметры ОФК-СД перечислены в табл. 1. Исходная матрица ковариа-
ции выбирается случайным образом. Исходный вектор состояния задается как  
x0 = [0.001   0.001   0.005   10−6   10−6   10−6]T, причем первые три компонента измеря-
ются в радианах, а последние три – в рад/с. Составляющие, связанные со смещением 
нуля, имеют меньшие значения и другие единицы измерения (градус – град/с). Оцен-
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ки углов ориентации характеризуются крайне низкими погрешностями – на уровне  
угл. с даже при наличии смещения нуля, поэтому исходные компоненты вектора состо-
яния выбраны такими же. Они оцениваются без привлечения динамики вращательного 
движения спутника. Кинематические соотношения корректируются напрямую по изме-
рениям гироскопов с исключенным смещением нуля (без динамических соотношений). 
В (9) введены следующие векторы: bi – вектор измерений по данным звездного датчика, 
ri – опорный вектор, взятый из звездного каталога, ai – неотрицательный вес, являющий-
ся величиной, обратной дисперсии погрешностей звездных датчиков.

Т а б л и ц а  1
Параметры ОФК-СД (вариант 1)

Параметр Значение

Исходная матрица ковариации погрешности оценивания

Переходная матрица порождающего шума

Матрица ковариации порождающего шума

Матрица измерений

На рис. 3 представлены оценки углов ориентации (a) и их абсолютные погреш-
ности (b) по каждой оси, полученные с помощью звездных датчиков. Как видно из 
рис. 3, a, они имеют одинаковый порядок. На рис. 3, b показан порядок абсолютных 
погрешностей: он составляет около 1 угл. с. Синими линиями обозначены границы 
3σ (утроенное среднеквадратическое отклонение). 

На рис. 4 приведены погрешности оценивания смещения нуля гироскопов во време-
ни – около 0,002 град/с. 

Для определения средней нормализованной среднеквадратической погрешности 
(НСКП) выполнено пять моделирований, так как генератор случайных чисел (random 
seed generator) может выдавать разные результаты. Погрешности оценки ориентации 

рассчитываются по формуле , где  – век-
тор абсолютной погрешности оценивания за все время моделирования. В табл. 2 приве-
дены погрешности НСКП в виде процентов для углов крена, тангажа, рыскания, а также 
смещения нуля гироскопов по каждой оси. Делается вывод о том, что ОФК-СД способен 
оценивать углы ориентации и смещение нуля гироскопов с использованием только ки-
нематических соотношений.

Т а б л и ц а  2
НСКП оценок параметров в варианте 1 (5 реализаций)

НСКП (%)

Крен 0,0547
Тангаж 0,0489
Рыскание 0,0430
bx

4,1268

by
1,1021

bz
1,2511
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Рис. 3 (a). Оценки углов ориентации, полученные методом ОФК-СД (вариант 1)

Рис. 3 (b). Погрешности оценок углов ориентации, полученных методом ОФК-СД (вариант 1)

Параметры ОФК-СД, в котором используются кинематические и динамические соот-
ношения, перечислены в табл. 3. Исходный вектор состояния задан следующим образом

,

причем первые три компонента измеряются в радианах, а последние шесть – в рад/с. 
Компоненты вектора состояния процесса оцениваются с учетом динамики враща-
тельного движения спутника. Математическая модель корректируется по оценкам 
угловой скорости.
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Рис. 4. Погрешности оценок смещений нуля гироскопов, полученных методом ОФК-СД (вариант 1)

4.2 Вариант 2: алгоритм с использованием кинематических  
и динамических соотношений

Т а б л и ц а  3
Параметры ОФК-СД (вариант 2)

Параметр Значение
Исходная матрица ковариации погрешности оценивания

Переходная матрица порождающего шума

Матрица ковариации порождающего шума

Матрица измерений

На рис. 5 представлены абсолютные погрешности оценок ориентации, полученных 
предложенным алгоритмом с использованием звездных датчиков. Видно, что их зна-
чение составляет около 1 угл. с, как и в варианте 1. 

На рис. 6 приведены погрешности оценивания смещения нуля гироскопов во вре-
мени в идеальном случае, т.е. при отсутствии неопределенности динамики. Они со-
ставляют порядка 0,002 град/с, это лучший результат по сравнению с вариантом 1, 
что также видно из табл. 2 и 4. Это означает, что во втором варианте, когда в фильтре 
используются динамические соотношения, смещение нуля оценивается точнее, чем в 
первом варианте (рис. 4, 6). Данные, приведенные в табл. 2 и 4, получены на основе 
моделирований, осредненных за пять реализаций. Следует отметить, что достижение 
более точных оценок было ожидаемо, поскольку предполагалось, что динамическая 
модель фильтра точно известна и неопределенности параметров отсутствуют. 

Наконец, кроме динамической модели с известными параметрами, мы учли и нео-
пределенности в знании главных моментов инерции спутника (рис. 7). До критического 
уровня неопределенности результаты оценивания сходятся. Это отслеживается и при 
анализе методом Монте-Карло. При достижении 10% неопределенности знания главно-
го момента инерции от номинала оценки смещения нуля начинают немного расходиться.
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Рис. 5. Погрешности оценок углов ориентации, полученных ОФК-СД (вариант 2)

Рис. 6. Погрешности оценок смещений нуля гироскопов, полученных ОФК-СД (вариант 2)

Для определения НСКП выполнено пять моделирований при значениях неопре-
деленности знания моментов инерции спутника 0, 2, 3, 5 и 10% от номинала; сме-
щения нуля гироскопов по каждой оси приведены в табл. 4. Оценки углов ориен-
тации очень близки и полностью совпадают до двух десятичных знаков, как видно 
из табл. 4. Различия начинаются после четырех десятичных знаков. Это вызвано 
применением звездных датчиков, данные которых обладают высокой точностью и 
практически не содержат погрешностей оценивания после обработки фильтром.  
Со своей стороны неопределенности выявляются в системе и измеряются гироско-
пами, но неточно моделируются в динамических соотношениях. 
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Рис. 7. Погрешности оценок углов ориентации, полученных ОФК-СД  
(вариант 2 – неопределенность 10%)

Т а б л и ц а  4

НСКП оценок параметров в варианте 2 (5 реализаций)
НСКП (%)

Неопределенность 0% 2% 3% 5% 10%
bx 0,1813 2,3523 4,1268 4,5234 5,1211
by 0,7878 0,8190 1,1185 1,2640 1,5543
bz 0,1468 1,2908 1,2647 1,4887 1,4888

Крен 0,0547
Тангаж 0,0489

Рыскание 0,0430

В настоящей работе матрица ковариации шума измерений изначально корректи-
руется на каждом шаге, однако матрица ковариации порождающего шума постоян-
на. Поскольку неопределенности обнаруживаются в системе, для их компенсации 
можно адаптировать матрицу ковариации порождающего шума путем установления 
внешнего правила адаптации. При этом задача исследования – в нахождении крити-
ческого уровня неопределенности знания главных моментов инерции, когда кине-
матический фильтр превосходит динамический; оказалось, что это уровень 3%. От-
сюда следует вывод, что, хотя эта неопределенность составляет всего 3%, точность 
оценивания немного снижается по сравнению с алгоритмом с кинематическими со-
отношениями (вариант 1 – табл. 2), и это не связано со знанием момента инерции. 

Таким образом, в реальных спутниковых приложениях, где ожидается неопре-
деленность знания момента инерции на уровне 3%, оценку ориентации можно про-
изводить только по кинематическим соотношениям. Кинематический алгоритм не 
предполагает применение динамической модели, а значит, он не подвержен влия-
нию ее неопределенности. В этом случае в модели в качестве опорных данных слу-
жат показания гироскопов, а не динамические соотношения, что приводит к связан-
ным с измерениями проблемам. Поскольку результаты сильно зависят от значений 
главного момента инерции спутника, внедрение соответствующего алгоритма в 
специальные приложения должно быть тщательно продумано. Насколько известно 
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авторам, критический уровень неопределенности знания главного момента инерции 
был исследован впервые. Поскольку рецензент статьи указал, что обе модели нахо-
дят применение во многих исследованиях, необходимо отметить, что он может быть 
критическим и требует дальнейшего изучения.

5. Заключение

В работе описываются два варианта метода оценивания ориентации малого спут-
ника, комбинированного с методом одномоментных измерений ориентации, – с ис-
пользованием кинематической модели без описания динамики спутника, а также как 
кинематических, так и динамических соотношений. Для определения ориентации и 
угловой скорости на борту спутника установлены звездные датчики и гироскопы. Углы 
ориентации рассчитываются по данным звездных датчиков методом сингулярной де-
композиции и подаются в качестве измерений в ОФК-СД. С его помощью оценивают-
ся углы ориентации и смещения нуля гироскопов, которые затем отфильтровываются 
из измерений гироскопов. После этой процедуры оценки угловой скорости подаются 
в кинематическую модель, также задействованную в ОФК-СД. Алгоритм работает ре-
куррентно, и испытания показывают, что фильтр на основе кинематико-динамической 
модели обеспечивает более высокую точность оценивания при отсутствии неопреде-
ленностей в знании главного момента инерции пикоспутника.  

В реальных полетах малых спутников ожидается, что неопределенность в знании 
главного момента инерции может снизить качество работы фильтра. Чтобы найти уро-
вень, когда погрешность оценивания кинематико-динамического фильтра превысит 
погрешность, достигаемую при использовании только кинематических соотношений, 
было проанализировано несколько уровней знания неопределенности главного момента 
инерции спутника. При неопределенности на уровне 3% предпочтительно оценивать 
ориентацию только по кинематическим соотношениям. В этом случае в алгоритме оцен-
ки ориентации исключается влияние неопределенностей динамических параметров.

В дальнейших исследованиях предполагается для повышения точности динами-
ческой модели оценивать параметры главного момента инерции в составе расширен-
ного вектора состояния, что, однако, может значительно увеличить вычислительную 
нагрузку и снизить точность оценивания. Другая интересная тема для исследования – 
определение правила адаптации шума процесса, помимо правила адаптации исходной 
матрицы ковариации шума измерений в ОФК-СД, для компенсации неопределенно-
сти знания массового момента инерции.
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Abstract. Small satellite attitude angles are estimated using measurements of star trackers and rate 
gyro in this study. The issue related to gyro drifts is overcome by adding the bias terms into 
the state vector in order to estimate them. As an estimation method, two-stage non-tradi-
tional filter is used. In the first stage, singular value decomposition (SVD) is used for de-
termining the attitude measurements. As a second stage, an extended Kalman filter (EKF) 
is designed based on linear attitude measurements. These two stages are integrated for the 
whole estimation algorithm in order to have estimations with high accuracy, and it is called 
SVD-Aided EKF. 
The proposed SVD-Aided EKF is used with two attitude models of satellite: only the kine-
matics model which does not include the dynamics of a satellite, and both kinematics and 
dynamics relations. Several scales of uncertainties on the principal moment of inertia of the 
satellite are considered in order to determine the level when estimation error of the kinemat-
ics and dynamics-based filter exceeds the error of the case using only kinematics relations.

Key words: attitude estimation, kinematics, satellite, rate gyro, star tracker,  
SVD-Aided EKF.
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