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ОБРАБОТКИ НАВИГАЦИОННОЙ ИНФОРМАЦИИ 

ПРИ КВАДРАТИЧНЫХ НЕЛИНЕЙНОСТЯХ В УРАВНЕНИЯХ  
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ЧАСТЬ I. ОПИСАНИЕ И СОПОСТАВЛЕНИЕ С АЛГОРИТМАМИ  
КАЛМАНОВСКОГО ТИПА

Рассматриваются задачи фильтрации, решаемые при обработ-
ке навигационной информации при наличии нелинейностей квадра-
тичного типа как в уравнениях динамики, так и в уравнениях изме-
рений. Предлагается рекуррентный алгоритм калмановского типа, 
в котором оценка прогноза и коэффициент усиления на каждом 
шаге вычисляются исходя из предположения о гауссовском харак-
тере апостериорной плотности на предыдущем шаге и стремления 
минимизировать матрицу ковариаций погрешностей оценивания  
с использованием линейной относительно текущего измерения про-
цедуры. Обсуждается связь предлагаемого алгоритма с другими ал-
горитмами калмановского типа, в частности с обобщенным филь-
тром Калмана и фильтром второго порядка. Излагается методика 
оценки эффективности и сопоставления алгоритмов.  
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1. Введение

При обработке навигационной информации повсеместно используется стохастиче-
ский подход, основанный на байесовской теории фильтрации. Широкое применение 
при этом получил фильтр Калмана (ФК), обеспечивающий нахождение оптимальной 
в среднеквадратическом смысле оценки вектора состояния при описании динамиче-
ских систем с помощью линейных дифференциальных или разностных уравнений по 
линейным измерениям в предположении гауссовского характера порождающих и из-
мерительных шумов [1–18]. ФК представляет собой удобную рекуррентную по отно-
шению к измерениям вычислительную процедуру и обеспечивает получение не толь-
ко самой оценки, но и соответствующей ей текущей характеристики точности в виде 
расчетной матрицы ковариаций погрешностей оценивания. Наличие такой характери-
стики весьма важно при построении современных интегрированных навигационных 
систем, в которых используются измерения от различных источников, и точность этих 
измерений необходимо учитывать при их комплексной обработке [6–18]. Возможность 
эффективного применения таких алгоритмов в навигационных приложениях обуслов-
лена тем, что существует набор задач, который может быть сведен к линейным без 
заметных потерь в точности. Вместе с тем для широкого круга приложений примене-
ние линейных алгоритмов оказывается неприемлемым в силу существенно нелиней-
ного характера уравнений, описывающих динамику оцениваемого вектора состояния 
и (или) измерений. В таких случаях требуется использовать методы теории нелиней-
ной фильтрации, обеспечивающие нахождение оптимальной в среднеквадратическом 
смысле оценки, которая представляет собой математическое ожидание, соответству-
ющее апостериорной плотности для вектора оцениваемых параметров. Нахождение 
этой плотности, в сущности, и составляет основное содержание задачи нелинейной 
фильтрации [3, 19–32].

К сожалению, точное ее решение может быть легко получено лишь для линейного 
гауссовского случая. В связи с этим применительно к нелинейным задачам оценивания 
на практике разрабатываются различные субоптимальные алгоритмы. Субоптималь-
ный алгоритм принято считать эффективным, если с его помощью удается обеспечить 
точность, близкую к потенциальной точности, т.е. точности, соответствующей опти-
мальному алгоритму, и при этом не требуется значительного объема вычислений [17]. 
Наряду с этим обычно стремятся, чтобы алгоритм был рекуррентным по отношению  
к измерениям и обеспечивал получение характеристики точности вырабатываемых оце-
нок в виде расчетной матрицы ковариаций их погрешностей, согласованной с действи-
тельной матрицей ковариации. При выполнении последнего условия говорят о том, что 
алгоритм обладает свойством состоятельности [7].

Несмотря на то что в последнее время предложено множество эффективных су-
боптимальных алгоритмов решения нелинейных задач фильтрации, проблема их 
разработки остается актуальной [33–63]. Среди всего многообразия субоптимальных 
рекуррентных алгоритмов можно выделить большую группу алгоритмов калманов-
ского типа, основанных на гауссовской аппроксимации апостериорной плотности 
на каждом шаге и обработке текущего измерения с помощью процедуры, близкой 
к той, которая используется в ФК [4, 6, 7, 12–17, 19–22, 25, 27–31, 33–53]. Эти ал-
горитмы, как правило, оказываются эффективными при решении широкого круга 
задач в том случае, если апостериорная плотность хотя и отлична от гауссовской, 
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но при этом является одноэкстремальной. Традиционный подход к проектированию 
алгоритмов калмановского типа основан на линеаризации уравнений динамики и 
измерений в определенной точке путем вычисления производных от соответствую-
щих нелинейных функций. Различные варианты таких фильтров реализуются в виде 
обобщенного фильтра Калмана (ОФК) и фильтра с локальными итерациями [4, 6, 
12–17, 19–22, 25–31, 33–40]. Еще одна группа алгоритмов калмановского типа, ши-
роко применяемая в последнее время, – это так называемые ансцентные (unscented) 
или сигма-точечные ФК [41–46]. Их еще иногда называют фильтрами, не требующи-
ми вычисления производных, поскольку при получении приближенного описания 
нелинейных функций с помощью их линейных аналогов вычисление производных 
не предполагается [43]. Линеаризация же здесь осуществляется на основе проце-
дуры, близкой по своему смыслу к процедуре стохастической линеаризации [4, 25, 
48, 49]. Нередко решение задачи оценивания упрощается путем ограничения класса 
алгоритмов, в пределах которого осуществляется их выбор, например в классе ли-
нейных алгоритмов [47–49]. Следует также упомянуть алгоритмы, основанные на 
интерполяции Стирлинга [50], квадратурах Гаусса–Эрмита [51], кубатурных форму-
лах [52], а также на алгоритмах, использующих вариации Байеса [53].

При разработке эффективных алгоритмов при решении прикладных задач нелиней-
ной фильтрации важно принимать во внимание их специфику [17, 20, 22, 47, 48, 54].  
В частности, в последнее время активно развиваются методы полиномиальной филь-
трации, в которых учитывается тот факт, что нелинейности носят полиномиальный 
характер [55–63]. Необходимость учета нелинейностей полиномиального типа в на-
вигационных приложениях возникает, например, при решении задач идентифика-
ции [60, 61, 64]. С такими задачами приходится также иметь дело и в случае, когда 
при разложении функций в ряд Тейлора пренебрежение членами второго порядка 
малости порождает значительные дополнительные погрешности, наличие которых 
приводит к расходимости традиционных фильтров калмановского типа. 

Вопросам построения алгоритмов фильтрации полиномиального типа и посвя-
щена предлагаемая работа, в которой, в том числе в обобщенном виде, представ-
лены результаты, полученные авторами ранее в предыдущих публикациях [55–63]. 
Тем не менее в отличие от предыдущих работ, где по отдельности исследовались 
задачи с нелинейностями в уравнениях динамики и измерений, в настоящей статье 
рассматривается наиболее общий случай, когда эти нелинейности приходится учи-
тывать одновременно. В прикладном плане акцент делается на задачах, связанных 
с навигационными приложениями. Следует также заметить, что в работах [55, 56]  
в принципе обсуждается возможность построения алгоритмов для случая, когда не-
линейности описываются полиномами третьего и более высокого порядков. В данной 
же статье авторы ограничиваются случаем, когда полиномиальные функции пред-
ставляют собой квадратичные формы, т.е. степень полинома равняется двум. Такое 
ограничение объясняется тем обстоятельством, что при полиномах выше второго 
порядка значительно усложняются не только выкладки, направленные на получение 
алгоритмов, но и сами процедуры вычисления оценок и расчетных матриц ковари-
ации их погрешностей становятся весьма громоздкими [55, 56]. Вместе с тем цель 
настоящей работы заключается в стремлении предложить алгоритм, незначительно 
усложняющий сами процедуры вычисления оценок по сравнению с алгоритмами, 
учитывающими только первые слагаемые в разложении Тейлора, и при этом на-
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правленный на повышение их эффективности. Следует подчеркнуть, что различные 
варианты построения алгоритмов, учитывающих в разложении слагаемые второго 
порядка малости – так называемые фильтры второго порядка, предлагались и ранее  
[4, 19, 20, 30, 66, 67]. В этой связи в статье также обсуждается связь полученного 
здесь алгоритма с различными модификациями фильтров второго порядка.

Структура работы следующая. В разделе 2 приводится постановка решаемой 
задачи полиномиальной фильтрации при наличии нелинейности как в уравнениях 
динамики, так и в уравнениях измерений. Здесь же в общем виде описывается алго-
ритм получения оптимальной в среднеквадратическом смысле оценки и излагается 
предлагаемый алгоритм полиномиальной фильтрации, называемый далее полино-
миальным фильтром (ПФ). В разделе 3 обсуждается взаимосвязь ПФ с обобщенным 
фильтром Калмана и фильтром второго порядка, а также его отличия от них. Раздел 4 
посвящен описанию методики оценки эффективности субоптимальных алгоритмов 
и их сопоставления между собой. 

Во второй части статьи рассматривается методический пример и примеры реше-
ния задач обработки навигационной информации с использованием ПФ, поясняю-
щие процедуру их реализации, методику оценки эффективности и иллюстрирующие 
отличия и преимущества по сравнению с ОФК.

2. Постановка исследуемой задачи нелинейной фильтрации  
и алгоритмы ее решения

2.1. Постановка исследуемой задачи нелинейной фильтрации

Рассматривается задача нелинейной дискретной фильтрации n-мерного случай-
ного вектора, описываемого с помощью формирующего фильтра

                                        (1)

по m-мерным измерениям следующего вида:

.                                             (2)

В этих соотношениях предполагается, что k – индекс дискретного времени;  
uk = [u1k,…,unk]

T – n-мерный вектор известных входных сигналов (при использо-
вании двойной индексации в подстрочных индексах здесь и далее первый индекс 
соответствует номеру компоненты, второй – времени); x0 – n-мерный случайный 
гауссовский вектор с функцией плотности распределения вероятности (ФПРВ) 

 (здесь и далее обозначение N(α; ᾱ, A) используется для ФПРВ 
гауссовского случайного вектора α с математическим ожиданием ᾱ и матрицей кова-
риаций A); wk – nw-мерный центрированный дискретный гауссовский белый шум, не 
зависящий от x0, с известной матрицей ковариаций Qk размерности nw×nw; Гk – матри-
ца размерности n×nw; vk – m-мерный центрированный дискретный гауссовский белый 
шум, не зависящий от x0 и wk, с ковариационной матрицей Rk. Специфика рассматри-
ваемой задачи нелинейной фильтрации заключается в том, что fk(•), hk(•) – нелиней-
ные n- и m-мерные вектор-функции, описывающие динамику для вектора состояний  
и измерения, представляют собой полиномы второй степени относительно компо-
нент вектора состояния в виде суммы линейных и квадратичных форм векторов xk–1 
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и xk соответственно. Используя определение произведения Кронекера для двух ма-
триц, входящие в правые части (1) и (2) нелинейные функции можно записать в виде

,                       (3)

,                         (4)

где ,  и  – матрицы размерности n×n, m×n и m×1; In, Im − единичные ма-
трицы размерности n и m, а ⊗ − символ произведения Кронекера, из определения 
которого следует, что [68]

          (5)

где 01×n – строка размерности n, состоящая из нулей; 

,  – 

блочные матрицы размерности n2×n и mn×n, в которых , , ,  – 
квадратные матрицы размерности n. Все матрицы, входящие в приведенные выше вы-
ражения, предполагаются известными.

Суть решения задачи фильтрации в рамках байесовского подхода заключается  
в получении оптимальной в среднеквадратическом смысле оценки вектора состоя-
ний  по измерениям  и соответствующей ей условной матри-
цы ковариаций погрешностей оценивания , характеризующей ее текущую  
(соответствующую конкретному набору измерений Yk) точность.

2.2. Оптимальный алгоритм

Известно, что оптимальная в среднеквадратическом смысле оценка  и ус-
ловная матрица ковариаций  определяются следующим образом [17–21, 27, 28]:

,                                     (6)

           (7)

где p(xk/Yk) − апостериорная (условная) к измерениям ФПРВ (далее для простоты – 
плотность). Важно подчеркнуть, что оптимальная оценка минимизирует не только 
условную, но и безусловную [38]

                    (8)

матрицы ковариаций погрешностей оценивания. В приведенных соотношениях E – 
знак математического ожидания с нижним индексом, поясняющим, по какой плотности 
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оно вычисляется; p(xk, Yk) – совместная плотность векторов xk и Yk. Условная матрица 
ковариаций (7) характеризует текущую точность оценивания, соответствующую кон-
кретной реализации измерений Yk, а безусловная матрица ковариаций (8) – точность, 
рассчитанную путем вероятностного осреднения по всему возможному набору из-
мерений. Диагональные элементы этой матрицы представляют собой дисперсии 
погрешностей оптимальных оценок и характеризуют потенциальную точность 
оценивания соответствующих компонент вектора состояния. Иными словами, ди-
агональные элементы определяют минимально возможные значения дисперсий по-
грешностей оценивания для рассматриваемой задачи по сравнению с любым другим 
алгоритмом вычисления искомых оценок. 

Как вытекает из представленных соотношений, для решения сформулированной 
задачи необходимо располагать апостериорной плотностью p(xk/Yk). При построении 
эффективных субоптимальных алгоритмов фильтрации используются различные ме-
тоды ее аппроксимации, порождающие удобные в вычислительном плане алгоритмы. 
В рамках настоящей работы речь пойдет о построении рекуррентных по отношению  
к измерениям алгоритмов. При синтезе таких алгоритмов широко используются сле-
дующие рекуррентные соотношения для апостериорной плотности [18–22, 28, 29]:

,                              (9)

,                  (10)

где p(yk/xk) – функция правдоподобия; p(xk/Yk–1) – плотность прогноза; p(xk/xk–1) – пе-
реходная плотность. Принимая во внимание (1), (2) и сделанные предположения, 
можем записать:

,                                 (11)

.                (12)

Построение эффективного субоптимального алгоритма предполагает разработку 
экономичных в вычислительном отношении процедур, которые обеспечивают полу-
чение как самой оценки , незначительно отличающейся по точности от не-
линейной оптимальной оценки, так и адекватной, т.е. согласованной с действитель-
ной, расчетной характеристики точности в виде матрицы ковариаций погрешностей 
оценивания. Алгоритмы, отвечающие последнему требованию, как отмечалось во 
введении, называются состоятельными [7].

Цель настоящей работы – предложить алгоритм, учитывающий специфику реша-
емой задачи, порожденную квадратичным характером нелинейностей, незначительно 
усложняющий сами процедуры вычисления оценок и повышающий их точность по 
сравнению с традиционными алгоритмами калмановского типа, в частности с ОФК. 

2.3. Алгоритм полиномиальной фильтрации

При получении ПФ, как отмечалось выше, предполагается, что апостериорная 
плотность на каждом шаге может быть аппроксимирована гауссовской плотностью  
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в виде , где  − оценка и матрица ковари-
аций на k–1 шаге, полученные с использованием ПФ (PF – polynomial filter). Об-
работка же текущего измерения осуществляется исходя из идеологии построения 
линейного оптимального алгоритма [38, 47–49]. Для этого необходимо реализовать 
следующую процедуру:
•	 сформировать составной вектор, содержащий векторы xk и yk, удовлетворяющие 

выражениям (1) и (2);
•	 с использованием  и выражений (1), (2) най-

ти первые два момента для введенного выше составного вектора, с помощью 
которых можно сформировать гауссовскую аппроксимацию плотности для со-
ставного вектора

;

•	 с использованием полученной информации о моментах вычислить искомую 
оценку и соответствующую ей матрицу ковариаций вектора xk при фиксирован-
ном значении вектора yk согласно следующим соотношениям:

,                                (13)

,                                       (14)

где                                               .                                               (15)

Известно, что с учетом сделанных предположений найденная таким образом 
оценка минимизирует матрицу ковариаций погрешности оценки при обработке те-
кущего измерения в классе оценок, линейным образом зависящих от измерения yk 
[48]. Именно это и определяет тот факт, что оценка называется линейной оптималь-
ной. Полученный алгоритм будет лучшим в классе алгоритмов калмановского типа, 
в которых текущие измерения обрабатываются линейным образом. Важное досто-
инство линейного оптимального алгоритма заключается и в том, что вырабатывае-
мая в нем расчетная характеристика точности в виде матрицы ковариаций совпадает 
с ее действительным значением [48, 49]. Это создает предпосылки для корректного 
вычисления коэффициента усиления и повышения точности по сравнению с алго-
ритмами, в которых это условие не выполняется. 

Основная трудность при построении описанного выше алгоритма заключается  
в сложности вычисления необходимых при его реализации математических ожида-
ний ,  и матриц ковариаций , , . Эта сложность обусловлена 
нелинейным характером функций fk(xk–1) и hk(xk). Ясно, что при упрощении процедур 
вычисления указанных моментов в принципе можно получить целый спектр различ-
ных субоптимальных алгоритмов. Особенность рассматриваемого в настоящей работе 
алгоритма вызвана тем, что мы ограничиваемся случаем нелинейности квадратичного 
типа в предположении гауссовского характера порождающего и измерительного шу-
мов, что позволяет получить выражения для искомых моментов в замкнутом виде. 

При реализации этого алгоритма можно выделить два блока: блок вычисления 
оценки прогноза  и расчетной матрицы ковариаций его погрешности Pk/k–1  
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и блок коррекции, в котором в соответствии с (13), (14) вычисляются  и Pk. 
Наличие двух блоков и вид уравнений для оценки, содержащих прогноз и корректи-
рующее слагаемое, линейным образом зависящее от невязки , и опреде-
ляют принадлежность описанного ПФ к алгоритмам калмановского типа. 

В целях компактной записи дальнейших соотношений введем следующие матри-
цы Якоби для функций fk(xk–1) и hk(xk), имеющих вид (3), (4), т.е.

,                 (16)

,              (17)

где  – прогноз оценки ПФ с предыдущего шага. 
В блоке прогноза с использованием  и выраже-

ния (1) вычисляются два первых момента  и  для вектора xk. Принимая во 
внимание результаты приложения 1, нетрудно получить следующие выражения:

,  (18)

. (19)

Используемый в этих формулах оператор Tra×b:R
n∙a×n∙b→Ra×b переводит матрицу

 размерности n∙a×n∙b в матрицу 

 размерности a×b, 

в которой  – матрицы размерности n×n.
При реализации блока коррекции необходимо найти первые два момента ,  

для yk, которые вычисляются с использованием плотности прогноза  и 
выражения (2). По аналогии с (18), (19), полагая, что плотность прогноза гауссов-
ская, т.е. , можем записать 

,    (20)

 (21)
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По сути,  и  представляют собой прогноз измерений, т.е. оценку их воз-
можных значений, полученную с использованием измерений, накопленных до теку-
щего момента времени, и матрицу ковариаций их погрешностей. Появление слагае-
мых  в (19) и Rk в (21) обусловлено наличием независимых от векторов xk–1  
и xk случайных векторов wk в (1) и vk в (2) соответственно. Заметим, что матрица   
в сущности есть не что иное, как матрица ковариаций невязки измерений .

Кроме того, для получения коэффициента усиления и матрицы ковариаций по-
грешностей оценивания в блоке прогноза вычисляется взаимная матрица ковариации 
погрешностей прогноза вектора состояний и погрешностей прогноза измерений :

Можно показать, что для взаимной матрицы ковариаций справедливо следующее 
выражение: 

       (22)

Поясним, как это сделать, полагая для простоты Im = 1. Используя выражение (20), 
для этой матрицы можем записать:

Принимая во внимание справедливость представления

и тот факт, что для центрированного гауссовского вектора нечетные центральные 
моменты равны нулю, окончательно можно получить искомое соотношение (22).

На заключительном этапе с использованием (13)–(15) можно вычислить искомые 
оценку вектора состояния и матрицу ковариаций ее погрешностей.

Таким образом, алгоритм ПФ для задачи с квадратичными нелинейностями сво-
дится к реализации соотношений (13)–(22), которые можно представить в виде так 
называемого псевдокода, приведенного в табл. 1.

Следует обратить внимание на то, что приведенные соотношения (20)–(22) полу-
чены в предположении гауссовского характера плотности прогноза.

Т а б л и ц а  1

Полиномиальный фильтр для задачи фильтрации 
с квадратичными нелинейностями

1. Вход: fk(•), hk(•), Гk, Qk, uk, yk, Rk, n, m.

2. Начало: , .
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3. Для k = 1,2…

3.1. Формирование матриц  и с их помощью матриц 

.

3.2. Вычисление прогноза и расчетной матрицы ковариаций его погрешностей

,

.

3.3. Формирование матриц  и с их помощью матриц

.

3.4. Вычисление прогноза измерений и матрицы ковариаций его погрешностей 

,

3.5. Вычисление взаимной матрицы ковариаций

.

3.6. Вычисление коэффициента усиления

.

3.7. Вычисление оценки и матрицы ковариаций ее погрешностей на текущем шаге

,

.

4. Переход к п.3.

5. Выход: , .

Сделаем несколько замечаний. 
1. Важно подчеркнуть, что описанный алгоритм направлен на минимизацию ма-

трицы ковариаций при обработке текущего измерения в классе линейных относи-
тельно этого измерения процедур обработки, т.е. алгоритм синтезирован исходя из 
стремления построить лучший в этом смысле алгоритм в классе алгоритмов кал-
мановского типа, содержащих блок прогноза и блок коррекции, в котором текущее 
измерение обрабатывается с использованием линейной процедуры.

2. Следует иметь в виду, что полученный алгоритм, представленный в табл. 1, 
строго совпадет с линейным оптимальным алгоритмом при обработке текущего из-
мерения лишь в случае, когда апостериорная плотность на предыдущем шаге гаус-
совская и при этом нелинейности проявляются по отдельности – либо в уравнении 



Гироскопия и навигация. Том 29. №3 (114), 2021 13

Алгоритм полиномиальной фильтрации в задачах обработки навигационной информации... 

динамики, либо в уравнении измерений. Это обусловлено тем, что при гауссовской 
аппроксимации апостериорной плотности на предыдущем шаге при линейных урав-
нениях динамики плотность прогноза будет тоже гауссовской, что и обеспечивает 
возможность получения соотношений (20)–(22) при наличии нелинейностей в изме-
рениях. Наличие нелинейностей в уравнениях динамики порождает негауссовский 
характер плотности прогноза, но при линейном характере измерений достаточно 
знать только ее первые два момента, которые с помощью выражений (18), (19) опре-
деляются точно. Знание этих моментов при линейном характере измерений обеспе-
чивает возможность точного вычисления ,  и . Если же и измерения 
нелинейны, то выражения (20)–(22) могут быть получены в предположении гауссов-
ского характера плотности прогноза. Такое предположение в частности обеспечива-
ет обнуление нечетных моментов, которое используется при доказательстве соотно-
шений, приведенных в приложении 1. Таким образом, при наличии нелинейностей 
в уравнениях динамики и измерений полученные соотношения будут представлять 
лишь приближенную реализацию процедуры обработки текущего измерения с по-
мощью линейного оптимального алгоритма.

3. Важное достоинство линейного оптимального алгоритма заключается в адек-
ватности вырабатываемой расчетной матрицы ковариаций. Именно это обстоя-
тельство создает предпосылки для более эффективной работы ПФ по сравнению  
с традиционными алгоритмами калмановского типа. Вместе с тем следует помнить, 
что в целом при построении ПФ на каждом шаге действительная апостериорная 
плотность заменяется ее гауссовской аппроксимацией. Такая замена может служить 
источником дополнительных погрешностей как при получении оценки, так и при 
вычислении матрицы ковариаций и, как следствие, приводить к нарушению свой-
ства состоятельности алгоритма и увеличению погрешности оценивания по сравне-
нию с нелинейным оптимальным алгоритмом.

3. Взаимосвязь полиномиального фильтра и фильтров калмановского типа

Обсудим взаимосвязь предложенного ПФ с наиболее распространенными фильтра-
ми калмановского типа: обобщенным фильтром Калмана и фильтрами второго порядка.

3.1. Взаимосвязь с обобщенным фильтром Калмана

В целях установления взаимосвязи и отличий алгоритмов ПФ и ОФК (EKF – 
Extended Kalman Filter) целесообразно рассмотреть более общий случай задачи  
в предположении, что fk(xk–1) и hk(xk) – нелинейные дважды дифференцируемые функ-
ции общего вида, для которых справедливо приближенное представление в виде раз-
ложений Тейлора, аналогичное тому, которое приведено для p-мерной вектор-функ-
ции φ(x) n-мерного аргумента в приложении 2. Эти представления запишем в виде:

                     (23)



14 Гироскопия и навигация. Том 29. №3 (114), 2021

О. А. Степанов, Ю. А. Литвиненко, В. А. Васильев, А. Б. Торопов, М. В. Басин

                  (24)

Входящие в (23) и (24) функции ,  и ,  опре-
деляются аналогично выражениям (2.2), (2.3), приведенным в приложении 2, с уче-
том того факта, что при их конкретизации следует использовать подстрочные индексы  
с двойной нумерацией, в которой первый индекс соответствует номеру компоненты,  
а второй – дискретному моменту времени. Так, к примеру, при e = n для φ(x) ≡ f(x)

;    (25)

а

, 

   (26)

Обсуждая взаимосвязь и отличия ПФ и ОФК, целесообразно привести выраже-
ния для ОФК и проанализировать их отличие от ПФ.

С учетом введенных обозначений нетрудно записать набор выражений для ОФК, 
содержащий блок прогноза вектора состояния

,                                          (27)

       (28)

и блок коррекции оценки. В этом блоке вычисляются прогноз для измерений и ма-
трица ковариаций его погрешностей 

,                                               (29)

,                (30)
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взаимная матрица ковариации

             (31)

коэффициент усиления, искомая оценка вектора состояний и соответствующая ей 
матрица ковариаций 

,                      (32)

,                          (33)

.               (34)

Принимая во внимание структуру ПФ, описанную в предыдущем подразделе, 
результаты, приведенные в приложении 2, и сопоставляя алгоритм ПФ с выражени-
ями (27)–(34), нетрудно убедиться в том, что для построения ПФ при наличии тех 
или иных нелинейностей необходимо к уравнениям, аналогичным уравнениям для 
ОФК, указанным в скобках во второй колонке табл. 2, добавить дополнительные 
слагаемые, которые представлены в третьей колонке. Причины появления дополни-
тельных слагаемых указаны в первой колонке.

Т а б л и ц а  2

Дополнительные к ОФК слагаемые в ПФ

Причина Куда входит Вид дополнительного слагаемого

Нелиней-
ность в 
уравнении 
динамики

в выражение для 
прогноза вектора 
состояния вида (27)

в выражение для 
матрицы ковариа-
ций погрешности 
прогноза вектора 
состояния вида (28)

в выражение для 
матрицы ковариа-
ций погрешности 
прогноза текущего 
измерения вида (30)

в выражение для 
взаимной матрицы 
ковариации вида (31)
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Нели-
нейность 
в урав-
нениях 
динамики 
и измере-
ний*

в выражение для 
прогноза текущего 
измерения вида (29)

в выражение для 
матрицы ковариа-
ций погрешности 
прогноза текущего 
измерения вида (30)

*Примечание. Влияние нелинейностей в уравнениях динамики на величину  проявляется в соотно-
шениях в правой части таблицы вследствие наличия дополнительного слагаемого  в матрице 

Вводя матрицу 

и используя введенные обозначения для дополнительных слагаемых, можем свести 
описанные алгоритмы ПФ и ОФК в единую табл. 3, наглядно иллюстрирующую от-
личия ПФ и ОФК.

Т а б л и ц а  3

Единая запись алгоритмов ПФ и ОФК

N µ=PF, EKF

Вычисление прогноза и расчетных матриц ковариаций его погрешностей

1
где

2 где

,

Вычисление прогноза измерений и матрицы ковариаций его погрешностей

3
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4 где

Вычисление взаимной матрицы ковариаций

5 ,
где

Вычисление коэффициента усиления

6

Вычисление оценки и матрицы ковариаций ее погрешностей на текущем шаге

7
,

Целесообразно заметить, что при решении конкретных задач какие-то слагаемые 
могут оказаться несущественными, и при реализации алгоритма ПФ ими можно 
пренебречь. Это порождает различные варианты построения упрощенных (субоп-
тимальных) ПФ. 

Сопоставляя ОФК и ПФ, отметим следующее.
ПФ и ОФК имеют одинаковую структуру, соответствующую алгоритмам калма-

новского типа и содержащую блок прогноза, задаваемый формулами в строках 1 и 2 
табл. 3, и блок коррекции, задаваемый соотношениями в остальных строках. Общим 
для двух обсуждаемых алгоритмов являются их рекуррентный по отношению к из-
мерениям характер и предположение о гауссовской аппроксимации плотности на 
предыдущем шаге обработки. Следует также отметить, что оба эти алгоритма, не-
смотря на линейность процедуры обработки текущего измерения, в целом являются 
нелинейными. Это объясняется тем обстоятельством, что при реализации алгорит-
мов используются значения нелинейных функций и их производных, вычисляемых 
в точках, зависящих от оценок на предыдущих шагах, в свою очередь зависящих от 
всех предыдущих измерений.
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Заметим, что ОФК можно рассматривать как приближенную реализацию ПФ, т.е. 
приближенную реализацию процедуры получения линейной оптимальной оценки 
при обработке текущего измерения. 

Основные отличия двух алгоритмов обусловлены тем фактом, что при вычисле-
нии математических ожиданий и матриц ковариаций для прогноза оценки вектора 
состояний (графы 1 и 2), прогноза измерений (графы 3, 4) и взаимной матрицы ко-
вариаций (графа 5) в ПФ используются более точные выражения, поскольку в них 
учитывается наличие нелинейных, точнее, квадратичных членов. Это явно проявля-
ется в виде дополнительных слагаемых в выражениях, приведенных в табл. 3. В слу-
чае ОФК эти слагаемые отсутствуют, что и является причиной ухудшения точности 
ОФК по сравнению с ПФ. 

Как следует из табл. 3, наличие нелинейностей в уравнениях динамики и урав-
нениях измерений похожим образом проявляется в соотношениях для прогноза век-
тора состояний и прогноза измерений и соответствующих им матриц ковариаций. 
Нелинейность в уравнениях динамики проявляется еще и в уравнениях для про-
гноза измерений и матрицы ковариаций их погрешностей. Кроме того, важно иметь  
в виду, что, несмотря на общую структуру алгоритмов, их отличия порождены еще  
и тем, что значения функций и производных от них в этих алгоритмах рассчитыва-
ются в разных точках.

Специфика проявления отмеченных отличий во второй части статьи обсуждает-
ся на конкретных примерах. Здесь же проиллюстрируем приведенные соотношения 
для простейшего случая задачи фильтрации для скалярной величины 

xk = f(xk–1)+wk,                                (35)

по скалярным измерениям

yk = h(xk)+vk .                                                     (36)

В этих соотношениях wk, vk – независимые друг от друга и от x0 центрированные 
дискретные гауссовские белые шумы с дисперсиями  и . 

В рассматриваемом примере можем записать следующий приводимый ниже в 
табл. 4 набор соотношений для ПФ и ОФК.

Т а б л и ц а  4

Единая запись алгоритмов ПФ и ОФК для скалярного примера

N Вычисление прогноза и расчетных матриц ковариаций его погрешностей

1

где 
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2
где

Вычисление прогноза измерений и матрицы ковариаций его погрешностей

3

где
.

4
где

.

Вычисление взаимной матрицы ковариаций

5

где
.

Обращаем внимание на то, что дополнительные слагаемые , , , кото-
рые следует добавлять в уравнения, соответствующие дисперсиям, положительные.  
В этой связи любопытно отметить следующий факт: уравнения для ПФ в рассма-
триваемом примере формально будут совпадать с уравнениями для ОФК, синтези-
рованного для решения задачи нестационарной фильтрации скалярной величины, 
соответствующей модели



20 Гироскопия и навигация. Том 29. №3 (114), 2021

О. А. Степанов, Ю. А. Литвиненко, В. А. Васильев, А. Б. Торопов, М. В. Басин

,                    (37)

по скалярным измерениям

.                         (38)

В этих уравнениях величины ,  и  в текущий 
момент трактуются как известные значения,  – как дополнительный порождаю-
щий шум с дисперсией , а  – как дополнительный белый шум с дисперсией 

. Эти шумы считаются независимыми от wk и vk. Наличие дополнитель-
ного измерительного шума , коррелированного с порождающим шумом 

, обеспечивает наличие дополнительного слагаемого  в уравнении 
для дисперсии погрешности прогноза измерения и слагаемого  в выра-
жении для взаимной матрицы ковариации. Формальность совпадения в частности 
проявляется в том, что значения, при которых вычисляются указанные параметры, 
для ОФК и ПФ будут различными.

Поскольку ОФК, используемый для решения задачи (35), (36), синтезируется для 
модели, в которой не предполагается наличия величин ,  в уравнениях дина-
мики и  в уравнениях измерений, то наблюдается ухудшение точности 
ОФК по сравнению с ПФ.

Во второй части статьи будет показано, что отмеченная аналогия может быть 
установлена и при решении конкретных прикладных задач и оказывается полезной 
при проведении приближенного анализа точности ПФ и исследовании его специфи-
ки по сравнению с ОФК.

Замечание. Следует обратить внимание на то, что в табл. 3 приведены соотноше-
ния для алгоритма ПФ, ориентированные на представление нелинейных функций  
с помощью разложений (23), (24). Вместе с тем понятно, что эти же соотношения 
для функций fk(xk–1) и hk(xk) можно записать в виде (3) и (4):

,                   (39)

                        (40)

если векторы  и  и матрицы , , ,  задать как

,

, ,

,

, .
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В этом случае при реализации алгоритма ПФ можно использовать выражения, 
приведенные в табл. 1.

3.2. Взаимосвязь с фильтрами второго порядка

Для решения рассматриваемых задач с квадратичными нелинейностями можно 
применить и так называемые фильтры второго порядка (Second-Order Kalman Filter, 
SOKF), при синтезе которых тем или иным образом учитывается наличие квадратич-
ных слагаемых при использовании представления нелинейных функций в виде раз-
ложения Тейлора. Обсудим связь предложенного ПФ с фильтрами второго порядка, 
которые также представляют собой фильтры калмановского типа, содержащие блок 
прогноза и блок коррекции. Различные модификации фильтров второго порядка по-
явились достаточно давно, и учет квадратичных слагаемых в них проводился путем 
тех или иных уточнений блоков прогноза и (или) блока коррекции [4, 19, 30, 65–67]. 

Анализ известных авторам вариантов построения фильтров второго порядка по-
казал, что одна из наиболее близких к предложенному алгоритму ПФ модификаций 
таких фильтров рассматривается в [30; с. 413, 419]. В этой модификации прогноз 
реализуется с помощью равенств

(41)

                (42)

а обработка измерений в блоке коррекции выполняется точно так же, как и в ПФ,  
с помощью выражений, аналогичных (20)–(22). 

Из (41) и (42) видно, что в обсуждаемой модификации фильтра второго порядка 
[30; с. 413, 419] оценка прогноза вычисляется по структуре ПФ, а матрица ковариа-
ций ее погрешностей – по структуре ОФК, что приводит к потере дополнительного 
слагаемого .

Блок вычисления оценки на текущем шаге и соответствующей ей расчетной ма-
трицы ковариаций ее погрешности при обработке очередного измерения в SOKF по 
структуре совпадает с таким же блоком для ПФ, где ,  следует заменить на 

 и . Тем не менее отсутствие дополнительного слагаемого  приводит 
также и к потере слагаемых  в матрице ковариаций погрешностей прогноза из-
мерений и  во взаимной матрице ковариации.

Из сказанного следует, что описанный в работе [30, c. 413, 419] фильтр второго 
порядка представляет собой приближенную реализацию ПФ, в которой не учиты-
вается наличие слагаемых ,  и , что в конечном счете может 
приводить к дополнительным погрешностям оценивания по сравнению с ПФ.

В работе [67] рассмотрен еще один вариант фильтра второго порядка, в котором при-
ближенно вычисляются слагаемые, обусловленные нелинейностями в измерениях. В то 
же время в ряде работ приведены соотношения для фильтров второго порядка при нали-
чии нелинейностей только в измерениях, полностью совпадающие в этом случае с ПФ.

Пренебрегая различными дополнительными слагаемыми при реализации ПФ, 
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получаем целый набор упрощенных (субоптимальных) ПФ, которые можем трак-
товать как различные варианты фильтров второго порядка, понимая под этим алго-
ритмы, учитывающие в том или ином виде наличие квадратичных нелинейностей. 

В свою очередь, рассматриваемый в настоящей работе алгоритм ПФ можно ин-
терпретировать как одну из модификаций фильтров второго порядка, позволяющую 
учесть наличие квадратичных слагаемых в наиболее полном объеме. 

4. Методика оценки эффективности алгоритмов и их сопоставления

Выше отмечались преимущества ПФ по сравнению с ОФК и фильтрами второго 
порядка. При решении конкретных задач желательно привлекать некоторые коли-
чественные характеристики, позволяющие оценивать преимущества сравниваемых 
алгоритмов. Опишем используемую далее методику оценки эффективности алго-
ритмов.

При анализе эффективности синтезируемых алгоритмов и их сопоставлении 
будем использовать безусловные матрицы ковариаций типа (8), расчет которых осу-
ществляется с помощью метода статистических испытаний, т.е. согласно следующим 
выражениям [38]:

.    (43)

Здесь  и , , представляют собой реализации случайных векторов, 
полученные путем моделирования в соответствии с равенствами (1) и (2); ,  
μ = opt, PF, EKF, SOKF – оценки, вычисленные для j-х реализаций  и , .  
При этом ,  и  – оценки, полученные с использова-
нием ПФ, ОФК и фильтра второго порядка по измерениям , а  – опти-
мальная оценка, вычисляемая согласно (6).

Решающую роль при анализе эффективности субоптимальных алгоритмов игра-
ет следующий факт: для оптимального алгоритма (6)–(7) диагональные элементы 
ковариационных матриц безусловных погрешностей (8) определяют минимально 
возможные дисперсии погрешностей оценки компонент вектора состояния и коли-
чественно определяют потенциальную точность оценивания. Как уже отмечалось 
во введении, необходимо учитывать, что в общем случае реализация оптимального 
алгоритма решения задач нелинейной фильтрации затруднена. Вместе с тем следует 
иметь в виду, что исследование эффективности алгоритмов и вычисление необхо-
димой для этого матрицы, характеризующей потенциальную точность, осуществля-
ется путем моделирования в камеральном режиме. Таким образом, объем вычисле-
ний в данном случае не является существенным ограничением и не имеет большого 
значения. Это позволяет использовать для вычисления оптимальной оценки (6) ал-
горитмы, в которых удается проанализировать погрешность численного интегриро-
вания и уменьшить ее до желаемого уровня, изменив соответствующие настройки.  
В частности, для этих целей могут быть использованы методы Монте-Карло и различ-
ные их модификации в виде так называемых фильтров частиц (particle filters) [21–24, 
26–31, 69–71]. Отличительная особенность методов Монте-Карло заключается в том, 
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что имеется принципиальная возможность анализировать точность решения задачи 
непосредственно в ходе расчетов и повышать ее за счет увеличения числа моделируе-
мых реализаций [71]. Метод Монте-Карло и будет использован далее для реализации 
оптимального алгоритма в примерах, рассматриваемых во второй части статьи.

Важным обстоятельством при сопоставлении является факт адекватности выра-
батываемой в алгоритмах расчетной характеристики точности ее действительным 
значениям. Поясним, как это можно проверить.

Известно, что для оптимального алгоритма справедливо следующее соотношение:

               (44)

в котором  – условная матрица ковариаций (7); p(Yk) – функция плотности 
вектора измерений Yk. Другими словами, , т.е. матрицы , , вы-
численные с использованием (43) и (44), совпадают [38]. В сущности, из последнего 
равенства следует достаточно очевидный факт: расчетная матрица ковариаций, вы-
числяемая в оптимальном алгоритме, согласована с действительной матрицей кова-
риаций. Иначе говоря, оптимальный алгоритм обладает свойством состоятельности 
[7]. В то же время для субоптимальных алгоритмов такое совпадение имеет место 
не всегда [72]. В связи с этим при анализе эффективности субоптимальных алгорит-
мов крайне желательно проверять согласованность расчетных матриц ковариаций 
погрешностей оценивания с их реальными значениями. Для этих целей наряду с 
матрицами (43) вычисляют ковариационные матрицы типа (44) по формулам:

 ,               (45)

где  для ,  – расчетные ковариационные матри-
цы погрешностей оценивания сопоставляемых субоптимальных алгоритмов. 

Будем считать далее, что расчетная матрица ковариаций погрешностей оценива-
ния, вырабатываемая в анализируемом алгоритме, согласована с реальной ковариа-
ционной матрицей, если выполняется следующее приближенное равенство: 

, μ = opt, PF, EFK, SOKF,                (46)

где  – диагональные элементы соответствующих ковариационных матриц.
Следует заметить, что в силу нелинейного характера задачи случайные значения 

погрешностей оценивания компонент вектора состояния  в об-
щем случае могут быть негауссовскими даже тогда, когда выполнено соотношение 
(46). В связи с этим желательно, помимо дисперсий этих компонент, задаваемых ди-
агональными элементами матриц (45), оценивать для них вид плотности. Сделать 
это можно в рамках процедуры расчета самих дисперсий путем построения гисто-
грамм для реализаций , . Наличие таких гистограмм  
в том числе позволяет анализировать и максимально возможные значения погреш-
ностей оценивания. Далее в примерах, приводимых во второй части статьи, будет 
проиллюстрирован вид гистограмм для компонент погрешностей оценивания.

Последовательность вычислений матриц ковариаций и построения гистограмм 
описана в табл. 5 в виде псевдокода. 
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Т а б л и ц а  5

Алгоритм вычисления безусловных характеристик точности и построения гистограмм

1. Вход: fk(•), hk(•), Гk, Qk, uk, yk, Rk, n, m, L.

2. Начало: , μ = PF, EKF, SOKF.

3. Для j = 1,2..L
3.1. Моделирование начальных значений вектора состояния и матриц ковариаций:

, , .

3.2. Для k = 1,2…
3.2.1. Моделирование порождающих шумов и шумов измерений:

 .

3.2.2. Моделирование реализаций вектора состояния и измерений:

3.2.3. Запуск оптимального алгоритма оценивания:

вход: , , ,

выход: , 

3.2.4. Вычисление погрешностей оценивания и матрицы ковариаций оптимального алгоритма:

3.2.5. Запуск субоптимального алгоритма оценивания:

вход: , , ,

выход: , .

3.2.6. Вычисление погрешностей оценивания и матрицы ковариаций субоптимального алгоритма:

3.2.7. Переход к п. 3.2.

4. Переход к п. 3.

5. Осреднение:
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6. Построение гистограмм по массивам , j = 1,2..L.

7. Выход: , гистограммы. 

Во второй части статьи будут приведены примеры сопоставления алгоритмов при 
решении прикладных задач обработки навигационной информации с использованием 
описанной процедуры.

5. Заключение 

1. Рассмотрена задача дискретной во времени нелинейной фильтрации при нали-
чии квадратичных нелинейностей как в уравнениях динамики, так и в уравнениях 
измерений.

2. Предложен и подробно описан ПФ, представляющий собой рекуррентный ал-
горитм калмановского типа, в котором оценка прогноза, невязка измерений и ко-
эффициент усиления на каждом шаге при обработке текущего измерения вычис-
ляются с учетом наличия квадратичных нелинейностей исходя из предположения  
о гауссовском характере апостериорной плотности на предыдущем шаге и стремле-
ния минимизировать матрицу ковариаций погрешностей оценивания с использова-
нием линейной относительно текущего измерения процедуры. 

3. Отмечается, что полученные соотношения для ПФ обеспечивают точное вы-
числение линейной оптимальной оценки на текущем шаге обработки только при 
раздельном проявлении нелинейностей квадратичного типа в уравнениях динамики 
либо в уравнениях измерений. В том случае, когда такие нелинейности проявляются 
одновременно в уравнениях динамики и измерений, полученные соотношения обе-
спечивают лишь приближенное нахождение линейной оптимальной оценки с точно-
стью до гауссовской аппроксимации плотности прогноза.

4. Обсуждена связь ПФ с ОФК. Показано, что ПФ может быть получен на основе 
соотношений для ОФК, в которые в общем случае добавляются дополнительные 
слагаемые как в уравнения для прогноза вектора состояний и прогноза измерений, 
так и в уравнения для матриц ковариаций их погрешностей, а также в выражение 
для взаимной матрицы ковариаций погрешностей прогноза вектора состояний и по-
грешностей прогноза измерений. 

5. Получены соотношения для дополнительных слагаемых, появляющихся в вы-
ражениях для ПФ по сравнению с ОФК, и проанализирован их смысл. Отмечается, 
что отсутствие дополнительных слагаемых в ОФК и является причиной ухудшения 
его точности по сравнению с ПФ.

6. Рассмотрена связь ПФ с фильтрами второго порядка. Обращается внимание 
на то, что ПФ может трактоваться как фильтр второго порядка, в котором корректно 
учитывается наличие квадратичных нелинейностей как в выражениях для оценки 
прогноза для вектора состояний и измерений, так и в соответствующих им матрицах 
ковариаций. В свою очередь, различные модификации фильтров второго порядка 
могут трактоваться как варианты приближенной реализации ПФ в зависимости от 
полноты учета дополнительных слагаемых при реализации алгоритма.

7. Изложена методика, позволяющая оценить эффективность ПФ и сопоставить 
его с другими алгоритмами калмановского типа, в частности с ОФК.
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Примеры использования предложенного алгоритма для решения прикладных за-
дач обработки навигационной информации и описанной методики для сопоставле-
ния алгоритмов будут приведены во второй части статьи.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда  
№ 18-19-00627, https://rscf.ru/project/18-19-00627.
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Приложения

Приложение 1. К выводу соотношений для ПФ

Для вывода необходимых соотношений ПФ полезными будут следующие форму-
лы [73]:

,                            (1.1)

,            (1.2)

в которых предполагается, что z – гауссовский вектор размерности n с математи-
ческим ожиданием  и матрицей ковариаций Pz, , т.е. ; 

; A и B – известные квадратные симметрические матрицы.
Здесь и далее Ep(•) означает знак математического ожидания, соответствующего 

плотности случайного вектора, указанного в качестве аргумента.
Как следствие можем также записать:

,                                        (1.3)

.                   (1.4)

Лемма 1. Если заданы квадратичные функции ξ1(z) = zTAz + cTz, ξ2(z) = zTBz + dTz,  
в которых A и B – известные квадратные симметрические матрицы, c и d – векторы раз-
мерности n, z – гауссовский вектор размерности n с плотностью , то

,            (1.5)

,      (1.6)

      (1.7)

Доказательство леммы 1. 
Выражения (1.5), (1.6), по сути, есть следствие (1.1). Для получения (1.7) пред-

ставим, например, ξ1(z) с помощью разложения Тейлора с точкой линеаризации, рав-
ной математическому ожиданию , в виде 

,     (1.8)
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где первая и вторая производные  и  для функции ξ1(z) определяются как

,                              (1.9)

.                                          (1.10)

Заметим, что, поскольку ξ1(z) представляет собой полином второй степени, соот-
ношение (1.8) является точным. Из (1.8)–(1.10) следует, что

             (1.11)

Принимая во внимание (1.5), можем записать:

.          (1.12)

Отсюда получаем:

,                (1.13)

где .
Записывая аналогичное представление для ξ2(z) и подставляя его в левую часть 

(1.7), убеждаемся, перемножая и приводя подобные члены, в справедливости (1.7)  
с учетом симметричности матриц A и B и того факта, что нечетные центральные 
моменты центрированного гауссовского вектора равны нулю.

Лемма 2. Если задан случайный s-мерный вектор ξ в виде

ξ(z) = Θz + (Is⊗zT)Ψz,                                     (1.14)

где z – n-мерный гауссовский случайный вектор с плотностью ; 

Θ и  – известные матрицы размерности s×n и sn×n соответственно, 

то для математического ожидания и матрицы ковариаций этого вектора справедливы 
следующие соотношения:

,  (1.15)

          (1.16)
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Используемый в этих выражениях оператор Tra×b:R
n·a×n·b→Ra×b переводит матрицу

 размерности n·a×n·b в матрицу 

                                 (1.17)

размерности a×b, где Mi,j, i = 1,…,a; j = 1,…,b – матрицы размерности n×n.
Введем матрицу . При этом нетрудно убедиться в том, что 

т.е. для матрицы ковариаций  можно получить компактное 
представление 

.     (1.18)

Доказательство леммы 2. Формулу (1.15) легко получить с учетом (1.1):

Формулы (1.16) и, как следствие, (1.18) по сути являются многомерным обобще-
нием выражения (1.7), и точно так же, как и в лемме 1, их можно получить с исполь-
зованием (1.5)–(1.7), принимая во внимание симметричность матриц Ψ1, Ψ2,…,Ψs  
и тот факт, что нечетные центральные моменты центрированного гауссовского век-
тора  равны нулю.

Приложение 2. Приближенное представление нелинейных функций

Пусть  – l-мерная вектор-функция n-мерного векторного 
аргумента с компонентами φj(x), . Будем полагать, что для каждой компонен-
ты справедливы следующие представления:

, ,   (2.1)
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где

,             (2.2)

.               (2.3)

Для получения компактной записи введем следующие обозначения для l×n ма-
трицы Якоби φ'(x*) и блочной ln×n матрицы Гессе φ″(x*):

, ,

в которых  и , .
В этом случае выражение (2.3) можем записать в виде

.      (2.4)

Предположим теперь, что x – n-мерный гауссовский случайный вектор с плотно-
стью p(x) = N(x; x*, Px).

Опуская знак приближения, можем записать: 

,                  (2.5)

 
           (2.6)

Используемый здесь оператор Tra×b:R
n·a×n·b→Ra×b задан в виде (1.17), в частности
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.  

Соотношения (2.5), (2.6) нетрудно получить из результатов, приведенных в лем-
ме 2 (приложение 1), где вместо матрицы Θ выступает матрица Якоби φ'(x*), вместо 
матрицы Ψ – матрица φ″(x*), а в качестве вектора z рассматривается вектор (x – x*)  
с нулевым математическим ожиданием.
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Abstract. The paper considers the filtering problems solved in navigation data processing under 
quadratic nonlinearities both in system and measurement equations. A Kalman type 
recursive algorithm is proposed, where the predicted estimate and gain at each step are 
calculated based on the assumption on the Gaussian posterior proba-bility density function 
of the estimated vector at the previous step and minimization of estimation error covariance 
matrix using a linear procedure with respect to the current measurement. The similarities 
between this algorithm and other Kalman type algorithms such as extended and second-
order Kalman filters are discussed. The procedure for estimating the performance and 
comparing the algorithms is presented.  
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