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Рассматривается метод оценивания траекторных параме-
тров движения космического аппарата (КА) путем комплекси-
рования измерительной информации аппаратуры спутниковой 
навигации и данных, полученных при помощи бортовых алгорит-
мов баллистического прогноза движения. Традиционные подходы 
к решению задачи основаны на использовании фильтра Калмана 
для определения координат и вектора скорости КА, при этом  
к бортовым алгоритмам навигации предъявляется требование  
о минимизации вычислительной нагрузки на бортовой компью-
тер. Предлагается способ декомпозиции бортового фильтра на 
три параллельно работающих фильтра второго порядка, суще-
ственно сокращающий вычислительную нагрузку при работе ал-
горитма практически без потери точности вычислений.
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Введение

Задача автономной навигации является одной из важнейших для обеспечения 
функционирования целевой аппаратуры КА. В настоящее время она решается на 
основе данных бортового алгоритма баллистического прогноза движения КА и ин-
формации аппаратуры спутниковой навигации (АСН). Различные подходы к этому 
вопросу изложены в ряде российских и зарубежных работ [1−5].

Чтобы решить задачу оценивания параметров движения центра масс объекта  
(координат и компонент вектора скорости) на борту КА, используется два источника 
информации:

1) баллистический прогноз, погрешности которого неограниченно возрастают во
времени;

2) измерения АСН, погрешности которых моделируются стационарным случай-
ным процессом.
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Окончательно параметры движения центра масс КА оцениваются путем 
комплексной обработки указанной информации и выработки комплексированного 
решения, оптимального по критерию минимума среднеквадратической погрешности 
(СКП) оценки.

Представим постановку задачи комплексной обработки информации бортового 
алгоритма баллистического прогноза движения КА и АСН в общем виде – анало-
гично описанию задачи коррекции бесплатформенной инерциальной навигацион-
ной системы в [6].

Пусть поведение динамического объекта – КА можно описать уравнениями

где x − вектор состояния; u – информация о внешних силах, действующих на КА.
Для определения текущего значения x привлекаются следующие данные:

где δx0 − погрешность начального значения вектора состояния; δu − погрешность 
моделирования величины u.

Система, определяющая вектор состояния x, описывается уравнениями

Эти уравнения назовем по традиции модельными.
Уравнение погрешностей для величины

в линеаризованной форме:

АСН предоставляет данные измерений z вектора x:

где ζ – погрешность измерения АСН.
Формируется линеаризованное измерение:

                                                 (1)

Структура алгоритма оценивания с использованием калмановской фильтрации:

                                             (2)

где K – коэффициент усиления, выбирается согласно калмановской процедуре.
Оценка x(+) фазового вектора x определяется как

.

В практике используются соответствующие дискретные соотношения.
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Существующие методы решения задачи основаны на использовании фильтра 
Калмана для оценивания трех координат и трех составляющих вектора скорости [7]. 
Это позволяет снизить воздействие шумовых составляющих измерений на точность 
оценивания, упростить бортовую баллистическую модель, обеспечить контроль  
и диагностику аномалий измерений АСН.

Численная реализация соответствующего алгоритма в бортовом вычислителе при 
традиционной реализации фильтра Калмана требует значительных вычислительных 
затрат. Далее приводится способ декомпозиции полноразмерного фильтра шестого 
порядка на три параллельно работающих фильтра второго порядка, существенно со-
кращающий нагрузку на вычислитель без потери точности навигации. Аналогичный 
метод был ранее использован авторами для решения задачи ориентации КА в режи-
ме астрокоррекции [8].

В [8] параметры ориентации КА (параметры его углового движения как твердого 
тела относительно центра масс) оцениваются по измерениям астродатчика, который 
выдает кватернион ориентации своей приборной системы координат относительно 
инерциальной системы координат (ИСК). В настоящей работе аналогичный подход 
используется для решения задачи навигации КА, т.е. для оценивания параметров дви-
жения центра масс (координат и составляющих вектора линейной скорости) по пози-
ционным и скоростным измерениям АСН. В условиях космического полета эти задачи 
разделяются. Предлагаемые алгоритмы могут применяться также при навигации раз-
гонных блоков ракет-носителей на пассивных участках полета.

Отметим, что численная реализация фильтра Калмана важна как для экономии 
вычислительных затрат, так и для обеспечения устойчивости вычислений. Были 
предложены различные подходы к снижению вычислительной нагрузки при чис-
ленной реализации фильтра [9, 10]: упрощение модели динамической системы, 
уменьшение размерности вектора состояния, его декомпозиция на ряд подвекторов 
меньшей размерности, последовательная обработка измерений, привлечение субоп-
тимальных фильтров. В настоящее время для эффективной численной реализации 
фильтра Калмана используется U-D-модификация метода квадратного корня [11], 
устойчивая к погрешностям машинного округления, в которой отсутствуют опера-
ции извлечения квадратного корня и матричного обращения и на каждой итерации 
алгоритма применяется последовательная поскалярная обработка измерений. Этот 
вариант U-D-фильтра задействован в описываемых ниже алгоритмах навигации.

Следует отметить, что вычислительные затраты при реализации фильтра Калма-
на нелинейным образом зависят от его размерности: так, число ячеек памяти про-
порционально квадрату размерности фазового вектора, а число операций сложения 
и умножения – ее кубу. В связи с этим, если в конкретной задаче оценивания мож-
но использовать ряд фильтров меньшей размерности, позволяющих решить задачу  
с требуемой точностью, это будет оправдано с точки зрения уменьшения вычисли-
тельной нагрузки на бортовой компьютер.

При построении декомпозированных алгоритмов навигации были задействованы 
приемы декомпозиции задач оценивания по компонентам вектора измерений. Дета-
ли описаны, в частности, в [6].

Важной составляющей рассматриваемой задачи является сравнительный анализ 
точности предлагаемых декомпозированных алгоритмов и полноразмерного опти-
мального алгоритма.
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Основная цель исследования – разработка декомпозированного алгоритма ком-
плексной обработки информации.

Статья структурирована следующим образом: сначала приводятся опорные мате-
матические соотношения исследуемой задачи, далее задача навигации КА рассма-
тривается как коррекция результатов баллистического прогноза при помощи изме-
рений АСН. Ее решение порождает оптимальный алгоритм комплексной обработки 
информации, который служит образцовой моделью для алгоритма комплексирова-
ния. Далее на основе этой модели строятся декомпозированные поканальные алго-
ритмы оценивания. Описываются результаты ковариационного анализа их точности 
по сравнению с оптимальным алгоритмом и приводятся некоторые результаты мо-
делирования алгоритмов на примере оценивания параметров движения разгонного 
блока на пассивном участке траектории.

Опорные математические соотношения задачи навигации 
как задачи оценивания вектора состояния по измерениям АСН

Ставится задача оценивания вектора состояния

по дискретным измерениям АСН

получаемым в моменты времени tk, k = 0, 1, 2...
Здесь

– 

координаты КА в осях ИСК;

 –

вектор абсолютной скорости КА в осях ИСК;

позиционные и скоростные данные АСН; ζr,k и ζv,k – случайные погрешности измере-
ний АСН, представляющие собой белые дискретные гауссовские шумы с заданными 
априорными характеристиками:
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Здесь M {...} – символ математического ожидания, I – единичная матрица, δik − сим-
вол Кронекера.

Будем считать, что ИСК, в которой выдается корректирующая информация АСН, 
определена следующим образом [12]: начало совпадает с центром масс Земли, ось z 
направлена в Северный полюс мира, ось x расположена в плоскости экватора и направ-
лена в точку весеннего равноденствия, ось y дополняет систему до правой. Полюс мира 
и точка весеннего равноденствия соответствуют стандартной эпохе 2000.0 (JD2000.0).

Во избежание перегрузки статьи техническими деталями вопросы синхрониза-
ции моментов измерений АСН и моментов формирования результатов баллистиче-
ского прогноза не рассматриваются: предполагается, что возможная рассинхрониза-
ция относительно мала.

Опорные уравнения движения КА:

                                                     (3)

                                             (4)

Здесь g(r) – вектор удельной силы тяготения в инерциальных осях; qw(t) – случайные 
возмущения (силы), действующие на КА.

Положим, что на рассматриваемых высотах орбитального движения (геостацио-
нарные, высокоэллиптические орбиты) влияние сопротивления атмосферы на дви-
жение КА относительно мало и его можно моделировать шумовой составляющей 
ошибок модели движения. В соответствии с этим допущением вектор qw(t) далее 
будем моделировать белым шумом с известными априорными характеристиками:

Уравнения движения (3), (4) можно записать совместно:

где

Их можно также представить в матричной форме:

Модельные уравнения баллистического прогноза, используемые в бортовом вы-
числителе, имеют вид

Здесь rʹ(t) − модельные инерциальные координаты КА; vʹ(t) − вектор модельной аб-
солютной скорости КА в осях ИСК; gʹ(rʹ) – вычисляемый по известной модели век-
тор удельной силы тяготения в осях ИСК.
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Для определенности будем использовать модель центрального поля тяготения. 
Тогда имеем:

где μ = 398600,4415∙109 м3/с2 − гравитационная постоянная Земли.
Введем вектор погрешностей баллистического прогноза

и вектор разности между измерениями АСН и модельными параметрами

Уравнения погрешностей баллистического прогноза:

Здесь G(r) = gij(r) = ∂gi(r) / ∂rj, i, j = 1, 2, 3 – гравитационный тензор.
Для модели центрального поля имеем:

Уравнения измерений:

Задача оценивания, оптимальный фильтр Калмана

Сформулируем задачу оценивания вектора состояния x(t) по измерениям zk в не-
прерывном времени:
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Для построения расширенного фильтра Калмана проведем линеаризацию модели 
динамической системы в окрестности прогнозируемой траектории:

,

где δx(t) − вектор погрешностей оценок; .
Тогда

.

Отсюда получаем линейную задачу оценивания вектора погрешностей δx(t) по 
разностным корректирующим измерениям zk в соответствии с уравнениями (1), (2):

Соответствующая линейная задача оценивания в дискретном времени:

Здесь Фk|k–1 − переходная матрица; матрицы B, H совпадают с аналогичными матри-
цами для непрерывной во времени модели; qw,k – дискретный во времени белый шум, 
эквивалентный шуму qw, с матрицей интенсивностей Qk.

Переходная матрица Фk|k–1 и матрица шума системы Qk:

Введем обозначения:
δxk

(–), δxk
(+) − априорная и апостериорная оценки вектора погрешностей δxk;

 − априорная и апостериорная погрешности оце-
нивания;

ковариационные матри-
цы априорных и апостериорных погрешностей оценивания соответственно.

Оптимальный алгоритм оценивания описывается формулами (5)–(13) [10].
Априорные оценки (прогноз):

                                                      (5)

.                                                          (6)
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(математическое ожидание априорной погрешности оценивания тождественно рав-
но нулю),

                                            (7)

Апостериорные оценки (обработка измерений):

                                                      (8)

                                      (9)

                             (10)

                                            (11)

                                                 (12)
Начальные условия:

                                       (13)

Задача оценивания, декомпозированный алгоритм

Введем три вектора погрешностей

 

и три вектора корректирующих разностных измерений

Дискретная форма уравнений погрешностей баллистического прогноза:

где параметры ui,k:

Далее при реализации декомпозированных алгоритмов коррекции на этапе про-
гноза оценок величины ui,k будут рассматриваться как известные управления, форми-
руемые по оценкам соответствующих декомпозированных фильтров:
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Переходные матрицы декомпозированных фильтров:

Смысл введения параметров ui,k состоит в том, чтобы разбить фильтр шестого по-
рядка на три фильтра второго порядка, работающие независимо и последовательно. 
В каждом из них параметр ui,k известен и рассматривается как заданное управление, 
непосредственно воздействующее на оцениваемые параметры.

Декомпозированный алгоритм оценивания описывается формулами (14)–(43).
Априорные оценки (прогноз):

                                                   (14)

                                 (15)

                                (16)

                                (17)

                                                   (18)

                                                 (19)

                                                (20)

                                   (21)

                                    (22)

                                   (23)

        (24)
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Апостериорные оценки (обработка измерений):

                                                (25)

                                               (26)

                                                (27)

                              (28)

                             (29)

                              (30)

          (31)

                             (32)

                           (33)

                           (34)

                                        (35)

                                       (36)

                                        (37)

Коррекция вектора состояния:

                                                (38)

                                               (39)

                                               (40)

                                         (41)

                                         (42)

                                        (43)

Ковариационный анализ точности декомпозированного алгоритма

Из оценок декомпозированных фильтров сформируем составной вектор состоя-
ния декомпозированного алгоритма оценивания:
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Введем априорные и апостериорные погрешности оценок декомпозированного 
алгоритма

и соответствующие ковариационные матрицы

Декомпозированный алгоритм отличается от оптимального только выбором со-
ставной матрицы коэффициентов , сформированной из коэффициентов усиления, 
выработанных декомпозированными фильтрами:

Здесь  – коэффициенты усиления трех декомпозированных 
фильтров второго порядка.

При создании составного декомпозированного алгоритма параметры управлений ui,k 
входят в переходную матрицу Фk|k–1, в силу чего она остается неизменной.

Декомпозированный алгоритм в составной форме можно описать выражениями 
(44)–(48).

Априорные оценки:

                                                       (44)

                                     (45)

Апостериорные оценки:

                          (46)

                       (47)

                                           (48)

Введем априорные и апостериорные относительные погрешности декомпозиро-
ванного алгоритма:
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Они удовлетворяют уравнениям:

                                                      (49)

               (50)

                                                (51)

                                                      (52)

Введем матрицы кросс-ковариаций априорных и апостериорных погрешностей 
оценок оптимального и декомпозированного алгоритмов:

Они удовлетворяют уравнениям:

                                    (53)

                   (54)

Поскольку из (9) следует, что

имеем

Введем составные векторы априорных и апостериорных погрешностей

и соответствующие ковариационные матрицы
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Ковариационные матрицы априорных оценок:

                                             (55)

Ковариационные матрицы апостериорных оценок:

Окончательно имеем для апостериорных погрешностей:

      (56)

Выражения (55) и (56) описывают поведение во времени относительных погреш-
ностей декомпозированного алгоритма по сравнению с оптимальным. Отметим, что 
при их выводе не использовались свойства конкретной рассматриваемой динамиче-
ской системы, т.е. они характеризуют снижение точности оценок любого алгоритма 
калмановского типа, отличающегося от фильтра Калмана выбором матрицы коэффи-
циентов усиления, в сравнении с точностью оптимального алгоритма.

Анализ вычислительной сложности (количества арифметических операций) оп-
тимального и декомпозированного алгоритмов показывает, что программная реали-
зация декомпозированного алгоритма требует примерно в пять раз меньше операций 
умножения и деления.

Результаты моделирования

Приведем результаты моделирования работы декомпозированного алгоритма при 
оценке параметров движения разгонного блока ракеты-носителя на пассивном участ-
ке траектории (при выключенном маршевом двигателе) продолжительностью 2858 с.

При моделировании аномального гравитационного потенциала Земли учитыва-
лись члены его разложения в ряд по сферическим функциям вплоть до восьмого 
порядка. При моделировании бортового алгоритма принималось в расчет только 
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центральное поле тяготения. Параметры модели шумовых погрешностей измерений 
АСН: σr = 15 м, σv = 0,05 м/с. Частота измерений АСН – 1 Гц.

На рис. 1 приведены графики погрешностей по оси x измерений АСН, погреш-
ности оценивания координат и составляющих вектора скорости объекта с помощью 
декомпозированного алгоритма, а также соответствующие им оценки СКП.

На рис. 2 представлены графики разности погрешностей оценивания координат 
и составляющих вектора скорости по оси x с помощью декомпозированного и опти-
мального алгоритмов и их СКП, рассчитанные по (55), (56). Колебания погрешностей 
обусловлены совершением разгонным блоком оборотов вокруг Земли на пассивном 
участке траектории полета. Графики демонстрируют снижение точности оценок 
по сравнению с оптимальным алгоритмом порядка 1 мм (0,07 %) по координатам  
и 10−2 мм/с (0,02 %) по компонентам вектора скорости, т.е. пренебрежимо малое.

Рис. 1. Погрешности оценивания координат по оси x и x-компоненты вектора скорости по измерениям 
АСН (голубые линии: erASN(X), erASN(VX)) и с помощью декомпозированного алгоритма (черные 

линии: erDF(X), erDF(VX)) с соответствующими оценками СКП (±1 СКП, sigma(X), sigma(VX))

Рис. 2. Разности погрешностей оценивания координат по оси x и x-компоненты вектора скорости  
с помощью декомпозированного и оптимального алгоритмов (черные линии: deltaX, deltaVX)  

с их СКП (зеленые линии: std(deltaX), std(deltaVX))
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Выводы

Рассмотрена задача комплексной обработки информации АСН и алгоритма бор-
тового баллистического прогноза с целью оценки параметров движения КА или раз-
гонного блока на пассивном участке полета. Предложен метод декомпозиции опти-
мального фильтра Калмана шестого порядка на три фильтра второго порядка, что 
позволяет существенно снизить вычислительную сложность алгоритма.

Получены соотношения, описывающие поведение во времени ковариационных 
матриц относительных погрешностей декомпозированного алгоритма по сравнению 
с оптимальным, справедливые для алгоритма калмановского типа, отличающегося 
от фильтра Калмана выбором матрицы коэффициентов усиления.

Ковариационный анализ точности результатов работы декомпозированного алго-
ритма по сравнению с оптимальным алгоритмом показывает потери точности оце-
нивания координат и составляющих вектора скорости аппарата порядка нескольких 
миллиметров по координатам и нескольких сотых долей миллиметра в секунду по 
скорости (сотые доли процента), т.е. пренебрежимо малые по сравнению с характер-
ными погрешностями АСН, что доказывает состоятельность предложенного подхода.

В настоящее время алгоритм внедряется в состав бортового программного обе-
спечения перспективных космических систем.
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Abstract. This article discusses the problem of estimating spacecraft trajectory parameters based 
on data provided by a GNSS (Global Navigation Satellite System) receiver and onboard 
spacecraft motion prediction algorithms. The traditional approach to solving the mentioned 
problem relies on Kalman filtering techniques for estimating the spacecraft’s coordinates 
and velocity. The navigation algorithms in the onboard computer must meet the technical 
requirements for maximum reduction in computational load. The paper proposes  
a method of decomposition for onboard integration algorithm using three parallel second-
order filters. This algorithmic approach significantly reduces the computational load 
of the algorithm, while maintaining accuracy. The main goal of this paper is to design  
a decomposed algorithm for estimation problem posed.

Key words: navigation, decomposed algorithm, spacecraft, GNSS-based navigation.
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